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Abstract. This paper addresses the problem of model-independent reconstruction 
of the Hubble constant, one of the key cosmological parameters characterizing the 
present-day expansion rate of the Universe. The discrepancy between the values of 
the Hubble constant obtained using different observational methods represents one of 
the major challenges in modern cosmology and is associated with the Hubble tension 
problem. Therefore, investigating methods for determining cosmological parameters 
with minimal dependence on a specific cosmological model is of considerable 
importance. The aim of this work is to investigate the influence of the covariance 
kernel and observational dataset on the reconstruction of the Hubble constant using 
the Gaussian Process method and to assess the stability of the obtained results. Five 
different covariance kernels are considered: Squared Exponential, Matérn 7/2, 
Matérn 9/2, Cauchy, and Rational Quadratic. Three observational datasets are used: 
cosmic chronometers (CC), baryon acoustic oscillations (BAO), and their combined 
CC+BAO dataset. Each covariance kernel is applied to the three datasets, resulting in 
15 independent reconstructions. All reconstructions were performed using the GaPP 
(Gaussian Processes in Python) package.The obtained results demonstrate that the 
choice of covariance kernel has a relatively small effect on the reconstructed value 
of . In contrast, the observational dataset has a substantially greater influence on 
the reconstruction accuracy. In particular, combining CC and BAO data reduces the 
uncertainty intervals and improves the stability and consistency of the results. These 

ACADEMIC JOURNAL
OF PHYSICAL AND CHEMICAL SCIENCES
ISSN 2224-5227 
Volume 3. 
Number 359 (2026), 146–154
 
https://doi.org/10.32014/2026.2518-1483.467

https://doi.org/10.32014/2026.2518-1483.467


147

ACADEMIC JOURNAL OF PHYSICAL AND CHEMICAL SCIENCES

findings demonstrate that the Gaussian Process method can be effectively applied to 
the model-independent reconstruction of cosmological parameters. The analysis also 
shows that the reliability of the reconstructed Hubble constant depends to a significant 
extent on the quality and completeness of the observational data used. Thus, the results 
emphasize the importance of combining complementary observational datasets when 
performing model-independent cosmological reconstructions and estimating the current 
expansion rate of the Universe.

Keywords:  Gaussian processes, Hubble constant, cosmological parameters, 
covariance kernel, cosmic chronometers, baryonic acoustic oscillations, reconstruction
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Аннотация. Бұл жұмыста қазіргі космологиядағы маңызды мәселелердің 
бірі болып табылатын Хаббл тұрақтысын  модельге тәуелсіз реконструкциялау 
мәселесі қарастырылады. Хаббл тұрақтысы Ғаламның қазіргі ұлғаю жылдамдығын 
сипаттайтын негізгі космологиялық параметрлердің бірі болып табылады. Оның 
әртүрлі бақылау көздері арқылы алынған мәндерінің арасындағы сәйкессіздік 
қазіргі космологиядағы Хаббл шиеленісі мәселесінің өзектілігін арттырады. 
Осыған байланысты космологиялық параметрлерді нақты космологиялық 
модельге тәуелділікті азайта отырып анықтайтын әдістерді зерттеу маңызды. 
Зерттеудің мақсаты - гаусстық процестер әдісі арқылы Хаббл тұрақтысын 
реконструкциялау кезінде ковариациялық ядроны және бақылау деректерінің 
жиынтығын таңдаудың нәтижеге әсерін анықтау және алынған нәтижелердің 
тұрақтылығын бағалау. Жұмыста гаусстық процестер әдісі қолданылып, бес 
түрлі ковариациялық ядро қарастырылды: Squared Exponential, Matérn 7/2, 
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Matérn 9/2, Cauchy және Rational Quadratic. Бақылау деректері ретінде ғарыштық 
хронометрлердің (CC), бариондық акустикалық осцилляциялардың (BAO) және 
олардың біріктірілген CC+BAO жиынтықтары пайдаланылды. Әрбір ядро үш 
деректер жиынтығына қолданылып, барлығы 15 тәуелсіз реконструкция жүргізілді. 
Барлық реконструкциялар GaPP (Gaussian Processes in Python) пакеті арқылы 
орындалды. Алынған нәтижелер әртүрлі ковариациялық ядроларды таңдаудың 
реконструкциясына әсері салыстырмалы түрде аз екенін көрсетті. Керісінше, 
пайдаланылатын деректер жиынтығы реконструкция дәлдігіне айтарлықтай 
әсер етеді. CC және BAO деректерін біріктіру қателік интервалдарын азайтып, 
нәтижелердің тұрақтылығы мен өзара сәйкестігін арттырады. Алынған нәтижелер 
гаусстық процестер әдісін модельге тәуелсіз космологиялық реконструкция үшін 
тиімді құрал ретінде пайдалануға болатынын көрсетеді. Зерттеу қорытындылары 
реконструкциясының сенімділігі ең алдымен бақылау деректерінің сапасы мен 
толықтығына байланысты екенін көрсетеді.

	 Түйін сөздер:  Гаусстық процестер, Хаббл тұрақтысы, космологиялық 
параметрлер, ковариациялық ядро, ғарыштық хронометрлер, бариондық 
акустикалық осцилляциялар, реконструкция
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Аннотация. В данной работе рассматривается проблема модельно-
независимой реконструкции постоянной Хаббла, ключевого космологического 
параметра, характеризующего текущую скорость расширения Вселенной. 
Несоответствие значений постоянной Хаббла, полученных различными 
методами наблюдений, является актуальной проблемой современной космологии 
и связано с проблемой напряжённости Хаббла. Поэтому исследование методов 
определения космологических параметров с минимальной зависимостью от 
конкретной космологической модели имеет большое значение. Цель данной 
работы - изучить влияние выбора ядра ковариации и набора наблюдательных 
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данных на реконструкцию постоянной Хаббла с использованием метода 
гауссовских процессов, а также оценить стабильность полученных результатов. 
В исследовании используется метод гауссовских процессов и рассмотрены пять 
различных ковариационных ядер: Squared Exponential, Matérn 7/2, Matérn 9/2, 
Cauchy и Rational Quadratic. В качестве наблюдательных данных использованы 
данные космических хронометров (CC), барионных акустических осцилляций 
(BAO), а также их объединённый набор CC+BAO. Каждое ядро ​​применялось 
к трем наборам данных, в результате чего было получено 15 независимых 
реконструкций. Все реконструкции выполнялись с использованием пакета GaPP 
(Gaussian Processes in Python). Результаты показали, что выбор ядра ковариации 
оказывает относительно небольшое влияние на реконструированное значение. 
Однако используемый набор данных наблюдений оказывает значительно большее 
влияние на точность реконструкции. Объединение данных CC и BAO позволяет 
уменьшить интервалы неопределенности и повысить надежность и согласованность 
результатов. Результаты демонстрируют, что метод гауссовых процессов может 
быть эффективно применен для реконструкций космологических параметров, не 
зависящих от модели. Анализ также показывает, что надежность реконструкции 
постоянной Хаббла в значительной степени определяется качеством и полнотой 
используемых данных наблюдений.

Ключевые слова: Гауссовы процессы, постоянная Хаббла, космологические 
параметры, ковариационное ядро, космические хронометры, барионные 
акустические колебания, реконструкция

Кіріспе. Хаббл тұрақтысы  қазіргі заманғы космологиядағы ең маңы-
зды параметрлердің бірі болып табылады. Ол Ғаламның қазіргі ұлғаю жыл-
дамдығын сипаттайды және Ғаламның жасы мен эволюциясын түсінуде ше-
шуші рөл атқарады. Соңғы жылдары космологиядағы негізгі мәселелердің бірі 
ретінде Хаббл шиеленісі (Hubble tension) кеңінен талқылануда. Бұл мәселе 

тұрақтысының әртүрлі бақылау әдістері арқылы алынған мәндерінің өза-
ра сәйкес келмеуінен туындайды. Мысалы, Planck миссиясының ғарыштық 
микротолқынды фон деректеріне негізделген талдауы  
км/с/Мпк мәнін көрсетсе, SH0ES жобасының жергілікті бақылаулары 

 км/с/Мпк нәтижесін береді. Аталған айырмашылықтың сақталуы бақы-
лау деректеріндегі жүйелік қателіктердің немесе стандартты космологиялық мо-
дельден тыс жаңа физиканың болуы мүмкін екенін көрсетеді.

Осыған байланысты космологиялық параметрлерді бағалауда модельге тәуел-
сіз әдістерді қолданудың маңызы артып отыр. Мұндай әдістердің бірі – бақылау 
деректерінен функцияларды алдын ала нақты космологиялық модель таңдаусыз 
қалпына келтіруге мүмкіндік беретін гаусстық процестер әдісі. Бұл тәсіл соңғы 
жылдары  функциясын және Хаббл тұрақтысын реконструкциялауда кеңінен 
қолданылып келеді (Elizalde et al., 2024).

Мақалада гаусстық процестер әдісі арқылы Хаббл тұрақтысын реконструкция-
лауға ковариациялық ядроны және пайдаланылатын деректер жиынтығын таңда-
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удың әсері зерттеледі. Талдау барысында ғарыштық хронометрлер (CC), барион-
дық акустикалық осцилляциялар (BAO) және олардың біріктірілген (CC+BAO) 
деректері қарастырылады. Зерттеудің негізгі мақсаты – әртүрлі ковариациялық 
ядролар мен деректер жиынтықтарын пайдалану кезінде алынатын  мәндерінің 
тұрақтылығын бағалау.

Материалдар мен әдістер. Бұл жұмыста Хаббл параметрінің қызыл ығысуға 
тәуелділігін модельге тәуелсіз түрде қалпына келтіру үшін гаусстық процестер 
(Gaussian Processes, GP) әдісі қолданылды. Гаусстық процесс бақылау деректері 
негізінде функцияны алдын ала нақты аналитикалық түрін таңдаусыз рекон-
струкциялауға мүмкіндік беретін бейпараметрлік байестік тәсіл болып табылады 
(Wilson & Adams, 2013).

Гаусстық процесте зерттелетін функция келесі түрде анықталады:

	                                            (1)

мұндағы  орташа функция, ал  – функция мәндері арасындағы 
корреляцияны сипаттайтын ковариациялық ядро. Бұл жұмыста орташа функция 
нөлге тең деп қабылданды, бұл H(z) функциясына алдын ала белгілі бір 
космологиялық модельдің формасын енгізбеуге мүмкіндік береді. Ковариациялық 
ядролардың гиперпараметрлері GaPP пакетінде маргиналдық ықтималдықты 
барынша арттыру арқылы автоматты түрде алынады. Бастапқы мәндер ретінде екі 
гиперпараметрі бар ядролар үшін , ал Rational Quadratic ядросы үшін 

.
Хаббл параметрін реконструкциялау барысында бес түрлі ковариациялық ядро 

қарастырылды: 
1.	 Квадраттық экспоненциалды (Radial Basis Function - RBF) ядро:
2.	

3.	 Matérn ядролары (  және ):
4.	
a. 

b. 

5.	 Коши (Cauchy) ядросы:

6.	 Рационалды квадраттық (Rational Quadratic, RQ) ядросы:
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Зерттеуде 1-суретте көрсетілген бақылау деректері пайдаланылды. Бірінші 
жиынтық – ғарыштық хронометрлер (Cosmic Chronometers, CC) деректері. Екінші 
жиынтық – бариондық акустикалық осцилляциялар (Baryon Acoustic Oscillations, 
BAO) деректері. Сонымен қатар, реконструкцияның тұрақтылығын арттыру 
мақсатында CC және BAO деректерінің біріктірілген жиынтығы (CC+BAO) 
қарастырылды (Niu et al., 2024).

	
Кесте 1. Деректер жиынтығы.

Деректер 
жиындығы

Нүктелер 
саны

Қызыл ығысу 
диапазоны z

H(z) диапазоны
км/с/Мпк

Дереккөз

CC 32 0.07-1.965 68.6-202 Niu et al. (2024)
BAO 20 0.24-2.36 78.39-226.24 Niu et al. (2024)

Ковариациялық ядро мен деректер жиынтығының әсерін бағалау үшін әрбір ядро үш деректер 
жиынтығына жеке қолданылды. Нәтижесінде 5 ядро және 3 деректер жиынтығы үшін барлығы 15 
тәуелсіз реконструкция жүргізіліп, алынған  мәндері өзара салыстырылды.

Нәтижелер мен талқылаулар. 1 – суретте Matérn 7/2 ковариациялық ядросын 
қолдану арқылы алынған  реконструкциялары көрсетілген. Суретте CC, BAO 
және CC+BAO деректер жиынтықтары үшін алынған нәтижелер салыстырылған. 
CC және BAO деректерін біріктіру нәтижесінде қателік  азайғаны байқалады. Бұл 
әртүрлі бақылау деректерінің бірін-бірі толықтыруы реконструкцияның дәлдігін 
арттыратынын көрсетеді. Қызыл ығысу жоғарылаған сайын қателік аймағының 
ұлғаюы байқалады, бұл жоғары (z) мәндеріндегі бақылау деректерінің санының 
аздығымен және олардың қателіктерінің ұлғаюымен түсіндіріледі.

Реконструкция нәтижесінде алынған Хаббл тұрақтысының мәндері 1–
кестеде келтірілген. Нәтижелер көрсеткендей, пайдаланылған ковариациялық 
ядроның түрі  мәніне айтарлықтай әсер етпейді. Әртүрлі ядролар үшін алынған 
нәтижелер бір-бірімен жақсы сәйкеседі және олардың айырмашылықтары 
статистикалық қателіктер шегінде қалады. Бұл гаусстық процестер әдісі арқылы 
жүргізілген реконструкциялардың ядро таңдауға қатысты жеткілікті тұрақты 
екенін көрсетеді.
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Сурет  1. Әртүрлі деректер жиынтықтары үшін   реконструкцияларының салыстыруы.

Сонымен қатар, нәтижелерге деректер жиынтығының әсері маңызды екені 
байқалады. Жеке CC және BAO деректерін қолданғанда қателік интервалдары 
салыстырмалы түрде үлкен болса, біріктірілген CC + BAO деректер жиынтығы 
үшін қателік айтарлықтай азаяды. Бұл жағдайда алынған нәтижелер өзара жақсы 
сәйкесіп, реконструкцияның сенімділігі артады. Осылайша, жүргізілген талдау 
Хаббл тұрақтысын анықтауда ковариациялық ядроны таңдаудан қарағанда 
пайдаланылатын бақылау деректерінің құрамы маңыздырақ рөл атқаратынын 
көрсетті.

Кесте 2. Реконструкциялар нәтижелері.
Ковариациялық  ядролар СС BAO Комбинация

Squared Exponential

Matern 72

Cauchy

Matern 92

Rational Quadratic

Реконструкциялар нәтижелерінде Cauchy ядросы мен BAO деректері үшін 
нормадан тыс нәтиже алынды . Тексеру барысында 
кіші бастапқы мәндермен корреляциялық ұзындығы максимумға жетумен 
аяқталады, нәтижесінде осындай мән беретінін анықталды. Ал 
,[5,5] және [10,1] бастапқы мәндер қолданылғанда, оңтайландыру бір-біріне 
жақын тұрақты шешімге келіп  мәнін береді. Бұл нәтиже 
гиперпараметрлердің бастапқы мәндерін таңдауға қатысты Cauchy ядросының 
жоғары сезімталдығын көрсетеді. Бұл жұмыста «модельге тәуелсіз» ұғымы H(z) 
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функциясы үшін алдын ала нақты космологиялық модель қабылданбайтынын 
білдіреді. Алайда BAO деректері дыбыстық горизонт калибрлеуіне және 
космологиялық модельге белгілі бір дәрежеде тәуелді болуы мүмкін. Сондықтан 
BAO қолданылған реконструкция толықтай модельге тәуелсіз емес.

Қорытынды. Бұл жұмыста гаусстық процестер әдісі арқылы Хаббл 
тұрақтысын реконструкциялауға ковариациялық ядро мен бақылау деректерінің 
әсері зерттелді. Нәтижелер көрсеткендей, Cauchy – BAO жағдайындағы тұрақсыз 
оңтайландыруды қоспағанда, әртүрлі ядролар үшін алынған  мәндері 
статистикалық қателік шегінде өзара сәйкес келеді. CC және BAO деректерін 
біріктіру белгісіздіктерді азайтып, реконструкцияның тұрақтылығын арттырады. 
Сонымен қатар, BAO деректерінің калибрлеуіне және  космологиялық модельге 
белгілі бір тәуелділігі бар екенін ескеру қажет. Осыған байланысты GP әдісі нақты 
параметрлік модельді алдын ала қабылдамайтын бейпараметрлік тәсіл ретінде 
қарастырылады. Жалпы реконструкциясының сенімділігі ядро таңдауымен қатар, 
пайдаланылатын деректердің сапасы мен көлеміне де тәуелді.
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