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Abstract. This paper investigates a screened model of modified teleparallel gravity 
described by the function

where  is the torsion scalar,  defines the characteristic transition scale, and 
determines the amplitude of the late-time cosmological acceleration. The main feature 
of the model is the automatic suppression of the modifying term at large . In the 
high-torsion regime, the correction decreases as , and the theory asymptotically 
approaches the teleparallel equivalent of General Relativity. At small , the modifying 
term tends to the constant , reproducing the effect of a positive cosmological 
constant.

For a spatially flat FLRW (Friedmann–Lemaître–Robertson–Walker) geometry, 
the modified Friedmann equation was derived, an expression for the effective energy 
density of the geometric sector was obtained, and the normalization condition 

, where , was imposed. Analytical expressions were also 
obtained for , the effective equation-of-state parameter , the derivatives of 
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the function , and the effective gravitational constant . It was shown that the 
crossing of the phantom divide  on the monotonic cosmological branch is 
determined by the condition .

A numerical analysis was performed for , and 1.20. The expansion 
function, the relative deviation of  from the ΛCDM model, the evolution of 
, the ratio , and the combination  were investigated. It was found that the 
model preserves a background dynamics close to that of the ΛCDM model and satisfies 
the condition  over the interval  However, the present-day value 

 indicates a significant enhancement of the gravitational 
interaction. Therefore, the minimal version of the model successfully realizes high-
torsion screening but is likely to face strong constraints from observations of the 
growth of large-scale structure.

Keywords: torsion, teleparallel gravity, dark energy, dark matter, accelerated 
expansion
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мұндағы — бұралу скаляры, өтудің сипаттамалық масштабын анықтайды, 
ал  кеш ғаламдық (космологиялық) үдеудің амплитудасын сипаттайды. 
Модельдің негізгі ерекшелігі — үлкен мәндерінде модификациялаушы 
бөліктің автоматты түрде басылуы. Жоғары бұралу режимінде түзету мүшесі 

 заңы бойынша кемиді, нәтижесінде теория асимптоталық түрде жалпы 
салыстырмалылық теориясының телепараллельді эквивалентіне жақындайды. Ал 

кіші мәндерінде модификациялаушы бөлік тұрақты  мәніне ұмтылып, 
оң космологиялық тұрақтының әсерін қайта жаңғыртады.

Кеңістіктік жазық FLRW (Фридман–Леметр–Робертсон–Уокер) геометриясы 
үшін модификацияланған Фридман теңдеуі қорытылып шығарылды, 
геометриялық сектордың тиімді энергия тығыздығының өрнегі алынды және 

 шарты бойынша нормалау жүргізілді, мұндағы 
онымен қатар, , тиімді күй теңдеуінің параметрі , функциясының 
туындылары және тиімді гравитациялық тұрақты  үшін аналитикалық 

өрнектер анықталды. Монотонды космологиялық тармақта  фантомдық 
шекарасының қиылысуы  шартымен  нықталатыны көрсетілді.

Сандық талдау және 1.20 мәндері үшін жүргізілді. 
Кеңею функциясы,  шамасының ΛCDM моделінен салыстырмалы 
ауытқуы, параметрінің эволюциясы,  қатынасы және 

 комбинациясы зерттелді. Зерттеу нәтижелері модельдің фондық 
динамикасының ΛCDM моделіне жақын екенін және аралығында 

 шартын қанағаттандыратынын көрсетті. Алайда қазіргі кездегі 
 мәні гравитациялық өзара әрекеттесудің едәуір 
күшейетінін көрсетеді. Демек, модельдің минималды нұсқасы жоғары бұралу 
режиміндегі экрандалуды сәтті жүзеге асырғанымен, ірі ауқымды құрылымдардың 
өсуін бақылау деректері тарапынан қатаң шектеулерге ұшырауы ықтимал.

Түйін сөздер: бұралу, телепараллель гравитация, күңгірт энергия, күңгірт 
материя, үдемелі кеңею
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Аннотация. В данной работе исследуется экранированная модель модифи
цированной телепараллельной гравитации, задаваемая функцией

где  — скаляр кручения, определяет характерный масштаб перехода, а 
задаёт амплитуду позднего космологического ускорения. Основная особенность 
модели состоит в автоматическом подавлении модифицирующей части при 
больших . В высокоторсионном режиме поправка убывает как , и теория 
асимптотически приближается к телепараллельному эквиваленту общей теории 
относительности. При малых модифицирующая часть стремится к постоянной 

, воспроизводя эффект положительной космологической постоянной.
Для пространственно плоской FLRW (Фридман–Леметр–Робертсон–Уокер) 

геометрии выведено модифицированное уравнение Фридмана, получено 
выражение для эффективной плотности геометрического сектора и выполнена 
нормировка по условию , где . Также получены 
аналитические выражения для , эффективного параметра состояния 
, производных функции  и эффективной гравитационной постоянной 
. Показано, что пересечение фантомной границы  на монотонной 
космологической ветви определяется условием .

Численный анализ проведён для  и 1.20. Исследованы функция 
расширения, относительное отклонение  от ΛCDM, эволюция 
, отношение и комбинация . Показано, что модель сохраняет 
близкую к ΛCDM фоновую динамику и удовлетворяет условию  на 
интервале . Однако современное значение  
указывает на существенное усиление гравитационного взаимодействия. 
Следовательно, минимальная версия модели успешно реализует высокоторсионное 
экранирование, но, вероятно, испытывает сильные ограничения со стороны 
наблюдений роста крупномасштабной структуры.

Ключевые слова: кручение, телепараллельная гравитация, темная энергия, 
темная материя, ускоренное расширение

Кіріспе. Қазіргі космологияда Әлемнің ірі ауқымды эволюциясы стандартты 
ΛCDM моделі аясында жоғары дәлдікпен сипатталады. Бұл модельде Әлемнің 
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кейінгі кезеңдегі үдемелі кеңеюі оң таңбалы космологиялық тұрақты  арқылы 
түсіндіріледі, ал галактикалар мен ірі ауқымды құрылымдардың түзілуі негізінен 
суық күңгірт материямен анықталады (Møller, 1961). Бақылау деректерінің 
кең ауқымымен сәтті үйлескеніне қарамастан, ΛCDM моделі бірнеше іргелі 
мәселелерді әлі де ашық қалдырады (Aldrovandi and Pereira, 2012; Maluf, 2013). 
Күңгірт энергия мен күңгірт материяның физикалық табиғаты әлі күнге дейін 
анықталған жоқ, ал бақыланатын космологиялық тұрақтының шамасының 
кванттық өріс теориясына тән сипаттамалық масштабтармен салыстырғанда аса 
кіші болуы дәл күйге келтіру мәселесіне алып келеді (Cho, 1976; Hayashi, 1977).

Бұдан бөлек, балама космологиялық сценарийлерді зерттеуге әртүрлі 
космологиялық өлшеулер арасындағы сәйкессіздіктер де түрткі болады. Атап 
айтқанда, мұндай айырмашылықтар Әлемнің қазіргі кеңею жылдамдығын 
және ірі ауқымды құрылымдардың өсу амплитудасын бағалау нәтижелерінде 
байқалады (Li et al., 2011).

Ғаламның үдемелі кеңеюін түсіндірудің ықтимал тәсілдерінің бірі 
— космологиялық масштабтардағы гравитациялық өзара әрекеттесуді 
модификациялау болып табылады (Sotiriou et al., 2010). Бұл жағдайда бақыланатын 
үдемелі кеңею жеке күңгірт энергия компонентінің салдары ретінде емес, жалпы 
салыстырмалылық теориясындағы гравитациялық динамиканың ауытқуының 
көрінісі ретінде қарастырылады (Li et al., 2011). Осындай бағыттардың ішінде 
телепараллель гравитация теориялары ерекше қызығушылық тудырады. Жалпы 
салыстырмалылық теориясының телепараллель эквивалентінде гравитация 
кеңістік-уақыттың қисықтығымен емес, тетрадалық өрістен туындайтын бұралу 
арқылы сипатталады (Sotiriou et al., 2010; Ong et al., 2013). Негізгі геометриялық 
шама ретінде бұралу скаляры  алынады, ал -ге сызықты тәуелді Лагранжиан 
Эйнштейн теңдеулеріне эквивалентті динамикаға алып келеді (Faraoni and 
Capozziello, 2011).

Телепараллель эквиваленттің табиғи жалпылауы болып бұралу скалярының 
сызықты функциясы жалпырақ сызықтық емес тәуелділікпен алмастырылатын 

-гравитация табылады (Chen et al., 2015; Krššák and Saridakis, 2016). Мұндай 
тәсілдің маңызды артықшылықтарының бірі – өріс теңдеулерінің туындылар 
бойынша әдетте екінші ретті болып сақталуы, ал қисықтыққа негізделген 
көптеген модификацияларда жоғары ретті теңдеулердің пайда болуы (Krssak, 
2017). Бұл космологиялық шешімдерді аналитикалық және сандық зерттеуді 
жеңілдетеді. Сонымен қатар, функциясын еркін таңдау физикалық тұрғыдан 
жарамды теорияны қамтамасыз етпейді (Myrzakulov, 2011). Нақты модель 
ғалам эволюциясының кеш кезеңдерінде үдемелі кеңеюді қамтамасыз етуі, ерте 
Ғаламда жалпы салыстырмалылық теориясына жуықтауы, тиімді гравитациялық 
байланыстың оң мәнін сақтауы және заттық тығыздықтың ауытқуларының 
бақыланатын өсуіне қайшы келмеуі тиіс (Wu and Yu, 2010).

Алдыңғы зерттеулерде кеш Әлемнің прогрессивті кеңеюін сипаттауға 
бағытталған экспоненциалды және CDM модельдеріне жақын космологиялық 
эволюцияны қайталайтын әртүрлі  модельдер қарастырылды. Сондықтан, 
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бұл жұмыстың ғылыми жаңалығы тек экспоненциалды функционалдық 
тәуелділікті пайдалануда ғана емес. Негізгі назар қарастырылып отырған 
минималды модельдегі жоғары спинді режимде модификациялаушы бөлікті 
автоматты түрде басу механизмін аналитикалық зерттеуге және оның тиімді 
гравитациялық байланысқа және ірі масштабты құрылымдардың сызықтық 
өсуіне әсерін фондық космологиямен бірге бір мезгілде талдауға бағытталған.

Осы жұмыста «космологиялық экрандау» термині нақты жоғары бұралу шегімен 
байланысты қолданылады. Атап айтқанда, T артқан кезде модификациялаушы 
F(T) бөлігі және оның бұралу скаляры бойынша туындылары нөлге ұмтылып, 
толық функциясы асимптоталық түрде жалпы салыстырмалылық 
теориясының телепараллельді эквивалентіне жақындайды. Демек, ерте Ғаламға 
тән жоғары энергетикалық немесе жоғары бұралу режимінде модификацияланған 
гравитация әсері басылып, стандартты гравитациялық динамика қалпына келеді. 
Төмен бұралу режимінде, керісінше, модификациялаушы бөлік тұрақты шамаға 
ұмтылып, оң космологиялық тұрақтыға ұқсас әсер тудырады.

Осыған байланысты жұмыстың мақсаты қарастырылатын экрандалған 
-модельдің тек фондық кеңею тарихын анықтау емес, оның әртүрлі 

космологиялық деңгейлердегі мінез-құлқын өзара байланысты түрде бағалау 
болып табылады. Атап айтқанда, модификацияланған Фридман динамикасы, 
тиімді күй теңдеуінің параметрі, тиімді гравитациялық тұрақты Geff  және материя 
тығыздығы ауытқуларының сызықтық өсуі бір модель шеңберінде зерттеледі. 
Зерттеудің маңызды мәселелерінің бірі — жоғары бұралу режиміндегі сәтті 
экрандау мен  CDM-ге  сапалық тұрғыдан ұқсас фондық эволюцияның қазіргі 
дәуірдегі тиімді гравитациялық байланыстың қолайлы мәнін автоматты түрде 
қамтамасыз ете ме, жоқ па деген сұрақты тексеру. 

Мақалада келтірілген есептеулер мен физикалық тұжырымдарды қадағалауды 
жеңілдету  үшін,  төмендегі  1-кестеде  негізгі  шартты  белгілелер  мен  олардың 
сипаттамалары жүйеленіп көрсетілген.

Кесте 1. Негізгі шартты белгілер мен олардың сипаттамалары.
Шартты 
белгі Атауы Сипаттамасы

Толық гравитациялық 
функция

Телепараллельдік гравитацияның толық лагранждық 
функциясы;  .

Модификациялаушы 
бөлік

Жалпысалыстырмалылықтың телепараллельдік эквивалентіне 
енгізілетін сызықтық емес түзету.

Бұралу скаляры
Телепараллельдік геометриядағы негізгі скалярлық шама. 
Жазық FLRW кеңістігінде .

Өтудің сипаттамалық 
масштабы

Модификацияланған және стандарты гравитациялық 
режимдер арасындағы өтудің бұралу масштабы.

Кеш  дәуірлік үдеудің 
амплитудасы

Космологиялық тұрақтыға ұқсас әсер туғызатын және 
Ғаламның кеш үдемелі кеңеюін анықтайтын параметр.

Хаббл параметрі Ғаламның кеңею жылдамдығын сипаттайды.
Қазіргі Хаббл 
параметрі Қызыл ығысу  кезіндегі Хаббл параметрініңмәні.
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Шартты 
белгі Атауы Сипаттамасы

Өлшемсіз кеңею 
функциясы

 космологиялық кеңею тарихын өлшемсіз 
түрде сипаттайды.

Қызылығысу Космологиялық уақытты және бақылау дәуірін сипаттайтын 
айнымалы.

Масштабтық фактор Ғаламның салыстырмалы өлшемін сипаттайды; әдетте қазіргі 
дәуірде .

 -қатпарлар саны  өсу теңдеуін жазуға қолданылатын уақыттық 
айнымалы.

Өлшемсіз өтпелі 
параметр

 модификацияның космологиялық масштабын 
сипаттайды.

Көмекші өлшемсіз 
айнымалы ; модель өрнектерін ықшамдауға қолданылады.

Көмекші функция
; 

Тиімді геометриялық сектордың тығыздығын және Фридман 
теңдеуін ықшам түрде өрнектейді.

Гравитациялық 
байланыс тұрақтысы

 түрінде анықталатын гравитациялық байланыс 
коэффициенті.

Ньютонның грави
тациялық тұрақтысы

Стандартты гравитациялық өзара әрекеттесудің негізгі 
тұрақтысы.

Тиімді гравитациялық 
тұрақты

Материя тығыздығының сызықтық ауытқуларының өсуіне 
әсер ететін модификацияланған гравитациялық байланыс.

Тиімді гравитация 
қатынасы

; гравитациялық әрекеттесудің 
стандартты мәннен ауытқуын сипаттайды.

 функциясының 
бірінші туындысы

; тиімді гравитациялық байланыстың 
таңбасы мен шамасын анықтайды. Тиімді гравитациялық 
байланыстың оң таңбасын қамтамасыз ететін қажетті шарт: 

.
функциясының 

екінші туындысы
; модельдің динамикалық қасиеттері мен 

тұрақтылығын талдауда қолданылады.
 функциясының 

бірінші туындысы
; модификациялаушы бөліктің бұралу скаляры 

бойынша өзгерісін сипаттайды.
 функциясының 

екінші туындысы
; модификацияның қисықтығын және жоғары 

ретті өзгерісін сипаттайды.
Материяның 
толықтығыздығы

Фридман теңдеуіне кіретін материалдық компоненттердің 
энергия тығыздығы.

Тиімдігеометриялық 
сектор тығыздығы

 модификациясын антуындайтын тиімді энергия 
тығыздығы.

Материяның қазіргі 
салыстырмалы 
тығыздығы

Қазіргі дәуірдегі материя тығыздығының критикалық 
тығыздық қақатынасы.

Сәулеленудің қазіргі 
салыстырмалы 
тығыздығы

Қазіргід әуірдегі сәулелену тығыздығының критикалық 
тығыздық қақатынасы.

Тиімді сектордың 
қазіргі үлесі

; қазіргі геометриялық немесе қараңғы 
энергия тәрізді сектордың үлесі.
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Шартты 
белгі Атауы Сипаттамасы

Тиімді күй теңдеуінің 
параметрі

Тиімді модификацияланған сектор қысымының оның 
тығыздығына қатынасын сипаттайды;  — фантомдық 
шекара.

Сызықтық 
өсуфункциясы

Материя тығыздығы ауытқуларының уақыт бойынша 
сызықтық өсуін сипаттайды.

Өсу қарқыны ; құрылымдардың қалыптасу жылдамдығын 
сипаттайды.

Қазіргі флуктуациялар 
амплитудасы

 Мпк масштабындағы материя тығыздығы 
флуктуацияларының қазіргі орташа квадраттық амплитудасы.

Өсу бойынша 
бақылаулық 
комбинация

; қызыл ығысудағы кеңістік 
бұрмаланулары арқылы өлшенетін шама.

Қазіргі баяулау 
параметрі

Ғалам кеңеюінің қазіргі үдеуі немесе баяулауын сипаттайды;  
  үдемелі кеңеюге сәйкес келеді.

Өтпелі қызыл ығысу Ғаламның баяулаған кеңеюден үдемелі кеңеюге өткен кезеңін 
сипаттайтын қызыл ығысу.

Хаббл функциясының 
салыстырмалы ауытқуы

Модельдегі  мәнінің ΛCDM моделіндегі Хаббл 
функциясынан салыстырмалы айырмасы.

ΛCDM Стандартты космоло
гиялық модель

Космологиялық тұрақты Λ мен суық қараңғы материяға 
негізделген эталондық модель.

FLRW
Фридман–Леметр–
Робертсон–Уокер 
геометриясы

Біртекті және изотропты Ғаламды сипаттайтын 
космологиялық кеңістік-уақыт геометриясы.

Материалдар мен әдістер. Осы жұмыста толық гравитациялық функциямен 
анықталатын экрандалған модель қарастырылады (Setare and Mohammadipour, 2013; 
Jamil et al., 2012a; Mirza and Oboudiat, 2017; Jamil et al., 2012b; Feng et al., 2014):

	 (1)

мұндағы

	 (2)

 параметрі модификацияланған режим мен стандартты режим 
арасындағы өтудің сипаттамалық масштабын анықтайды, ал параметрі 
Ғаламның кеш кезеңдеріндегі космологиялық үдеудің амплитудасын сипаттайды. 
Ұсынылған функцияның негізгі ерекшелігі оның  кіші және үлкен мәндеріндегі 
мінез-құлқының әртүрлі болуында. Ғалам эволюциясының кеш кезеңдеріне 
сәйкес келетін төмен бұралу режимінде модификациялаушы бөлік тұрақты 
шамаға ұмтылады:

	 (3)
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Сондықтан ол оң космологиялық тұрақтының әсерін қайта жаңғыртады. 
Ерте Ғаламға тән жоғары бұралу режимінде түзету мүшесі  заңымен кемиді, 
ал оның туындылары нөлге ұмтылады. Осылайша, модификацияның әсері 
автоматты түрде басылып, теория асимптоталық түрде жалпы салыстырмалылық 
теориясының телепараллель эквивалентіне жақындайды.

Осы жұмыста бұл қасиет космологиялық экрандау механизмі ретінде 
қарастырылады. Экрандау критерийі жоғары бұралу режимінде  ∞ 
кезінде модификациялаушы  бөлігінің және оның бірінші және екінші 
туындыларының нөлге ұмтылуымен анықталады. Нәтижесінде толық 
гравитациялық функция телепараллельді жалпы салыстырмалылық шегіне 
асимптоталық түрде жақындайды және модификацияның фондық динамикаға 
әсері басылады. Бұл анықтама қарастырылып отырған модельдің жоғары бұралу 
режиміндегі фондық экрандалуын сипаттайды және өздігінен космологиялық 
ауытқулардың толық тұрақтылығын дәлелдемейді. 

Жалпы салыстырмалылық теориясынан ауытқулар барлық энергетикалық 
масштабтарда сақталатын модельдерден айырмашылығы, қарастырылып 
отырған құрылым бұл ауытқуларды негізінен Ғалам эволюциясының кеш 
кезеңімен шектейді. Бұл әсіресе маңызды, өйткені стандартты космология 
алғашқы нуклеосинтезді, рекомбинацияны және бастапқы біртексіздіктердің 
қалыптасуын сәтті сипаттайды. Сондықтан өміршең модификацияланған теория 
ерте Ғаламдағы динамиканы іс жүзінде өзгертпеуі, сонымен қатар кіші қызыл 
ығысулар аймағында елеулі әсер тудыруы тиіс. 

Жұмыстың негізгі мақсаты - қарастырылып отырған экрандалған  
моделінің фондық эволюциясын, тиімді геометриялық сектор динамикасын 
және зат тығыздығының ауытқуларының сызықтық өсуін аналитикалық және 
сандық зерттеу, сондай-ақ қазіргі дәуірдегі тиімді гравитациялық байланыс 
және құрылымның өсуі деңгейінде жоғары бұралу тербелістері режимінде 
экрандаудың сақталу дәрежесін бағалау. Осы мақсатта  функциясының 
бірінші және екінші туындылары есептеледі, модификацияланған Фридман 
теңдеуі шығарылады және геометриялық сектордың тиімді энергия тығыздығы 
анықталады. Бұдан кейін өлшемсіз кеңею функциясы енгізілген соң

	 (4)

және параметрдің

	 (5)

нәтижесінде сандық шешуге жарамды нормаланған теңдеу алынады. Сонымен 
қатар, баяулау параметрі мен тиімді күй теңдеуінің параметрін есептеу үшін 
қажетті функциясының аналитикалық өрнегі шығарылады.
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Ерекше назар тиімді одификацияланған секторды сипаттайтын   
шамасына аударылады. Оның эволюциясын талдау фантомдық шекарасы 
арқылы өтудің мүмкіндігін анықтауға мүмкіндік береді. Бұдан кем емес маңызды 
шама – тиімді гравитациялық тұрақты.

	 (6)

oл тығыздық ауытқуларының өсуіне тікелей әсер етеді. Хабблдың фондық 
функциясы ΛCDM моделіне жақын болып қалғанның өзінде,  шамасының 
-ден едәуір ауытқуы бақыланатын  шамасында елеулі өзгерістерге алып 
келуі мүмкін. Сондықтан модельдің космологиялық қасиеттерін бағалау үшін 
тек фондық кеңеюді талдау жеткіліксіз; тиімді гравитациялық байланысты және 
материя тығыздығы ауытқуларының өсуін де қарастыру қажет.

Сандық зерттеу зат пен сәулеленудің қазіргі үлестері тұрақты деп алынып, 
τ параметрінің бірнеше мәні үшін жүргізіледі. Кеңею функциясы 
, Хаббл параметрінің ΛCDM моделінен салыстырмалы ауытқуы, тиімді күй 
теңдеуінің параметрі , қатынасы және комбинациясы өзара 
салыстырылады. Сонымен қатар, келесі шарттың орындалуы тексеріледі:

	 (7)

тиімді гравитациялық байланыстың оң мәнін сақтау үшін қажетті. Мұндай 
тәсіл модельді бір мезгілде фондық космология, тиімді күңгірт энергияның 
динамикасы және ауқымды құрылымның сызықтық өсуі деңгейінде бағалауға 
мүмкіндік береді. 

Сонымен қатар, төменде қарастырылатын  шарты мен -тің 
сипаты модельдің фондық және квазистатикалық сызықтық режимдегі қажетті 
диагностикалық шарттарын сипаттайтынын атап өткен жөн. Бұл шарттардың 
орындалуы теорияның барлық космологиялық ауытқулар деңгейіндегі толық 
тұрақтылығының жеткілікті шарты болып табылмайды. Скалярлық, векторлық 
және тензорлық ауытқулардың тұрақтылығы, сондай-ақ модификацияланған 
телепараллель гравитацияға тән қосымша еркіндік дәрежелерінің мінез-құлқы 
жеке зерттеуді қажет етеді.

Нәтижелер мен талқылаулар. Экрандалған f(T) модель. Толық гравитациялық 
функция келесі түрде ұсынылады:

	 (8)

мұндағы  — бұралудың сипаттамалық масштабы, ал  Ғаламның 
кеш кезеңдеріндегі космологиялық үдеудің амплитудасын анықтайды.
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Ыңғайлы болу үшін келесі белгілеуді енгіземіз:

                                     (9)

болғанда экспоненциалдық көбейткіш нөлге ұмтылады, сондықтан

	 (10)

Осылайша, инфрақызыл режимде теория асимптоталық түрде оң 
космологиялық тұрақтының әсерін қайта жаңғыртады.

 болған жағдайда келесі жіктеуді қолданамыз:
	

	 (11)

осыдан

	 (12)

және

	 (13)

Функцияның бірінші туындысы.
Келесі белгілеуді енгізейік:

	 (14)

сонда

                                                  (15)

олай болса

	 (16)
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және

	 (17)

Функцияның екінші туындысы.
(3.3) өрнегін дифференциалдау арқылы келесі нәтижені аламыз:

	 (18)

кезінде де,  кезінде де модификациялаушы бөліктің туынды
лары нөлге ұмтылады:

	 (19)

Демек, толық функция үшін

	 (20)

Модификацияланған Фридман теңдеуі.
Кеңістіктік жазық FLRW-геометриясында

	 (21)

Бірінші Фридман теңдеуі келесі түрде жазылады:

	 (22)

немесе
	

                       (23)

Модификацияланған сектордың тиімді энергия тығыздығы:

	 (24)

Орнына қойып есептегеннен кейін келесі өрнек алынады:

                                                            (25)
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Келесі белгілеуді енгізейік:

	 (26)

сонда

	 (27)

Өлшемсіз айнымалылар және нормаландыру.
Келесі белгілеулерді енгізейік:

	 (28)

сонда
	

	 (29)

Тиімді сектордың қазіргі үлесі мынаған тең:

	 (30)

 шартынан келесі өрнек шығады:

	 (31)

осылайша,

	 (32)

 функциясының туындысы:

	 (33)

Ал

	 (34)

(6.5) теңдеуін дифференциалдағаннан кейін келесі өрнек алынады:
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	 (35)

Тиімді күй теңдеуі.
Тиімді сектордың сақталу заңы:

	 (36)

Олай болса,

	 (37)

Себебі

	 (38)

келесі өрнекті аламыз:

	 (39)

Қарастырылып отырған кеңею тармағында, мұнда ,  және 
, фантомдық шекараның  арқылы өтуі

	 (40)

шартымен анықталады, яғни

	 (41)

 шамасы қызыл ығысу артқан сайын кемитіндіктен, 
бақыланатын өткен дәуірде фантомдық шекарадан өту тек 
болған жағдайда ғана мүмкін. Сондықтан таңдалған параметр мәндерінің ішінде 
бұл тек  кезінде ғана байқалады; ал  және 0.70 үшін тиімді 
сектор  аймағында фантомдық жақта, яғни  күйінде қалады.

Тиімді гравитациялық тұрақты.
Квазистатикалық жуықтауда

	 (42)
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Нормаландыруды ескерсек,

	 (43)

Сондықтан

	 (44)

Қажетті шарт:

	 (45)

Материя тығыздығының ауытқуларының өсуі.
үшін сызықтық өсу функциясы келесі теңдеуді қанағаттандырады:

	 (46)

Осы жерде

	 (47)

	 (48)

және

	 (49)

Сандық эксперимент. 
Фондық космологиялық динамика мен материя тығыздығы ауытқуларының 

сызықтық өсуін сандық зерттеу Python бағдарламалау ортасында жүргізілді. 
Дифференциалдық теңдеулер жүйесін интегралдау үшін scipy.integrate.solve\_ivp 
функциясы және адаптивті Runge-Kutta RK45 әдісі қолданылды. Есептеулер 

  қызыл ығысу аралығында орындалды. Фондық динамика үшін әрбір 
 мәнінде нормаланған Фридман теңдеуі сандық түрде шешілді. Қазіргі дәуірдегі 

нормалау E(0)=1 шарты арқылы жүзеге асырылды. Сандық есептеулерде 
пайдаланылған қазіргі космологиялық параметрлердің мәндері төмендегі 
өрнекте берілген:
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	 (50)

Бұл параметрлер кеңістіктік жазық ФРЛУ геометриясы үшін + + =1 
шартын қанағаттандырады. Сандық есептеулерде τ = 0,30, 0,70 және 1,20 мәндері 
параметр кеңістігін толық статистикалық сканерлеу ретінде емес, τ функциясы 
ретінде модельдің сапалық сипатын  көрсету үшін үш репрезентативті жағдай 
ретінде таңдалды. Бұл мәндер өтпелі параметрдің салыстырмалы түрде кіші, 
орташа және үлкен диапазондарын салыстыруға мүмкіндік береді. Сондықтан, 
төменде келтірілген нәтижелер бақылаулар рұқсат еткен τ параметрінің толық 
диапазонын анықтамайды және таңдалған мәндерді статистикалық тұрғыдан 
сенімді аралық ретінде түсіндіруге болмайды. Олардың мақсаты - фондық 
кеңеюдің сезімталдығын, күйдің тиімді теңдеуін  және құрылымдардың 
параметрге сызықтық өсуін көрсету.

Кесте 2. Экрандалған модельдің сандық сипаттамалары.
​ ​ ​ ​ ​ ​ ​ ​

0.30 -0.8032 -1.2413 1.3839 0.4600 0.6982 0.7226 10.99%
0.70 -0.7505 -1.1912 1.3598 0.4588 0.7277 0.7354 9.80%
1.20 -0.4572 -0.9118 1.2894 0.4556 0.8314 0.7755 7.09%

Үш жағдайдың барлығында да  аралығында  шарты 
орындалады. Алайда  мәні бірліктен айтарлықтай 
ерекшеленеді, сондықтан минималды модельге ірі ауқымды құрылымдардың 
өсуін бақылау деректері тарапынан қатаң шектеулер қойылуы ықтимал.

Графикалық нәтижелер.

Сурет 1. Өлшемсіз кеңею функциясы 
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1-суретте барлық шешімдер шарты бойынша нормаланған.  
кезінде қисықтар ΛCDM моделі мендерлік сәйкес келеді, өйткені 
шамасы кішірейіп, модификациялаушы бөлік жылдам басылады. Аралық 
қызыл ығысуларда модель  параметрінің сәл төмен мәндерін береді; бұл 
айырмашылық әсіресе  кіші мәндерінде айқынырақ байқалады.

Cурет 2. Хаббл функциясының ΛCDM моделінен салыстырмалы ауытқуы.

2-суретте  шамасы пайызбен көрсетілген. Нормаландыруға 
сәйкес ауытқу   кезінде нөлге тең, кейін теріс мәнге ауысып, шамамен 

 маңында минимумға жетеді. Ауытқудың ең үлкен абсолют мәндері 
, 0.70 және 1.20 үшін сәйкесінше шамамен 11.0%, 9.8% және 7.1%-ды 

құрайды.  үлкен мәндерінде қисықтар қайтадан нөлге жақындайды, бұл жоғары 
қисықтықтағы экрандалу механизмін айқын көрсетеді. -тің кіші мәндерінде 

 үшін байқалатын шағын оң аймақ қазіргі кездегі  болатын 
фантомдық емес күй теңдеуі параметрімен байланысты.

Cурет 3. Тиімді күй теңдеуінің параметрі . Қисықтардың төменгі бөлігітік осьтің 
таңдалған диапазонына байланысты кесілген.
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3-суретте көлденең сызық космологиялық тұрақтыға сәйкес келеді, яғни 
.  және 0.70 үшін қазіргі мәндер осы сызықтан төмен 

орналасқан және  аймағында қиылысу болмайды. Ал  
кезінде қазіргі уақытта , содан кейін қисық шарты 
орындалғанда фантомдық шекараны кесіп өтеді. Үлкен қызыл ығысуларда 

, сондықтан  арқылы анықталатын шамасысандық 
және физикалық тұрғыдан маңыздылығы төмендейді. Қисықтардың суреттегі 
төменгі шекарадан төмен түсуі фондық энергия тығыздығының шексіздікке 
ұмтылатынын білдірмейді. Материя үстемді кететін дәуірде формальды шек 
шамамен  болады.

Cурет 4.  қатынасының эволюциясы.

4-суретте кеш кезеңдегі тиімді гравитациялық өзара әсердің күшеюі 
көрсетілген. Қазіргі уақытта , ал кезінде бұл 
қатынас іс жүзінде бірге тең болады. Бұл үлкен мәндерінде  шегіне сәйкес 
келеді, алайда қазіргі дәуірдегі мұндай елеулі ауытқу құрылымдардың өсуі 
жөніндегі бақылау деректерімен қатаң шектелуі мүмкін.

Cурет 5.  комбинациясының болжамы.
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5-суретте барлық үш қисық та маңында қалыпты максимумға 
жетіп, кейін төмендейді.  параметрінің әртүрлі мәндері арасындағы 
айырмашылықтар үлкен емес, себебі -тің күшеюі кеңею тарихының 
өзгеруімен ішінара өтеледі.  кезіндегі мәндер 2-кестедегі нәтижелермен 
сәйкес келеді. Модельді толық тексеру үшін бұл қисықтарды қызыл ығысудан 
туындайтын бұрмаланулардың (redshift-space distortions) бақылау өлшемдерімен 
салыстыру қажет.

 

Cурет 6. Үлкен  мәндерінде модификациялаушы бөліктің басылуы.

6-суретте нормаланған  шамасы көр
сетілген.  кезінде бұл шама бірге ұмтылады, яғни түзету космологиялық 
тұрақты сияқты әрекет етеді. Ал  болғанда , 
сондықтан логарифмдік осьтерде көлбеуі -ге тең дәрежелік кему байқалады. 
Қисықтың ең оң жақ шетіндегі сатылы көрініс физикалық әсердің салдары емес, 
өте кіші  мәндерінде айырмасын тікелей есептеу кезінде машиналық 
дәлдіктің жоғалуынан туындайды.

Қорытынды. Бұл жұмыста толық функциямен анықталатын экрандалған 
-гравитация моделі зерттелді:

Модельдің негізгі идеясы кеш кезеңдегі модификацияланған режим мен ерте 
кезеңдегі іс жүзінде стандартты режимді ажыратуға негізделген. -нің кіші 
мәндерінде модификациялаушы бөлік  тұрақтысына ұмтылады, соның 
нәтижесінде оң космологиялық тұрақтының әсері пайда болып, Ғаламның 
үдемелі кеңеюі қамтамасыз етіледі. Ал |T|-нің үлкен мәндерінде түзету  заңы 
бойынша кемиді, ал оның туындылары нөлге ұмтылады. Демек, жоғары бұралу 
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режимінде теория асимптоталық түрде жалпы салыстырмалылық теориясының 
телепараллель эквивалентіне жақындайды.

Аналитикалық зерттеу барысында  және  туындылары, модификациялан
ған сектордың тиімді энергия тығыздығы, нормаланған Фридман теңдеуі және 

 туындысының өрнегі алынды. Функцияны енгізу арқылы

 функциясын енгізу фондық динамиканы ықшам түрде сипаттауға 
және  шарты бойынша нормалауды жүзеге асыруға мүмкіндік берді. 
Сондай-ақ тиімді күй теңдеуінің параметрі шығарылды. Монотонды 
кеңейетін космологиялық тармақ үшін фантомдық шекарадан өту келесі шартпен 
анықталады:

Сандық нәтижелер көрсеткендей, мұндай шекарадан өту бақыланатын өткен 
дәуірде таңдалған  параметрінің барлық мәндері үшін жүзеге аспайды. 
және  кезінде тиімді сектор қазіргі дәуірдің өзінде-ақ фантомдық режимде 
орналасады, ал  болғанда  арқылы өту қызыл ығысудың аз ғана 
оң мәнінде мүмкін болады.

 кеңею функциясының графигі модельдің фондық динамикасының 
ΛCDM моделіне жеткілікті дәрежеде жақын екенін көрсетеді. Барлық қисықтар 

 нүктесінде сәйкес келеді, өйткені олар  шарты бойынша 
нормаланған, ал қызыл ығысудың үлкен мәндерінде олардың айырмашылығы 
біртіндеп азаяды. Бұл аналитикалық тұрғыдан күтілетін нәтижеге сәйкес келеді: 
|T| артқан сайын экспоненциалдық модификация басылып, эволюция стандартты 
модельге жақындайды.Сонымен қатар, Хаббл функциясының салыстырмалы 
ауытқуы бірнеше пайызға жетіп, аралық қызыл ығысуларда айқын минимумға 
ие болады. Қарастырылған параметрлер үшін ең үлкен ауытқу шамамен 7−11%-
ды құрайды. Сондықтан бұл модельді фондық космологияның бақылау деректері 
арқылы тексеруге болады.

 графигі тиімді күй теңдеуі параметрінің айқын динамикасын 
көрсетеді. Қызыл ығысу артқан сайын қисықтар таңдалған диапазонның төменгі 
шекарасынан төмен түседі. Бұл шешімнің сандық тұрғыдан жойылғанын 
білдірмейді: үлкен  мәндерінде тиімді сектордың энергия тығыздығы тез 
азаяды, ал энергия тығыздығының туындысының оның өзіне қатынасы арқылы 
анықталатын  параметрі өте кіші шамаларға сезімтал болады. Сондықтан 
оның үлкен теріс мәндері міндетті түрде физикалық тұрғыдан басым фантомдық 
компоненттің бар екенін білдірмейді, өйткені осы кезеңде -тің толық энергия 
тығыздығына қосатын үлесі елеусіз аз болады.
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Модельге ең маңызды шектеу тиімді гравитациялық тұрақтыны қарастыру 
кезінде пайда болады. Зерттелген барлық жағдайларда

шарты орындалады, сондықтан гравитациялық байланыстың таңбасы 
өзгермейді. Алайда қазіргі кездегі  қатынасы шамамен (1.29-1.38) 
аралығында болады. Бұл жалпы салыстырмалылық теориясымен салыстырғанда 
гравитациялық өзара әсердің шамамен үштен бірге күшейетінін білдіреді. Қызыл 
ығысу артқан сайын бұл қатынас тез арада бірге ұмтылады, бұл жоғары бұралу 
режиміндегі экрандалу механизмін растайды, бірақ қазіргі дәуірдегі ауытқу әлі 
де айтарлықтай үлкен болып қалады.

-тің өзгеруі материя тығыздығының ауытқуларының өсуіне және  
шамасына тікелей әсер етеді. Тіпті ΛCDM моделіне жақын фондық динамика 
да ірі ауқымды құрылымдардың деректерімен сәйкестікті қамтамасыз етпейді. 
Алынған қисықтар өсу қарқынының  параметріне тәуелді екенін көрсетеді, 
әрі айырмашылықтар кіші және аралық қызыл ығысу мәндерінде айқынырақ 
байқалады. Сондықтан жылдамдық кеңістігіндегі қызыл ығысу бұрмаланулары, 
әлсіз гравитациялық линзалау және галактикалардың кластерленуі туралы 
деректер модельге тек Хаббл функциясын өлшеуге қарағанда анағұрлым қатаң 
шектеулер қоюы мүмкін.

Осылайша, ұсынылған модель үлкен |T| мәндерінде модификацияны басу 
механизмін сәтті жүзеге асырады және кеш кезеңдегі үдемелі кеңеюді сипаттайды. 
Оның фондық космологиясы өзара үйлесімді болып табылады, ал зерттелген 
аралықта   оң болу шарты орындалады. Сонымен қатар, модельдің минималды 
нұсқасы қазіргі дәуірде тиімді гравитациялық байланыстың шамадан тыс 
күшеюін болжайды, сондықтан ол құрылымдардың өсуін бақылау деректерімен 
белгілі бір қайшылыққа түсуі мүмкін.

Перспективалы даму бағыты — экспоненциалдық аргументті жалпылау 
болып табылады:

Қосымша  параметрі модификацияланған және стандартты режимдер 
арасындағы ауысу жылдамдығын реттеуге мүмкіндік береді және қазіргі кездегі 

-тің -ден ауытқуын азайта алады. Модельдің өміршеңдігін түпкілікті бағалау 
үшін Ia типті асқын жаңа жұлдыздар, бариондық акустикалық тербелістер, 
ғарыштық хронометрлер, реликтік сәулелену және  өлшемдері бойынша 
алынған деректерді бірлескен статистикалық талдау, сондай-ақ космологиялық 
ауытқулардың тұрақтылығын жеке зерттеу қажет.
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