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Abstract. This article is devoted to the theoretical investigation of processes in 
macroscopic systems based on the corpuscular–wave dualism and quantum statistical 
distributions using the Green's function method. In particular, it provides a detailed 
description of the characteristics and properties of the Green's function for an ideal 
Fermi liquid, single- and two-particle Green’s functions, as well as Green’s functions 
for extreme temperatures and the Dirac and Schrödinger equations. The work analyzes 
aspects of applying the Green’s function method to processes in many-particle quantum 
systems and to solutions of equations describing the particles that constitute such systems. 
For a given operator and boundary conditions, the Green’s function can be defined, and 
the solution to the corresponding equation describing the fluid can be written in integral 
form using this function. A distinctive feature of this method lies in the application 
of mathematical physics tools – such as Fourier methods, integral transforms, special 
functions, and mathematical analysis – to solve problems in quantum macrophysics 
that are governed by the principles of quantum and statistical mechanics. The relevance 
of this study stems from the application of the Green’s function method to quantum 
phenomena. This approach is considered one of the most effective methods for solving 
partial differential equations that describe various processes. It requires transforming 
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the original differential equation into an equivalent integral equation involving Green’s 
functions, which is then solved. The transformation involves moving to momentum 
representation and applying Fourier transforms via complex variables. 
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Аннотация. Мақала корпускула‒толқындық екіжақтылық және кванттық 
статистикалық үлестірімдерге негізделген макроскопиялық жүйелердегі 
процестерді Грин функциялары тәсілімен теориялық тұрғыда зерттеуге арналған. 
Нақты айтқанда, идеал ферми‒сұйықтың Грин функциялары, бір және екі 
бөлшектік Грин функциялары, шекті температураға және Дирак, Шредингер 
теңдеулеріне арналған Грин функцияларының ерекшеліктері мен қасиеттері 
талданып көрсетілген. Көпбөлшекті кванттық жүйелерде өтетін процестер мен 
сондағы бөлшектерге арналған теңдеулерді шешуде Грин функциялары әдісін 
қолданудың тиімді тұстары сараланған. Нақтылы бір оператор мен шекаралық 
шарттар үшін Грин функциясын анықтап, осы функцияның көмегімен сұйықты 
сипаттайтын теңдеудің шешімін интеграл түрінде жазуға болады. Бұл әдістің 
өзіндік бір ерекшелігі кванттық механика мен статистикалық механика 
заңдылықтарына жүгінетін кванттық макрофизиканың осы тектес есептерін 
шығару барысында математикалық физикадағы Фурье әдісі, интегралдық 
түрлендірулер әдісі мен арнайы функциялар, математикалық талдаудың 
әдістері қолданылады. Тақырыптың өзектілігі кванттық құбылыстарға Грин 
функцияларын қолдану тәсілімен байланысты екендігін айтып өттік. Себебі, 
бұл тәсіл түрлі процестерге сәйкес келетін дербес туындылы дифференциялдық  
теңдеулерді шешудің ең бір қолайлы тәсілдерінің біріне саналады, яғни құбылысты 
сипаттайтын дифференциялдық теңдеуден соған эквивалентті түрдегі интегралдық 
теңдеуге өтіп, Грин функциясы қатысатын осы теңдеуді шешу қажет болады. 
Дифференциялдық теңдеуден интегралдық теңдеуге өту барысында импульстік 
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көрініске ауысу, комплекстік айнымалылыр арқылы Фурье түрлендірулері 
жасалынады. Нөлдік және бірінші жуықтау шарттары бойынша интегралдық 
өрнектерге қол жеткізіліп, құбылыстың ерекшеліктеріне қарай интеграл шектері 
бойынша интегралдауды орындау арқылы нақты шешімдер алынатын болады. 
Қарастырылған макроскопиялық жүйелер толқындық функциялары тұрақты, ал 
физикалық шамаларға сәйкес қойылатын операторлары уақытқа тәуелді болатын 
гейзенбергтік ұстанымға сәйкестендірілді. Есептеулер сыртқы өрістің әсері 
ескерілген және ескерілмеген жағдайлар үшін жүргізілді, сонымен бірге нөлінші 
және бірінші жуықтау шарттарына сәйкес келетін нәтижелер келтірілді. 

Түйін сөздер: ферми‒сұйық, Фурье‒түрлендіру, импульстік көрініс, 
макроскопиялық жүйе, Грин функциясы, кванттық жүйе

©Т.Б. Коштыбаев1, К.К. Жантлеуов2, М.Е. Алиева2, 2025.
1Казахский национальный женский педагогический университет, 

Алматы, Казахстан;
2Казахский национальный педагогический университет имени Абая, 

Алматы, Казахстан.
E-mail: moldir-2008@mail.ru

ФУНКЦИИ ГРИНА В ТЕОРИИ КВАНТОВЫХ ЖИДКОСТЕЙ

Коштыбаев Талгат — кандидат физико-математических наук, доцент, Казахский национальный 
женский педагогический университет, Алматы, Казахстан,
E-mail: koshtybayev70@mail.ru; ORCID: https://orcid.org/0009-0004-7344-6801;
Жантлеуов Кенжебек — кандидат физико-математических наук, доцент, Казахский национальный 
педагогический университет имени Абая, Алматы,
E-mail: Kzhantleuov@mail.ru; ORCID: https://orcid.org/0009‒0001‒6658‒1165;
Алиева Молдир — магистр естественных наук, старший преподаватель, Казахский национальный 
педагогический университет имени Абая, Алматы, Казахстан,
E-mail: moldir-2008@mail.ru; ORCID: https://orcid.org/0000-0003-0440-6211.

Аннотация. Статья посвящена теоретическому изучению процессов в 
макроскопических системах на основе корпускулярно-волнового дуализма и 
квантовых статистических распределений с использованием метода функций 
Грина. Подробно описаны особенности и свойства функции Грина идеальной 
ферми-жидкости, одно- и двухчастичных функций Грина, а также функций 
Грина для предельных температур и для уравнений Дирака и Шредингера. 
Проанализированы аспекты применения метода функций Грина к процессам, 
протекающим в многочастичных квантовых системах, и к решению уравнений, 
предназначенных для частиц, образующих такие системы. Для заданного 
оператора и граничных условий можно определить функцию Грина и через неё 
представить решение уравнения, описывающего жидкость, в виде интеграла. 
Отличительная особенность метода заключается в том, что при решении 
задач квантовой макрофизики, основанных на законах квантовой механики 
и статистической физики, используются методы математической физики: 
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преобразования Фурье, интегральные преобразования и специальные функции. 
Актуальность исследования связана с применением метода функций Грина к 
квантовым явлениям. Такой подход является одним из наиболее эффективных 
способов решения уравнений в частных производных, описывающих 
различные физические процессы. Переход от дифференциального уравнения 
к эквивалентному интегральному, учитывающему функцию Грина, включает 
переход к импульсному представлению и применение преобразований Фурье с 
использованием комплексных переменных. В нулевом и первом приближениях 
получаются интегральные выражения, а конкретные решения зависят от 
выполнения интегрирования по соответствующим пределам, определяемым 
физической природой явления. Рассматриваемые макроскопические системы 
соответствуют гейзенберговскому представлению, в котором волновые функции 
постоянны, а операторы, соответствующие физическим величинам, зависят от 
времени. 

Ключевые слова: ферми-жидкость, преобразование Фурье, импульсное 
представление, макроскопическая система, функция Грина, квантовая система

Кіріспе. 1938 жылы П. Капица мен Д. Аллен ашқан кванттық сұйықтар‒
кванттық эффекттерге (мысалы, энергияның квантталуына, бөлшектердің 
корпускула‒толқындық екіжақтылығына және кванттық статистикалық 
үлестірімдерге) негізделген  макроскопиялық жүйе. Кванттық механикада 
жекелеген бөлшектердің жай‒күйін, олардың өзара әсерлесулерін сиапаттауға 
мүмкүндік бар, ал кванттық сұйықтағы саны көп бөлшектерді жеке‒дара алып 
қарастыру мүмкін емес. Олардың ұжымдастығына негізделген процестер кезінде  
ғана кванттық қасиеттер байқалады. Төменгі температуралардағы фермиондардан 
құрылған асқынаққыш гелий‒4 пен ферми‒сұйық гидродинамиканың негізгі 
зерттеу нысаны болып табылады және бұлардың табиғаты кванттық сұйық 
талаптарын толығымен қанағаттандырады. Бұл орталарда негізінен кванттық 
макроскопиялық құбылыстар өтеді (Матухин и др. 2018:55). Металдар мен 
жартылай өткізгіштердегі электрондар, диэлектриктердегі экситондар және атом 
ядросындағы нуклондар кванттық сұйық қатарына қосыла алады.

1830 жылы британдық математик Джордж Грин электростатика мен жылу 
өткізгіштікке қатысты біртексіз шекті есептерді шешу барысында өзінің атымен 
аталатын функцияларды енгізіп, олардың теориялық құрылымының негізін 
жасап шыққан болатын. Математикалық физикадағы негізгі математикалық ұғым 
немесе құралы болып табылатын осы функциялар XX ғасыр бойы жетіле (дами) 
отырып электродинамикадағы, өрістің кванттық теориясындағы, шашыраулар 
теориясындағы шекаралық шарттары бар сызықтық біртексіз дифференциялдық 
теңдеулерді шешуді анағұрлым жеңілдетіп берді. Нақтылай айтсақ, өрістердің 
кванттық теориясында Грин функциялары кеңістік‒уақыттың бір нүктесінен 
басқа бір нүктесіне өту ықтималдылығын сипаттаса, шашыраулар теорясында 
бұлар бөлшектердің әртүрлі нысандардан шашырауын сипаттап беруге қауқарлы 
болды. Сонымен бірге, ауытқулар теориясында да Грин функциялары әртүрлі 



81

ACADEMIC JOURNAL OF PHYSICAL AND CHEMICAL SCIENCES

кванттық процестерге арналған Фейнмандық диаграммаларды тұрғызуға септігін 
тигізді.

Кванттық сұйыққа арналған Грин функциясы көп денелі жүйелардің қасиеттерін 
сипаттауға арналған математикалық құрыл (аппарат, инструмент) есебінде 
қолданылатыны айтылды. Ол сыртқы әсерлердің жүйеге жасайтын ықпалын, 
жүйенің осы ықпалға қатысты іс‒әрекетін және жүйенің термодинамикалық және 
динамикалық қасиеттерін бағалауға мүмкіндік береді, яғни ол жүйенің тепе‒
теңділік пен тепе‒теңсіздік күйлердегі жағдайларынан хабардар етуге қауқарлы. 
Сонымен бірге, Грин функцияларын тығыздықты, корреляциялық функцияларды, 
квазибөлшектер спектрін және т.б. маңызды шамаларды есептеуге жемісті 
түрде қолданылып келеді. Ферми‒сұйықтың температурасына қатысты есептер 
жылулық эффекттерді ескеретін температуралық Грин функциялары арқылы 
шешіледі (Малышев, 2022:435). Ал, жеке дара бөлшектің басқа бөлшектер 
арасындағы қозғалысына қатысты мәселер бір бөлшектік Грин функциялары 
бойынша шешілсе, екі бөлшектік Грин функциялары екі бөлшек арасындағы 
корреляцияны анықтап бере алады.

Ұсынылып отырған мақалада жоғарыда келтірілген теориялық мәселелердің  
бірқатарына есептеулер жүргізіліп, олар жүйеленіп, ықшамды түрлерде 
көрсетілетін болады. Атап айтқанда, макроскопиялық жүйелер мен идеал ферми‒
сұйықтың Грин функциялары, екі бөлшектік және шекті температуралық Грин 
функциялары, Дирак, Шредингер теңдеулеріне арналған Грин функциялары 
қарастырылатын болады. Алынған нәтижелер салыстырмалы бағаланатын 
болады.

Зерттеу материалдары. Төменгі температуралардағы сұйық гелийді кванттық 
сұйық ретінде қарастыра отырып оны Грин функциялары арқылы зерттеу 
кезіндегі материал ретінде әсерлесуші кванттық жүйелердің термодинамикасы 
мен динамикасын сипаттаудағы теориялық принциптер мен олардың қолданылу 
жағдайларын алуға болады. Мұндай көзқарас арқылы бір бөлшекті және 
көп бөлшекті корреляциялық функцияларды есептеуге, термодинамикалық 
шамалардың спектрлерін, микроскоптық әсерлесулердің макроқасиеттермен 
байланыстырын анықтауға мүмкіндік береді. Негізгі материалдарға қасиеттері 
кванттық эффекттерге негізделген кванттық сұйықтар жатады.  Сонымен бірге, 
зерттеу материалдары кезінде мына мәселелердің қамтылуы қажетті: көп бөлшекті 
кванттық жүйелер, кванттық сұйықтар ұғымы, нейтралды ферми—сұйық және 
оның тепе—теңділік қасиеттері және ферми—сұйықтыңквазибөлшектеріне 
арналған кинетикалық теңдеулер. 

Зерттеу әдістері. Грин функцияларына негізделген әдіс бойынша кванттық 
сұйықты зерттеу кезінде сұйық бөлшектерінің өзара әсерлесулерін ескеруге 
мүмкіндік туындайды (b Kalmenov et. al., 2008:180; Балагуров и др, 2019:475). 
Бұл әдіс нақтылы бір оператор мен шекаралық шарттарға сәйкес келетін Грин 
функциясын анықтап, осы функцияның көмегімен сұйықты сипаттайтын 
теңдеудің шешімін интеграл түрінде жазуға жағдай жасайды. Кванттық 
механика мен статистикалық механика заңдылықтарына жүгінетін кванттық 
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макрофизиканың осы тектес есептерін шығару барысында математикалық 
физикадағы Фурье әдісі, интегралдық түрлендірулер әдісі мен арнайы функциялар, 
математикалық талдаудың әдістері қолданылады. Осылармен бірге, мына тізімдегі 
математикалық физиканың математикалық аппараттары қолданылады: дербес 
туындылы дифференциялдық теңдеулер, математикалық интегралдық теңдеулер, 
функцияналдық талдау және ықтималдылықтар теориясы. Физикалық жүйенің 
стационар күйлерін табуға жағдай жасайтын вариациялық есептеулер де зерттеу 
барысында маңызды рөл атқарады.

Нәтижелер. Кванттық макрофизика теориялық физиканың дербес бір 
бөлімі ретінде қалыптасып, қатты және сұйық фазалардағы  құбылыстарды 
бөлшектердің ансамблі негізінде кванттық механика, статистикалық механика 
және электродинамика заңдылықтары бойынша зерттей алады. Олардың 
табиғатын белгілі бір математикалық модельдер арқылы зерттей алады. Мысалы, 
металдардың қасиеттерін тереңірек зерттеу үшін ондағы электрондарды ферми‒
сұйық деп алу қажеттілігі туындайды. Электрондық сұйықтың теориясын жасауға 
кристалдық тор көп қиындық келтіретін болғандықтан, алдымен біртекті және 
изотроптық жағдайларға арналған заңдылықтарды бекітіп алу керек болды. 
Дәл осылайша металдардың асқын өткізгіштігін электрондық сұйықтың асқын 
аққыштығына арналған қарапайым изотроптық модель арқылы түсіндіруге 
болады.

Сұйықтағы атомдардың жылулық қозғалыстарына жауапты де бройльдік 
толқын ұзындық атомдар аралық өлшемдермен бірдей болатын төменгі 
температураларда (1‒2 К) сұйықтағы макроскопиялық құбылыстар кванттық 
заңдылықтарға бағынатын болады. Классикалық көзқарастар бойынша абсолют 
ноль температурада барлық заттар қатты күйге айналып кетулері тиіс болатын. 
Алайда, гелийдің сұйық Не3 және Не4 изотоптары атомдарының өзара әлсіз 
әсерлесулері салдарынан абсолют ноль температура маңайында кванттық 
құбылыстар байқалатын сұйық күйде қала береді. Осы жағдайдан соң олар үшін 
қатты күй аса маңызды емес.

Жарты спинді бөлшектерден тұратын макроскопиялық жүйені толқындық 
функциялары тұрақты, ал физикалық шамаларға сәйкес қойылатын f  
операторлары уақытқа тәуелді болатын гейзенбергтік ұстанымда қарастырар 
болсақ, онда (a Kalmenov et. al., 2008:426; Mamchuev 2023:38)

( ) ( )
( ) ( )

( , ) ( ) exp exp

( , ) ( ) exp exp
a a

a a

f t r f r iHt iHt

f t r f r iHt iHt∗ ∗

= −

= −

 

 

Жүйенің бір бөлшектік Грин функциясы үшін төмендегі өрнекті жазуға болады:

1 2 1 2( , ) ( ) ( )ab a bG Z Z iNf Z f Z∗= −
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Мұнда (1)‒гі ,t r  айнымалылары 1,t r  және 2 ,t r  болып өзгеріп, олар 
сәйкесінше 1 2,Z Z  арқылы белгіленді; N − хронологиялық көбейту символы; 
төбелік жалпы сызық жүйенің негізгі күйі бойынша орташалау дегенді білдіріп 
тұр. Грин функциясының сыртқы өріс болмаған кездегі спиндік тәуелділігі екінші 
ранктегі ab  спинор арқылы мына түрде анықталады:

1 2 1 2( , ) ( , )ab abG Z Z G Z Z=

Жүйедегі бөлшектер тығыздығының координаталық матрицасы

1
1 2 2 1( , ) ( , ) ( , )ab b ar r n f t r f t r

− ∗=
   

                           		  (1)

Бұл өрнек арқылы жеке бөлшекке қатысты кез‒келген физикалық шаманың 
орташа мәнін анықтауға болады. (4)‒ті Грин функциясы арқылы да жазайық:

1
1 2 1 1 1 2( , ) ( , ; 0, )ab abr r in G t r t r

−= →
   

Осы функцияның Фурье‒жіктелуі бөлшектердің импульстер бойынша 
үлестірімін анықтауға мүмкіндік береді (Andreev et. al., 2019:1046; Кукушкин и 
др, 2015:774): 

{ } { }3 3
1 2 1 2 2 1( ) ( , ) exp ( ) ( ) ( , ) expn p n r r ip r r d x x i G t r ipr d x= − − − == − −∫ ∫

       
         

{ } { }3 3
1 2 1 2 2 1( ) ( , ) exp ( ) ( ) ( , ) expn p n r r ip r r d x x i G t r ipr d x= − − − == − −∫ ∫

       
				    (2)

Бұл өрнек импульс мәндері 
3

3(2 )
d p


 аралығында болатын шынайы (квази емес) 

бөлшектердің концентрациясы екенін байқау қиын емес. (2)‒ні квазибөлшектердің 
үлестірім функциясымен шатастырып алмау қажет. Егер де біз (2)‒гі импульстік 
бейнедегі Грин функциясының

{ }
( )

3

4( , ) ( , ) exp ( )
2

d d pG t r G p i pr t 
 



= −∫
  

түрде  жазылған үлгісін қолданар болсақ, (2)‒өрнектің жазылуы төмендегіше 
болады: 
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{ }

0
( ) lim ( , ) exp )

2t

dn p i G p i t 
 



∞

→
−∞

= − −∫
 

мұндағы  ‒комплексті айнымалы; ал 

{ } 3( , ) ( , ) exp ( )G p G t r i pr t dtd x = − −∫
                             (3)

( ),G t r  функциясының үзілістілік қасиетін ескере отырып (3)‒өрнектегі dt
бойынша орындалатын интегралдауды шектері ‒∞ тен 0‒ге дейін және 0‒ден ∞ 
дейін болатын екі итегралға бөліп, матрицаларды көбейту ережесін қолданатын 
болсақ, нәтижеде a cортты бөлшектің m күйлеріне арналған мына теңдікті аламыз 
(Коган, 2004:102; Дикарева, 2015:65):

( ) ( ) ( )1 2, | | | |
2 a a

m

iG t r f Z m m f Z∗= − ⋅∑

Бұл жерде қосындылау амалы жүйедегі барлық кванттық күйлер бойынша 
жүргізіледі.

Еркін бөлшектер жүйесіне арналған гейзенбергтік f оператор төмендегі 
теңдеуді қанағаттандырады:

1
2

a
a a

fi f f
t m


∂

= − ∆ −
∂

Жоғарыда келтірілген тұжырымдар мен қатынастарды ескеретін болсақ, онда 
бұл теңдеудің Грин функциясы арқылы жазылған түріне қол жеткізе аламыз:

( , ) ( ) ( )
2

i G t r t r
t m

  
∂ ∆ = − + = ∂ 

 

Мұндағы μ‒сұйықтың химиялық потенциялы. Осы теңдеуді Фурье бойынша 
түрлендірсек, онда

2

0 ( , ) 1
2
p G p
m

  
 

− + = 
 




Бұл өрнектегі G0 ‒бөлшектер арасында әсерлесулер болмаған жағдайға сәйкес 
келетін Грин функциясы (Деминов и др, 2018:70; Ирхин, 2011:459):
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( )
2

1
0

0

, [ ]
2
pG p isign
m

   
−= − + +




Негізгі N күй бойынша төрт гейзенбергтік f операторлардың төмендегі 
көбейтіндісін екі бөлшектік Грин функциясы деп атайды:

34,12 3 4 1 2Q Nf f f f∗ ∗=                                  (4)

Бұл функцияны біртекті жүйе үшін импульстік бейнеде (көріністе) қарастырған 
ыңғайлы, яғни ол үш ғана аргументтер айырмасына тәуелді болады: 

         
Z3 ‒ Z2 , Z4 ‒ Z2 , Z1 ‒ Z2

Себебі, барлық Z1, Z2 , Z3 , Z4  айнымалылар бойынша жүргізілетін Фурье 
жіктеулерінің компонентіне (құрушысына) δ‒функция кіретін болады:

( ){ } 4 4 4 4
34,12 3 3 4 4 1 1 2 2 1 2 3 4expQ i p Z p Z p Z p Z d Z d Z d Z d Z+ − − =∫
( ) ( ) ( )4 (4)

3 3 1 2 , 3 4 1 22 , , ,abp p p p Q p p p p


 = + − −

Грин функциясының аргументтері үшін 1 2 3 4p p p p+ = +  теңдігі орындалады. 
Нольдік жуықтаудағы бұл функция бір бөлшекті Грин функцияларының айырымы 
арқылы төмендегідей түрде жазылады:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )40 (4) 0 0 (4) 0 0
, 3 4 1 2 1 3 1 2 1 4 2 1, , , 2ab a b b aQ p p p p p p G p G p p p G p G p


   = − − − 

Келесі жуықтауларда Грин функциясына енбей қалған қосымша мүшелер 
пайда болады:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 4 1 2 3 1 4 2 3 2 4 1

40 (4) 0 0 (4) 0 0
, 1 3 1 2 1 4 2 12A A A A A A A A A A A AQ p p G p G p p p G p G p   = − − − + 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 4 4 3 4 1 2 1 1 2 23 4 , 3 4 1 2 1 2, , ,A B A B B B B B B A B AG p G p iR p p p p G p G p+

Бұл жерде жүйедегі бөлшектердің ab компоненттері AB белгілеулеріне 
ауыстырылды. Соңғы жазылған өрнектегі R‒шыңдық функция деп аталады және 
оның импульстік бейнедегі жазылу түрі төмендегідей:

( ) ( ) ( ), 3 4 1 2 , 4 3 1 2 , 3 4 2 1, , , , , , , , ,a ab b ab b baR p p p p R p p p p R p p p p
  

= − = −
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Макроскопиялық жүйенің нөлдік емес температурадағы Грин функциясын 
табу үшін тұйық жүйенің негізгі күйі бойынша орташалаудан Гибсс үлестірімі 
бойынша орташалауға ( ) ауысу керек. Шекті температуралардағы Грин 
функциясының аналитикалық қасиеттерін қарастыруда кідірісті және ілгерілегіш 
Грин функцияларын қолданған маңызды. Кідірісті Грин функциясының жазылу 
түрі төмендегідей:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 1,ab a b b aiG Z Z f Z f Z f Z f Z ∗ ∗= +

Сыртқы өріс жоқ кезде бұл функция тек 1 2Z Z Z= −  айырмасына ғана тәуелді 
болатын төмендегі скаляр функцияға айналады:

  
( )1 2

1,
2ab ab aaG Z Z G 

=

t  ˂ 0 шартында ( ), 0G t r =


болғандықтан жоғарыда келтірілген функцияның 
импульстік бейнесі 

( ) ( ) ( ) 3

0

, exp ,G p i t pr G t r dtd z 
 

∞

= −∫ ∫
  

Ілгерілегіш G  Грин функциясын дәл осындай жолдармен шығарып алуға 
болады. Температураны сипаттағыш Грин функциясы

( ) ( ) ( )
3

,

2 1, 1
2

nm
T

n mn nm
n m nm

G p A p k e



  

 

−   = − − +  −   
∑

 

Стандартты модельдегі процестерді есептеу үшін математикалық физика 
тәсілдері мен арнайы функциялар теориясын қолдану қажеттілігі туындайды. 
Өйткені, скаляр, векторлық және спиндік бөлшектерге арналған теңдеулер 
әртүрлі ретті дифференциялдық теңдеулер болып табылады. Осы айтылған 
жағдайға мысал ретінде электромагниттік өрістегі электронға арналған төменде 
келтірілетін Дирак теңдеуін Грин функциясы тәсілімен шешуді қарастырамыз: 

( ) ( ) ( ) ( )i m x e E x x 

 
   ∂ − = −

                  (5)

мұндағы { }0 1 2 3, , ,
    = −  Дирак матрицалары; e‒электронның заряды. 

(5)‒теңдеуді шешу үшін төмендегі қосымша есепті шешіп алу керек болады:
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( ) ( ) ( ) ( )40 0,i m G x x x x


 ∂ − = −

Cонда, (5)‒тің шешімі (Defenu et al., 2024:52; Nussinov, 2020):

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0,x e G x x E x x dx


  = − ∫

Осындағы Грин функциясының импульстік бейнесі:

( )
( )

( ) ( ){ }0 0 4
4

1, exp
2

G x x S p ip x x d p


= − −∫                    (6)

Мұндағы ( )S p −Фурье бейнедегі Грин функциясы. Дирактың дельта‒
функциясының

( ) ( )
( )

( ){ }4 0 0 4
4

1 exp
2

x x ip x x d p



− = − −∫

өрнегін, �p p


 =  белгілеуі мен Дирак матрицаларының  2    

    + =  
орын ауыстырымдылық қасиетін қолдансақ, онда Фурье бейнедегі Грин 
функциясы мен Дирак теңдеуіне сәйкес келетін Грин функциясының өрнектері 
мынадай болады:

( ) 2 2

p mS p
p m

+
=

−


( )
( )

( ){ }0 0 4
4 2 2

1, exp
2

p mG x x ip x x d p
p m i

+
= − −

− +∫


Талқылау. Кванттық жүйелердегі сыртқы өрістегі бөлшек Шредингер 
теңдеуімен сипатталатыны белгілі:

( ) ( ) ( )ˆ ˆH E r F r − = −
                             	 (7)

мұндағы F̂ − әсерлесуге жауапты оператор, Ĥ − гамильтониан, 

( ) ( )expr ikr =
 

                            		  (8)
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(7)‒теңдеуді Грин функциясы тәсілімен шешу үшін осы дифференциялдық 
теңдеуден эквивалентті интегралдық теңдеуге ауысу қажет ((8)‒түрдегі толқындық 
функцияға Грин функциясы енетін интегралдық мүше қосылатын болады) 
(Beekman et al., 2017:82):

( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ / /exp , ,r ikr G E r r F r r dr = + ∫
      

Мұндағы ( )/, ,G E r r −
 

гамильтон операторына сәйкес келетін және Дирактың 

дельта‒функциясы ( ( )/r r −
 

) бар төмендегі ( ) ( ) ( )/ /ˆ , ,E H G E r r r r− = −
   

 
теңдеуін қанағаттандыратын Грин функциясы. Оның спектрлік көрінісі

( ) ( ) ( )/
/

1 0

, , n n

n n

r r
G E r r

E E
 

∗∞

=

=
−∑

 
 

Үзіліссіз спектр жағдайында

( ) ( ) ( )
( )

/
/

3
0

, ,
2

n n

n

r r dkG E r r
E E

 



∗

=
−∫

 
 

Көріп отырғанымыздай, эквивалентті интегралдық теңдеулерге кіретін Гриндік 
функциялардың импульстік, спектральдық бейнелерде және Фурье түрлендірулері 
бойынша жазылуы қойылған есептердегі процестердің кеңістіктік фазадағы 
анықталу аймақтарын дәл бағалап отыруға мүмкіндік берсе, екінші жағынан 
комплексті айнымалы функциялар теориясымен ұштаса отырып процестің өту 
тездігін бағалауды оңтайландырады. Алынған нәтижелерді шашырау теориясына 
құрылған есептерді шешуде және спиндік бөлшектердің кванттық-өрістік 
амплитудаларын есептеп шығаруда қолдануға болады. 

Қорытынды. Мақаланың тақырыбында қамтылған идеяларға сәйкес 
макроскопиялық жүйелер мен идеал ферми‒сұйықтың Грин функциялары, екі 
бөлшектік және шекті температуралық Грин функциялары, Дирак теңдеуінің Грин 
функциясы қарастырылды. Тақырыптың өзектілігі кванттық құбылыстарға Грин 
функцияларын қолдану тәсілімен байланысты екендігін айтып өту қажет. Себебі, 
бұл тәсіл түрлі процестерге сәйкес келетін дербес туындылы дифференциялдық  
теңдеулерді шешудің ең бір қолайлы тәсілдерінің біріне саналады, яғни 
құбылысқа берілген тікелей теңдеуді шешу барысында операторлық көріністегі 
Грин функциясы қатысатын қосымша қарапайым дербес туындылы теңдеу 
шешіледі. Әрі қарай импульстік көрініске ауыса отырып комплекстік 
айнымалылыр арқылы Фурье түрлендірулері жасалады. Нөлдік және бірінші 
жуықтау шарттары бойынша интегралдық өрнектерге қол жеткізіліп, құбылыстың 
ерекшеліктеріне қарай интеграл шектері бойынша нақты шешімдер алынатын 
болады. Мұндай модельде математикалық физиканың басқа да тәсілдері мен 
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арнайы функцияларының алатын орны ерекше екендігі ауқымды  есептеулерді 
жүргізген кезде айқын байқалады. Мақала мазмұнында келтірілген нәтижелердің 
математикалық есептеулері ықшамды түрде ғана ұсынылып отырды. Басты бағыт-
макроскопиялық жүйелердегі кванттық эффекттерге сәйкес келетін теңдеулерді 
шешуде Грин функцияларын қолданудың ерекшеліктерін көрсету болды.
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