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Abstract. In this paper, we study an integrable model for describing nonlinear wave 
processes in multilayer media typical of various physical systems. These systems include 
optical media, magnetic materials, plasma formations, as well as quantum and spin 
structures with internal degrees of freedom. The main focus is on constructing a new two-
layer equation, the M-LXXII, which is gauge equivalent to the two-component Fokas-
Lenells equation. This equation represents an important generalization of classical models 
used to describe complex nonlinear interactions in dispersive, anisotropic, and spatially 
inhomogeneous media, including effects of multimode behavior, multicomponent 
coupling, and spatiotemporal dependence. The integrability of this model is confirmed 
by constructing a Lax pair, which enables the application of methods from integral 
geometry and the theory of the theory inverse scattering. The Fokas-Lenells equation is 
known for its ability to describe the evolution of light and dark solitons in optical fibers 
taking into account higher orders of nonlinearity and dispersion effects. In this paper, 
we additionally construct a Darboux transformation that allows finding exact analytical 
solutions, including multisoliton configurations. In particular, a single-soliton solution 
for the M-LXXII equation is presented, which emphasizes its applicability to modeling 
specific wave structures in multilayer and multicomponent physical systems. The 
presented results can be used for further analysis of complex nonlinear interactions and 
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dynamics in multilayer media, and also find important application in applied problems 
of modern theoretical and mathematical physics, contributing to the development of 
new methods for modeling and controlling wave processes in various materials and 
structures. 

Keywords: Two-component Fokas-Lenells equation, spin system, Lax representation, 
two-layer M-LXXII equation, Darboux transformation, gauge equivalence
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Аннотация. Бұл жұмыста әр түрлі физикалық жүйелерге тән қос қабатты 
ортадағы сызықтық емес толқындық процестерді сипаттаудың интегралды 
моделін зерттейміз. Мұндай жүйелерге оптикалық орталар, магниттік 
материалдар, плазмалық түзілімдер және ішкі еркіндік дәрежесі бар кванттық 
және спиндік құрылымдар жатады. Негізгі назар екі компонентті Фокас-Ленэллс 
теңдеуіне калибровті эквивалентті жаңа қос қабатты M-LXXII теңдеуін құруға 
аударылады. Бұл теңдеу дисперсиялық, анизотропты және кеңістікте біртекті емес 
орталардағы күрделі сызықты емес әрекеттесулерді сипаттау үшін қолданылатын 
классикалық модельдердің маңызды жалпылауы болып табылады, соның ішінде 
мультимодалық, көпкомпонентті және кеңістік-уақыттық тәуелділік әсерлері. Бұл 
модельдің интегралдылығы интегралдық геометрия әдістерін және шашыраудың 
кері есебінің теориясын қолдануға мүмкіндік беретін Лакс жұбын құру арқылы 
расталады. Фокас-Ленэллс теңдеуі сызықты емес және дисперсиялық әсерлердің 
жоғары реттілігін ескере отырып, оптикалық талшықтардағы ашық және күңгірт 
солитондардың эволюциясын сипаттау қабілетімен танымал. Бұл мақалада дәл 
аналитикалық шешімдерді, соның ішінде мультисолитонды конфигурацияларды 
табуға мүмкіндік беретін Дарбу түрлендіруін қосымша құрастырамыз. Атап 
айтқанда, M-LXXII теңдеуі үшін бір солитонды шешім ұсынылған, ол оның 
көп қабатты және көп компонентті физикалық жүйелердегі нақты толқындық 
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құрылымдарды модельдеу үшін қолданылуын атап көрсетеді. Ұсынылған 
нәтижелер көп қабатты орталардағы күрделі сызықтық емес өзара әрекеттесулер 
мен динамикаларды одан әрі талдау үшін пайдаланылуы мүмкін, сонымен қатар 
әр түрлі материалдар мен құрылымдардағы толқындық процестерді модельдеу 
және басқарудың жаңа әдістерін дамытуға ықпал ететін қазіргі теориялық және 
математикалық физиканың қолданбалы мәселелерінде маңызды қолдануды 
табады.

Түйін сөздер: Екі компонентті Фокас-Ленэллс теңдеуі, спиндік жүйе, 
Лакс көрінісі, қос қабатты M-LXXII теңдеуі, Дарбу түрлендіруі, калибровті 
эквиваленттілік
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Аннотация. В данной работе исследуется интегрируемая модель, 
предназначенная для описания нелинейных волновых процессов в многослойных 
средах, характерных для различных физических систем. К таким системам 
относятся оптические среды, магнитные материалы, плазменные образования, 
а также квантовые и спиновые структуры с внутренними степенями свободы. 
Основное внимание уделяется построению нового двухслойного уравнения 
M-LXXII, которое является калибровочно-эквивалентным двухкомпонентному 
уравнению Фокаса-Ленэллса. Данное уравнение представляет собой важное 
обобщение классических моделей, применяемых для описания сложных 
нелинейных взаимодействий в дисперсионных, анизотропных и пространственно 
неоднородных средах, включая эффекты многомодовости, многокомпонентности 
и пространственно-временной зависимости. Интегрируемость данной модели 
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подтверждается путем построения пары Лакса, что позволяет применять методы 
интегральной геометрии и теории обратной задачи рассеяния. Уравнение 
Фокаса-Ленэллса известно своей способностью описывать эволюцию светлых 
и тёмных солитонов в оптических волокнах с учетом высших порядков 
нелинейных и дисперсионных эффектов. В рамках данной работы дополнительно 
построено преобразование Дарбу, позволяющее находить точные аналитические 
решения, включая многосолитонные конфигурации. В частности, приведено 
односолитонное решение для уравнения M-LXXII, что подчеркивает его 
применимость к моделированию конкретных волновых структур в многослойных 
и многокомпонентных физических системах. Представленные результаты 
могут быть использованы для дальнейшего анализа сложных нелинейных 
взаимодействий и динамики в многослойных средах, а также находят важное 
применение в прикладных задачах современной теоретической и математической 
физики, способствуя развитию новых методов моделирования и управления 
волновыми процессами в различных материалах и структурах.

Ключевые слова: двухкомпонентное уравнение Фокаса-Ленэллса, спиновая 
система, представление Лакса, двухслойное уравнение M-LXXII, преобразование 
Дарбу, калибровочная эквивалентность

«Данное  исследование  финансируется  Комитетом  науки  Министерства 
науки и высшего образования Республики Казахстан (Грант No AP25794905)».

Введение. Некоторые физические явления в природе, включая распространение 
волн в оптических средах, динамику магнитных материалов и поведение плазмы, 
могут быть описаны с помощью спиновых и других многокомпонентных 
нелинейных систем, отражающих ключевые физические свойства моделируемых 
объектов. Спиновые системы представляют собой ансамбли взаимодействующих 
спинов, демонстрирующие коллективные эффекты, включая когерентные 
волновые процессы и солитоны. Такие системы встречаются в магнитных 
материалах, квантовых структурах и плазме.

Среди нелинейных уравнений особый интерес представляют уравнения 
типа Шрёдингера, описывающие эволюцию медленно модулированных волн 
в слабонелинейных дисперсионных средах. Они широко применяются в 
нелинейной оптике, квантовой физике, физике конденсированных состояний, 
а также в волновой гидродинамике (Chabchoub, 2016; Belyaeva, 2007; Carretero 
González, 2008; Myrzakulov, 2019). В последние десятилетия большое внимание 
уделяется изучению различных обобщений нелинейного уравнения Шрёдингера, 
включая учёт эффектов высших порядков, сильной дисперсии, взаимодействий 
между модами и нелинейных поправок. 

Одним из таких обобщений является уравнение Фокаса-Ленэллса (ФЛ), которое 
описывает нелинейное распространение импульсов в оптических волокнах 
с учётом линейных и нелинейных оптических эффектов высшего порядка. 
Важной особенностью уравнения ФЛ по сравнению с классическим нелинейным 
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уравнением Шрёдингера является то, что оно допускает как светлые, так и тёмные 
солитонные решения (Matsuno, 2012a; Matsuno, 2012b). Интегрируемое уравнение 
ФЛ имеет вид (Hu, 2012; Fokas, 1995; Bekova, 2023).
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многомодовости, многокомпонентности и пространственно-временной зависимости. Интегрируемость 
данной модели подтверждается путем построения пары Лакса, что позволяет применять методы 
интегральной геометрии и теории обратной задачи рассеяния. Уравнение Фокаса-Ленэллса известно своей 
способностью описывать эволюцию светлых и тёмных солитонов в оптических волокнах с учетом высших 
порядков нелинейных и дисперсионных эффектов. В рамках данной работы дополнительно построено 
преобразование Дарбу, позволяющее находить точные аналитические решения, включая 
многосолитонные конфигурации. В частности, приведено односолитонное решение для уравнения M-
LXXII, что подчеркивает его применимость к моделированию конкретных волновых структур в 
многослойных и многокомпонентных физических системах. Представленные результаты могут быть 
использованы для дальнейшего анализа сложных нелинейных взаимодействий и динамики в 
многослойных средах, а также находят важное применение в прикладных задачах современной 
теоретической и математической физики, способствуя развитию новых методов моделирования и 
управления волновыми процессами в различных материалах и структурах.

Ключевые слова: двухкомпонентное уравнение Фокаса-Ленэллса, спиновая система, представление 
Лакса, двухслойное уравнение M-LXXII, преобразование Дарбу, калибровочная эквивалентность

«Данное  исследование  финансируется  Комитетом  науки Министерства науки и высшего 
образования Республики Казахстан (Грант No AP25794905)».

Введение. Некоторые физические явления в природе, включая распространение волн в 
оптических средах, динамику магнитных материалов и поведение плазмы, могут быть описаны с 
помощью спиновых и других многокомпонентных нелинейных систем, отражающих ключевые 
физические свойства моделируемых объектов. Спиновые системы представляют собой ансамбли 
взаимодействующих спинов, демонстрирующие коллективные эффекты, включая когерентные 
волновые процессы и солитоны. Такие системы встречаются в магнитных материалах, квантовых 
структурах и плазме.

Среди нелинейных уравнений особый интерес представляют уравнения типа Шрёдингера, 
описывающие эволюцию медленно модулированных волн в слабонелинейных дисперсионных 
средах. Они широко применяются в нелинейной оптике, квантовой физике, физике 
конденсированных состояний, а также в волновой гидродинамике (Chabchoub, 2016; Belyaeva, 
2007; Carretero González, 2008; Myrzakulov, 2019). В последние десятилетия большое внимание 
уделяется изучению различных обобщений нелинейного уравнения Шрёдингера, включая учёт 
эффектов высших порядков, сильной дисперсии, взаимодействий между модами и нелинейных 
поправок.

Одним из таких обобщений является уравнение Фокаса-Ленэллса (ФЛ), которое описывает 
нелинейное распространение импульсов в оптических волокнах с учётом линейных и нелинейных 
оптических эффектов высшего порядка. Важной особенностью уравнения ФЛ по сравнению с 
классическим нелинейным уравнением Шрёдингера является то, что оно допускает как светлые, 
так и тёмные солитонные решения (Matsuno, 2012a; Matsuno, 2012b). Интегрируемое уравнение 
ФЛ имеет вид (Hu, 2012; Fokas, 1995; Bekova, 2023).

,02 2 =+−+− iqqqqiqiq xxxxxt (1)

где −),( txq комплексная оболочка поля, x - расстояние распространения и t запаздывающее 
время, которые обозначают частичное дифференцирование по аргументам tx, и i - мнимая 
единица.

Кроме того, в последние годы наблюдается растущий интерес к многомодовым и 
многомерным моделям, превосходящим по сложности традиционные одномерные системы 
(Myrzakul, 2019). Рассматриваются многокомпонентные и многослойные системы, 

 				    (1)

где −),( txq  комплексная оболочка поля, x - расстояние распространения и 
t запаздывающее время, которые обозначают частичное дифференцирование по 
аргументам tx, и i  - мнимая единица.

Кроме того, в последние годы наблюдается растущий интерес к многомодовым и 
многомерным моделям, превосходящим по сложности традиционные одномерные 
системы (Myrzakul, 2019). Рассматриваются многокомпонентные и многослойные 
системы, моделирующие взаимодействие волн с различными частотами, модами 
или поляризациями. Это особенно актуально в задачах волнового взаимодейсвия 
в сложных оптических структурах, многоуровневых квантовых системах, 
анизотропных средах, а также в спиновых системах и магнитных материалах с 
несколькими подсистемами (Geng, 2021; Song, 2017). 

В данной работе находится двухслойное уравнения двухкомпонентного 
уравнения ФЛ, называемое двухслойным уравнением M-LXXII. Также, основной 
целью является построения преобразования Дарбу (ПД) для этого уравнения, что 
позволяет получать точные солитонные решения, а также исследовать динамику 
многослойных спиновых систем. Подобные подходы дают возможность глубже 
понять структуру и поведение сложных физических систем и находят все большее 
применение как в теоретических, так и в прикладных задачах. 

Материалы и основные методы. В данной работе получено двухслойное 
уравнение M-LXXII, которое выводится из двухкомпонентного уравнения ФЛ с 
помощью калибровочного преобразования. Это уравнение описывает нелинейное 
взаимодействие волн в многослойных средах. Также, построена соответствующая 
пара Лакса. Далее применяется метод ПД, который позволяет находить точные 
аналитические решения, включая солитонные решения. 

Таким образом, использованные методы включают: 
•	калибровочное преобразование;
•	преобразование Дарбу. 
Эти методы позволяют эффективно анализировать динамику многослойных и 

многокомпонентных нелинейных систем. 
Результаты и обсуждение. В данной работе строим двухслойное уравнение 

M-LXXII, которое калибровочно эквивалентно двухкомпонентному уравнению 
ФЛ. Интерес к двухкомпонентным уравнениям обусловлен их способностью 
описывать взаимодействие волн с различными частотами. Поскольку они могут 
описывать волны разной частоты. Рассмотрим двухкомпонентное уравнение ФЛ 
(Feng, 2018):
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моделирующие взаимодействие волн с различными частотами, модами или поляризациями. Это 
особенно актуально в задачах волнового взаимодейсвия в сложных оптических структурах, 
многоуровневых квантовых системах, анизотропных средах, а также в спиновых системах и 
магнитных материалах с несколькими подсистемами (Geng, 2021; Song, 2017).

В данной работе находится двухслойное уравнения двухкомпонентного уравнения ФЛ, 
называемое двухслойным уравнением M-LXXII. Также, основной целью является построения 
преобразования Дарбу (ПД) для этого уравнения, что позволяет получать точные солитонные 
решения, а также исследовать динамику многослойных спиновых систем. Подобные подходы 
дают возможность глубже понять структуру и поведение сложных физических систем и находят 
все большее применение как в теоретических, так и в прикладных задачах. 

Материалы и основные методы. В данной работе получено двухслойное уравнение M-
LXXII, которое выводится из двухкомпонентного уравнения ФЛ с помощью калибровочного 
преобразования. Это уравнение описывает нелинейное взаимодействие волн в многослойных 
средах. Также, построена соответствующая пара Лакса. Далее применяется метод ПД, который 
позволяет находить точные аналитические решения, включая солитонные решения.

Таким образом, использованные методы включают: 
• калибровочное преобразование;
• преобразование Дарбу. 
Эти методы позволяют эффективно анализировать динамику многослойных и 

многокомпонентных нелинейных систем. 
Результаты и обсуждение. В данной работе строим двухслойное уравнение M-LXXII,

которое калибровочно эквивалентно двухкомпонентному уравнению ФЛ. Интерес к 
двухкомпонентным уравнениям обусловлен их способностью описывать взаимодействие волн с 
различными частотами. Поскольку они могут описывать волны разной частоты. Рассмотрим 
двухкомпонентное уравнение ФЛ (Feng, 2018):
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где −ii rq , комплексные функции (* означает комплексное сопряжение), индексы tx, - частные 
производные, а и i - мнимое число.

Представление Лакса (ПЛ) для системы (2) имеет следующий вид: 

                          ,2Ψ=Ψ Ux (3)

                          ,2Ψ=Ψ Vt (4)

в котором матричные операторы 2U и 2V опреднлены как

,2
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где −ii rq , комплексные функции (* означает комплексное сопряжение), 
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Теперь перейдем к построению двухслойного уравнения M-LXXII. Необходимо 
сначала найти для нее пару Лакса. Начнём с рассмотрения следующего 
калибровочного преобразования:
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где ),( txg  унитарная 33× матрица калибровочного преобразования. 
Найдем производные векторной функции Φ  по аргументам x  и t :
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После сложных вычислений и преобразований мы получили связь между 
решениями искомой спиновой системы и системой уравнений (2) в следующем 
виде:
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Таким образом, получается новое ПЛ.
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здесь квадратные скобки обозначают коммутаторы. Таким образом, уравнение (19) представляет 
собой искомое двухслойное уравнение M-LXXII.

Теперь, построим ПД для уравнения (13). ПД представляет собой один из ключевых методов 
интегрируемой теории, позволющий на основе известных решений систематически строить 
новые, зачастую более сложные структуры (Matveev, 1991; Myrzakulov, 2016; Huang, 1989). Его 
применение к двухслойному уравению M-LXXII не только сохраняет интегрируемость системы, 
но и порождает богатую иерархию решений, от солитонных до рациональных и других типовых 
форм. 

В этом разделе построим ПД для уравнения (13). Пусть

,= ΦΦ L'

где матрица L
.= INL −

'Φ должен удовлетворят тем же ПЛ, что и уравнения (7) и (8), так что

,= Φ′′Φ′ Ux

,= Φ′′Φ′ Vt
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И так, для матрицы N  получаем следующее выражение
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Для построения 1-солитонного решения Γ -спиновой системы (13), рассмотрим нулевое 
решение
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Для построения 1-солитонного решения Γ -спиновой системы (13), рассмотрим 
нулевое решение

.=[0] ΣΓ  	  		  (21)
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где ijn и ijm задаются уравнениями (19), (20) и (21).
Таким образом, в ходе исследования получено двухслойное уравнение M-LXXII, которое 

является калибровочно эквивалентным двухкомпонентному уравнению ФЛ. Для этой модели 
построена пара Лакса, что подтверждает её интегрируемость. С помощью метода Дарбу 
разработано преобразование, позволяющее находить различные точные решения. В частности, 
представлена схема получения односолитонного решения. Полученные результаты 
демонстрируют эффективность применённого подхода для анализа и моделирования нелинейных 
процессов в сложных физических системах.

Заключение. В данной работе с помощью калибровочного преобразования было построено 
двухслойное уравнение, эквивалентное двухкомпонентному уравнению ФЛ. Построение пары 
Лакса для полученного уравнения подтвердило его интегрируемость, что позволило далее 
сконструировать преобразование Дарбу, обеспечивающее механизм получения точных 
аналитических решений. В частности, представлена конструкция односолитонного решения, 
демонстрирующая возможность описания волновых структур в многослойных средах.

Таким образом, построенное двухслойное уравнение M-LXXII и соответствующие методы 
интегрирования открывают перспективы для дальнейших исследований в области нелинейной 
динамики и математической физики, особенно в контексте моделирования многослойных и 
многокомпонентных взаимодействий. 
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 задаются уравнениями (19), (20) и (21).
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было построено двухслойное уравнение, эквивалентное двухкомпонентному 
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уравнению ФЛ. Построение пары Лакса для полученного уравнения подтвердило 
его интегрируемость, что позволило далее сконструировать преобразование 
Дарбу, обеспечивающее механизм получения точных аналитических 
решений. В частности, представлена конструкция односолитонного решения, 
демонстрирующая возможность описания волновых структур в многослойных 
средах.

Таким образом, построенное двухслойное уравнение M-LXXII и 
соответствующие методы интегрирования открывают перспективы для 
дальнейших исследований в области нелинейной динамики и математической 
физики, особенно в контексте моделирования многослойных и многокомпонентных 
взаимодействий.
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