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Abstract. We analyze the main stages of the evolution of the Universe within the 
framework of modified gravity theories. The study relies on the metric-affine approach, 
in which the metric and the affine connection are treated as independent variables. This 
formalism generalizes the standard metric description and makes it possible to include 
effects of torsion and non-metricity, leading to a broader class of cosmological field 
equations. Using the expansion rate, the deceleration parameter, and the dark energy 
density, we show that the Universe initially experienced a decelerated expansion 
phase dominated by matter. As time progressed, influence of dark energy increased 
and eventually initiated the transition to accelerated expansion. We consider f(R) 
gravity model with a quadratic modification of the Ricci scalar. In the metric-affine 
formulation, this model gains additional degree of freedom due to independent variation 
of the connection. This extension allows for a more flexible quantitative description of 
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the evolution of the Universe’s dynamical parameters. Numerical results indicate that 
contribution of dark energy was very small in the early Universe but grew steadily and 
today constitutes about 70% of total energy density. Our findings agree with current 
observations and support hypothesis that dark energy will remain dominant component, 
driving further acceleration of cosmic expansion. This study shows that modified gravity 
theories, including their metric-affine generalizations, can serve as viable alternatives 
to the standard ΛCDM model. Future work may include more detailed observational 
tests of the proposed model and refinement of the parameters that govern the expansion 
dynamics of the Universe.
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Аннотация. Бұл жұмыста біз модификацияланған гравитация теориялары 
аясында Ғалам эволюциясының негізгі кезеңдерін талдаймыз. Атап айтқанда, 
зерттеу метрико-аффиндік гравитация тәсіліне сүйенеді, онда метрика мен 
аффиндік байланыс тәуелсіз айнымалылар ретінде қарастырылады. Мұндай 
формализм стандартты метрикалық сипаттаманы кеңейтіп, бұралу мен аффинділік 
емес үлесін ескеруге мүмкіндік береді, нәтижесінде космологиялық теңдеулердің 
неғұрлым жалпы құрылымы алынады. Үдемелі ұлғаюды, бәсеңдеу параметрін 
және күңгірт энергия тығыздығын сипаттайтын теңдеулерді қолдана отырып, 
біз Ғаламның бастапқыда материя басым болған баяу ұлғаю фазасын басынан 
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өткергенін көрсетеміз. Уақыт өте келе күңгірт энергияның әсері күшейіп, үдемелі 
ұлғаю кезеңіне алып келді. Біз Риччи скалярының квадраттық модификациясы 
бар f(R) гравитация моделін қарастырамыз; бұл модель метрика-аффиндік 
формализмде байланыс үшін тәуелсіз вариациялық анықтауға қатысты қосымша 
еркіндік дәрежесін иеленеді. Мұндай жалпыланған модель Ғаламның динамикалық 
параметрлерінің эволюциясын неғұрлым икемді сандық сипаттауға мүмкіндік 
береді. Сандық есептеулер ерте Ғаламда күңгірт энергияның үлесі өте төмен 
болғанын, бірақ біртіндеп өсіп, бүгінде жалпы энергия тығыздығының шамамен 
70%-ын құрайтынын растайды. Біздің нәтижелер бақылаулармен үйлеседі және 
болашақта күңгірт энергияның үстемдігі жалғасып, ғарыштық кеңеюдің одан 
әрі үдеуіне әкелетінін растайды. Бұл зерттеу модификацияланған гравитация 
теориялары, соның ішінде олардың метрико-аффиндік жалпыламалары, 
космологиялық эволюцияны түсіндіруде стандартты ΛCDM моделіне өміршең 
балама бола алатынын көрсетеді. Болашақ зерттеулер ұсынылған модельді 
астрономиялық бақылаулар арқылы егжей-тегжейлі тексеруді және Ғаламның 
ұлғаю динамикасын анықтайтын негізгі параметрлерді нақтылауды қамтуы 
мүмкін.

Түйін сөздер: космология, күңгірт энергия, күңгірт материя, бақылау шектері,
 гравитация
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Аннотация. В этой работе мы анализируем ключевые этапы эволюции 
Вселенной в рамках модифицированных теорий гравитации. В частности, 
исследование опирается на подход метрико-аффинной гравитации, в котором 
метрика и аффинное соединение рассматриваются как независимые переменные. 
Такой формализм расширяет стандартное метрическое описание и позволяет 
учитывать вклад кручения и неаффинности, что приводит к более общей 
структуре космологических уравнений. Используя уравнения, описывающие 
ускорение расширения, параметр замедления и плотность тёмной энергии, 
мы демонстрируем, что Вселенная изначально испытала фазу замедленного 
расширения, в которой доминировала материя. Со временем влияние тёмной 
энергии стало доминирующим, что привело к фазе ускоренного расширения. Мы 
рассматриваем модель гравитации f(R) с квадратичной модификацией скаляра 
Риччи, которая в метрико-аффинном формализме приобретает дополнительную 
степень свободы, связанную с независимым вариационным определением связи. 
Такая обобщённая модель даёт более гибкое количественное описание эволюции 
динамических параметров Вселенной. Численные расчёты подтверждают, 
что в ранней Вселенной вклад тёмной энергии был незначительным, но 
постепенно увеличивался и теперь составляет примерно 70% от общей 
плотности энергии. Наши результаты согласуются с данными наблюдений и 
подтверждают гипотезу о том, что тёмная энергия продолжит доминировать 
в будущем, приводя к дальнейшему ускорению космического расширения. 
Это исследование подчёркивает, что модифицированные теории гравитации, 
включая их метрико-аффинные обобщения, могут служить жизнеспособными 
альтернативами стандартной модели ΛCDM при объяснении космологической 
эволюции. Дальнейшие исследования могут включать более детальную проверку 
предложенной модели посредством астрономических наблюдений и уточнения 
ключевых параметров, управляющих динамикой расширения Вселенной.

Ключевые слова: космология, темная энергия, темная материя, наблю
дательные ограничения, )(Rf  гравитация 

Кіріспе.  гравитация сияқты модификацияланған гравитация теориялары 
іргелі космологиялық бақылауларды, соның ішінде Ғаламның үдемелі ұлғайуын 
түсіндірудің балама тәсілдерін береді. Бұл модельдер гравитация әрекетіне 
Риччи скалярынан сызықтық емес функцияларды енгізу арқылы жалпы 
салыстырмалық теориясын (ЖСТ) қорытады (Nojiri, 2011, 2; Davies, 1980, 
2; Riess, 1998, 3; Dimopoulos, 2021, 3). Космологиялық тұрақтының болуын 
болжайтын классикалық Эйнштейн моделінен айырмашылығы,  теориялары 
гравитацияның динамикалық эволюциясын қарастырады, бұл күңгірт энергияны 
енгізудің қажеті жоқ кейінгі кезеңдегі космологиялық ұлғаюды түсіндіруге 
мүмкіндік береді (Gamonal, 2021, 3).
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Бұл жұмыста гравитация шеңберінде алынған негізгі теңдеулерді 
қарастырамыз және олардың Ғаламның үдемелі ұлғайуы үшін салдарын 
талдаймыз. Атап айтқанда, біз Лагранж және Гамильтон формализмін пайдалана 
отырып, Фридман-Лемейтр-Робертсон-Уолкер (ФРЛУ) метрикасындағы масштаб 
факторының динамикасын зерттейміз. Бұл метрикадағы Риччи скалярының 
өрнегі осы өзгертілген теория шеңберінде Ғаламның эволюциясын сипаттайтын 
қозғалыс теңдеулерін алуға мүмкіндік береді. Біздің талдауымыздың негізгі 
аспектілерінің бірі үдемелі және баяуланған ұлғаю режимдерінің ауысуын зерттеу 
болып табылады (Capozziello, 2016, 3; Capozziello, 2008, 2). Бұл ауысу модельдің 
гравитациялық және космологиялық компоненттері арасындағы тепе-теңдікті 
анықтайтын масштаб факторының екінші туындысының белгісінің өзгеруімен 
байланысты. Біз  функциялардың белгілі бір кластары үшін ұзақ мерзімді 
үдемелі кеңейтуді немесе тербелмелі шешімді қоса алғанда, әртүрлі эволюция 
сценарийлері мүмкін екенін көрсетеміз. Зерттеудің тағы бір маңызды бөлігі 
күңгірт энергияның эффективті күй параметрін және фантомдық шекарадан өту 
құбылысын талдау болып табылады — қарапайым күңгірт энергияны  
фантомнан  бөлетін шекара. Біз  күй параметрінің теңдеуі 
Ғаламның болашақ тағдырын модельдеуде маңызды рөл атқаратын осы шекараны 
динамикалық түрде кесіп өтуге болатын жағдайларын қарастырамыз (Capozziello, 
1996, 2; Paliathanasis, 2019, 2).

Соңында біз Хаббл параметрі , баяулау параметрі  және жалпы тығыздық 
балансының теңдеуіне зат пен күңгірт энергияның әртүрлі құрамдас бөліктерінің 
үлесі сияқты бақылау параметрлерін зерттейміз. Бұл параметрлер теориялық 
болжамдарды бақылау деректерімен байланыстыруға және  модельдерінің 
заманауи космологияға жақсы сәйкес келетінін анықтауға мүмкіндік береді. 
Осылайша, бұл жұмыс гравитацияның іргелі аспектілерін және оның 
Ғаламның динамикасына әсерін, оның ішінде үдемелі ұлғаю мен фазалық 
ауысуларды зерттеуге бағытталған (Papagiannopoulos, 2018, 2; Cataneo, 2016, 3).

Зерттеу материалдары.   гравитация әрекетін келесі өрнек арқылы 
жазамыз

.					     (1)

(1) теңдеудегі модель үшін масштаб факторының түрін біртекті және изотропты 
Ғаламдағы сфералық координаталардағы Фридман-Лемейтр-Робертсон-Уолкер 
(ФЛРУ) метрикасымен сипаттап келесідей жазуға болады (Nojiri, 2011, 3; Kumar, 
2023, 2)

,		 (2)

мұндағы  — масштаб коэффициенті және  — кеңістіктің қисықтық 
параметрі. Бұл метрикада Риччи скаляры төмендегі теңдеу арқылы жазылады
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					     (3)

Космологиялық теңдеулерді шығару үшін канондық лагранжды 
 анықтауға болады, мұндағы  — конфигурация 

кеңістігі, ал   сәйкес анықталған  жанама байлам (Qi, 2023, 2).
Олай болса жоғарыдағы теңдеулерді пайдала отырып, келесідей теңдеу аламыз

							       (4)

(4) теңдеуге  (3), (1)  теңдеулерді қойып  және  тәуелсіз айнымалыларына 
сәйкес Лагранж көбейткіші алынған теңдеуді аламыз

				    (5)

(5) теңдеуді  бойынша туынды алу арқылы    Лагранж көбейткішін келесідей 
анықтаймыз

								        (6)

  функциясының -ге қатысты туындысы.

Әдістері. (6) теңдеуді (5) теңдеудің орынана қоя отырып, бөлшектері бойынша 
интегралдағаннан кейін Лагранжды табамыз

		 (7)

Кейін  және  тәуелсіз айнымалылары және Эйлер-Лагранж теңдеуі  
 арқылы келесідей теңдеулерді анықтаймыз				  

		

							       (8)	
					   

және

	                                                                  (9)

Атап айтқанда, (9) теңдеуді Лагранж көбейткіші арқылы алынған терминдерде 
баламалауға болады, ол әдістің сәйкестігін қамтамасыз етеді. Сонымен қатар, 
Гамильтондық шектеулерді келесідей жазамыз
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							       (10)

(10)  теңдеу космологиялық эволюцияны сипаттайтын өрнек болып табылады 
және Ғаламның ұлғаюын табамыз

                                                                                                  (11)	

Жоғарыдағы теңдеулерді қолдана отырып, біз қысымды 

	 (12)

және тығыздықты келесідей анықтаймыз

				    (13)

Нәтижелер мен талқылау. Ғаламның үдемелі ұлғаюы.  гравитациясы 
үшін маңызды сұрақтардың бірі, ол Ғаламның үдемелі ұлғаю кезеңін қолдайды ма 
және баяулау мен үдемелеу арасында ауысулар бар ма? Осы сұрақтар қазіргі таңда 
ең өзекті мәселе болып табылады. Бұл сұраққа шешім табу үшін, ең алдымен 
Хаббл параметрінің уақытқа тәуелді теңдеуін жазамыз (Hohmann, 2017, 4)

							      (14)

Демек, (14) теңдеуден үдеу арқылы келесідей анықтаймыз

						      (15)

(13) және (12) теңдеулерді (15) теңдеуге апарып қоямыз

		  (16)

Енді біз үдемелеу мен баяулау арасындағы ауысуға, атап айтқанда  
сызығы арқылы өтетін фазалық кеңістік траекторияларына назар аударамыз. (18) 
теңдеу нөлге тең болатын шарттарды табу үшін

			   (17)

яғни келесідей шарт орындалуы керек

				    (18)
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Ықтимал шарттар:
Тривиалды жағдай  әйтпесе теңдеу анықталмайды.  
(17) теңдеудегі жақша нөлге тең болуы керек, ал бұл өз кезегінде келесі 

шарттың орындалуына алып келеді

						     (19)

Бұл  функциясы осы қатынасты қанағаттандыратынын білдіреді

			   (20)

және  және  динамикалық мүшелерінің бірін-бірі жоққа шығаруын талап 
етеді.

Ерекше жағдайлар:
Егер  және  болса, онда теңдеу келесі түрге ықшамдалады

						     (21)

Егер  болса, тек қалған мүшелері қалады.
Ескере кететін жағдай,  үшін бұл шарт  алып келіп, тұрақты 

нүктеге сәйкес келеді, сондықтан бұл жағдайда ешқандай ауысу болмайды. 
Осылайша, ауысулар тек  кезде, келесідей теңдеу арқылы орындалады

.			   (22)

Күңгірт энергия және фантомдық шекара
Енді күңгірт энергия мен фантомды шекараны өту шарттарын анықтау үшін 

тиімді баротропты индексті келесідей жазамыз

						      (23)

(13) және (12) теңдеулердi (23) теудеуге апарып қойғанда алатынымыз

		  (24)

Мұнда бізді әсіресе баротроптық индекс -1 мәнінен аз немесе үлкен бе, әлде 
осы екі мүмкіндіктің арасында динамикалық түрде өзгеретін  бар ма деген 
сұрақ қызықтырады.  критикалық мән фантомдық және фантомдық емес 
күңгірт энергия деп аталатын энергиялар шекарасы болып табылады, сондықтан 
«фантомдық шекара» ретінде де белгілі. 

Келесідей шарт орындалғанда
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			   (25)

 тең болады, яғни фантомды шекара байқалады.
Баяулау параметрі 
Біз енді осы космологиялық модель шеңберінде Ғаламның эволюциясын 

сипаттайтын негізгі параметрлерді зерттейміз. Біздің модельде күңгірт энергия 
тығыздығының параметрі

			  (26)

Бұл теңдеу модификацияланған гравитацияда күңгірт энергия космологиялық 
тұрақтыдан емес, қосымша қисықтық скалярынан келетінін көрсетеді.

Дәстүрлі түрде кеңістіктік қисықтықпен байланысты параметрі де 
анықталады. Дегенмен, бұл параметр біздің модель үшін бірдей жоғалады, 
өйткені біз FLRW кеңістіктік тегіс кеңістік-уақытпен шектелеміз. Нәтижесінде 
параметрлер шектеу теңдеуін қанағаттандыратын келесідей теңдеу аламыз:

		  (27)

Мұндағы  - зат тығыздығының параметрі, - сәуле шығару тығыздығының 
параметрі,  - күңгірт энергия тығыздығының параметрі.

Бұл теңдеу Ғаламның энергия балансын білдіреді және барлық компоненттердің 
қосындысы 1-ге тең болуы керек екенін көрсетеді, бұл стандартты космологиядағы 
жалпақ Ғаламға сәйкес келеді.

Бақыланатын параметрлердің тағы бір маңызды жиынтығы,  Хаббл параметрі 
арқылы өрнектелген баяулау параметрі. Оны келесідей теңдеу арқылы жазамыз:

	 (28)

Бұл теңдеу Ғаламның ұлғаюының баяулауын немесе үдемелеуін көрсететін  
мөлшерін анықтайды.  теріс мәні үдемелі кеңейуді көрсетеді.

Старобинский моделі  
Бұдан ары қарай біз (16), (26) және (28) теңдеулерін Старобинский моделі үшін 

зерттеп, графиктерін тұрғызамыз.
Старобинский моделі үшін Ғалам үдеуінің эволюциясы  
Старобинский моделі келесідей функция арқылы беріледі

.			   (29)

Енді (18) теңдеуге (31) теңдеуді апарып қойып, келесідей мәндерді қолдана 
отырып
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  (30a)

    (30b)

    (30c)

     (30d)

     (30e)

 ,  (30f)

      (30g)

график тұрғызайық.

Сурет 1. Ғаламның үдемелі ұлғаю эволюциясының уақытқа тәуелді графигі 

1-суретте  өсі Ғаламның  ұлғаюының үдеуін көрсетеді, ал  өсі уақытты 
көрсетеді. Бастапқыда (уақыттың шағын мәндерінде) үдеу теріс болды, бұ  л 
ұлғаюды баяулатады. Содан кейін  ол көтеріле бастап, графиктің соңында ол 
нөлг е жақындады. Бұл бұрын Ғаламның ұлғаюы баяулағанын яғни материяның 
гравитациялық тартылуына байланысты, бірақ кейін күңгірт энергияның әсерінен 
жеделдей бастағанын көрсетеді.

1- суретте Ғаламның ұлғаю жылдамдығын қалай өзгертетіні көрсетілген. 
Енді осы Ғаламның үдеуінің эволюциясындағы төмендегідей шарттарды 
қарастырамыз:

Егер  болса, онда  Ғаламның үдеуінің эволюциясы үдейді. Себебі, 
Ғаламның үдеуінің эволюциясы күңгірт энергияның үстемдік ету фазасына сәйкес 
келеді.
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Егер   болса, онда материя үстемдік еткен кездегі ерте Ғаламға тән 
болатын баяулау құбылысы байқалады.

Егер  болса, онда осы арқылы өту фазалардың өзгеруін көрсетеді баяу 
ұлғаюден жеделдетілгенге дейін.

Старобин ский моделі үшін күңгірт энергияның тығыздығы 
 (30a)-(30g) теңдеулерін қолдана отырып, біз қарастырып отырған модель 

үшін (26) теңдеуде берілген  күңгірт энергияның тығыздығы үшін график 
тұрғызайық.

Сурет 2. Күңгірт энергия тығызды ғының уақытқа тәуелді графигі. 

2-суретте өсі Ғаламдағы күңгірт энергияның салыстырмалы мөлшерін, ал 
 өсі уақытты көрсетеді. Мұнда  күңгірт энергияның тығыздығы уақыт өткен 

сайын арта түсетінін көруге болады. Бұл уақыт өткен сайын күңгірт энергияның 
Ғаламның эволюциясына қосқан үлесі арта түсетінін білдіреді. 2-суретте 
Ғаламдағы жалпы энергия тығыздығының қандай үлесі күңгірт энергия екенін 
көрсетеді. Бастапқы кезеңде , себебі зат пен радиация басым. Уақыт 
өте келе  өсіп, 1-ге ұмтылады, бұл ағымдағы үдемелі кеңейуді түсіндіреді. 
Болашақта бұл үрдіс жалғаса берсе, күңгірт энергия толығымен үстемдік етеді. 
Бұл стандартты космологиялық модельге сәйкес келеді, мұнда қазір . 

Старобинский моделі үшін Баяулау параметрі 
(30a)-(30g) теңдеулерін қолдана отырып, біз қарастырып отырған модель 

үшін (28) теңдеуде берілген  баяулау параметрі үшін график тұрғызайық. (30) 
теңдеудегі  уақыт бойынша  туындысы арқылы сандық түрде есептеледі.
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Сурет 3.  баяулау параметрінің уақытқа тәуелді графигі. 

Бұл параметр Ғаламның жылдамдығын немесе баяулауын көрсетеді.  
болса, Ғалам баяулайды,  болса, ол жеделдейді.

3-суретте q теріс екенін көруге болады, бұл Ғаламның үдемелі ұлғаюын 
білдіреді. Уақыттың басында график сәл көтеріледі, бұл аздап баяулауды көрсетуі 
мүмкін, бірақ кейін ол теріс мәндерде тұрақтанады.  баяулау параметрі Ғаламның 
ұлғаю жылдамдығы қаншалықты жылдам өзгеретінін көрсетеді. Енді шарттар 
қарастырамыз:

Егер   болса, Ғалам баяулайды (материя үстемдік етеді, тартылыс күші 
тартады).

Егер    болса, онда Ғалам үдемелі кеңейеді (күңгірт энергия басым).
Егер   нүктесінде баяу кеңейтуден жеделдетілген кеңейтуге ауысу орын 

алады.
Қазіргі космологияда бақылаулар қазір    екенін көрсетеді, бұл 

жеделдетілген ұлғаюды білдіреді.
Қорытынды. Бұл жұмыста Ғалам эволюциясының негізгі кезеңдері 

модификацияланған гравитация тұрғысынан қарастырылды. Ұлғаю үдеуін, 
баяулау параметрін және күңгірт энергияның тығыздығын сипаттайтын 
теңдеулерді талдау Ғаламның өткен уақытта материяның гравитациясынан 
туындаған баяу ұлғаю фазасын бастан өткергенін көрсетті. Дегенмен, уақыт өте 
келе күңгірт энергияның әсері басым болып, бұл үдемелі ұлғаюға көшуге әкелді.

Риччи скалярының квадраттық модификациясы бар гравитацияның 
қарастырылған моделі Ғаламның динамикалық параметрлерінің өзгеруін график 
арқылы сипаттауға мүмкіндік берді. Есептеулер ерте Ғаламда күңгірт энергияның 
тығыздығы шамалы болғанын растады, бірақ уақыт өте келе оның үлесі артып, 
қазіргі дәуірдегі жалпы энергия тығыздығының 70% жақындады.

Бұл нәтиже бақылау деректерімен сәйкес келеді және болашақта күңгірт 
энергияның үстемдігі туралы гипотезаны растайды және Ғаламның одан да көп 
мөлшерде үдемелі ұлғаюына әкеледі. Зерттеу модификацияланған гравитация 
теориялары стандартты ΛCDM үлгісімен бірге космологиялық эволюцияға балама 
түсініктеме бола алатынын көрсетеді. Болашақта астрономиялық бақылаулар 
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негізінде ұсынылған модельді егжей-тегжейлі тексеру және Ғаламның ұлғаю 
динамикасын сипаттайтын параметрлерді нақтылау мүмкін болады.
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