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Abstract. In this study, we explore the modifi ed cosmological equations in f(T)
gravity, incorporating a bulk viscous fl uid and analyzing its eff ects on cosmic evolution. 
Bulk viscosity introduces an additional pressure component, which modifi es the 
standard Friedmann equations, aff ecting the universe's expansion, acceleration, and 
singularity structure. Starting with the ac tion functional of f(T) gravity, we derive 
the fi eld equations in a spatially fl at FLRW universe, considering contributions from 
dust matter, radiation, and viscosity. The torsion scalar T is expressed in terms of 
the Hubble parameter, allowing us to reformulate the cosmological equations into a 
dynamical system. We introduce an eff ective pressure term that accounts for the bulk 
viscosity, modifying the second Friedmann equation. The phase space analysis reveals 
constraints between the Hubble parameter and energy densities of matter and radiation, 
leading to a parameterized evolution of the universe. Through graphical analysis, we 
examine the infl uence of diff erent f(T) models and bulk viscosity coeffi  cients on cosmic 
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dynamics. Our results highlight that bulk viscosity can alter the expansion history, 
leading to deviations from the standard cosmological model. In particular, we discuss 
possible implications for late-time acceleration and early-universe dynamics. This work 
provides insights into the role of modifi ed gravity and dissipative eff ects in cosmology, 
contributing to the broader understanding of alternative gravitational theories and their 
observational signatures.

Keywords: cosmology, dark energy,  gravity, bulk viscosity, observational 
constraints
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Аннотация. Бұл зерттеуде біз f(T) гравитациясындағы модификацияланған 
космологиялық теңдеулерді, соның ішінде көлемді тұтқыр сұйықтықты зерттейміз 
жəне оның ғарыштық эволюцияға əсерін талдаймыз. Көлемді тұтқырлық 
Ғаламның ұлғаюына, үдеуіне жəне ерекшелік құрылымына əсер ететін стандартты 
Фридман теңдеулерін өзгертетін қосымша қысым комнонентін енгізеді. f(T) 
гравитациясының функционалдық əрекетінен бастап, біз шаң, сəулелену жəне 
тұтқырлықтың үлестерін ескере отырып, кеңістіктік тегіс ФЛРУ Ғаламдағы 
өріс теңдеулерін шығарамыз. T бұралу скалярін космологиялық теңдеулерді 
динамикалық жүйеге қайта құруға мүмкіндік беретін Хаббл параметрі арқылы 
өрнектейміз. Екінші Фридман теңдеуін өзгерту арқылы көлемді тұтқырлықты 
ескеретін тиімді қысым терминін енгіземіз. Фазалық кеңістікті талдау Хаббл 
параметрі мен материя жəне радиация энергиясының тығыздығы арасындағы 
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шектеулерді анықтайды, бұл Ғаламның параметрленген эволюциясына əкеледі. 
Графикалық талдауды пайдалана отырып, біз əртүрлі f(T) модельдерінің жəне 
көлемді тұтқырлық коэффициенттерінің кеңістік динамикасына əсерін зерттейміз. 
Біздің нəтижелеріміз көлемді тұтқырлықтың ұлғаю тарихын өзгерте алатынын, 
бұл стандартты космологиялық модельден ауытқуға əкелетінін көрсетеді. Атап 
айтқанда, біз Ғаламның кеш үдеуі мен ерте динамикасына ықтимал салдарын 
талқылаймыз. Бұл жұмыс космологиядағы модификацияланған гравитация 
мен диссипативті əсерлердің рөлі туралы түсінік береді, бұл балама гравитация 
теорияларын жəне олардың бақылау белгілерін кеңірек түсінуге ықпал етеді.

Түйін сөздер: космология, күңгірт энергия, гравитациясы, көлемді 
тұтқырлық, бақылау шектері
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Аннотация. В этом исследовании мы исследуем модифицированные 
космологические уравнения в гравитации f(T), включающие объемную вязкую 
жидкость и анализирующие ее влияние на космическую эволюцию. Объемная 
вязкость вводит дополнительный компонент давления, который изменяет 



102

ISSN 2224-5227 3. 2025

стандартные уравнения Фридмана, влияя на расширение, ускорение и структуру 
сингулярности Вселенной. Начиная с функционала действия гравитации f(T), мы 
выводим уравнения поля в пространственно плоской Вселенной FLRW, учитывая 
вклады пылевой материи, излучения и вязкости. Скаляр кручения T выражается 
через параметр Хаббла, что позволяет нам переформулировать космологические 
уравнения в динамическую систему. Мы вводим эффективный член давления, 
который учитывает объемную вязкость, изменяя второе уравнение Фридмана. 
Анализ фазового пространства выявляет ограничения между параметром Хаббла 
и плотностями энергии материи и излучения, что приводит к параметризованной 
эволюции Вселенной. С помощью графического анализа мы изучаем влияние 
различных моделей f(T) и коэффициентов объемной вязкости на космическую 
динамику. Наши результаты подчеркивают, что объемная вязкость может 
изменять историю расширения, что приводит к отклонениям от стандартной 
космологической модели. В частности, мы обсуждаем возможные последствия для 
позднего ускорения и ранней динамики Вселенной. Эта работа дает представление 
о роли модифицированной гравитации и диссипативных эффектов в космологии, 
способствуя более широкому пониманию альтернативных гравитационных 
теорий и их наблюдательных сигнатур.

Ключевые слова: космология, темная энергия,  гравитация, обьемная 
вязкость, пределы наблюдения

Кіріспе. М одификацияланған гравитация теорияларын зерттеуге олардың 
космологиядағы маңызды мəселелерді шешуге мумкіндік беретіндігіне 
байланысты соңғы жылдары айтарлықтай назар аударылуда (Møller, 1961; Cho, 
1976; Hayashi, 1977; Faraoni, 2011). Жалпы салыстырмалылық теориясының (ЖСТ) 
альтернативті нұсқалардың бірі ол f(T) гравитациясы. Мұндағы гравитациялық 
əрекет қисықтық R скалярының жалпыланған функциясымен емес T бұралу 
скалярының жалпыланған функциясын пайдалану арқылы сипатталады. Бұл 
тəсілге гравитацияның геометриялық тұрғыдан басқаша, бірақ динамикалық 
эквивалентті формуласын ұсынатын жалпы салыстырмалық теориясының 
телепараллельдік эквиваленті турткі болды (Aldrovandi, 2013; Maluf, 2013; Linder, 
2010; Li, 2011).   

Бұл жұмыста біз f(T) гравитациясындағы (Farrugia, 2016; Li, 2011; Yang, 2022) 
көлемді тұтқырлық арқылы модификацияланған космологиялық теңдеулерді 
зерттейміз жəне  олардың салдарын графикалық бейнелеу арқылы талдаймыз. 
Көлемді тұтқырлықты қосу эффективті қысым терминін енгізе отырып 
стандартты Фридман теңдеулерін өзгертеді, сонымен қатар ұлғаю, үдеу жəне 
Хаббл тұрақтысы сияқты негізгі космологиялық параметрлерге əсер етеді. Бұл 
түрлендіру космологиялық тұрақтыны енгізуді қажет етпестен, Ғаламның кеш 
үдемелі ұлғаюын түсіну үшін маңызды. 

Космологиядағы тұтқырлықты қарастырудың негізгі мақсаты ғарыштық 
сұйықтықтың Ғалам эволюциясының ерте жəне кейінгі кезеңдеріне нақты 
сипаттама беру қабілеті болып табылады. Тұтқыр əсерлер табиғи түрде жоғары 
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энергия физикасында жəне релятивистік гидродинамикада пайда болатындықтан 
модификацияланған  гравитациялық модельдер контекстінде өзекті  мəселе болып 
табылады (Ong, 2013: 1-2; Sharif, 2013: 2; Jarv, 2016). Талдауымызда біз Фридман-
Леметр-Робертсон-Уолкер (ФРЛУ) метрикасы арқылы сипатталған біртекті жəне 
изотропты Ғаламға назар аударамыз жəне f(T) гравитация (Krššák, 2016; Bamba, 
2016) аясында көлемді тұтқырлықтың ғарыштық эволюцияға қалай əсер ететінін 
зерттейміз. 

Ол үшін тұтқыр сұйықтық бар f(T) гравитацияның өріс теңдеулерін шығарып, 
Хаббл параметрі арқылы өрнектейміз. Алынған теңдеулер жүйесіне Ғалам 
эволюциясын анықтайтын шектеулік теңдеуі мен динамикалық теңдеу кіреді 
(Paliathanasis, 2016:2; Hohmann, 2017:2-3). Содан кейін біз бұл теңдеулерді f(T) 
нақты функционалдық формаларын қарастыру арқылы талдаймыз жəне олардың 
физикалық салдарын сандық жəне графикалық əдістер арқылы зерттейміз. 

Сонымен қатар, біз жүйенің фазалық кеңістігін зерттейміз жəне бекітілген 
нүктелерді, олардың тұрақтылығы мен серпілу жəне айналу сценарийлерін 
қарастырамыз. Көлемді тұтқырлықты қосу осы шешімдер үшін тұрақтылық 
шарттарын анықтауда шешуші рөл атқарады. Біздің нəтижелеріміз f(T) 
функцияларының белгілі бір таңдауы ерекшеліктерді болдырмау немесе 
циклдік эволюцияға мүмкіндік беру сияқты қажетті қасиеттері бар жарамды 
космологиялық модельдерге əкелуі мүмкін екенін көрсетеді.

Материалдар мен əдістер
F(T) гравитациясының космологиялық динамикасы
Бұл бөлімде біз жалпы əрекет пен өріс теңдеулерінен бастап f(T) 

гравитациясының космологиялық динамикасына қысқаша шолу жасаймыз. Бұл 
теңдеулер ФЛРУ (Фридман-Леметр-Робертсон-Уолкер) кеңістік уақыты үшін 
Хаббл параметрі арқылы өрнектелгенде, шектеу теңдеуі жəне динамикалық теңдеу 
пішінін қабылдайтынын көрсетеміз. Сонымен қатар, біз шаңды, сəулеленуді жəне 
тұтқырлықты қамтитын əлем үшін осы өріс теңдеулерін нақты түрде шығарамыз 
жəне олардың сəйкес үздіксіздік теңдеулерімен сəйкестігін тексереміз.

Есептеулеріміз f(T) гравитациясының əрекет функционалынан басталады

f(T) T-бұралу скалярның еркін функциясы болып табылады (Li, 2011, 4;  
Aldrovandi, 2013, 3). Бұралу скаляры келесідей анықталады

(2)

Теорияның негізгі айнымалысы - тетрада өрісі болса, онда бұралу тензоры 
келесі түрде өрнектеледі

(3)
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бұл жерде i
jµω  - локалды лоренц инварианттылығын сақтау үшін енгізілген тегіс 

спин байланысы болып табылады.
Кеңістігі тегіс ФЛРУ ғаламы үшін тетраданы төмендегідей таңдаймыз

бұл жерде )(ta  - космологиялық маштаб факторы. Бұл жағдайда таңдалған 
тетрада «дұрыс» болады, ал инерциялық спин байланысы жойылып кетеді. 
Нəтижесінде, бұралу скаляры келесідей қалыпқа келеді

мұндағы H Хаббл параметрін білдіреді. Біртектілік пен изотропия болжамына 
байланысты, материяның энергия-импульс тензоры идеал сұйықтық формасын 
алады

мұндағы p – энергия тығыздығы, p – қысым, төрт-жылдамдық 

Бұл 

4

теңдеулерді f(T) нақты функционалдық формаларын қарастыру арқылы талдаймыз және олардың 
физикалық салдарын сандық және графикалық әдістер арқылы зерттейміз.

Сонымен қатар, біз жүйенің фазалық кеңістігін зерттейміз және бекітілген нүктелерді, олардың 
тұрақтылығы мен серпілу және айналу сценарийлерін қарастырамыз. Көлемді тұтқырлықты қосу осы 
шешімдер үшін тұрақтылық шарттарын анықтауда шешуші рөл атқарады. Біздің нәтижелеріміз f(T) 
функцияларының белгілі бір таңдауы ерекшеліктерді болдырмау немесе циклдік эволюцияға 
мүмкіндік беру сияқты қажетті қасиеттері бар жарамды космологиялық модельдерге әкелуі мүмкін 
екенін көрсетеді.

Материалдар мен әдістер
F(T) гравитациясының космологиялық динамикасы
Бұл бөлімде біз жалпы әрекет пен өріс теңдеулерінен бастап f(T) гравитациясының 

космологиялық динамикасына қысқаша шолу жасаймыз. Бұл теңдеулер ФЛРУ (Фридман-Леметр-
Робертсон-Уолкер) кеңістік уақыты үшін Хаббл параметрі арқылы өрнектелгенде, шектеу теңдеуі 
және динамикалық теңдеу пішінін қабылдайтынын көрсетеміз. Сонымен қатар, біз шаңды, 
сәулеленуді және тұтқырлықты қамтитын әлем үшін осы өріс теңдеулерін нақты түрде шығарамыз 
және олардың сәйкес үздіксіздік теңдеулерімен сәйкестігін тексереміз.

Есептеулеріміз f(T) гравитациясының әрекет функционалынан басталады

𝑆𝑆 = 1
16𝜋𝜋𝜋𝜋∫|𝑒𝑒|𝑓𝑓(𝑇𝑇)𝑑𝑑

4𝑥𝑥 , (1)

f(T) T-бұралу скалярның еркін функциясы болып табылады (Li, 2011, 4;  Aldrovandi, 2013, 3). Бұралу 
скаляры келесідей анықталады

𝑇𝑇 = 1
4𝑇𝑇

𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝑇𝑇𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌 +
1
2𝑇𝑇

𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝑇𝑇𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈 − 𝑇𝑇 𝜇𝜇
𝜇𝜇𝜇𝜇𝑇𝑇 𝜈𝜈

𝜈𝜈𝜈𝜈. (2)

Теорияның негізгі айнымалысы - тетрада өрісі болса, онда бұралу тензоры келесі түрде 
өрнектеледі

𝑇𝑇𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌 = 𝛤𝛤𝜈𝜈𝜈𝜈𝜌𝜌 − 𝛤𝛤𝜇𝜇𝜇𝜇𝜌𝜌 = 𝑒𝑒𝑖𝑖
𝜌𝜌(𝜕𝜕𝜇𝜇𝑒𝑒𝜈𝜈𝑖𝑖 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝑒𝑒𝜇𝜇𝑖𝑖 + 𝜔𝜔 𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖 𝑒𝑒𝜈𝜈𝑗𝑗 − 𝜔𝜔 𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑖𝑖 𝑒𝑒𝜇𝜇𝑗𝑗), (3)

бұл жерде
i
j - локалды лоренц инварианттылығын сақтау үшін енгізілген тегіс спин байланысы

болып табылады.

Кеңістігі тегіс ФЛРУ ғаламы үшін тетраданы төмендегідей таңдаймыз

𝑒𝑒𝜇𝜇𝑖𝑖 = diag(1, 𝑎𝑎, 𝑎𝑎, 𝑎𝑎), (4)

бұл жерде )(ta - космологиялық маштаб факторы. Бұл жағдайда таңдалған тетрада «дұрыс» болады, 
ал инерциялық спин байланысы жойылып кетеді. Нәтижесінде, бұралу скаляры келесідей қалыпқа 
келеді

𝑇𝑇 = −6 𝑎̇𝑎
2

𝑎𝑎2 = −6𝐻𝐻2, (5)

мұндағыH Хаббл параметрін білдіреді. Біртектілік пен изотропия болжамына байланысты, 
материяның энергия-импульс тензоры идеал сұйықтық формасын алады

𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇 = (𝜌𝜌 + 𝑝𝑝)𝑢𝑢𝜇𝜇𝑢𝑢𝜈𝜈 + 𝑝𝑝𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇, (6)

мұндағы – энергия тығыздығы, p – қысым, төрт-жылдамдық 

𝑢𝑢𝜇𝜇 = 𝜕𝜕𝑡𝑡. (7)

Бұл
ji

ij eeg  = метрикасының көмегімен нормаланады.   метрикасының көмегімен нормаланады.
Əрекеттен космологиялық өріс теңдеулері мына түрде алынады

мұндағы индекстер келесі туындыларды көрсетуге пайдаланылады

Осы жұмыстың барысында біз сəйкесінше космологиялық өріс теңдеулерін 
қайта жазуға мүмкіндік беретін )(=)( TFTTf +  параметрін енгіземіз

 Тұтқыр сұйықтық үшін эффективті қысым мына түрде анықталады (Sharif, 
2013, 3):

мұндағы көлемді тұтқырлық қысымы

Оны екінші Фридман теңдеуіне қойсақ:
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Шаң мен радиацияны ескере отырып, тығыздық пен қысым формулалары 
төмендегідей өзгереді:

мұндағы күй теңдеуі

Осы қатынастардан материяның үздіксіздік теңдеулері төмендегідей шығады

Нəтижесінде, космологиялық өріс теңдеулері келесі түрде өрнектеледі
(Hohmann, 2017, 5) 

мұндағы төменгі индекс дифференциацияны білдіреді 

5

Әрекеттен космологиялық өріс теңдеулері мына түрде алынады

12𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑇𝑇 + 𝑓𝑓 = 16𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋, (8𝑎𝑎)

48𝐻𝐻2𝐻̇𝐻𝑓𝑓𝑇𝑇𝑇𝑇 − (12𝐻𝐻2 + 4𝐻̇𝐻)𝑓𝑓𝑇𝑇 − 𝑓𝑓 = 16𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋. (8𝑏𝑏)

мұндағы индекстер келесі туындыларды көрсетуге пайдаланылады

𝑓𝑓𝑇𝑇 =
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 , 𝑓𝑓𝑇𝑇𝑇𝑇 =

𝑑𝑑2𝑓𝑓
𝑑𝑑𝑇𝑇2 . (9)

Осы жұмыстың барысында біз сәйкесінше космологиялық өріс теңдеулерін қайта жазуға
мүмкіндік беретін )(=)( TFTTf + параметрін енгіземіз

6𝐻𝐻2 + 12𝐻𝐻2𝐹𝐹𝑇𝑇 + 𝐹𝐹 = 16𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋, (10𝑎𝑎)

4𝐻̇𝐻(12𝐻𝐻2𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇 − 𝐹𝐹𝑇𝑇 − 1) = 16𝜋𝜋𝜋𝜋(𝜌𝜌 + 𝑝𝑝eff). (10𝑏𝑏)
Тұтқыр сұйықтық үшін эффективті қысым мына түрде анықталады (Sharif, 2013, 3):

𝑝𝑝eff = 𝑝𝑝 + 𝛱𝛱, (11)
мұндағы көлемді тұтқырлық қысымы

𝛱𝛱 = −3𝜉𝜉𝜉𝜉. (12)
Оны екінші Фридман теңдеуіне қойсақ:

4𝐻̇𝐻(12𝐻𝐻2𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇 − 𝐹𝐹𝑇𝑇 − 1) = 16𝜋𝜋𝜋𝜋(𝜌𝜌 + 𝑝𝑝 − 3𝜉𝜉𝜉𝜉). (13)
Шаң мен радиацияны ескере отырып, тығыздық пен қысым формулалары төмендегідей өзгереді:

𝜌𝜌 = 𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟, 𝑝𝑝 = 𝑝𝑝𝑚𝑚 + 𝑝𝑝𝑟𝑟 − 3𝜉𝜉𝜉𝜉. (14)
мұндағы күй теңдеуі

𝑝𝑝𝑚𝑚 = 0, 𝑝𝑝𝑟𝑟 =
1
3𝜌𝜌𝑟𝑟. (15)

Осы қатынастардан материяның үздіксіздік теңдеулері төмендегідей шығады

𝜌̇𝜌𝑚𝑚 = −3𝐻𝐻𝜌𝜌𝑚𝑚, 𝜌̇𝜌𝑟𝑟 = −4𝐻𝐻𝜌𝜌𝑟𝑟. (16)
Нәтижесінде, космологиялық өріс теңдеулері келесі түрде өрнектеледі (Hohmann, 2017, 5)

𝑊𝑊 = 16𝜋𝜋𝜋𝜋(𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟), (17𝑎𝑎)

−𝐻̇𝐻𝑊𝑊𝐻𝐻
3𝐻𝐻 = 16𝜋𝜋𝜋𝜋 (𝜌𝜌𝑚𝑚 + 4

3𝜌𝜌𝑟𝑟 − 3𝜉𝜉𝜉𝜉) , (17𝑏𝑏)

мұндағы төменгі индекс дифференциацияны білдіреді Бұл жерде сейкес Фридман
функциясын T және H арасындағы (5) теңдеудегі қатынасты ескере отырып төмендегідей аламыз

𝑊𝑊(𝐻𝐻) = 𝐹𝐹 + 6𝐻𝐻2 + 12𝐻𝐻2𝐹𝐹𝑇𝑇. (18)
Бұл жұмыс барысында W(H) функциясы кез келген f(T) гравитация моделінің негізгі

космологиялық ерекшеліктерін анықтай алатындығын көрсетеміз. (16) және (17) теңдеулер осы 
зерттеудің негізі болып табылады. Олар бір-бірінен тәуелсіз емес екенін ескеруіміз қажет. Талдау 
үшін біз бұл артықшылықты алып тастап, шектеусіз динамикалық жүйені алу үшін шектеу теңдеуін 
қолдануымыз керек.

Фазалық кеңістік және эволюция теңдеулері

 Бұл жерде 
сейкес Фридман функциясын T жəне H арасындағы (5) теңдеудегі қатынасты 
ескере отырып төмендегідей аламыз

Бұл жұмыс барысында W(H) функциясы кез келген f(T) гравитация моделінің 
негізгі космологиялық ерекшеліктерін анықтай алатындығын көрсетеміз. (16) 
жəне (17) теңдеулер осы зерттеудің негізі болып табылады. Олар бір-бірінен 
тəуелсіз емес екенін ескеруіміз қажет. Талдау үшін біз бұл артықшылықты алып 
тастап, шектеусіз динамикалық жүйені алу үшін шектеу теңдеуін қолдануымыз 
керек.

Фазалық кеңістік жəне эволюция теңдеулері
Алдыңғы бөлімде біз Хаббл параметрінің H, ρm жəне ρr энергия тығыздықтары 

Фридман алгебралық шектеуіне байланысты тəуелсіз емес екенін көрдік (17). 
Осылайша, біздің динамикалық жүйеміздің физикалық фазалық кеңістігі 
кеңістіктегі 1 бағыттас гипербеті болып табылады

оны келесідей параметрлендіреміз. Біз сəулеленудің жалпы энергия 
тығыздығына қатынасы бойынша жаңа айнымалыны енгіземіз

Содан кейін бастапқы тығыздықтар келесідей өзгереді
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мұндағы оң жақтағы жалпы энергия тығыздығы Фридман шектеуімен (17а) 
Н бойынша анықталады. Физикалық фазалық кеңістік 
арқылы шектелетінін көруге болады.

Тағы бір шектеу Фридман шектеуінен жəне нөлдік энергия шартының 
жарамдылығынан шығады, ол материяның жалпы энергия тығыздығы ρm + ρr теріс 
емес жəне шектеулі болу керек екендігін білдіреді. Фридман (17a) шектеуінен бұл 
W(H) ≥ 0 шартына эквивалентті. Осылайша, физикалық фазалық кеңістік мына 
түрде жазылады

Біз енді жаңа айнымалылардың динамикасын талқылаймыз. (20) тендеуінің 
уақыт бойынша туындысын алып жəне (16) үздіксіздік теңдеулерін қолданып, 
мынаны табамыз

Сəйкесінше, біз  үшін (17a) Фридман теңдеуін шешіп, (20) теңдеудегі 
анықтамасын пайдалана отырып шешімін ала аламыз

мұнда біз бөлген WH/H факторы нөлге тең емес жəне шекті деп қарастырамыз, 
өйткені бөлу дұрыс емес немесе тек қолайлы шектеу процедурасы арқылы 
анықталған болар еді. Мұны біз кейінірек шектеулі жағдайларды талқылағанда 
есте ұстауымыз керек. (23) жəне (24) теңдеулері динамикалық жүйемізді 
анықтайды.

Нəтижелер 
Тұрақты нүктелер жəне олардың тұрақтылығы
Енді біз (23) жəне (24) теңдеулерімен анықталған динамикалық жүйенің 

тұрақты нүктелерін талқылауға өтеміз. Динамикалық жүйенің тұрақты нүктелері 
оның фазалық кеңістігіндегі динамика ағыны жойылатын нүктелер болып 
табылады. Динамикалық жүйе үшін 0=X  жəне 0=H  шарттарын қарастырамыз. 
Егер 0=X , X = 1 немесе 0=H  болған жағдайда 0=X  тең болатындығын 
(23) теңдеуінен  таба аламыз. (24) теңдеуінен 0=H  шарттарын мұқият шығару 
қажет, өйткені ол W(H) Фридман функциясына тəуелді. Біз келесі жағдайларды 
қарастыра аламыз:

0→W  болған кезде 0→H  болатындығы анық, бұл жағдайда WH шектеулі 
болу керек. 0→HW  жəне  шектеулі болған жағдайда да 0→H . 

Егер  болса 0→H . 

0→H деген қорытындыға келе аламыз егер 0>ξ  жəне ∞→+ rm ρρ . 
Серпіліс жəне кері айналым мүмкіндігі
Енді біз серпілістер, ғаламның жиырылып, қайтадан ұлғаятын сəттері, мен 

кері айналымдарды, яғни ғалам эволюциясының ұлғаю жəне жиырылу фазалары 
арасындағы ауысуларды талқылаймыз. Кез келген мұндай ауысу үшін бізде  = 0, 
демек, H = 0 болатынын ескеруіміз қажет. Осылайша, мұндай ауысулар H = 0 (22) 
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теңдеуде көрсетілгендей физикалық фазалық кеңістікте заттың жалпы энергия 
тығыздығы оң болған жағдайда ғана орын алады жəне ол үшін  шарты да 
орындалуы керек. Алдыңғы берілген жағдай орындалады, егер жəне тек қана егер

0>| 0=HH  болғанда серпіліс беріледі, ал кері айналым 0>| 0=HH  арқылы 
сипатталады. (24)  теңдеудегі Хаббл параметрінің динамикасынан H  нөл емес 
жəне  кезінде шектеулі болады, егер жəне тек қана егер   

    (26)

шекті болса, демек, 0)ln( →HW  үшін  0→H  болады. Бұл жерде екінші 
мүшені елемеуге болады, өйткені ол бірінші мүшеге қарағанда жылдамырақ 
жойылады. ln Wln  туындысын анық есептеу арқылы  0≠H шарты егер жəне тек 
қана егер H = 0, 0>W , WH

0≠H  0 жəне WHH
0≠H  0 болған кезде орындалатынын 

жəне WHH таңбасы H  таңбасын анықтайтындығын көрсетеді. Осылайша, біз 
қорытындылап, келесіні түйіндейміз:

Тұжырымдама 1. 1 H = 0 болған жағдайда 0≠H  егер жəне тек қ ана егер  
0>W , 0=HW  жəне WH

0≠H  0 болса, бұл жерде
i. WHH< 0  болған кезде 0>H , демек, серпіліс байқалады, 
ii. WHH > 0  болған кезде 0<H , демек, кері айналым байқалады.  
Бақылау қасиеттері
Бұл бөлімде біз динамикалық жүйені космологиялық модельдің физикалық 

қасиеттерімен жəне бақылаулармен қалай байланыстыру керектігін талқылаймыз. 
Осы мақсатта біз екі қасиетті, атап айтқанда, А бөліміндегі Ғаламның үдемелі 
ұлғаюы мен баламалы күңгірт энергия моделінің баротропты индексін жəне В 
бөліміндегі фантомдық шекарадан өту мүмкіндігін зерттейміз. Соңында біз 
Хаббл параметрі, баяулау параметрі жəне тығыздық параметрлері сияқты бірнеше 
бақылау параметрлерін динамикалық жүйеден қалай алуға болатынын жəне одан 
əрі Фридманның W(H) функциясын шектеу жəне С бөлімінде белгілі бір фазалық 
кеңістік траекториясын таңдау үшін қалай пайдалануға болатынын көрсетеміз.

A. Жеделдетілген кеңею
Кез келген f(T) гравитация моделі туралы маңызды сұрақ - ол ғаламның үдемелі 

ұлғаю дəуірін қолдайды ма жəне баяулау мен үдеу арасында ауысулар бар ма. 
Хаббл параметрінің анықтамасынан төмендегі теңдеу тікелей шығады

демек, біздің жағдайда үдеу былайша өрнектеледі
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Енді біз үдеу мен баяулау арасындағы өтуге, атап айтқанда, 0=a  түзуінен 
өтетін фазалық кеңістік траекторияларына аса мəн беретін боламыз. Ескеретін 
жайт, 0=H  үшін бұл шарт 0=H  мəнін білдіреді, демек, бұл жағдайда ешқандай 
ауысу болмайды. Осылайша, біз ауысулардың тек 0≠H  кезінде болуы мүмкін 
екенін анықтаймыз  

Соңында біз келесі қорытындыға келе аламыз:
Тұжырымдама 2. Үдеу мен баяулау арасындағы ауысулар (29) теңдеуден 

туындайтын H(lnW)H=X+3 шартын қанағаттандыратын фазалық кеңістік 
нүктелерінде ғана болуы мүмкін.

B.Күңгірт энергия жəне фантомдық шекара
Егер (17) космологиялық өріс теңдеулерін жалпы салыстырмалық теориясының 

жалпы күңгірт энергия моделі үшін сəйкес теңдеулерімен салыстыратын болсақ, 
олар мына түрде беріледі:  

онда f(T) гравитациясын күңгірт энергияның эффективті моделі ретінде 
қабылдауға болатынын түсінуге болады, мұндағы күңгірт энергияның эффективті 
энергия тығыздығы

ал оның эффективті баротропты индексі келесідей жазылады 

Бізді əсіресе баротропты көрсеткіш −1-ден кіші немесе үлкен бе, немесе осы 
екі мүмкіндіктің арасында динамикалық түрде өзгеретін ×HH =  бар ма деген 
сұрақ қызықтырады. 
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𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷 = 6𝐻𝐻2 −𝑊𝑊
16𝜋𝜋𝜋𝜋 , (31) 

ал оның эффективті баротропты индексі келесідей жазылады  
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Бізді әсіресе баротропты көрсеткіш −1-ден кіші немесе үлкен бе, немесе осы екі мүмкіндіктің 

арасында динамикалық түрде өзгеретін 
HH = бар ма деген сұрақ қызықтырады. 1= −DEw

критикалық мәні фантомдық немесе фантомдық емес күңгірт энергияны ажыратады, сондықтан 
«фантомдық шекара» ретінде де белгілі. Ол үшін екінші қосылғыштың таңбасын зерттеу жеткілікті. 
Біз тұрақты нүктелер мен ерекшеліктерді талқылауды жалғастыра аламыз және бірнеше түрлі 
жағдайларды ажыратып қарай аламыз. Біріншіден, біз 0H  деп қарастырамыз және 𝑊𝑊× үшін 
келесі үш нақты жағдайды зерттейміз:  

• Егер W диверсификацияланса, WH   де диверсификацияланады. (32) теңдеудегі жақшадағы екі 

термин де 1-ге жақындайды, ал баротроптық көрсеткіш 
1

)(
3

3
2 −

+
−−−

rm

HX




-ке 
жақындайды.  

• 0→W  үшін (32) теңдеудегі DEw  үшін бірінші өрнектен 0→HW  және жақшадағы сәйкес 

коэффициент алшақ кетпесе, 1−→DEw  екенін анық көруге болады. Дегенмен, (32) теңдеудегі 

 критикалық мəні фантомдық немесе фантомдық 
емес күңгірт энергияны ажыратады, сондықтан «фантомдық шекара» ретінде де 
белгілі. Ол үшін екінші қосылғыштың таңбасын зерттеу жеткілікті. Біз тұрақты 
нүктелер мен ерекшеліктерді талқылауды жалғастыра аламыз жəне бірнеше түрлі 
жағдайларды ажыратып қарай аламыз. Біріншіден, біз 0≠×H  деп қарастырамыз 
жəне  үшін келесі үш нақты жағдайды зерттейміз: 

Егер W диверсификацияланса, WH   де диверсификацияланады. (32) теңдеудегі 
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жақшадағы екі термин де 1-ге жақындайды, ал баротроптық көрсеткіш 
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𝑤𝑤𝐷𝐷𝐷𝐷 = −1 − (𝑋𝑋 + 3
3 − 3𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟
) (1 − 12 𝐻𝐻

𝑊𝑊𝐻𝐻
)(1 − 6𝐻𝐻

2

𝑊𝑊)
−1

 

= −1− (𝑋𝑋 + 3
3 − 3𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟
) [𝑙𝑙𝑙𝑙 |𝑊𝑊 − 6𝐻𝐻2|]𝐻𝐻

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑊𝑊)𝐻𝐻
. (32) 

Бізді әсіресе баротропты көрсеткіш −1-ден кіші немесе үлкен бе, немесе осы екі мүмкіндіктің 

арасында динамикалық түрде өзгеретін 
HH = бар ма деген сұрақ қызықтырады. 1= −DEw

критикалық мәні фантомдық немесе фантомдық емес күңгірт энергияны ажыратады, сондықтан 
«фантомдық шекара» ретінде де белгілі. Ол үшін екінші қосылғыштың таңбасын зерттеу жеткілікті. 
Біз тұрақты нүктелер мен ерекшеліктерді талқылауды жалғастыра аламыз және бірнеше түрлі 
жағдайларды ажыратып қарай аламыз. Біріншіден, біз 0H  деп қарастырамыз және 𝑊𝑊× үшін 
келесі үш нақты жағдайды зерттейміз:  

• Егер W диверсификацияланса, WH   де диверсификацияланады. (32) теңдеудегі жақшадағы екі 

термин де 1-ге жақындайды, ал баротроптық көрсеткіш 
1

)(
3

3
2 −

+
−−−

rm

HX




-ке 
жақындайды.  

• 0→W  үшін (32) теңдеудегі DEw  үшін бірінші өрнектен 0→HW  және жақшадағы сәйкес 

коэффициент алшақ кетпесе, 1−→DEw  екенін анық көруге болады. Дегенмен, (32) теңдеудегі 

 үшін (32) теңдеудегі 
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𝑎̈𝑎
𝑎𝑎 = 𝐻𝐻2 + 𝐻̇𝐻 = 𝐻𝐻 (𝐻𝐻 − (𝑋𝑋 + 3 − 6𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟
) 𝑊𝑊
𝑊𝑊𝐻𝐻

) . (28) 

Енді біз үдеу мен баяулау арасындағы өтуге, атап айтқанда, 0=a  түзуінен өтетін фазалық 
кеңістік траекторияларына аса мән беретін боламыз. Ескеретін жайт, 0=H  үшін бұл шарт 0=H  
мәнін білдіреді, демек, бұл жағдайда ешқандай ауысу болмайды. Осылайша, біз ауысулардың тек

0H  кезінде болуы мүмкін екенін анықтаймыз   

𝐻𝐻 = (𝑋𝑋 + 3 − 6𝜉𝜉𝜉𝜉
𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟

) 𝑊𝑊
𝑊𝑊𝐻𝐻

=
(𝑋𝑋 + 3 − 6𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚+𝜌𝜌𝑟𝑟
)

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑊𝑊)𝐻𝐻
. (29) 

Соңында біз келесі қорытындыға келе аламыз: 

Тұжырымдама 2. Үдеу мен баяулау арасындағы ауысулар (29) теңдеуден туындайтын 
H(lnW)H=X+3 шартын қанағаттандыратын фазалық кеңістік нүктелерінде ғана болуы мүмкін. 

 

B. Күңгірт энергия және фантомдық шекара 

Егер (17) космологиялық өріс теңдеулерін жалпы салыстырмалық теориясының жалпы күңгірт 
энергия моделі үшін сәйкес теңдеулерімен салыстыратын болсақ, олар мына түрде беріледі:   

𝐻𝐻2 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋
3 (𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟 + 𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷), (30𝑎𝑎) 

𝐻̇𝐻 = −4𝜋𝜋𝜋𝜋 [𝜌𝜌𝑚𝑚 + 4
3𝜌𝜌𝑟𝑟 + (1 + 𝑤𝑤𝐷𝐷𝐷𝐷)𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷] , (30𝑏𝑏) 

онда f(T) гравитациясын күңгірт энергияның эффективті моделі ретінде қабылдауға болатынын 
түсінуге болады, мұндағы күңгірт энергияның эффективті энергия тығыздығы 

𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷 = 6𝐻𝐻2 −𝑊𝑊
16𝜋𝜋𝜋𝜋 , (31) 

ал оның эффективті баротропты индексі келесідей жазылады  

𝑤𝑤𝐷𝐷𝐷𝐷 = −1 − (𝑋𝑋 + 3
3 − 3𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟
) (1 − 12 𝐻𝐻

𝑊𝑊𝐻𝐻
)(1 − 6𝐻𝐻

2

𝑊𝑊)
−1

 

= −1− (𝑋𝑋 + 3
3 − 3𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟
) [𝑙𝑙𝑙𝑙 |𝑊𝑊 − 6𝐻𝐻2|]𝐻𝐻

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑊𝑊)𝐻𝐻
. (32) 

Бізді әсіресе баротропты көрсеткіш −1-ден кіші немесе үлкен бе, немесе осы екі мүмкіндіктің 

арасында динамикалық түрде өзгеретін 
HH = бар ма деген сұрақ қызықтырады. 1= −DEw

критикалық мәні фантомдық немесе фантомдық емес күңгірт энергияны ажыратады, сондықтан 
«фантомдық шекара» ретінде де белгілі. Ол үшін екінші қосылғыштың таңбасын зерттеу жеткілікті. 
Біз тұрақты нүктелер мен ерекшеліктерді талқылауды жалғастыра аламыз және бірнеше түрлі 
жағдайларды ажыратып қарай аламыз. Біріншіден, біз 0H  деп қарастырамыз және 𝑊𝑊× үшін 
келесі үш нақты жағдайды зерттейміз:  

• Егер W диверсификацияланса, WH   де диверсификацияланады. (32) теңдеудегі жақшадағы екі 

термин де 1-ге жақындайды, ал баротроптық көрсеткіш 
1

)(
3

3
2 −

+
−−−

rm

HX




-ке 
жақындайды.  

• 0→W  үшін (32) теңдеудегі DEw  үшін бірінші өрнектен 0→HW  және жақшадағы сәйкес 

коэффициент алшақ кетпесе, 1−→DEw  екенін анық көруге болады. Дегенмен, (32) теңдеудегі 

 үшін бірінші өрнектен 
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𝑎̈𝑎
𝑎𝑎 = 𝐻𝐻2 + 𝐻̇𝐻 = 𝐻𝐻 (𝐻𝐻 − (𝑋𝑋 + 3 − 6𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟
) 𝑊𝑊
𝑊𝑊𝐻𝐻

) . (28) 

Енді біз үдеу мен баяулау арасындағы өтуге, атап айтқанда, 0=a  түзуінен өтетін фазалық 
кеңістік траекторияларына аса мән беретін боламыз. Ескеретін жайт, 0=H  үшін бұл шарт 0=H  
мәнін білдіреді, демек, бұл жағдайда ешқандай ауысу болмайды. Осылайша, біз ауысулардың тек

0H  кезінде болуы мүмкін екенін анықтаймыз   

𝐻𝐻 = (𝑋𝑋 + 3 − 6𝜉𝜉𝜉𝜉
𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟

) 𝑊𝑊
𝑊𝑊𝐻𝐻

=
(𝑋𝑋 + 3 − 6𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚+𝜌𝜌𝑟𝑟
)

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑊𝑊)𝐻𝐻
. (29) 

Соңында біз келесі қорытындыға келе аламыз: 

Тұжырымдама 2. Үдеу мен баяулау арасындағы ауысулар (29) теңдеуден туындайтын 
H(lnW)H=X+3 шартын қанағаттандыратын фазалық кеңістік нүктелерінде ғана болуы мүмкін. 

 

B. Күңгірт энергия және фантомдық шекара 

Егер (17) космологиялық өріс теңдеулерін жалпы салыстырмалық теориясының жалпы күңгірт 
энергия моделі үшін сәйкес теңдеулерімен салыстыратын болсақ, олар мына түрде беріледі:   

𝐻𝐻2 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋
3 (𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟 + 𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷), (30𝑎𝑎) 

𝐻̇𝐻 = −4𝜋𝜋𝜋𝜋 [𝜌𝜌𝑚𝑚 + 4
3𝜌𝜌𝑟𝑟 + (1 + 𝑤𝑤𝐷𝐷𝐷𝐷)𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷] , (30𝑏𝑏) 

онда f(T) гравитациясын күңгірт энергияның эффективті моделі ретінде қабылдауға болатынын 
түсінуге болады, мұндағы күңгірт энергияның эффективті энергия тығыздығы 

𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷 = 6𝐻𝐻2 −𝑊𝑊
16𝜋𝜋𝜋𝜋 , (31) 

ал оның эффективті баротропты индексі келесідей жазылады  

𝑤𝑤𝐷𝐷𝐷𝐷 = −1 − (𝑋𝑋 + 3
3 − 3𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟
) (1 − 12 𝐻𝐻

𝑊𝑊𝐻𝐻
)(1 − 6𝐻𝐻

2

𝑊𝑊)
−1

 

= −1− (𝑋𝑋 + 3
3 − 3𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟
) [𝑙𝑙𝑙𝑙 |𝑊𝑊 − 6𝐻𝐻2|]𝐻𝐻

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑊𝑊)𝐻𝐻
. (32) 

Бізді әсіресе баротропты көрсеткіш −1-ден кіші немесе үлкен бе, немесе осы екі мүмкіндіктің 

арасында динамикалық түрде өзгеретін 
HH = бар ма деген сұрақ қызықтырады. 1= −DEw

критикалық мәні фантомдық немесе фантомдық емес күңгірт энергияны ажыратады, сондықтан 
«фантомдық шекара» ретінде де белгілі. Ол үшін екінші қосылғыштың таңбасын зерттеу жеткілікті. 
Біз тұрақты нүктелер мен ерекшеліктерді талқылауды жалғастыра аламыз және бірнеше түрлі 
жағдайларды ажыратып қарай аламыз. Біріншіден, біз 0H  деп қарастырамыз және 𝑊𝑊× үшін 
келесі үш нақты жағдайды зерттейміз:  

• Егер W диверсификацияланса, WH   де диверсификацияланады. (32) теңдеудегі жақшадағы екі 

термин де 1-ге жақындайды, ал баротроптық көрсеткіш 
1

)(
3

3
2 −

+
−−−

rm

HX




-ке 
жақындайды.  

• 0→W  үшін (32) теңдеудегі DEw  үшін бірінші өрнектен 0→HW  және жақшадағы сәйкес 

коэффициент алшақ кетпесе, 1−→DEw  екенін анық көруге болады. Дегенмен, (32) теңдеудегі 

 жəне 
жақшадағы сəйкес коэффициент алшақ кетпесе, 
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𝑎̈𝑎
𝑎𝑎 = 𝐻𝐻2 + 𝐻̇𝐻 = 𝐻𝐻 (𝐻𝐻 − (𝑋𝑋 + 3 − 6𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟
) 𝑊𝑊
𝑊𝑊𝐻𝐻

) . (28) 

Енді біз үдеу мен баяулау арасындағы өтуге, атап айтқанда, 0=a  түзуінен өтетін фазалық 
кеңістік траекторияларына аса мән беретін боламыз. Ескеретін жайт, 0=H  үшін бұл шарт 0=H  
мәнін білдіреді, демек, бұл жағдайда ешқандай ауысу болмайды. Осылайша, біз ауысулардың тек

0H  кезінде болуы мүмкін екенін анықтаймыз   

𝐻𝐻 = (𝑋𝑋 + 3 − 6𝜉𝜉𝜉𝜉
𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟

) 𝑊𝑊
𝑊𝑊𝐻𝐻

=
(𝑋𝑋 + 3 − 6𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚+𝜌𝜌𝑟𝑟
)

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑊𝑊)𝐻𝐻
. (29) 

Соңында біз келесі қорытындыға келе аламыз: 

Тұжырымдама 2. Үдеу мен баяулау арасындағы ауысулар (29) теңдеуден туындайтын 
H(lnW)H=X+3 шартын қанағаттандыратын фазалық кеңістік нүктелерінде ғана болуы мүмкін. 

 

B. Күңгірт энергия және фантомдық шекара 

Егер (17) космологиялық өріс теңдеулерін жалпы салыстырмалық теориясының жалпы күңгірт 
энергия моделі үшін сәйкес теңдеулерімен салыстыратын болсақ, олар мына түрде беріледі:   

𝐻𝐻2 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋
3 (𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟 + 𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷), (30𝑎𝑎) 

𝐻̇𝐻 = −4𝜋𝜋𝜋𝜋 [𝜌𝜌𝑚𝑚 + 4
3𝜌𝜌𝑟𝑟 + (1 + 𝑤𝑤𝐷𝐷𝐷𝐷)𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷] , (30𝑏𝑏) 

онда f(T) гравитациясын күңгірт энергияның эффективті моделі ретінде қабылдауға болатынын 
түсінуге болады, мұндағы күңгірт энергияның эффективті энергия тығыздығы 

𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷 = 6𝐻𝐻2 −𝑊𝑊
16𝜋𝜋𝜋𝜋 , (31) 

ал оның эффективті баротропты индексі келесідей жазылады  

𝑤𝑤𝐷𝐷𝐷𝐷 = −1 − (𝑋𝑋 + 3
3 − 3𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟
) (1 − 12 𝐻𝐻

𝑊𝑊𝐻𝐻
)(1 − 6𝐻𝐻

2

𝑊𝑊)
−1

 

= −1− (𝑋𝑋 + 3
3 − 3𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟
) [𝑙𝑙𝑙𝑙 |𝑊𝑊 − 6𝐻𝐻2|]𝐻𝐻

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑊𝑊)𝐻𝐻
. (32) 

Бізді әсіресе баротропты көрсеткіш −1-ден кіші немесе үлкен бе, немесе осы екі мүмкіндіктің 

арасында динамикалық түрде өзгеретін 
HH = бар ма деген сұрақ қызықтырады. 1= −DEw

критикалық мәні фантомдық немесе фантомдық емес күңгірт энергияны ажыратады, сондықтан 
«фантомдық шекара» ретінде де белгілі. Ол үшін екінші қосылғыштың таңбасын зерттеу жеткілікті. 
Біз тұрақты нүктелер мен ерекшеліктерді талқылауды жалғастыра аламыз және бірнеше түрлі 
жағдайларды ажыратып қарай аламыз. Біріншіден, біз 0H  деп қарастырамыз және 𝑊𝑊× үшін 
келесі үш нақты жағдайды зерттейміз:  

• Егер W диверсификацияланса, WH   де диверсификацияланады. (32) теңдеудегі жақшадағы екі 

термин де 1-ге жақындайды, ал баротроптық көрсеткіш 
1

)(
3

3
2 −

+
−−−

rm

HX




-ке 
жақындайды.  

• 0→W  үшін (32) теңдеудегі DEw  үшін бірінші өрнектен 0→HW  және жақшадағы сәйкес 

коэффициент алшақ кетпесе, 1−→DEw  екенін анық көруге болады. Дегенмен, (32) теңдеудегі  екенін анық көруге 
болады. Дегенмен, (32) теңдеудегі соңғы өрнектен 
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𝑎̈𝑎
𝑎𝑎 = 𝐻𝐻2 + 𝐻̇𝐻 = 𝐻𝐻 (𝐻𝐻 − (𝑋𝑋 + 3 − 6𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟
) 𝑊𝑊
𝑊𝑊𝐻𝐻

) . (28) 

Енді біз үдеу мен баяулау арасындағы өтуге, атап айтқанда, 0=a  түзуінен өтетін фазалық 
кеңістік траекторияларына аса мән беретін боламыз. Ескеретін жайт, 0=H  үшін бұл шарт 0=H  
мәнін білдіреді, демек, бұл жағдайда ешқандай ауысу болмайды. Осылайша, біз ауысулардың тек

0H  кезінде болуы мүмкін екенін анықтаймыз   

𝐻𝐻 = (𝑋𝑋 + 3 − 6𝜉𝜉𝜉𝜉
𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟

) 𝑊𝑊
𝑊𝑊𝐻𝐻

=
(𝑋𝑋 + 3 − 6𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚+𝜌𝜌𝑟𝑟
)

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑊𝑊)𝐻𝐻
. (29) 

Соңында біз келесі қорытындыға келе аламыз: 

Тұжырымдама 2. Үдеу мен баяулау арасындағы ауысулар (29) теңдеуден туындайтын 
H(lnW)H=X+3 шартын қанағаттандыратын фазалық кеңістік нүктелерінде ғана болуы мүмкін. 

 

B. Күңгірт энергия және фантомдық шекара 

Егер (17) космологиялық өріс теңдеулерін жалпы салыстырмалық теориясының жалпы күңгірт 
энергия моделі үшін сәйкес теңдеулерімен салыстыратын болсақ, олар мына түрде беріледі:   

𝐻𝐻2 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋
3 (𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟 + 𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷), (30𝑎𝑎) 

𝐻̇𝐻 = −4𝜋𝜋𝜋𝜋 [𝜌𝜌𝑚𝑚 + 4
3𝜌𝜌𝑟𝑟 + (1 + 𝑤𝑤𝐷𝐷𝐷𝐷)𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷] , (30𝑏𝑏) 

онда f(T) гравитациясын күңгірт энергияның эффективті моделі ретінде қабылдауға болатынын 
түсінуге болады, мұндағы күңгірт энергияның эффективті энергия тығыздығы 

𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷 = 6𝐻𝐻2 −𝑊𝑊
16𝜋𝜋𝜋𝜋 , (31) 

ал оның эффективті баротропты индексі келесідей жазылады  

𝑤𝑤𝐷𝐷𝐷𝐷 = −1 − (𝑋𝑋 + 3
3 − 3𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟
) (1 − 12 𝐻𝐻

𝑊𝑊𝐻𝐻
)(1 − 6𝐻𝐻

2

𝑊𝑊)
−1

 

= −1− (𝑋𝑋 + 3
3 − 3𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟
) [𝑙𝑙𝑙𝑙 |𝑊𝑊 − 6𝐻𝐻2|]𝐻𝐻

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑊𝑊)𝐻𝐻
. (32) 

Бізді әсіресе баротропты көрсеткіш −1-ден кіші немесе үлкен бе, немесе осы екі мүмкіндіктің 

арасында динамикалық түрде өзгеретін 
HH = бар ма деген сұрақ қызықтырады. 1= −DEw

критикалық мәні фантомдық немесе фантомдық емес күңгірт энергияны ажыратады, сондықтан 
«фантомдық шекара» ретінде де белгілі. Ол үшін екінші қосылғыштың таңбасын зерттеу жеткілікті. 
Біз тұрақты нүктелер мен ерекшеліктерді талқылауды жалғастыра аламыз және бірнеше түрлі 
жағдайларды ажыратып қарай аламыз. Біріншіден, біз 0H  деп қарастырамыз және 𝑊𝑊× үшін 
келесі үш нақты жағдайды зерттейміз:  

• Егер W диверсификацияланса, WH   де диверсификацияланады. (32) теңдеудегі жақшадағы екі 

термин де 1-ге жақындайды, ал баротроптық көрсеткіш 
1

)(
3

3
2 −

+
−−−

rm

HX




-ке 
жақындайды.  

• 0→W  үшін (32) теңдеудегі DEw  үшін бірінші өрнектен 0→HW  және жақшадағы сәйкес 

коэффициент алшақ кетпесе, 1−→DEw  екенін анық көруге болады. Дегенмен, (32) теңдеудегі 

 жəне 
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𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷 = 6𝐻𝐻2 −𝑊𝑊
16𝜋𝜋𝜋𝜋 , (31) 
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𝑤𝑤𝐷𝐷𝐷𝐷 = −1 − (𝑋𝑋 + 3
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Бізді әсіресе баротропты көрсеткіш −1-ден кіші немесе үлкен бе, немесе осы екі мүмкіндіктің 

арасында динамикалық түрде өзгеретін 
HH = бар ма деген сұрақ қызықтырады. 1= −DEw

критикалық мәні фантомдық немесе фантомдық емес күңгірт энергияны ажыратады, сондықтан 
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жағдайларды ажыратып қарай аламыз. Біріншіден, біз 0H  деп қарастырамыз және 𝑊𝑊× үшін 
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• Егер W диверсификацияланса, WH   де диверсификацияланады. (32) теңдеудегі жақшадағы екі 
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3
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


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соңғы өрнектен 0→W  және 0→HW  жағдайында да бөлгіштегі HW )ln(  мүшесі 
алшақтайтынын, ал алым соңғы болып қалатынын көруге болады. Демек, бұл жағдайда да 

1−→DEw . Дегенмен, IV бөлімнен 0=W  0=H  дегенді білдіретінін еске түсірсек, бұл 
жағдайда қиылысу орын алмайды. 

• Егер 
26HW→  болса, аналогтық аргументтен HHW |]6|ln[ 2−  бөлгішінің алшақтайтынын 

көруге болады, демек DEw  де диверсификацияланады.  

 

C. Космологиялық параметрлер 

Бірқатар бақыланатын параметрлерді динамикалық жүйені құрайтын теңдеулерден тікелей алуға 
болады. Ең маңыздысы - критикалық тығыздықтың көмегімен анықталатын тығыздық параметрлері 

𝜌𝜌𝑐𝑐 = 3𝐻𝐻2

8𝜋𝜋𝜋𝜋 . (33) 

Біздің модельде бар зат тығыздығына әртүрлі үлестер үшін бұл қарапайым анықтамаларды 
береді 

𝛺𝛺𝑚𝑚 = 𝜌𝜌𝑚𝑚
𝜌𝜌𝑐𝑐

=
(1 − 𝑋𝑋)𝑊𝑊

6𝐻𝐻2 , 𝛺𝛺𝑟𝑟 = 𝜌𝜌𝑟𝑟
𝜌𝜌𝑐𝑐

= 𝑋𝑋𝑋𝑋
6𝐻𝐻2 , 𝛺𝛺𝐷𝐷𝐷𝐷 = 𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷

𝜌𝜌𝑐𝑐
= 1 − 𝑊𝑊

6𝐻𝐻2 . (34) 

Шартты түрде кеңістіктік қисықтыққа қатысты k  параметрі де анықталады; дегенмен, бұл 
параметр біздің модель үшін бірдей жоғалады, өйткені біз өзімізді кеңістігі тегіс ФЛРУ кеңістік-
уақытымен шектейміз. Нәтижесінде параметрлер келесідей шектеу теңдеуін қанағаттандырады  

𝛺𝛺𝑚𝑚 + 𝛺𝛺𝑟𝑟 + 𝛺𝛺𝐷𝐷𝐷𝐷 = 1, (35) 

бұл жай ғана сәйкес Фридман теңдеуінің (30a) қайта жазылуы және ол ағымдағы бақылаулармен дәл 
сәйкес келеді. 

Бақыланатын параметрлердің тағы бір маңызды жинағы, әрине, Хаббл параметрінің өзі H 
және q арқылы анықталған баяулау параметрі. 

𝑞𝑞 = − 𝑎̈𝑎
𝑎𝑎𝐻𝐻2 = −1 − 𝐻̇𝐻

𝐻𝐻2 = −1 + (𝑋𝑋 + 3 − 6𝜉𝜉𝜉𝜉
𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟

) 𝑊𝑊
𝐻𝐻𝑊𝑊𝐻𝐻

, (36) 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = (𝑋𝑋 + 3) (1

𝐻𝐻 − 𝑊𝑊
𝐻𝐻2𝑊𝑊𝐻𝐻

− 𝑊𝑊𝑊𝑊𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑊𝑊𝐻𝐻

2 )  − 6𝜉𝜉
𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟

(1 − 𝑊𝑊𝑊𝑊𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑊𝑊𝐻𝐻

2 ) . (37) 

       Талқылау  

Графикалық талдау 

Модификацияланған гравитация теориясын қарастырайық: 

𝑓𝑓(𝑇𝑇) =  𝑇𝑇 +  𝛼𝛼𝑇𝑇𝑛𝑛, (38) 

мұндағы α және n модель параметрлері. α = 0 кезінде модель стандартты телепараллельді 
гравитацияға өрнектеледі. 

Сандық талдау үшін біз мына параметрлерді пайдаланамыз: 

• α = 0,1; 

• n = 2; 

• Хабблдың бастапқы параметрі H0 = 70 км/(с Mpc); 

• Заттың бастапқы тығыздығы ρm,0 = 0,3ρc; 

 мүшесі алшақтайтынын, ал алым соңғы 
болып қалатынын көруге болады. Демек, бұл жағдайда да 
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𝑎̈𝑎
𝑎𝑎 = 𝐻𝐻2 + 𝐻̇𝐻 = 𝐻𝐻 (𝐻𝐻 − (𝑋𝑋 + 3 − 6𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟
) 𝑊𝑊
𝑊𝑊𝐻𝐻

) . (28) 

Енді біз үдеу мен баяулау арасындағы өтуге, атап айтқанда, 0=a  түзуінен өтетін фазалық 
кеңістік траекторияларына аса мән беретін боламыз. Ескеретін жайт, 0=H  үшін бұл шарт 0=H  
мәнін білдіреді, демек, бұл жағдайда ешқандай ауысу болмайды. Осылайша, біз ауысулардың тек

0H  кезінде болуы мүмкін екенін анықтаймыз   

𝐻𝐻 = (𝑋𝑋 + 3 − 6𝜉𝜉𝜉𝜉
𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟

) 𝑊𝑊
𝑊𝑊𝐻𝐻

=
(𝑋𝑋 + 3 − 6𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚+𝜌𝜌𝑟𝑟
)

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑊𝑊)𝐻𝐻
. (29) 

Соңында біз келесі қорытындыға келе аламыз: 

Тұжырымдама 2. Үдеу мен баяулау арасындағы ауысулар (29) теңдеуден туындайтын 
H(lnW)H=X+3 шартын қанағаттандыратын фазалық кеңістік нүктелерінде ғана болуы мүмкін. 

 

B. Күңгірт энергия және фантомдық шекара 

Егер (17) космологиялық өріс теңдеулерін жалпы салыстырмалық теориясының жалпы күңгірт 
энергия моделі үшін сәйкес теңдеулерімен салыстыратын болсақ, олар мына түрде беріледі:   

𝐻𝐻2 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋
3 (𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟 + 𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷), (30𝑎𝑎) 

𝐻̇𝐻 = −4𝜋𝜋𝜋𝜋 [𝜌𝜌𝑚𝑚 + 4
3𝜌𝜌𝑟𝑟 + (1 + 𝑤𝑤𝐷𝐷𝐷𝐷)𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷] , (30𝑏𝑏) 

онда f(T) гравитациясын күңгірт энергияның эффективті моделі ретінде қабылдауға болатынын 
түсінуге болады, мұндағы күңгірт энергияның эффективті энергия тығыздығы 

𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷 = 6𝐻𝐻2 −𝑊𝑊
16𝜋𝜋𝜋𝜋 , (31) 

ал оның эффективті баротропты индексі келесідей жазылады  

𝑤𝑤𝐷𝐷𝐷𝐷 = −1 − (𝑋𝑋 + 3
3 − 3𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟
) (1 − 12 𝐻𝐻

𝑊𝑊𝐻𝐻
)(1 − 6𝐻𝐻

2

𝑊𝑊)
−1

 

= −1− (𝑋𝑋 + 3
3 − 3𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟
) [𝑙𝑙𝑙𝑙 |𝑊𝑊 − 6𝐻𝐻2|]𝐻𝐻

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑊𝑊)𝐻𝐻
. (32) 

Бізді әсіресе баротропты көрсеткіш −1-ден кіші немесе үлкен бе, немесе осы екі мүмкіндіктің 

арасында динамикалық түрде өзгеретін 
HH = бар ма деген сұрақ қызықтырады. 1= −DEw

критикалық мәні фантомдық немесе фантомдық емес күңгірт энергияны ажыратады, сондықтан 
«фантомдық шекара» ретінде де белгілі. Ол үшін екінші қосылғыштың таңбасын зерттеу жеткілікті. 
Біз тұрақты нүктелер мен ерекшеліктерді талқылауды жалғастыра аламыз және бірнеше түрлі 
жағдайларды ажыратып қарай аламыз. Біріншіден, біз 0H  деп қарастырамыз және 𝑊𝑊× үшін 
келесі үш нақты жағдайды зерттейміз:  

• Егер W диверсификацияланса, WH   де диверсификацияланады. (32) теңдеудегі жақшадағы екі 

термин де 1-ге жақындайды, ал баротроптық көрсеткіш 
1

)(
3

3
2 −

+
−−−

rm

HX




-ке 
жақындайды.  

• 0→W  үшін (32) теңдеудегі DEw  үшін бірінші өрнектен 0→HW  және жақшадағы сәйкес 

коэффициент алшақ кетпесе, 1−→DEw  екенін анық көруге болады. Дегенмен, (32) теңдеудегі . Дегенмен, 
IV бөлімнен 
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соңғы өрнектен 0→W  және 0→HW  жағдайында да бөлгіштегі HW )ln(  мүшесі 
алшақтайтынын, ал алым соңғы болып қалатынын көруге болады. Демек, бұл жағдайда да 

1−→DEw . Дегенмен, IV бөлімнен 0=W  0=H  дегенді білдіретінін еске түсірсек, бұл 
жағдайда қиылысу орын алмайды. 

• Егер 
26HW→  болса, аналогтық аргументтен HHW |]6|ln[ 2−  бөлгішінің алшақтайтынын 

көруге болады, демек DEw  де диверсификацияланады.  

 

C. Космологиялық параметрлер 

Бірқатар бақыланатын параметрлерді динамикалық жүйені құрайтын теңдеулерден тікелей алуға 
болады. Ең маңыздысы - критикалық тығыздықтың көмегімен анықталатын тығыздық параметрлері 

𝜌𝜌𝑐𝑐 = 3𝐻𝐻2

8𝜋𝜋𝜋𝜋 . (33) 

Біздің модельде бар зат тығыздығына әртүрлі үлестер үшін бұл қарапайым анықтамаларды 
береді 

𝛺𝛺𝑚𝑚 = 𝜌𝜌𝑚𝑚
𝜌𝜌𝑐𝑐

=
(1 − 𝑋𝑋)𝑊𝑊

6𝐻𝐻2 , 𝛺𝛺𝑟𝑟 = 𝜌𝜌𝑟𝑟
𝜌𝜌𝑐𝑐

= 𝑋𝑋𝑋𝑋
6𝐻𝐻2 , 𝛺𝛺𝐷𝐷𝐷𝐷 = 𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷

𝜌𝜌𝑐𝑐
= 1 − 𝑊𝑊

6𝐻𝐻2 . (34) 

Шартты түрде кеңістіктік қисықтыққа қатысты k  параметрі де анықталады; дегенмен, бұл 
параметр біздің модель үшін бірдей жоғалады, өйткені біз өзімізді кеңістігі тегіс ФЛРУ кеңістік-
уақытымен шектейміз. Нәтижесінде параметрлер келесідей шектеу теңдеуін қанағаттандырады  

𝛺𝛺𝑚𝑚 + 𝛺𝛺𝑟𝑟 + 𝛺𝛺𝐷𝐷𝐷𝐷 = 1, (35) 

бұл жай ғана сәйкес Фридман теңдеуінің (30a) қайта жазылуы және ол ағымдағы бақылаулармен дәл 
сәйкес келеді. 

Бақыланатын параметрлердің тағы бір маңызды жинағы, әрине, Хаббл параметрінің өзі H 
және q арқылы анықталған баяулау параметрі. 

𝑞𝑞 = − 𝑎̈𝑎
𝑎𝑎𝐻𝐻2 = −1 − 𝐻̇𝐻

𝐻𝐻2 = −1 + (𝑋𝑋 + 3 − 6𝜉𝜉𝜉𝜉
𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟

) 𝑊𝑊
𝐻𝐻𝑊𝑊𝐻𝐻

, (36) 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = (𝑋𝑋 + 3) (1

𝐻𝐻 − 𝑊𝑊
𝐻𝐻2𝑊𝑊𝐻𝐻

− 𝑊𝑊𝑊𝑊𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑊𝑊𝐻𝐻

2 )  − 6𝜉𝜉
𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟

(1 − 𝑊𝑊𝑊𝑊𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑊𝑊𝐻𝐻

2 ) . (37) 

       Талқылау  

Графикалық талдау 

Модификацияланған гравитация теориясын қарастырайық: 

𝑓𝑓(𝑇𝑇) =  𝑇𝑇 +  𝛼𝛼𝑇𝑇𝑛𝑛, (38) 

мұндағы α және n модель параметрлері. α = 0 кезінде модель стандартты телепараллельді 
гравитацияға өрнектеледі. 

Сандық талдау үшін біз мына параметрлерді пайдаланамыз: 

• α = 0,1; 

• n = 2; 

• Хабблдың бастапқы параметрі H0 = 70 км/(с Mpc); 

• Заттың бастапқы тығыздығы ρm,0 = 0,3ρc; 

 дегенді білдіретінін еске түсірсек, бұл жағдайда 
қиылысу орын алмайды.

Егер 
26HW →  болса, аналогтық аргументтен 
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соңғы өрнектен 0→W  және 0→HW  жағдайында да бөлгіштегі HW )ln(  мүшесі 
алшақтайтынын, ал алым соңғы болып қалатынын көруге болады. Демек, бұл жағдайда да 

1−→DEw . Дегенмен, IV бөлімнен 0=W  0=H  дегенді білдіретінін еске түсірсек, бұл 
жағдайда қиылысу орын алмайды. 

• Егер 
26HW→  болса, аналогтық аргументтен HHW |]6|ln[ 2−  бөлгішінің алшақтайтынын 

көруге болады, демек DEw  де диверсификацияланады.  

 

C. Космологиялық параметрлер 

Бірқатар бақыланатын параметрлерді динамикалық жүйені құрайтын теңдеулерден тікелей алуға 
болады. Ең маңыздысы - критикалық тығыздықтың көмегімен анықталатын тығыздық параметрлері 

𝜌𝜌𝑐𝑐 = 3𝐻𝐻2

8𝜋𝜋𝜋𝜋 . (33) 

Біздің модельде бар зат тығыздығына әртүрлі үлестер үшін бұл қарапайым анықтамаларды 
береді 

𝛺𝛺𝑚𝑚 = 𝜌𝜌𝑚𝑚
𝜌𝜌𝑐𝑐

=
(1 − 𝑋𝑋)𝑊𝑊

6𝐻𝐻2 , 𝛺𝛺𝑟𝑟 = 𝜌𝜌𝑟𝑟
𝜌𝜌𝑐𝑐

= 𝑋𝑋𝑋𝑋
6𝐻𝐻2 , 𝛺𝛺𝐷𝐷𝐷𝐷 = 𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷

𝜌𝜌𝑐𝑐
= 1 − 𝑊𝑊

6𝐻𝐻2 . (34) 

Шартты түрде кеңістіктік қисықтыққа қатысты k  параметрі де анықталады; дегенмен, бұл 
параметр біздің модель үшін бірдей жоғалады, өйткені біз өзімізді кеңістігі тегіс ФЛРУ кеңістік-
уақытымен шектейміз. Нәтижесінде параметрлер келесідей шектеу теңдеуін қанағаттандырады  

𝛺𝛺𝑚𝑚 + 𝛺𝛺𝑟𝑟 + 𝛺𝛺𝐷𝐷𝐷𝐷 = 1, (35) 

бұл жай ғана сәйкес Фридман теңдеуінің (30a) қайта жазылуы және ол ағымдағы бақылаулармен дәл 
сәйкес келеді. 

Бақыланатын параметрлердің тағы бір маңызды жинағы, әрине, Хаббл параметрінің өзі H 
және q арқылы анықталған баяулау параметрі. 

𝑞𝑞 = − 𝑎̈𝑎
𝑎𝑎𝐻𝐻2 = −1 − 𝐻̇𝐻

𝐻𝐻2 = −1 + (𝑋𝑋 + 3 − 6𝜉𝜉𝜉𝜉
𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟

) 𝑊𝑊
𝐻𝐻𝑊𝑊𝐻𝐻

, (36) 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = (𝑋𝑋 + 3) (1

𝐻𝐻 − 𝑊𝑊
𝐻𝐻2𝑊𝑊𝐻𝐻

− 𝑊𝑊𝑊𝑊𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑊𝑊𝐻𝐻

2 )  − 6𝜉𝜉
𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟

(1 − 𝑊𝑊𝑊𝑊𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑊𝑊𝐻𝐻

2 ) . (37) 

       Талқылау  

Графикалық талдау 

Модификацияланған гравитация теориясын қарастырайық: 

𝑓𝑓(𝑇𝑇) =  𝑇𝑇 +  𝛼𝛼𝑇𝑇𝑛𝑛, (38) 

мұндағы α және n модель параметрлері. α = 0 кезінде модель стандартты телепараллельді 
гравитацияға өрнектеледі. 

Сандық талдау үшін біз мына параметрлерді пайдаланамыз: 

• α = 0,1; 

• n = 2; 

• Хабблдың бастапқы параметрі H0 = 70 км/(с Mpc); 

• Заттың бастапқы тығыздығы ρm,0 = 0,3ρc; 

 бөлгішінің 
алшақтайтынын көруге болады, демек 
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𝑎̈𝑎
𝑎𝑎 = 𝐻𝐻2 + 𝐻̇𝐻 = 𝐻𝐻 (𝐻𝐻 − (𝑋𝑋 + 3 − 6𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟
) 𝑊𝑊
𝑊𝑊𝐻𝐻

) . (28) 

Енді біз үдеу мен баяулау арасындағы өтуге, атап айтқанда, 0=a  түзуінен өтетін фазалық 
кеңістік траекторияларына аса мән беретін боламыз. Ескеретін жайт, 0=H  үшін бұл шарт 0=H  
мәнін білдіреді, демек, бұл жағдайда ешқандай ауысу болмайды. Осылайша, біз ауысулардың тек

0H  кезінде болуы мүмкін екенін анықтаймыз   

𝐻𝐻 = (𝑋𝑋 + 3 − 6𝜉𝜉𝜉𝜉
𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟

) 𝑊𝑊
𝑊𝑊𝐻𝐻

=
(𝑋𝑋 + 3 − 6𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚+𝜌𝜌𝑟𝑟
)

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑊𝑊)𝐻𝐻
. (29) 

Соңында біз келесі қорытындыға келе аламыз: 

Тұжырымдама 2. Үдеу мен баяулау арасындағы ауысулар (29) теңдеуден туындайтын 
H(lnW)H=X+3 шартын қанағаттандыратын фазалық кеңістік нүктелерінде ғана болуы мүмкін. 

 

B. Күңгірт энергия және фантомдық шекара 

Егер (17) космологиялық өріс теңдеулерін жалпы салыстырмалық теориясының жалпы күңгірт 
энергия моделі үшін сәйкес теңдеулерімен салыстыратын болсақ, олар мына түрде беріледі:   

𝐻𝐻2 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋
3 (𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟 + 𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷), (30𝑎𝑎) 

𝐻̇𝐻 = −4𝜋𝜋𝜋𝜋 [𝜌𝜌𝑚𝑚 + 4
3𝜌𝜌𝑟𝑟 + (1 + 𝑤𝑤𝐷𝐷𝐷𝐷)𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷] , (30𝑏𝑏) 

онда f(T) гравитациясын күңгірт энергияның эффективті моделі ретінде қабылдауға болатынын 
түсінуге болады, мұндағы күңгірт энергияның эффективті энергия тығыздығы 

𝜌𝜌𝐷𝐷𝐷𝐷 = 6𝐻𝐻2 −𝑊𝑊
16𝜋𝜋𝜋𝜋 , (31) 

ал оның эффективті баротропты индексі келесідей жазылады  

𝑤𝑤𝐷𝐷𝐷𝐷 = −1 − (𝑋𝑋 + 3
3 − 3𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟
) (1 − 12 𝐻𝐻

𝑊𝑊𝐻𝐻
)(1 − 6𝐻𝐻

2

𝑊𝑊)
−1

 

= −1− (𝑋𝑋 + 3
3 − 3𝜉𝜉𝜉𝜉

𝜌𝜌𝑚𝑚 + 𝜌𝜌𝑟𝑟
) [𝑙𝑙𝑙𝑙 |𝑊𝑊 − 6𝐻𝐻2|]𝐻𝐻

(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑊𝑊)𝐻𝐻
. (32) 

Бізді әсіресе баротропты көрсеткіш −1-ден кіші немесе үлкен бе, немесе осы екі мүмкіндіктің 

арасында динамикалық түрде өзгеретін 
HH = бар ма деген сұрақ қызықтырады. 1= −DEw

критикалық мәні фантомдық немесе фантомдық емес күңгірт энергияны ажыратады, сондықтан 
«фантомдық шекара» ретінде де белгілі. Ол үшін екінші қосылғыштың таңбасын зерттеу жеткілікті. 
Біз тұрақты нүктелер мен ерекшеліктерді талқылауды жалғастыра аламыз және бірнеше түрлі 
жағдайларды ажыратып қарай аламыз. Біріншіден, біз 0H  деп қарастырамыз және 𝑊𝑊× үшін 
келесі үш нақты жағдайды зерттейміз:  

• Егер W диверсификацияланса, WH   де диверсификацияланады. (32) теңдеудегі жақшадағы екі 

термин де 1-ге жақындайды, ал баротроптық көрсеткіш 
1

)(
3

3
2 −

+
−−−

rm

HX




-ке 
жақындайды.  

• 0→W  үшін (32) теңдеудегі DEw  үшін бірінші өрнектен 0→HW  және жақшадағы сәйкес 

коэффициент алшақ кетпесе, 1−→DEw  екенін анық көруге болады. Дегенмен, (32) теңдеудегі 

 де диверсификацияланады. 
С.Космологиялық параметрлер

Бірқатар бақыланатын параметрлерді динамикалық жүйені құрайтын 
теңдеулерден тікелей алуға болады. Ең маңыздысы - критикалық тығыздықтың 
көмегімен анықталатын тығыздық параметрлері

Біздің модельде бар зат тығыздығына əртүрлі үлестер үшін бұл қарапайым 
анықтамаларды береді

Шартты түрде кеңістіктік қисықтыққа қатысты kΩ  параметрі де анықталады; 
дегенмен, бұл параметр біздің модель үшін бірдей жоғалады, өйткені біз өзімізді 
кеңістігі тегіс ФЛРУ кеңістік-уақытымен шектейміз. Нəтижесінде параметрлер 
келесідей шектеу теңдеуін қанағаттандырады 

бұл жай ғана сəйкес Фридман теңдеуінің (30a) қайта жазылуы жəне ол ағымдағы 
бақылаулармен дəл сəйкес келеді.

Бақыланатын параметрлердің тағы бір маңызды жинағы, əрине, Хаббл 
параметрінің өзі H жəне q арқылы анықталған баяулау параметрі.

Талқылау
Графикалық талдау
Модификацияланған гравитация теориясын қарастырайық:
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мұндағы α жəне n модель параметрлері. α = 0 кезінде модель стандартты 
телепараллельді гравитацияға өрнектеледі.

Сандық талдау үшін біз мына параметрлерді пайдаланамыз:
• α = 0,1;
• n = 2;
• Хабблдың бастапқы параметрі H0 = 70 км/(с Mpc);
• Заттың бастапқы тығыздығы ρm,0 = 0,3ρc;
• Сəулеленудің бастапқы тығыздығы ρr,0 = 0,0001ρc;
• Тұтқырлық ξ = 0,05.

ξ тұтқырлықтың H(t)-ке əсеріξ тұтқырлықтың H(t)-ке əсері

Сурет 1. ξ тұтқырлықтың H(t)-ке əсері

Бұл график тұтқырлықтың Ғаламның ұлғаю жылдамдығына қалай əсер ететінін 
зерттейді. ξ нөлдік емес мəнін қосу тұтқырлығы жоқ жағдаймен салыстырғанда 
ұлғаю жылдамдығының төмендеуіне əкеледі. ξ үлкен мəндері Хаббл параметрінің 
кеш əрекетін өзгерте отырып, диссипативті əсерлерге байланысты ұлғаюды 
баяулатады. Бұл кванттық вакуумның тұтқырлығына немесе ерте Ғаламдағы 
анизотропты əсерлерге байланысты құбылыстарды түсіндіруі мүмкін.

Хаббл параметрінің эволюциясы
H(t) Ғаламның ұлғаю жылдамдығын сипаттайды. Сандық шешім келесі 

тəуелділікті көрсетеді:
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Сурет 2. Хаббл параметрінің эволюциясы

Бұл график Ғаламның ұлғаю   жылдамдығының уақыт өте келе қалай өзгеретінін 
көрсетеді. Бастапқыда Хаббл параметрі жоғары, ол жылдам космологиялық 
эволюцияға сəйкес келеді. Уақыт өте келе H(t) азаяды, бұл Ғаламның ұлғаюының 
баяулауын көрсетеді. Модификацияланған гравитация (α ≠ 0) жəне тұтқырлық (ξ 
≠ 0) бар кезде стандартты эволюциядан ауытқу байқалады. Егер ξ жоғарыласа, 
диссипативті əсерлерден H(t) тезірек төмендейді.

a(t) масштаб факторының эволюциясы
a(t) масштаб факторы Ғаламның ұлғаюын көрсетеді

Сурет 3. a(t) масш таб факторының эволюциясы

Бастапқыда а(t) нөлге жақын болғанда, бұл эволюцияның ерте кезеңдері не 
сəйкес келеді. Сонымен қатар, график күңгірт энергияның басым фазасына сəйкес 
үдемелі ұлғаюды  көрсетеді. Егер модификацияланған гравитация динамикаға 
айтарлықтай əсер етсе, a(t) стандартты үлгіге қарағанда жылдам немесе баяу өсуі 
мүмкін. Берілген модельде тұтқырлық ұлғаюды баяулатады, бірақ əсер ұзақ уақыт 
бойы байқалады.
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Фазалық портрет (H, ρm, ρr)Фазалық портрет (H, ρm, ρr)

Сурет 4. Фазалық портрет (H, ρm, ρr)

Бұл график материя тығыздығының, сəулеленудің жəне ұлғаю жылдамдығының 
қалай байланысты екенін көрсетеді. Ерте кезеңде радиация (ρr), одан кейін материя 
(ρm), ал кейінгі кезеңде күңгірт энергия немесе модификацияланған гравитация 
басым болуы мүмкін екенін байқауға болады. Фазалық портреттің траекториясы 
ұлғаюдың күңгірт энергия əсерінен жылдамдайтын нүктеге алып келеді. α 
немесе ξ  параметрлері өзгерген кезде фазалық траекториялар стандартты күйден 
айтарлықтай ауытқуы мүмкін.

Эффективті күй теңдеуі
 Эффективті күй теңдеуі төмендегідей анықталады

Сурет 5. Эффективті күй weff (t) параметрінің уақытқа тəуелді графигі
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Бұл теңдеу Ғалам энергиясының əрекетін сипаттайды. Ерте кезеңде weff  ≈ 1/3 
болғанда, бұл радиацияның басымдылығын көрсетеді. Материялық кезеңге өткен 
кезде weff  0-ге дейін төмендейді. Үдемелі ұлғаю кезеңінде weff   −1-ге ұмтылып 
теріс болады, бұл космологиялық тұрақтыға сейкес мəн.  Гравитацияның 
модификациялары бар болса, weff  əрекеті стандарттан өзгеше болуы мүмкін: 
мысалы, weff  < −1 (фантомдық қасиетінен) өтпелі фазалар болуы мүмкін. 
Тұтқырлық ғаламның динамикасына қосымша үйкелісті енгізе отырып, weff   
əрекетін өзгертеді.

Қорытынды. Бұл зерттеуде біз көлемді тұтқыр сұйықтығы бар f(T) 
гравитациясындағы модификацияланған космологиялық теңдеулерді шығардық 
жəне оларға талдау жасадық. Біздің талдауымыз көлемді тұтқырлықтың 
стандартты Фридман теңдеулерін айтарлықтай өзгертетін жəне ғарыштық 
ұлғаю, үдеу мен сингулярлыққа əсер ететін тиімді қысым терминін енгізетінін 
көрсетеді. Кеңістігі тегіс ФЛРУ Ғаламды қарастыру жəне тетраданы дұрыс таңдау 
арқылы біз шаң, радиация жəне тұтқырлық жағдайында Хаббл параметрінің 
эволюциясын реттейтін өріс теңдеулерін шығардық. Фазалық кеңістік талдауы 
көлемді тұтқырлықтың қосылуы космологиялық шешімдердің тұрақтылығы мен 
кейінгі кезеңдегі əрекетіне əсер ететінін көрсетті, ал бұл өз кезеңінде Ғаламның 
байқалған үдемелі ұлғаюы туралы түсінік беруі мүмкін.

Сонымен қатар, біз кез келген f(T) гравитация моделінің негізгі космологиялық 
ерекшеліктерін қамтитын W(H) функциясын эволюция теңдеулерін талдау үшін 
пайдаландық. Біздің нəтижелеріміз белгілі бір f(T) функциялары мен тұтқырлық 
коэффициенттерін таңдау арқылы бақылау шектеулеріне сай келетін ықтимал 
космологиялық модельдерді алуға болатынын көрсетеді. Болашақ зерттеу  
жұмыстарын тұтқырлықтың жалпыланған формаларын қосу, əртүрлі бастапқы 
жағдайлар үшін сандық шешімдерді зерттеу жəне теориялық болжамдарды 
космологиялық микротолқынды фон сəулеленуінен немесе ауқымды құрылымдық 
зерттеулерден алынған бақылау деректерімен салыстыру арқылы кеңейтуге 
болады.
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