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Abstract. This paper examines the specific features of incorporating a scalar 
field into the framework of general relativity (GR) in the antiscalar regime, in which 
the energy-momentum tensor of the scalar field enters the Einstein equations with 
the opposite sign. It is shown that this leads to a stable solution in the form of the 
exponential Papapetrou metric, which admits an interpretation as a traversable 
wormhole. The traditional method of visualizing the geometry of such a spacetime, 
based on embedding two-dimensional sections into Euclidean space, as proposed in 
the Misner–Thorne–Wheeler approach, is analyzed. The limitations of this method 
are identified, in particular the presence of unphysical mirror symmetry along the axis 
that arises in the visualization of the profiles. An alternative visualization algorithm 
is proposed, based on direct axial construction of radial profiles of geometric objects 
like curvature tensor invariants (such as the Ricci, Kretschmann, and Gauss–Bonnet 
invariants). This method avoids the aforementioned symmetry and preserves 
physically significant information about the spatial distribution of the background 
field’s characteristics. Particular attention is paid to the extreme scales (throats) arising 
in the scalar metric, which turn out to differ between the metric itself and the curvature 
invariants—potentially leading to observable consequences. It is demonstrated that 
both considered methods - embedding and axial visualization - complement each 
other and provide topologically equivalent yet geometrically distinct representations. 
The proposed visualization scheme is important from both a theoretical and practical 
standpoint, as it allows for a deeper understanding of the scalar background structure 
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and the possible physical effects resulting from its interaction with gravity within the 
framework of GR.

Keywords: visualization, embedding, antiscalar field, traversable wormholes, 
curvature invariants
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Аннотация. Скалярлық өрісті жалпы салыстырмалық теориясы (ЖСТ) 
схемасына антискалярлық режимде енгізудің ерекшеліктері қарастырылады, 
мұнда скалярлық өрістің энергия-импульс тензоры Эйнштейн теңдеулеріне 
кері таңбамен енеді. Мұндай енгізу Папапетрудің экспоненциалды метрикасы 
түріндегі орнықты шешімге алып келетіні көрсетіледі, бұл шешімді өткенге 
болатын құрт тесігі ретінде интерпретациялауға болады. Мұндай кеңістіктің 
геометриясын визуализациялаудың дәстүрлі әдісі – Мизнер–Торн–Уиллер 
тәсіліне сәйкес екі өлшемді қималарды евклидтік кеңістікке ендіру алгоритмі – 
талданады. Бұл әдістің шектеулері, атап айтқанда, профильдерді визуализациялау 
кезінде пайда болатын физикалық емес айналық симметрия, анықталады. 
Альтернативті визуализация алгоритмі ұсынылады, ол радиалдық профильдерді 
тікелей аксиалдық түрде құруға негізделген және геометриялық объектілермен 
қатар кеңістік-уақыт қисықтығы тензорының инварианттарын (Риччи, 
Кречман, Гаусс–Бонне инварианттары және т.б.) да қамтиды. Бұл әдіс аталған 
симметриядан арылуға мүмкіндік береді және фондық өрістің кеңістіктік таралуы 
жөніндегі физикалық маңызды ақпаратты сақтайды. Ерекше назар скалярлық 
метрикада пайда болатын экстремалды масштабтарға (горловиналарға) 
аударылады, олардың мәндері метрика мен қисықтық инварианттары үшін 
әртүрлі болуы мүмкін, бұл болса бақылауға болатын салдарға әкелуі ықтимал.
Екі қарастырылған әдістің – ендіру және аксиалдық визуализация – бір-бірін 
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толықтыратыны және топологиялық тұрғыдан эквивалентті, бірақ геометриялық 
жағынан әртүрлі бейнелер беретіндігі көрсетіледі. Ұсынылған визуализация 
схемасы теориялық тұрғыдан да, практикалық қолдану үшін де маңызды, себебі 
ол скалярлық фон құрылымын және оның гравитациямен өзара әсерлесуінен 
туындайтын ықтимал физикалық салдарларды тереңірек түсінуге мүмкіндік 
береді.

Түйін сөздер: визуализация, ендіру, антискалярлық өріс, өтуге болатын құрт 
тесіктері, қисықтық инварианттар

© Г.Б. Сулиева1,2, М.А. Макуков1*, Э.Г. Мычелкин1, 2025.
1ТОО «Астрофизический институт имени В.Г. Фесенкова», Алматы, Казахстан;
2Казахский Национальный Университет имени аль-Фараби, Алматы, Казахстан.

Е-mail: makukov@fai.kz

ДВА ТИПА ВИЗУАЛИЗАЦИИ СКАЛЯРНОГО ФОНА

Г.Б. Сулиева — PhD докторант Казахского Национального Университета им. аль-Фараби, Алматы, 
Казахстан; младший научный сотрудник Астрофизического института им. В.Г. Фесенкова, 
Алматы, Казахстан, 
E-mail: suliyeva@fai.kz, ORCID ID: https://orcid.org/0000-0001-5072-7898; 
М.А. Макуков — старший научный сотрудник Астрофизического института им. В.Г. Фесенкова, 
и.о. заведующего лабораторией космологии, звездной динамаки и вычислительной астрофизики, 
Алматы, Казахстан, 
E-mail: makukov@fai.kz, ORCID ID: https://orcid.org/0000-0003-3643-9368; 
Э.Г. Мычелкин — старший научный сотрудник Астрофизического института им. В.Г. Фесенкова, 
Алматы, Казахстан, 
E-mail: mychelkin@fai.kz, ORCID ID: https://orcid.org/0000-0002-2400-5768. 

Аннотация. Рассматриваются особенности включения скалярного поля 
в схему общей теории относительности (ОТО) в антискалярном режиме, 
при котором тензор энергии-импульса скалярного поля входит в уравнения 
Эйнштейна с обратным знаком. Показано, что это приводит к устойчивому 
решению в виде экспоненциальной метрики Папапетру, которая допускает 
интерпретацию проходимой кротовой норы. Анализируется традиционный метод 
визуализации геометрии такого пространства на основе алгоритма вложения 
двумерных сечений в евклидово пространство, как это предлагается в подходе 
Мизнера–Торна–Уиллера. При этом выявлены ограничения этого метода, в 
частности, наличие нефизической зеркальной симметрии по оси, возникающей 
при визуализации профилей. Предлагается альтернативный алгоритм 
визуализации, основанный на прямом аксиальном построении радиальных 
профилей таких геометрических объектов, как инварианты тензора кривизны 
(инварианты Риччи, Кречмана, Гаусса-Бонне и др.). Этот метод позволяет 
избежать упомянутой симметрии и сохраняет физически значимую информацию 
о пространственном распределении характеристик фона. Особое внимание 
уделено экстремальным масштабам (горловинам), возникающим в скалярной 
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метрике, которые оказываются различными для метрики и для инвариантов 
кривизны, что может иметь наблюдательные последствия. Демонстрируется, 
что оба рассмотренных метода – вложение и аксиальная визуализация – 
дополняют друг друга и дают топологически эквивалентные, но геометрически 
различающиеся представления. Предложенная схема визуализации оказывается 
важной как с теоретической, так и с практической точки зрения, поскольку 
позволяет глубже понять структуру скалярного фона и возможные физические 
эффекты, вытекающие из его взаимодействия с гравитацией в рамках ОТО.

Ключевые слова: визуализация, вложение, антискалярное поле, проходимые 
кротовые норы, инварианты кривизны
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Введение. Уравнения Эйнштейна на скалярном фоне в статическом 
случае представляют специальный интерес в антискалярном режиме (когда 
тензор энергии-импульса скалярного поля входит в уравнения со знаком, 
противоположным традиционному), потому что это приводит к устойчивому 
экспоненциальному решению Папапетру. Наблюдательные эффекты, 
вытекающие из этого решения, практически неотличимы при сегодняшней 
точности от эффектов, связанных с вакуумным решением Шварцшильда (см. 
(Mychelkin, et al., 2024) и содержащиеся там ссылки). Заметим, что вопрос о 
происхождении и, тем самым, реальном существовании скалярного фона 
до сих пор остается открытым. В то же время, в данном подходе возникают 
принципиальные физические следствия, что привлекает все большее внимание к 
проблеме. В частности, ввиду отсутствия горизонтов, речь идет о более простом 
строении вакуума (в отличие от метрик Шварцшильда и Керра) в результате 
сглаживающего действия скалярного поля (Makukov, et al., 2018).

Далее, ньютоновский потенциал в этом подходе является не приближенным, а 
точным решением полной системы уравнений Эйнштейна-Клейна-Гордона, т. е. 
физическим законом в пространстве-времени Папапетру. При этом несмотря на 
то, что данный потенциал сам по себе сингулярен, все геометрические инварианты 
кривизны, как и предложенное недавно представление экспоненциальной 
метрики в виде проходимой кротовой норы (TWH - traversable wormhole) 
(Boonserm, et al., 2018), в целом указывают на регулярное поведение скалярного 
фона, включая отсутствие ``голой’’ сингулярности. С физической точки 
зрения, данное обстоятельство стимулирует углубленный анализ поведения 
геометрических инвариантов и их физических аналогов. При этом оказывается, 
что экстремальные значения указанных инвариантов имеют место на масштабе, 
вдвое меньшем критического координатного расстояния для горловины TWH 
(r=M).

Все эффекты, возникающие в данном подходе, зависят от пространственного 
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распределения скалярного фона, и соответствующая визуализация могла бы 
иметь большое значение. Однако, напрямую визуализацию искривленных 
пространственных гиперповерхностей (типа 3-сфер в модели TWH) на 4-мерном 
многообразии реализовать невозможно. Традиционным является метод 
вложения 2-мерных пространственных сечений во вспомогательное плоское 
3-мерное цилиндрическое eвклидово пространство, чтобы отобразить такие 
геометрические особенности, как критический масштаб TWH-горловины. Мы 
применяем данный алгоритм вложения к экспоненциальной метрике (следуя 
рекомендациям работы (Misner, et al., 1973)) с учетом влияния скалярного фона. 
Чтобы избежать таких недостатков стандартного подхода как нефизическая 
зеркальная -симметрия, мы предлагаем метод прямой аксиальной визуализации 
исходных профилей, при котором сохраняется вся информация о радиальной 
зависимости исследуемых характеристик скалярного фона.

В целом, речь идет о пространственном распределении как геометрических, 
так и физических характеристик фона. В данной работе мы ограничиваемся 
только геометрическими объектами.

Методы и материалы. Экспоненциальная метрика Папапетру (Papapetrou, 
1954) в системе Эйнштейна-Клейна-Гордона,

В целом, речь идет о пространственном распределении как геометрических, так и 
физических характеристик фона. В данной работе мы ограничиваемся только 
геометрическими объектами.

Методы и материалы. Экспоненциальная метрика Папапетру (Papapetrou, 1954) в 
системе Эйнштейна-Клейна-Гордона,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑒𝑒𝑒𝑒−2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑒𝑒𝑒𝑒2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟,       (1)

является решением уравнений Эйнштейна для безмассового скалярного поля 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) в 
антискалярном режиме, где 𝜑𝜑𝜑𝜑-поле подчиняется уравнению Клейна-Гордона:

𝐺𝐺𝐺𝐺𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑), □𝜑𝜑𝜑𝜑 ≡ 𝜑𝜑𝜑𝜑;𝛼𝛼𝛼𝛼
   ;𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0, 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) =

1
4𝜋𝜋𝜋𝜋 �

𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 −
1
2
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼� , (2)

где 𝜖𝜖𝜖𝜖 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋 (мы работаем в единицах 𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1), 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 ≡ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑, и 𝜖𝜖𝜖𝜖 = (+1,0,−1) для 
скалярной, вакуумной и антискалярной мод, соответственно, а 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) представляет собой 
минимальный тензор энергии и импульса скалярного поля (SF).

Систему (2) можно представить в виде: 𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 0 (вакуум, «эйнштейновский закон 
гравитации» (Dirac, 1996), §15), а для скалярного сектора (в устойчивом антискалярном 
режиме)

𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = −2𝜖𝜖𝜖𝜖𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 , □𝜑𝜑𝜑𝜑 = 0        (3)
где первое уравнение соответствует условиям геометризации Кучара-Райнича (Kuchar,

1963).
В пространстве-времени (1) выберем минимальную площадь 𝐴𝐴𝐴𝐴0 из инвариантного 

семейства (в смысле (Stachel, 1968) и (Gautreau, 1969)) эквипотенциальных поверхностей с 𝑡𝑡𝑡𝑡 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑔𝑔𝑔𝑔00 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 в форме функции площадей:

𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜋𝜋𝜋𝜋

0

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
= 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑒𝑒𝑒𝑒2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 ⇒ 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, (4)

где из условия 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 находится критическое значение радиальной координаты 𝑟𝑟𝑟𝑟 =
𝑀𝑀𝑀𝑀 и стандартное «условие раструба» 𝐴𝐴𝐴𝐴′′(𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀) > 0, что необходимо для существования 
TWH-горловины в смысле Морриса и Торна (Morris, et al., 1988).

С другой стороны, если ввести эффективный («физический») радиус 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟), такой что
𝐴𝐴𝐴𝐴0 = min{𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌02 = 4𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)2, (5)

тогда 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и обратный профиль 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) (см. рисунке 1) имеют экстремумы на том же 
критическом координатном масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, что и для TWH-горловины:

𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ min{𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} ≡ 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑀𝑀𝑀𝑀) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀 = 2.71828𝑀𝑀𝑀𝑀.       (6)

Рисунок 1 – Регулярный «колодцеобразный» (слева) и «колоколообразный» (справа) 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) профили (см. (6)), 
представляющие собой аналоги «shape functions», рассмотренных в (Morris, 1988).

Теперь функция площадей (4) запишется в терминах 3-мерного евклидова пространства: 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) →
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌) = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟). Такой подход с разделением координатного и физического масштабов имеет место в 
работе (Gao, et al., 2024) в разделе, посвященном TWH в космологии де Ситтера. В целом, работа (Gao,
et al., 2024) основана на переходе к чисто мнимому скалярному полю, аналогично предыдущей работе 
(Makukov, et al., 2018).

Соотношение (6) может быть получено независимо в рамках одномерного алгоритма,
описанного в работе (Ruppeiner, 1995). Тогда для собственной длины произвольной окружности при 

является решением уравнений Эйнштейна для безмассового скалярного 
поля  φ(r) в антискалярном режиме, где -поле подчиняется уравнению Клейна-
Гордона:

В целом, речь идет о пространственном распределении как геометрических, так и 
физических характеристик фона. В данной работе мы ограничиваемся только 
геометрическими объектами.

Методы и материалы. Экспоненциальная метрика Папапетру (Papapetrou, 1954) в 
системе Эйнштейна-Клейна-Гордона,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑒𝑒𝑒𝑒−2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑒𝑒𝑒𝑒2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟,       (1)

является решением уравнений Эйнштейна для безмассового скалярного поля 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) в 
антискалярном режиме, где 𝜑𝜑𝜑𝜑-поле подчиняется уравнению Клейна-Гордона:

𝐺𝐺𝐺𝐺𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑), □𝜑𝜑𝜑𝜑 ≡ 𝜑𝜑𝜑𝜑;𝛼𝛼𝛼𝛼
   ;𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0, 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) =

1
4𝜋𝜋𝜋𝜋 �

𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 −
1
2
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼� , (2)

где 𝜖𝜖𝜖𝜖 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋 (мы работаем в единицах 𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1), 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 ≡ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑, и 𝜖𝜖𝜖𝜖 = (+1,0,−1) для 
скалярной, вакуумной и антискалярной мод, соответственно, а 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) представляет собой 
минимальный тензор энергии и импульса скалярного поля (SF).

Систему (2) можно представить в виде: 𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 0 (вакуум, «эйнштейновский закон 
гравитации» (Dirac, 1996), §15), а для скалярного сектора (в устойчивом антискалярном 
режиме)

𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = −2𝜖𝜖𝜖𝜖𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 , □𝜑𝜑𝜑𝜑 = 0        (3)
где первое уравнение соответствует условиям геометризации Кучара-Райнича (Kuchar,

1963).
В пространстве-времени (1) выберем минимальную площадь 𝐴𝐴𝐴𝐴0 из инвариантного 

семейства (в смысле (Stachel, 1968) и (Gautreau, 1969)) эквипотенциальных поверхностей с 𝑡𝑡𝑡𝑡 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑔𝑔𝑔𝑔00 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 в форме функции площадей:

𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜋𝜋𝜋𝜋

0

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
= 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑒𝑒𝑒𝑒2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 ⇒ 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, (4)

где из условия 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 находится критическое значение радиальной координаты 𝑟𝑟𝑟𝑟 =
𝑀𝑀𝑀𝑀 и стандартное «условие раструба» 𝐴𝐴𝐴𝐴′′(𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀) > 0, что необходимо для существования 
TWH-горловины в смысле Морриса и Торна (Morris, et al., 1988).

С другой стороны, если ввести эффективный («физический») радиус 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟), такой что
𝐴𝐴𝐴𝐴0 = min{𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌02 = 4𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)2, (5)

тогда 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и обратный профиль 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) (см. рисунке 1) имеют экстремумы на том же 
критическом координатном масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, что и для TWH-горловины:

𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ min{𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} ≡ 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑀𝑀𝑀𝑀) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀 = 2.71828𝑀𝑀𝑀𝑀.       (6)

Рисунок 1 – Регулярный «колодцеобразный» (слева) и «колоколообразный» (справа) 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) профили (см. (6)), 
представляющие собой аналоги «shape functions», рассмотренных в (Morris, 1988).

Теперь функция площадей (4) запишется в терминах 3-мерного евклидова пространства: 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) →
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌) = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟). Такой подход с разделением координатного и физического масштабов имеет место в 
работе (Gao, et al., 2024) в разделе, посвященном TWH в космологии де Ситтера. В целом, работа (Gao,
et al., 2024) основана на переходе к чисто мнимому скалярному полю, аналогично предыдущей работе 
(Makukov, et al., 2018).

Соотношение (6) может быть получено независимо в рамках одномерного алгоритма,
описанного в работе (Ruppeiner, 1995). Тогда для собственной длины произвольной окружности при 

где 

В целом, речь идет о пространственном распределении как геометрических, так и 
физических характеристик фона. В данной работе мы ограничиваемся только 
геометрическими объектами.

Методы и материалы. Экспоненциальная метрика Папапетру (Papapetrou, 1954) в 
системе Эйнштейна-Клейна-Гордона,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑒𝑒𝑒𝑒−2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑒𝑒𝑒𝑒2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟,       (1)

является решением уравнений Эйнштейна для безмассового скалярного поля 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) в 
антискалярном режиме, где 𝜑𝜑𝜑𝜑-поле подчиняется уравнению Клейна-Гордона:

𝐺𝐺𝐺𝐺𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑), □𝜑𝜑𝜑𝜑 ≡ 𝜑𝜑𝜑𝜑;𝛼𝛼𝛼𝛼
   ;𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0, 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) =

1
4𝜋𝜋𝜋𝜋 �

𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 −
1
2
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼� , (2)

где 𝜖𝜖𝜖𝜖 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋 (мы работаем в единицах 𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1), 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 ≡ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑, и 𝜖𝜖𝜖𝜖 = (+1,0,−1) для 
скалярной, вакуумной и антискалярной мод, соответственно, а 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) представляет собой 
минимальный тензор энергии и импульса скалярного поля (SF).

Систему (2) можно представить в виде: 𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 0 (вакуум, «эйнштейновский закон 
гравитации» (Dirac, 1996), §15), а для скалярного сектора (в устойчивом антискалярном 
режиме)

𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = −2𝜖𝜖𝜖𝜖𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 , □𝜑𝜑𝜑𝜑 = 0        (3)
где первое уравнение соответствует условиям геометризации Кучара-Райнича (Kuchar,

1963).
В пространстве-времени (1) выберем минимальную площадь 𝐴𝐴𝐴𝐴0 из инвариантного 

семейства (в смысле (Stachel, 1968) и (Gautreau, 1969)) эквипотенциальных поверхностей с 𝑡𝑡𝑡𝑡 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑔𝑔𝑔𝑔00 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 в форме функции площадей:

𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜋𝜋𝜋𝜋

0

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
= 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑒𝑒𝑒𝑒2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 ⇒ 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, (4)

где из условия 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 находится критическое значение радиальной координаты 𝑟𝑟𝑟𝑟 =
𝑀𝑀𝑀𝑀 и стандартное «условие раструба» 𝐴𝐴𝐴𝐴′′(𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀) > 0, что необходимо для существования 
TWH-горловины в смысле Морриса и Торна (Morris, et al., 1988).

С другой стороны, если ввести эффективный («физический») радиус 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟), такой что
𝐴𝐴𝐴𝐴0 = min{𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌02 = 4𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)2, (5)

тогда 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и обратный профиль 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) (см. рисунке 1) имеют экстремумы на том же 
критическом координатном масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, что и для TWH-горловины:

𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ min{𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} ≡ 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑀𝑀𝑀𝑀) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀 = 2.71828𝑀𝑀𝑀𝑀.       (6)

Рисунок 1 – Регулярный «колодцеобразный» (слева) и «колоколообразный» (справа) 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) профили (см. (6)), 
представляющие собой аналоги «shape functions», рассмотренных в (Morris, 1988).

Теперь функция площадей (4) запишется в терминах 3-мерного евклидова пространства: 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) →
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌) = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟). Такой подход с разделением координатного и физического масштабов имеет место в 
работе (Gao, et al., 2024) в разделе, посвященном TWH в космологии де Ситтера. В целом, работа (Gao,
et al., 2024) основана на переходе к чисто мнимому скалярному полю, аналогично предыдущей работе 
(Makukov, et al., 2018).

Соотношение (6) может быть получено независимо в рамках одномерного алгоритма,
описанного в работе (Ruppeiner, 1995). Тогда для собственной длины произвольной окружности при 

 (мы работаем в единицах 

В целом, речь идет о пространственном распределении как геометрических, так и 
физических характеристик фона. В данной работе мы ограничиваемся только 
геометрическими объектами.

Методы и материалы. Экспоненциальная метрика Папапетру (Papapetrou, 1954) в 
системе Эйнштейна-Клейна-Гордона,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑒𝑒𝑒𝑒−2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑒𝑒𝑒𝑒2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟,       (1)

является решением уравнений Эйнштейна для безмассового скалярного поля 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) в 
антискалярном режиме, где 𝜑𝜑𝜑𝜑-поле подчиняется уравнению Клейна-Гордона:

𝐺𝐺𝐺𝐺𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑), □𝜑𝜑𝜑𝜑 ≡ 𝜑𝜑𝜑𝜑;𝛼𝛼𝛼𝛼
   ;𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0, 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) =

1
4𝜋𝜋𝜋𝜋 �

𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 −
1
2
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼� , (2)

где 𝜖𝜖𝜖𝜖 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋 (мы работаем в единицах 𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1), 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 ≡ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑, и 𝜖𝜖𝜖𝜖 = (+1,0,−1) для 
скалярной, вакуумной и антискалярной мод, соответственно, а 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) представляет собой 
минимальный тензор энергии и импульса скалярного поля (SF).

Систему (2) можно представить в виде: 𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 0 (вакуум, «эйнштейновский закон 
гравитации» (Dirac, 1996), §15), а для скалярного сектора (в устойчивом антискалярном 
режиме)

𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = −2𝜖𝜖𝜖𝜖𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 , □𝜑𝜑𝜑𝜑 = 0        (3)
где первое уравнение соответствует условиям геометризации Кучара-Райнича (Kuchar,

1963).
В пространстве-времени (1) выберем минимальную площадь 𝐴𝐴𝐴𝐴0 из инвариантного 

семейства (в смысле (Stachel, 1968) и (Gautreau, 1969)) эквипотенциальных поверхностей с 𝑡𝑡𝑡𝑡 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑔𝑔𝑔𝑔00 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 в форме функции площадей:

𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜋𝜋𝜋𝜋

0

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
= 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑒𝑒𝑒𝑒2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 ⇒ 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, (4)

где из условия 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 находится критическое значение радиальной координаты 𝑟𝑟𝑟𝑟 =
𝑀𝑀𝑀𝑀 и стандартное «условие раструба» 𝐴𝐴𝐴𝐴′′(𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀) > 0, что необходимо для существования 
TWH-горловины в смысле Морриса и Торна (Morris, et al., 1988).

С другой стороны, если ввести эффективный («физический») радиус 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟), такой что
𝐴𝐴𝐴𝐴0 = min{𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌02 = 4𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)2, (5)

тогда 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и обратный профиль 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) (см. рисунке 1) имеют экстремумы на том же 
критическом координатном масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, что и для TWH-горловины:

𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ min{𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} ≡ 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑀𝑀𝑀𝑀) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀 = 2.71828𝑀𝑀𝑀𝑀.       (6)

Рисунок 1 – Регулярный «колодцеобразный» (слева) и «колоколообразный» (справа) 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) профили (см. (6)), 
представляющие собой аналоги «shape functions», рассмотренных в (Morris, 1988).

Теперь функция площадей (4) запишется в терминах 3-мерного евклидова пространства: 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) →
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌) = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟). Такой подход с разделением координатного и физического масштабов имеет место в 
работе (Gao, et al., 2024) в разделе, посвященном TWH в космологии де Ситтера. В целом, работа (Gao,
et al., 2024) основана на переходе к чисто мнимому скалярному полю, аналогично предыдущей работе 
(Makukov, et al., 2018).

Соотношение (6) может быть получено независимо в рамках одномерного алгоритма,
описанного в работе (Ruppeiner, 1995). Тогда для собственной длины произвольной окружности при 

), 

В целом, речь идет о пространственном распределении как геометрических, так и 
физических характеристик фона. В данной работе мы ограничиваемся только 
геометрическими объектами.

Методы и материалы. Экспоненциальная метрика Папапетру (Papapetrou, 1954) в 
системе Эйнштейна-Клейна-Гордона,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑒𝑒𝑒𝑒−2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑒𝑒𝑒𝑒2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟,       (1)

является решением уравнений Эйнштейна для безмассового скалярного поля 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) в 
антискалярном режиме, где 𝜑𝜑𝜑𝜑-поле подчиняется уравнению Клейна-Гордона:

𝐺𝐺𝐺𝐺𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑), □𝜑𝜑𝜑𝜑 ≡ 𝜑𝜑𝜑𝜑;𝛼𝛼𝛼𝛼
   ;𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0, 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) =

1
4𝜋𝜋𝜋𝜋 �

𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 −
1
2
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼� , (2)

где 𝜖𝜖𝜖𝜖 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋 (мы работаем в единицах 𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1), 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 ≡ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑, и 𝜖𝜖𝜖𝜖 = (+1,0,−1) для 
скалярной, вакуумной и антискалярной мод, соответственно, а 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) представляет собой 
минимальный тензор энергии и импульса скалярного поля (SF).

Систему (2) можно представить в виде: 𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 0 (вакуум, «эйнштейновский закон 
гравитации» (Dirac, 1996), §15), а для скалярного сектора (в устойчивом антискалярном 
режиме)

𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = −2𝜖𝜖𝜖𝜖𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 , □𝜑𝜑𝜑𝜑 = 0        (3)
где первое уравнение соответствует условиям геометризации Кучара-Райнича (Kuchar,

1963).
В пространстве-времени (1) выберем минимальную площадь 𝐴𝐴𝐴𝐴0 из инвариантного 

семейства (в смысле (Stachel, 1968) и (Gautreau, 1969)) эквипотенциальных поверхностей с 𝑡𝑡𝑡𝑡 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑔𝑔𝑔𝑔00 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 в форме функции площадей:

𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜋𝜋𝜋𝜋

0

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
= 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑒𝑒𝑒𝑒2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 ⇒ 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, (4)

где из условия 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 находится критическое значение радиальной координаты 𝑟𝑟𝑟𝑟 =
𝑀𝑀𝑀𝑀 и стандартное «условие раструба» 𝐴𝐴𝐴𝐴′′(𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀) > 0, что необходимо для существования 
TWH-горловины в смысле Морриса и Торна (Morris, et al., 1988).

С другой стороны, если ввести эффективный («физический») радиус 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟), такой что
𝐴𝐴𝐴𝐴0 = min{𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌02 = 4𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)2, (5)

тогда 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и обратный профиль 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) (см. рисунке 1) имеют экстремумы на том же 
критическом координатном масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, что и для TWH-горловины:

𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ min{𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} ≡ 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑀𝑀𝑀𝑀) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀 = 2.71828𝑀𝑀𝑀𝑀.       (6)

Рисунок 1 – Регулярный «колодцеобразный» (слева) и «колоколообразный» (справа) 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) профили (см. (6)), 
представляющие собой аналоги «shape functions», рассмотренных в (Morris, 1988).

Теперь функция площадей (4) запишется в терминах 3-мерного евклидова пространства: 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) →
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌) = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟). Такой подход с разделением координатного и физического масштабов имеет место в 
работе (Gao, et al., 2024) в разделе, посвященном TWH в космологии де Ситтера. В целом, работа (Gao,
et al., 2024) основана на переходе к чисто мнимому скалярному полю, аналогично предыдущей работе 
(Makukov, et al., 2018).

Соотношение (6) может быть получено независимо в рамках одномерного алгоритма,
описанного в работе (Ruppeiner, 1995). Тогда для собственной длины произвольной окружности при 

   
для скалярной, вакуумной и антискалярной мод, соответственно, а 

В целом, речь идет о пространственном распределении как геометрических, так и 
физических характеристик фона. В данной работе мы ограничиваемся только 
геометрическими объектами.

Методы и материалы. Экспоненциальная метрика Папапетру (Papapetrou, 1954) в 
системе Эйнштейна-Клейна-Гордона,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑒𝑒𝑒𝑒−2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑒𝑒𝑒𝑒2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟,       (1)

является решением уравнений Эйнштейна для безмассового скалярного поля 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) в 
антискалярном режиме, где 𝜑𝜑𝜑𝜑-поле подчиняется уравнению Клейна-Гордона:

𝐺𝐺𝐺𝐺𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑), □𝜑𝜑𝜑𝜑 ≡ 𝜑𝜑𝜑𝜑;𝛼𝛼𝛼𝛼
   ;𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0, 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) =

1
4𝜋𝜋𝜋𝜋 �

𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 −
1
2
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼� , (2)

где 𝜖𝜖𝜖𝜖 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋 (мы работаем в единицах 𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1), 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 ≡ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑, и 𝜖𝜖𝜖𝜖 = (+1,0,−1) для 
скалярной, вакуумной и антискалярной мод, соответственно, а 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) представляет собой 
минимальный тензор энергии и импульса скалярного поля (SF).

Систему (2) можно представить в виде: 𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 0 (вакуум, «эйнштейновский закон 
гравитации» (Dirac, 1996), §15), а для скалярного сектора (в устойчивом антискалярном 
режиме)

𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = −2𝜖𝜖𝜖𝜖𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 , □𝜑𝜑𝜑𝜑 = 0        (3)
где первое уравнение соответствует условиям геометризации Кучара-Райнича (Kuchar,

1963).
В пространстве-времени (1) выберем минимальную площадь 𝐴𝐴𝐴𝐴0 из инвариантного 

семейства (в смысле (Stachel, 1968) и (Gautreau, 1969)) эквипотенциальных поверхностей с 𝑡𝑡𝑡𝑡 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑔𝑔𝑔𝑔00 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 в форме функции площадей:

𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜋𝜋𝜋𝜋

0

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
= 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑒𝑒𝑒𝑒2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 ⇒ 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, (4)

где из условия 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 находится критическое значение радиальной координаты 𝑟𝑟𝑟𝑟 =
𝑀𝑀𝑀𝑀 и стандартное «условие раструба» 𝐴𝐴𝐴𝐴′′(𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀) > 0, что необходимо для существования 
TWH-горловины в смысле Морриса и Торна (Morris, et al., 1988).

С другой стороны, если ввести эффективный («физический») радиус 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟), такой что
𝐴𝐴𝐴𝐴0 = min{𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌02 = 4𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)2, (5)

тогда 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и обратный профиль 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) (см. рисунке 1) имеют экстремумы на том же 
критическом координатном масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, что и для TWH-горловины:

𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ min{𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} ≡ 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑀𝑀𝑀𝑀) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀 = 2.71828𝑀𝑀𝑀𝑀.       (6)

Рисунок 1 – Регулярный «колодцеобразный» (слева) и «колоколообразный» (справа) 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) профили (см. (6)), 
представляющие собой аналоги «shape functions», рассмотренных в (Morris, 1988).

Теперь функция площадей (4) запишется в терминах 3-мерного евклидова пространства: 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) →
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌) = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟). Такой подход с разделением координатного и физического масштабов имеет место в 
работе (Gao, et al., 2024) в разделе, посвященном TWH в космологии де Ситтера. В целом, работа (Gao,
et al., 2024) основана на переходе к чисто мнимому скалярному полю, аналогично предыдущей работе 
(Makukov, et al., 2018).

Соотношение (6) может быть получено независимо в рамках одномерного алгоритма,
описанного в работе (Ruppeiner, 1995). Тогда для собственной длины произвольной окружности при 

 
представляет собой минимальный тензор энергии и импульса скалярного поля 
(SF).

Систему (2) можно представить в виде:  

В целом, речь идет о пространственном распределении как геометрических, так и 
физических характеристик фона. В данной работе мы ограничиваемся только 
геометрическими объектами.

Методы и материалы. Экспоненциальная метрика Папапетру (Papapetrou, 1954) в 
системе Эйнштейна-Клейна-Гордона,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑒𝑒𝑒𝑒−2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑒𝑒𝑒𝑒2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟,       (1)

является решением уравнений Эйнштейна для безмассового скалярного поля 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) в 
антискалярном режиме, где 𝜑𝜑𝜑𝜑-поле подчиняется уравнению Клейна-Гордона:

𝐺𝐺𝐺𝐺𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑), □𝜑𝜑𝜑𝜑 ≡ 𝜑𝜑𝜑𝜑;𝛼𝛼𝛼𝛼
   ;𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0, 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) =

1
4𝜋𝜋𝜋𝜋 �

𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 −
1
2
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼� , (2)

где 𝜖𝜖𝜖𝜖 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋 (мы работаем в единицах 𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1), 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 ≡ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑, и 𝜖𝜖𝜖𝜖 = (+1,0,−1) для 
скалярной, вакуумной и антискалярной мод, соответственно, а 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) представляет собой 
минимальный тензор энергии и импульса скалярного поля (SF).

Систему (2) можно представить в виде: 𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 0 (вакуум, «эйнштейновский закон 
гравитации» (Dirac, 1996), §15), а для скалярного сектора (в устойчивом антискалярном 
режиме)

𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = −2𝜖𝜖𝜖𝜖𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 , □𝜑𝜑𝜑𝜑 = 0        (3)
где первое уравнение соответствует условиям геометризации Кучара-Райнича (Kuchar,

1963).
В пространстве-времени (1) выберем минимальную площадь 𝐴𝐴𝐴𝐴0 из инвариантного 

семейства (в смысле (Stachel, 1968) и (Gautreau, 1969)) эквипотенциальных поверхностей с 𝑡𝑡𝑡𝑡 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑔𝑔𝑔𝑔00 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 в форме функции площадей:

𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜋𝜋𝜋𝜋

0

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
= 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑒𝑒𝑒𝑒2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 ⇒ 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, (4)

где из условия 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 находится критическое значение радиальной координаты 𝑟𝑟𝑟𝑟 =
𝑀𝑀𝑀𝑀 и стандартное «условие раструба» 𝐴𝐴𝐴𝐴′′(𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀) > 0, что необходимо для существования 
TWH-горловины в смысле Морриса и Торна (Morris, et al., 1988).

С другой стороны, если ввести эффективный («физический») радиус 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟), такой что
𝐴𝐴𝐴𝐴0 = min{𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌02 = 4𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)2, (5)

тогда 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и обратный профиль 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) (см. рисунке 1) имеют экстремумы на том же 
критическом координатном масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, что и для TWH-горловины:

𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ min{𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} ≡ 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑀𝑀𝑀𝑀) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀 = 2.71828𝑀𝑀𝑀𝑀.       (6)

Рисунок 1 – Регулярный «колодцеобразный» (слева) и «колоколообразный» (справа) 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) профили (см. (6)), 
представляющие собой аналоги «shape functions», рассмотренных в (Morris, 1988).

Теперь функция площадей (4) запишется в терминах 3-мерного евклидова пространства: 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) →
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌) = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟). Такой подход с разделением координатного и физического масштабов имеет место в 
работе (Gao, et al., 2024) в разделе, посвященном TWH в космологии де Ситтера. В целом, работа (Gao,
et al., 2024) основана на переходе к чисто мнимому скалярному полю, аналогично предыдущей работе 
(Makukov, et al., 2018).

Соотношение (6) может быть получено независимо в рамках одномерного алгоритма,
описанного в работе (Ruppeiner, 1995). Тогда для собственной длины произвольной окружности при 

 (вакуум, «эйнштейновский 
закон гравитации» (Dirac, 1996), §15), а для скалярного сектора (в устойчивом 
антискалярном режиме)

В целом, речь идет о пространственном распределении как геометрических, так и 
физических характеристик фона. В данной работе мы ограничиваемся только 
геометрическими объектами.

Методы и материалы. Экспоненциальная метрика Папапетру (Papapetrou, 1954) в 
системе Эйнштейна-Клейна-Гордона,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑒𝑒𝑒𝑒−2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑒𝑒𝑒𝑒2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟,       (1)

является решением уравнений Эйнштейна для безмассового скалярного поля 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) в 
антискалярном режиме, где 𝜑𝜑𝜑𝜑-поле подчиняется уравнению Клейна-Гордона:

𝐺𝐺𝐺𝐺𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑), □𝜑𝜑𝜑𝜑 ≡ 𝜑𝜑𝜑𝜑;𝛼𝛼𝛼𝛼
   ;𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0, 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) =

1
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𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 −
1
2
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼� , (2)

где 𝜖𝜖𝜖𝜖 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋 (мы работаем в единицах 𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1), 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 ≡ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑, и 𝜖𝜖𝜖𝜖 = (+1,0,−1) для 
скалярной, вакуумной и антискалярной мод, соответственно, а 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) представляет собой 
минимальный тензор энергии и импульса скалярного поля (SF).

Систему (2) можно представить в виде: 𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 0 (вакуум, «эйнштейновский закон 
гравитации» (Dirac, 1996), §15), а для скалярного сектора (в устойчивом антискалярном 
режиме)

𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = −2𝜖𝜖𝜖𝜖𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 , □𝜑𝜑𝜑𝜑 = 0        (3)
где первое уравнение соответствует условиям геометризации Кучара-Райнича (Kuchar,

1963).
В пространстве-времени (1) выберем минимальную площадь 𝐴𝐴𝐴𝐴0 из инвариантного 

семейства (в смысле (Stachel, 1968) и (Gautreau, 1969)) эквипотенциальных поверхностей с 𝑡𝑡𝑡𝑡 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑔𝑔𝑔𝑔00 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 в форме функции площадей:

𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜋𝜋𝜋𝜋

0

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
= 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑒𝑒𝑒𝑒2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 ⇒ 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, (4)

где из условия 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 находится критическое значение радиальной координаты 𝑟𝑟𝑟𝑟 =
𝑀𝑀𝑀𝑀 и стандартное «условие раструба» 𝐴𝐴𝐴𝐴′′(𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀) > 0, что необходимо для существования 
TWH-горловины в смысле Морриса и Торна (Morris, et al., 1988).

С другой стороны, если ввести эффективный («физический») радиус 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟), такой что
𝐴𝐴𝐴𝐴0 = min{𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌02 = 4𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)2, (5)

тогда 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и обратный профиль 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) (см. рисунке 1) имеют экстремумы на том же 
критическом координатном масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, что и для TWH-горловины:

𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ min{𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} ≡ 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑀𝑀𝑀𝑀) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀 = 2.71828𝑀𝑀𝑀𝑀.       (6)

Рисунок 1 – Регулярный «колодцеобразный» (слева) и «колоколообразный» (справа) 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) профили (см. (6)), 
представляющие собой аналоги «shape functions», рассмотренных в (Morris, 1988).

Теперь функция площадей (4) запишется в терминах 3-мерного евклидова пространства: 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) →
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌) = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟). Такой подход с разделением координатного и физического масштабов имеет место в 
работе (Gao, et al., 2024) в разделе, посвященном TWH в космологии де Ситтера. В целом, работа (Gao,
et al., 2024) основана на переходе к чисто мнимому скалярному полю, аналогично предыдущей работе 
(Makukov, et al., 2018).

Соотношение (6) может быть получено независимо в рамках одномерного алгоритма,
описанного в работе (Ruppeiner, 1995). Тогда для собственной длины произвольной окружности при 

где первое уравнение соответствует условиям геометризации Кучара-Райнича 
(Kuchar, 1963).

В пространстве-времени (1) выберем минимальную площадь  A0 из инва-
риантного семейства (в смысле (Stachel, 1968) и (Gautreau, 1969)) эквипо-
тенциальных поверхностей с t = 

В целом, речь идет о пространственном распределении как геометрических, так и 
физических характеристик фона. В данной работе мы ограничиваемся только 
геометрическими объектами.

Методы и материалы. Экспоненциальная метрика Папапетру (Papapetrou, 1954) в 
системе Эйнштейна-Клейна-Гордона,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑒𝑒𝑒𝑒−2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑒𝑒𝑒𝑒2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟,       (1)

является решением уравнений Эйнштейна для безмассового скалярного поля 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) в 
антискалярном режиме, где 𝜑𝜑𝜑𝜑-поле подчиняется уравнению Клейна-Гордона:

𝐺𝐺𝐺𝐺𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑), □𝜑𝜑𝜑𝜑 ≡ 𝜑𝜑𝜑𝜑;𝛼𝛼𝛼𝛼
   ;𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0, 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) =

1
4𝜋𝜋𝜋𝜋 �

𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 −
1
2
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼� , (2)

где 𝜖𝜖𝜖𝜖 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋 (мы работаем в единицах 𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1), 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 ≡ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑, и 𝜖𝜖𝜖𝜖 = (+1,0,−1) для 
скалярной, вакуумной и антискалярной мод, соответственно, а 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) представляет собой 
минимальный тензор энергии и импульса скалярного поля (SF).

Систему (2) можно представить в виде: 𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 0 (вакуум, «эйнштейновский закон 
гравитации» (Dirac, 1996), §15), а для скалярного сектора (в устойчивом антискалярном 
режиме)

𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = −2𝜖𝜖𝜖𝜖𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 , □𝜑𝜑𝜑𝜑 = 0        (3)
где первое уравнение соответствует условиям геометризации Кучара-Райнича (Kuchar,

1963).
В пространстве-времени (1) выберем минимальную площадь 𝐴𝐴𝐴𝐴0 из инвариантного 

семейства (в смысле (Stachel, 1968) и (Gautreau, 1969)) эквипотенциальных поверхностей с 𝑡𝑡𝑡𝑡 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑔𝑔𝑔𝑔00 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 в форме функции площадей:

𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜋𝜋𝜋𝜋

0

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
= 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑒𝑒𝑒𝑒2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 ⇒ 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, (4)

где из условия 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 находится критическое значение радиальной координаты 𝑟𝑟𝑟𝑟 =
𝑀𝑀𝑀𝑀 и стандартное «условие раструба» 𝐴𝐴𝐴𝐴′′(𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀) > 0, что необходимо для существования 
TWH-горловины в смысле Морриса и Торна (Morris, et al., 1988).

С другой стороны, если ввести эффективный («физический») радиус 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟), такой что
𝐴𝐴𝐴𝐴0 = min{𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌02 = 4𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)2, (5)

тогда 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и обратный профиль 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) (см. рисунке 1) имеют экстремумы на том же 
критическом координатном масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, что и для TWH-горловины:

𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ min{𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} ≡ 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑀𝑀𝑀𝑀) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀 = 2.71828𝑀𝑀𝑀𝑀.       (6)

Рисунок 1 – Регулярный «колодцеобразный» (слева) и «колоколообразный» (справа) 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) профили (см. (6)), 
представляющие собой аналоги «shape functions», рассмотренных в (Morris, 1988).

Теперь функция площадей (4) запишется в терминах 3-мерного евклидова пространства: 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) →
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌) = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟). Такой подход с разделением координатного и физического масштабов имеет место в 
работе (Gao, et al., 2024) в разделе, посвященном TWH в космологии де Ситтера. В целом, работа (Gao,
et al., 2024) основана на переходе к чисто мнимому скалярному полю, аналогично предыдущей работе 
(Makukov, et al., 2018).

Соотношение (6) может быть получено независимо в рамках одномерного алгоритма,
описанного в работе (Ruppeiner, 1995). Тогда для собственной длины произвольной окружности при 

,  в форме функции площадей:
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В целом, речь идет о пространственном распределении как геометрических, так и 
физических характеристик фона. В данной работе мы ограничиваемся только 
геометрическими объектами.

Методы и материалы. Экспоненциальная метрика Папапетру (Papapetrou, 1954) в 
системе Эйнштейна-Клейна-Гордона,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑒𝑒𝑒𝑒−2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑒𝑒𝑒𝑒2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟,       (1)

является решением уравнений Эйнштейна для безмассового скалярного поля 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) в 
антискалярном режиме, где 𝜑𝜑𝜑𝜑-поле подчиняется уравнению Клейна-Гордона:

𝐺𝐺𝐺𝐺𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑), □𝜑𝜑𝜑𝜑 ≡ 𝜑𝜑𝜑𝜑;𝛼𝛼𝛼𝛼
   ;𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0, 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) =

1
4𝜋𝜋𝜋𝜋 �

𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 −
1
2
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼� , (2)

где 𝜖𝜖𝜖𝜖 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋 (мы работаем в единицах 𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1), 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 ≡ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑, и 𝜖𝜖𝜖𝜖 = (+1,0,−1) для 
скалярной, вакуумной и антискалярной мод, соответственно, а 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) представляет собой 
минимальный тензор энергии и импульса скалярного поля (SF).

Систему (2) можно представить в виде: 𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 0 (вакуум, «эйнштейновский закон 
гравитации» (Dirac, 1996), §15), а для скалярного сектора (в устойчивом антискалярном 
режиме)

𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = −2𝜖𝜖𝜖𝜖𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 , □𝜑𝜑𝜑𝜑 = 0        (3)
где первое уравнение соответствует условиям геометризации Кучара-Райнича (Kuchar,

1963).
В пространстве-времени (1) выберем минимальную площадь 𝐴𝐴𝐴𝐴0 из инвариантного 

семейства (в смысле (Stachel, 1968) и (Gautreau, 1969)) эквипотенциальных поверхностей с 𝑡𝑡𝑡𝑡 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑔𝑔𝑔𝑔00 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 в форме функции площадей:

𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜋𝜋𝜋𝜋

0

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
= 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑒𝑒𝑒𝑒2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 ⇒ 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, (4)

где из условия 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 находится критическое значение радиальной координаты 𝑟𝑟𝑟𝑟 =
𝑀𝑀𝑀𝑀 и стандартное «условие раструба» 𝐴𝐴𝐴𝐴′′(𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀) > 0, что необходимо для существования 
TWH-горловины в смысле Морриса и Торна (Morris, et al., 1988).

С другой стороны, если ввести эффективный («физический») радиус 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟), такой что
𝐴𝐴𝐴𝐴0 = min{𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌02 = 4𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)2, (5)

тогда 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и обратный профиль 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) (см. рисунке 1) имеют экстремумы на том же 
критическом координатном масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, что и для TWH-горловины:

𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ min{𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} ≡ 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑀𝑀𝑀𝑀) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀 = 2.71828𝑀𝑀𝑀𝑀.       (6)

Рисунок 1 – Регулярный «колодцеобразный» (слева) и «колоколообразный» (справа) 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) профили (см. (6)), 
представляющие собой аналоги «shape functions», рассмотренных в (Morris, 1988).

Теперь функция площадей (4) запишется в терминах 3-мерного евклидова пространства: 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) →
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌) = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟). Такой подход с разделением координатного и физического масштабов имеет место в 
работе (Gao, et al., 2024) в разделе, посвященном TWH в космологии де Ситтера. В целом, работа (Gao,
et al., 2024) основана на переходе к чисто мнимому скалярному полю, аналогично предыдущей работе 
(Makukov, et al., 2018).

Соотношение (6) может быть получено независимо в рамках одномерного алгоритма,
описанного в работе (Ruppeiner, 1995). Тогда для собственной длины произвольной окружности при 

где из условия  

В целом, речь идет о пространственном распределении как геометрических, так и 
физических характеристик фона. В данной работе мы ограничиваемся только 
геометрическими объектами.

Методы и материалы. Экспоненциальная метрика Папапетру (Papapetrou, 1954) в 
системе Эйнштейна-Клейна-Гордона,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑒𝑒𝑒𝑒−2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑒𝑒𝑒𝑒2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟,       (1)

является решением уравнений Эйнштейна для безмассового скалярного поля 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) в 
антискалярном режиме, где 𝜑𝜑𝜑𝜑-поле подчиняется уравнению Клейна-Гордона:

𝐺𝐺𝐺𝐺𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑), □𝜑𝜑𝜑𝜑 ≡ 𝜑𝜑𝜑𝜑;𝛼𝛼𝛼𝛼
   ;𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0, 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) =

1
4𝜋𝜋𝜋𝜋 �

𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 −
1
2
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼� , (2)

где 𝜖𝜖𝜖𝜖 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋 (мы работаем в единицах 𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1), 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 ≡ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑, и 𝜖𝜖𝜖𝜖 = (+1,0,−1) для 
скалярной, вакуумной и антискалярной мод, соответственно, а 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) представляет собой 
минимальный тензор энергии и импульса скалярного поля (SF).

Систему (2) можно представить в виде: 𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 0 (вакуум, «эйнштейновский закон 
гравитации» (Dirac, 1996), §15), а для скалярного сектора (в устойчивом антискалярном 
режиме)

𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = −2𝜖𝜖𝜖𝜖𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 , □𝜑𝜑𝜑𝜑 = 0        (3)
где первое уравнение соответствует условиям геометризации Кучара-Райнича (Kuchar,

1963).
В пространстве-времени (1) выберем минимальную площадь 𝐴𝐴𝐴𝐴0 из инвариантного 

семейства (в смысле (Stachel, 1968) и (Gautreau, 1969)) эквипотенциальных поверхностей с 𝑡𝑡𝑡𝑡 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑔𝑔𝑔𝑔00 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 в форме функции площадей:

𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜋𝜋𝜋𝜋

0

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
= 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑒𝑒𝑒𝑒2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 ⇒ 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, (4)

где из условия 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 находится критическое значение радиальной координаты 𝑟𝑟𝑟𝑟 =
𝑀𝑀𝑀𝑀 и стандартное «условие раструба» 𝐴𝐴𝐴𝐴′′(𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀) > 0, что необходимо для существования 
TWH-горловины в смысле Морриса и Торна (Morris, et al., 1988).

С другой стороны, если ввести эффективный («физический») радиус 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟), такой что
𝐴𝐴𝐴𝐴0 = min{𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌02 = 4𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)2, (5)

тогда 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и обратный профиль 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) (см. рисунке 1) имеют экстремумы на том же 
критическом координатном масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, что и для TWH-горловины:

𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ min{𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} ≡ 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑀𝑀𝑀𝑀) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀 = 2.71828𝑀𝑀𝑀𝑀.       (6)

Рисунок 1 – Регулярный «колодцеобразный» (слева) и «колоколообразный» (справа) 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) профили (см. (6)), 
представляющие собой аналоги «shape functions», рассмотренных в (Morris, 1988).

Теперь функция площадей (4) запишется в терминах 3-мерного евклидова пространства: 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) →
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌) = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟). Такой подход с разделением координатного и физического масштабов имеет место в 
работе (Gao, et al., 2024) в разделе, посвященном TWH в космологии де Ситтера. В целом, работа (Gao,
et al., 2024) основана на переходе к чисто мнимому скалярному полю, аналогично предыдущей работе 
(Makukov, et al., 2018).

Соотношение (6) может быть получено независимо в рамках одномерного алгоритма,
описанного в работе (Ruppeiner, 1995). Тогда для собственной длины произвольной окружности при 

 находится критическое значение радиальной 
координаты r = M  и стандартное «условие раструба» 

В целом, речь идет о пространственном распределении как геометрических, так и 
физических характеристик фона. В данной работе мы ограничиваемся только 
геометрическими объектами.

Методы и материалы. Экспоненциальная метрика Папапетру (Papapetrou, 1954) в 
системе Эйнштейна-Клейна-Гордона,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑒𝑒𝑒𝑒−2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑒𝑒𝑒𝑒2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟,       (1)

является решением уравнений Эйнштейна для безмассового скалярного поля 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) в 
антискалярном режиме, где 𝜑𝜑𝜑𝜑-поле подчиняется уравнению Клейна-Гордона:

𝐺𝐺𝐺𝐺𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑), □𝜑𝜑𝜑𝜑 ≡ 𝜑𝜑𝜑𝜑;𝛼𝛼𝛼𝛼
   ;𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0, 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) =

1
4𝜋𝜋𝜋𝜋 �

𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 −
1
2
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼� , (2)

где 𝜖𝜖𝜖𝜖 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋 (мы работаем в единицах 𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1), 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 ≡ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑, и 𝜖𝜖𝜖𝜖 = (+1,0,−1) для 
скалярной, вакуумной и антискалярной мод, соответственно, а 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) представляет собой 
минимальный тензор энергии и импульса скалярного поля (SF).

Систему (2) можно представить в виде: 𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 0 (вакуум, «эйнштейновский закон 
гравитации» (Dirac, 1996), §15), а для скалярного сектора (в устойчивом антискалярном 
режиме)

𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = −2𝜖𝜖𝜖𝜖𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 , □𝜑𝜑𝜑𝜑 = 0        (3)
где первое уравнение соответствует условиям геометризации Кучара-Райнича (Kuchar,

1963).
В пространстве-времени (1) выберем минимальную площадь 𝐴𝐴𝐴𝐴0 из инвариантного 

семейства (в смысле (Stachel, 1968) и (Gautreau, 1969)) эквипотенциальных поверхностей с 𝑡𝑡𝑡𝑡 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑔𝑔𝑔𝑔00 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 в форме функции площадей:
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= 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑒𝑒𝑒𝑒2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 ⇒ 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, (4)

где из условия 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 находится критическое значение радиальной координаты 𝑟𝑟𝑟𝑟 =
𝑀𝑀𝑀𝑀 и стандартное «условие раструба» 𝐴𝐴𝐴𝐴′′(𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀) > 0, что необходимо для существования 
TWH-горловины в смысле Морриса и Торна (Morris, et al., 1988).

С другой стороны, если ввести эффективный («физический») радиус 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟), такой что
𝐴𝐴𝐴𝐴0 = min{𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌02 = 4𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)2, (5)

тогда 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и обратный профиль 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) (см. рисунке 1) имеют экстремумы на том же 
критическом координатном масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, что и для TWH-горловины:

𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ min{𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} ≡ 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑀𝑀𝑀𝑀) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀 = 2.71828𝑀𝑀𝑀𝑀.       (6)

Рисунок 1 – Регулярный «колодцеобразный» (слева) и «колоколообразный» (справа) 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) профили (см. (6)), 
представляющие собой аналоги «shape functions», рассмотренных в (Morris, 1988).

Теперь функция площадей (4) запишется в терминах 3-мерного евклидова пространства: 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) →
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌) = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟). Такой подход с разделением координатного и физического масштабов имеет место в 
работе (Gao, et al., 2024) в разделе, посвященном TWH в космологии де Ситтера. В целом, работа (Gao,
et al., 2024) основана на переходе к чисто мнимому скалярному полю, аналогично предыдущей работе 
(Makukov, et al., 2018).

Соотношение (6) может быть получено независимо в рамках одномерного алгоритма,
описанного в работе (Ruppeiner, 1995). Тогда для собственной длины произвольной окружности при 

 что 
необходимо для существования TWH-горловины в смысле Морриса и Торна 
(Morris, et al., 1988).

С другой стороны, если ввести эффективный («физический») радиус p(r), 
такой что

В целом, речь идет о пространственном распределении как геометрических, так и 
физических характеристик фона. В данной работе мы ограничиваемся только 
геометрическими объектами.

Методы и материалы. Экспоненциальная метрика Папапетру (Papapetrou, 1954) в 
системе Эйнштейна-Клейна-Гордона,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑒𝑒𝑒𝑒−2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑒𝑒𝑒𝑒2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟,       (1)

является решением уравнений Эйнштейна для безмассового скалярного поля 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) в 
антискалярном режиме, где 𝜑𝜑𝜑𝜑-поле подчиняется уравнению Клейна-Гордона:

𝐺𝐺𝐺𝐺𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑), □𝜑𝜑𝜑𝜑 ≡ 𝜑𝜑𝜑𝜑;𝛼𝛼𝛼𝛼
   ;𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0, 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) =

1
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𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 −
1
2
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼� , (2)

где 𝜖𝜖𝜖𝜖 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋 (мы работаем в единицах 𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1), 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 ≡ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑, и 𝜖𝜖𝜖𝜖 = (+1,0,−1) для 
скалярной, вакуумной и антискалярной мод, соответственно, а 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) представляет собой 
минимальный тензор энергии и импульса скалярного поля (SF).

Систему (2) можно представить в виде: 𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 0 (вакуум, «эйнштейновский закон 
гравитации» (Dirac, 1996), §15), а для скалярного сектора (в устойчивом антискалярном 
режиме)

𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = −2𝜖𝜖𝜖𝜖𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 , □𝜑𝜑𝜑𝜑 = 0        (3)
где первое уравнение соответствует условиям геометризации Кучара-Райнича (Kuchar,

1963).
В пространстве-времени (1) выберем минимальную площадь 𝐴𝐴𝐴𝐴0 из инвариантного 

семейства (в смысле (Stachel, 1968) и (Gautreau, 1969)) эквипотенциальных поверхностей с 𝑡𝑡𝑡𝑡 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑔𝑔𝑔𝑔00 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 в форме функции площадей:
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= 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑒𝑒𝑒𝑒2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 ⇒ 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, (4)

где из условия 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 находится критическое значение радиальной координаты 𝑟𝑟𝑟𝑟 =
𝑀𝑀𝑀𝑀 и стандартное «условие раструба» 𝐴𝐴𝐴𝐴′′(𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀) > 0, что необходимо для существования 
TWH-горловины в смысле Морриса и Торна (Morris, et al., 1988).

С другой стороны, если ввести эффективный («физический») радиус 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟), такой что
𝐴𝐴𝐴𝐴0 = min{𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌02 = 4𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)2, (5)

тогда 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и обратный профиль 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) (см. рисунке 1) имеют экстремумы на том же 
критическом координатном масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, что и для TWH-горловины:

𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ min{𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} ≡ 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑀𝑀𝑀𝑀) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀 = 2.71828𝑀𝑀𝑀𝑀.       (6)

Рисунок 1 – Регулярный «колодцеобразный» (слева) и «колоколообразный» (справа) 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) профили (см. (6)), 
представляющие собой аналоги «shape functions», рассмотренных в (Morris, 1988).

Теперь функция площадей (4) запишется в терминах 3-мерного евклидова пространства: 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) →
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌) = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟). Такой подход с разделением координатного и физического масштабов имеет место в 
работе (Gao, et al., 2024) в разделе, посвященном TWH в космологии де Ситтера. В целом, работа (Gao,
et al., 2024) основана на переходе к чисто мнимому скалярному полю, аналогично предыдущей работе 
(Makukov, et al., 2018).

Соотношение (6) может быть получено независимо в рамках одномерного алгоритма,
описанного в работе (Ruppeiner, 1995). Тогда для собственной длины произвольной окружности при 

тогда  p(r)  и обратный профиль  p-1(r) (см. рисунке 1) имеют экстремумы на 
том же критическом координатном масштабе r = M, что и для TWH-горловины:

В целом, речь идет о пространственном распределении как геометрических, так и 
физических характеристик фона. В данной работе мы ограничиваемся только 
геометрическими объектами.

Методы и материалы. Экспоненциальная метрика Папапетру (Papapetrou, 1954) в 
системе Эйнштейна-Клейна-Гордона,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑒𝑒𝑒𝑒−2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑒𝑒𝑒𝑒2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟,       (1)

является решением уравнений Эйнштейна для безмассового скалярного поля 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) в 
антискалярном режиме, где 𝜑𝜑𝜑𝜑-поле подчиняется уравнению Клейна-Гордона:

𝐺𝐺𝐺𝐺𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑), □𝜑𝜑𝜑𝜑 ≡ 𝜑𝜑𝜑𝜑;𝛼𝛼𝛼𝛼
   ;𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0, 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) =
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𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 −
1
2
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼� , (2)

где 𝜖𝜖𝜖𝜖 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋 (мы работаем в единицах 𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1), 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 ≡ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑, и 𝜖𝜖𝜖𝜖 = (+1,0,−1) для 
скалярной, вакуумной и антискалярной мод, соответственно, а 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) представляет собой 
минимальный тензор энергии и импульса скалярного поля (SF).

Систему (2) можно представить в виде: 𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 0 (вакуум, «эйнштейновский закон 
гравитации» (Dirac, 1996), §15), а для скалярного сектора (в устойчивом антискалярном 
режиме)

𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = −2𝜖𝜖𝜖𝜖𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 , □𝜑𝜑𝜑𝜑 = 0        (3)
где первое уравнение соответствует условиям геометризации Кучара-Райнича (Kuchar,

1963).
В пространстве-времени (1) выберем минимальную площадь 𝐴𝐴𝐴𝐴0 из инвариантного 

семейства (в смысле (Stachel, 1968) и (Gautreau, 1969)) эквипотенциальных поверхностей с 𝑡𝑡𝑡𝑡 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑔𝑔𝑔𝑔00 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 в форме функции площадей:

𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜋𝜋𝜋𝜋

0

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
= 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑒𝑒𝑒𝑒2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 ⇒ 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, (4)

где из условия 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 находится критическое значение радиальной координаты 𝑟𝑟𝑟𝑟 =
𝑀𝑀𝑀𝑀 и стандартное «условие раструба» 𝐴𝐴𝐴𝐴′′(𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀) > 0, что необходимо для существования 
TWH-горловины в смысле Морриса и Торна (Morris, et al., 1988).

С другой стороны, если ввести эффективный («физический») радиус 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟), такой что
𝐴𝐴𝐴𝐴0 = min{𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌02 = 4𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)2, (5)

тогда 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и обратный профиль 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) (см. рисунке 1) имеют экстремумы на том же 
критическом координатном масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, что и для TWH-горловины:

𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ min{𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} ≡ 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑀𝑀𝑀𝑀) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀 = 2.71828𝑀𝑀𝑀𝑀.       (6)

Рисунок 1 – Регулярный «колодцеобразный» (слева) и «колоколообразный» (справа) 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) профили (см. (6)), 
представляющие собой аналоги «shape functions», рассмотренных в (Morris, 1988).

Теперь функция площадей (4) запишется в терминах 3-мерного евклидова пространства: 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) →
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌) = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟). Такой подход с разделением координатного и физического масштабов имеет место в 
работе (Gao, et al., 2024) в разделе, посвященном TWH в космологии де Ситтера. В целом, работа (Gao,
et al., 2024) основана на переходе к чисто мнимому скалярному полю, аналогично предыдущей работе 
(Makukov, et al., 2018).

Соотношение (6) может быть получено независимо в рамках одномерного алгоритма,
описанного в работе (Ruppeiner, 1995). Тогда для собственной длины произвольной окружности при 

В целом, речь идет о пространственном распределении как геометрических, так и 
физических характеристик фона. В данной работе мы ограничиваемся только 
геометрическими объектами.

Методы и материалы. Экспоненциальная метрика Папапетру (Papapetrou, 1954) в 
системе Эйнштейна-Клейна-Гордона,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑒𝑒𝑒𝑒−2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑒𝑒𝑒𝑒2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟,       (1)

является решением уравнений Эйнштейна для безмассового скалярного поля 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) в 
антискалярном режиме, где 𝜑𝜑𝜑𝜑-поле подчиняется уравнению Клейна-Гордона:

𝐺𝐺𝐺𝐺𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑), □𝜑𝜑𝜑𝜑 ≡ 𝜑𝜑𝜑𝜑;𝛼𝛼𝛼𝛼
   ;𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0, 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) =

1
4𝜋𝜋𝜋𝜋 �

𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 −
1
2
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼� , (2)

где 𝜖𝜖𝜖𝜖 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋 (мы работаем в единицах 𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1), 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 ≡ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑, и 𝜖𝜖𝜖𝜖 = (+1,0,−1) для 
скалярной, вакуумной и антискалярной мод, соответственно, а 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) представляет собой 
минимальный тензор энергии и импульса скалярного поля (SF).

Систему (2) можно представить в виде: 𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 0 (вакуум, «эйнштейновский закон 
гравитации» (Dirac, 1996), §15), а для скалярного сектора (в устойчивом антискалярном 
режиме)

𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = −2𝜖𝜖𝜖𝜖𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 , □𝜑𝜑𝜑𝜑 = 0        (3)
где первое уравнение соответствует условиям геометризации Кучара-Райнича (Kuchar,

1963).
В пространстве-времени (1) выберем минимальную площадь 𝐴𝐴𝐴𝐴0 из инвариантного 

семейства (в смысле (Stachel, 1968) и (Gautreau, 1969)) эквипотенциальных поверхностей с 𝑡𝑡𝑡𝑡 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑔𝑔𝑔𝑔00 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 в форме функции площадей:

𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜋𝜋𝜋𝜋

0

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
= 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑒𝑒𝑒𝑒2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 ⇒ 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, (4)

где из условия 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 находится критическое значение радиальной координаты 𝑟𝑟𝑟𝑟 =
𝑀𝑀𝑀𝑀 и стандартное «условие раструба» 𝐴𝐴𝐴𝐴′′(𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀) > 0, что необходимо для существования 
TWH-горловины в смысле Морриса и Торна (Morris, et al., 1988).

С другой стороны, если ввести эффективный («физический») радиус 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟), такой что
𝐴𝐴𝐴𝐴0 = min{𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌02 = 4𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)2, (5)

тогда 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и обратный профиль 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) (см. рисунке 1) имеют экстремумы на том же 
критическом координатном масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, что и для TWH-горловины:

𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ min{𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} ≡ 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑀𝑀𝑀𝑀) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀 = 2.71828𝑀𝑀𝑀𝑀.       (6)

Рисунок 1 – Регулярный «колодцеобразный» (слева) и «колоколообразный» (справа) 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) профили (см. (6)), 
представляющие собой аналоги «shape functions», рассмотренных в (Morris, 1988).

Теперь функция площадей (4) запишется в терминах 3-мерного евклидова пространства: 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) →
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌) = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟). Такой подход с разделением координатного и физического масштабов имеет место в 
работе (Gao, et al., 2024) в разделе, посвященном TWH в космологии де Ситтера. В целом, работа (Gao,
et al., 2024) основана на переходе к чисто мнимому скалярному полю, аналогично предыдущей работе 
(Makukov, et al., 2018).

Соотношение (6) может быть получено независимо в рамках одномерного алгоритма,
описанного в работе (Ruppeiner, 1995). Тогда для собственной длины произвольной окружности при 

Рисунок 1 – Регулярный «колодцеобразный» (слева) и «колоколообразный» (справа) p(r)  и  p-1(r) 
профили (см. (6)), представляющие собой аналоги «shape functions», рассмотренных в (Morris, 

1988).

Теперь функция площадей (4) запишется в терминах 3-мерного евклидова 
пространства: A(r) → 

В целом, речь идет о пространственном распределении как геометрических, так и 
физических характеристик фона. В данной работе мы ограничиваемся только 
геометрическими объектами.

Методы и материалы. Экспоненциальная метрика Папапетру (Papapetrou, 1954) в 
системе Эйнштейна-Клейна-Гордона,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑒𝑒𝑒𝑒−2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑒𝑒𝑒𝑒2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟)(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟,       (1)

является решением уравнений Эйнштейна для безмассового скалярного поля 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) в 
антискалярном режиме, где 𝜑𝜑𝜑𝜑-поле подчиняется уравнению Клейна-Гордона:

𝐺𝐺𝐺𝐺𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑), □𝜑𝜑𝜑𝜑 ≡ 𝜑𝜑𝜑𝜑;𝛼𝛼𝛼𝛼
   ;𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0, 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) =

1
4𝜋𝜋𝜋𝜋 �

𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 −
1
2
𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼𝜑𝜑𝜑𝜑𝛼𝛼𝛼𝛼� , (2)

где 𝜖𝜖𝜖𝜖 = 8𝜋𝜋𝜋𝜋 (мы работаем в единицах 𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1), 𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 ≡ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑, и 𝜖𝜖𝜖𝜖 = (+1,0,−1) для 
скалярной, вакуумной и антискалярной мод, соответственно, а 𝑇𝑇𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝜑𝜑𝜑𝜑) представляет собой 
минимальный тензор энергии и импульса скалярного поля (SF).

Систему (2) можно представить в виде: 𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = 0 (вакуум, «эйнштейновский закон 
гравитации» (Dirac, 1996), §15), а для скалярного сектора (в устойчивом антискалярном 
режиме)

𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 = −2𝜖𝜖𝜖𝜖𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇𝜑𝜑𝜑𝜑𝜇𝜇𝜇𝜇 , □𝜑𝜑𝜑𝜑 = 0        (3)
где первое уравнение соответствует условиям геометризации Кучара-Райнича (Kuchar,

1963).
В пространстве-времени (1) выберем минимальную площадь 𝐴𝐴𝐴𝐴0 из инвариантного 

семейства (в смысле (Stachel, 1968) и (Gautreau, 1969)) эквипотенциальных поверхностей с 𝑡𝑡𝑡𝑡 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑔𝑔𝑔𝑔00 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 в форме функции площадей:

𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝑔𝑔𝑔𝑔𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜋𝜋𝜋𝜋

0

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
= 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑒𝑒𝑒𝑒2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 ⇒ 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, (4)

где из условия 𝐴𝐴𝐴𝐴′(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 0 находится критическое значение радиальной координаты 𝑟𝑟𝑟𝑟 =
𝑀𝑀𝑀𝑀 и стандартное «условие раструба» 𝐴𝐴𝐴𝐴′′(𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀) > 0, что необходимо для существования 
TWH-горловины в смысле Морриса и Торна (Morris, et al., 1988).

С другой стороны, если ввести эффективный («физический») радиус 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟), такой что
𝐴𝐴𝐴𝐴0 = min{𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌02 = 4𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)2, (5)

тогда 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и обратный профиль 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) (см. рисунке 1) имеют экстремумы на том же 
критическом координатном масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, что и для TWH-горловины:

𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ min{𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} ≡ 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑀𝑀𝑀𝑀) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀 = 2.71828𝑀𝑀𝑀𝑀.       (6)

Рисунок 1 – Регулярный «колодцеобразный» (слева) и «колоколообразный» (справа) 𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟) и 𝜌𝜌𝜌𝜌−1(𝑟𝑟𝑟𝑟) профили (см. (6)), 
представляющие собой аналоги «shape functions», рассмотренных в (Morris, 1988).

Теперь функция площадей (4) запишется в терминах 3-мерного евклидова пространства: 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟) →
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜌𝜌𝜌𝜌) = 4𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌2(𝑟𝑟𝑟𝑟). Такой подход с разделением координатного и физического масштабов имеет место в 
работе (Gao, et al., 2024) в разделе, посвященном TWH в космологии де Ситтера. В целом, работа (Gao,
et al., 2024) основана на переходе к чисто мнимому скалярному полю, аналогично предыдущей работе 
(Makukov, et al., 2018).

Соотношение (6) может быть получено независимо в рамках одномерного алгоритма,
описанного в работе (Ruppeiner, 1995). Тогда для собственной длины произвольной окружности при 

. Такой подход с разделением координатного 
и физического масштабов имеет место в работе (Gao, et al., 2024) в разделе, 
посвященном TWH в космологии де Ситтера. В целом, работа (Gao, et al., 
2024) основана на переходе к чисто мнимому скалярному полю, аналогично 
предыдущей работе (Makukov, et al., 2018).

Соотношение (6) может быть получено независимо в рамках одномерного 
алгоритма, описанного в работе (Ruppeiner, 1995). Тогда для собственной 
длины произвольной окружности при  𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 

записать криволинейный интеграл
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то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � |𝑔𝑔𝑔𝑔33|
1
2 �𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃 =

𝜋𝜋𝜋𝜋
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) = ±� �
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑅𝑅𝑅𝑅

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅 = ±4𝑀𝑀𝑀𝑀�

𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑀𝑀𝑀𝑀

− 1�
1/2

⇒ 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 =
16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2

8𝑀𝑀𝑀𝑀
.        (11)

Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

 (Gautreau, 1969) в статических 
координатах 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 

записать криволинейный интеграл
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� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) = ±� �
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑅𝑅𝑅𝑅

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅 = ±4𝑀𝑀𝑀𝑀�

𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑀𝑀𝑀𝑀

− 1�
1/2

⇒ 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 =
16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2

8𝑀𝑀𝑀𝑀
.        (11)

Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

, обозначаемых как 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 
записать криволинейный интеграл

𝐶𝐶𝐶𝐶 = �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠
𝛾𝛾𝛾𝛾

= � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
�
1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (7)

то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � |𝑔𝑔𝑔𝑔33|
1
2 �𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃 =

𝜋𝜋𝜋𝜋
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) = ±� �
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑅𝑅𝑅𝑅

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅 = ±4𝑀𝑀𝑀𝑀�

𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑀𝑀𝑀𝑀

− 1�
1/2

⇒ 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 =
16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2

8𝑀𝑀𝑀𝑀
.        (11)

Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

 можно записать 
криволинейный интеграл
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𝐶𝐶𝐶𝐶 = �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠
𝛾𝛾𝛾𝛾

= � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
�
1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (7)

то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � |𝑔𝑔𝑔𝑔33|
1
2 �𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃 =

𝜋𝜋𝜋𝜋
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) = ±� �
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑅𝑅𝑅𝑅

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅 = ±4𝑀𝑀𝑀𝑀�

𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑀𝑀𝑀𝑀

− 1�
1/2

⇒ 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 =
16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2

8𝑀𝑀𝑀𝑀
.        (11)

Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 
записать криволинейный интеграл

𝐶𝐶𝐶𝐶 = �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠
𝛾𝛾𝛾𝛾

= � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
�
1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (7)

то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � |𝑔𝑔𝑔𝑔33|
1
2 �𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃 =

𝜋𝜋𝜋𝜋
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) = ±� �
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑅𝑅𝑅𝑅

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅 = ±4𝑀𝑀𝑀𝑀�

𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑀𝑀𝑀𝑀

− 1�
1/2

⇒ 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 =
16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2

8𝑀𝑀𝑀𝑀
.        (11)

Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

из которого на масштабе r = M следует минимальная длина окружности

𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 
записать криволинейный интеграл

𝐶𝐶𝐶𝐶 = �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠
𝛾𝛾𝛾𝛾

= � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
�
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𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (7)

то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � |𝑔𝑔𝑔𝑔33|
1
2 �𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃 =

𝜋𝜋𝜋𝜋
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) = ±� �
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑅𝑅𝑅𝑅

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅 = ±4𝑀𝑀𝑀𝑀�

𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑀𝑀𝑀𝑀

− 1�
1/2

⇒ 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 =
16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2

8𝑀𝑀𝑀𝑀
.        (11)

Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

с тем же минимальным физическим радиусом p0, что и для горловины в 
(5)-(6), так что, вообще говоря, изменение размерности (включая инверсию – 
см. рисунок 1, справа) не влияет на критические координатные и физические 
масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах аксиальной 
визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. 
Рассмотрим традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное 
сечение кротовой норы вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово 
пространство, на примере метрики Шварцшильда в координатах кривизн,

𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 
записать криволинейный интеграл

𝐶𝐶𝐶𝐶 = �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠
𝛾𝛾𝛾𝛾

= � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
�
1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (7)

то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � |𝑔𝑔𝑔𝑔33|
1
2 �𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃 =

𝜋𝜋𝜋𝜋
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) = ±� �
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑅𝑅𝑅𝑅

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅 = ±4𝑀𝑀𝑀𝑀�

𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑀𝑀𝑀𝑀

− 1�
1/2

⇒ 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 =
16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2

8𝑀𝑀𝑀𝑀
.        (11)

Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

Тогда, например, 2-мерное сечение 

𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 
записать криволинейный интеграл

𝐶𝐶𝐶𝐶 = �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠
𝛾𝛾𝛾𝛾

= � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇
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𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (7)

то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � |𝑔𝑔𝑔𝑔33|
1
2 �𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃 =

𝜋𝜋𝜋𝜋
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) = ±� �
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑅𝑅𝑅𝑅

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅 = ±4𝑀𝑀𝑀𝑀�

𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑀𝑀𝑀𝑀

− 1�
1/2

⇒ 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 =
16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2

8𝑀𝑀𝑀𝑀
.        (11)

Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

 с метрикой  

𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 
записать криволинейный интеграл

𝐶𝐶𝐶𝐶 = �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠
𝛾𝛾𝛾𝛾

= � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
�
1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (7)

то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � |𝑔𝑔𝑔𝑔33|
1
2 �𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃 =

𝜋𝜋𝜋𝜋
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) = ±� �
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑅𝑅𝑅𝑅

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅 = ±4𝑀𝑀𝑀𝑀�

𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑀𝑀𝑀𝑀

− 1�
1/2

⇒ 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 =
16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2

8𝑀𝑀𝑀𝑀
.        (11)

Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

 следует вложить в 3-мерное пространство с 
координатами 

𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 
записать криволинейный интеграл

𝐶𝐶𝐶𝐶 = �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠
𝛾𝛾𝛾𝛾

= � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
�
1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (7)

то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � |𝑔𝑔𝑔𝑔33|
1
2 �𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃 =

𝜋𝜋𝜋𝜋
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) = ±� �
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑅𝑅𝑅𝑅

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅 = ±4𝑀𝑀𝑀𝑀�

𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑀𝑀𝑀𝑀

− 1�
1/2

⇒ 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 =
16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2

8𝑀𝑀𝑀𝑀
.        (11)

Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

:

𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 
записать криволинейный интеграл

𝐶𝐶𝐶𝐶 = �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠
𝛾𝛾𝛾𝛾

= � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
�
1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (7)

то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � |𝑔𝑔𝑔𝑔33|
1
2 �𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃 =

𝜋𝜋𝜋𝜋
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) = ±� �
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑅𝑅𝑅𝑅

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅 = ±4𝑀𝑀𝑀𝑀�

𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑀𝑀𝑀𝑀

− 1�
1/2

⇒ 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 =
16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2

8𝑀𝑀𝑀𝑀
.        (11)

Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

Отсюда при  

𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 
записать криволинейный интеграл

𝐶𝐶𝐶𝐶 = �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠
𝛾𝛾𝛾𝛾
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𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇
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𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (7)

то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � |𝑔𝑔𝑔𝑔33|
1
2 �𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃 =

𝜋𝜋𝜋𝜋
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть
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Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

 получаем 

𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 
записать криволинейный интеграл
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то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � |𝑔𝑔𝑔𝑔33|
1
2 �𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃 =

𝜋𝜋𝜋𝜋
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть
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Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

 

𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 
записать криволинейный интеграл
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0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть
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Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

, т. е. 

𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 
записать криволинейный интеграл
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то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � |𝑔𝑔𝑔𝑔33|
1
2 �𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃 =

𝜋𝜋𝜋𝜋
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) = ±� �
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16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2
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Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 
записать криволинейный интеграл
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то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � |𝑔𝑔𝑔𝑔33|
1
2 �𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃 =

𝜋𝜋𝜋𝜋
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)
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0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть
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16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2
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.        (11)

Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

, и, следовательно, двузначную формулу 
вложения  

𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 
записать криволинейный интеграл

𝐶𝐶𝐶𝐶 = �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠
𝛾𝛾𝛾𝛾

= � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
�
1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (7)

то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � |𝑔𝑔𝑔𝑔33|
1
2 �𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃 =

𝜋𝜋𝜋𝜋
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) = ±� �
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑅𝑅𝑅𝑅

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅 = ±4𝑀𝑀𝑀𝑀�

𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑀𝑀𝑀𝑀

− 1�
1/2

⇒ 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 =
16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2

8𝑀𝑀𝑀𝑀
.        (11)

Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

 и затем ее инверсию 

𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 
записать криволинейный интеграл

𝐶𝐶𝐶𝐶 = �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠
𝛾𝛾𝛾𝛾

= � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇
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2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (7)

то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � |𝑔𝑔𝑔𝑔33|
1
2 �𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃 =

𝜋𝜋𝜋𝜋
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) = ±� �
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑅𝑅𝑅𝑅

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅 = ±4𝑀𝑀𝑀𝑀�

𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑀𝑀𝑀𝑀

− 1�
1/2

⇒ 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 =
16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2

8𝑀𝑀𝑀𝑀
.        (11)

Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

, совпадающую в данном случае с 
профилем 

𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 
записать криволинейный интеграл
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2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (7)

то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � |𝑔𝑔𝑔𝑔33|
1
2 �𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃 =

𝜋𝜋𝜋𝜋
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) = ±� �
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑅𝑅𝑅𝑅

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅 = ±4𝑀𝑀𝑀𝑀�

𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑀𝑀𝑀𝑀

− 1�
1/2

⇒ 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 =
16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2

8𝑀𝑀𝑀𝑀
.        (11)

Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

, то есть

𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 
записать криволинейный интеграл

𝐶𝐶𝐶𝐶 = �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠
𝛾𝛾𝛾𝛾

= � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
�
1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (7)

то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � |𝑔𝑔𝑔𝑔33|
1
2 �𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃 =

𝜋𝜋𝜋𝜋
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) = ±� �
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑅𝑅𝑅𝑅

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅 = ±4𝑀𝑀𝑀𝑀�

𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑀𝑀𝑀𝑀

− 1�
1/2

⇒ 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 =
16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2

8𝑀𝑀𝑀𝑀
.        (11)

Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).
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𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 
записать криволинейный интеграл

𝐶𝐶𝐶𝐶 = �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠
𝛾𝛾𝛾𝛾

= � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
�
1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (7)

то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � |𝑔𝑔𝑔𝑔33|
1
2 �𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃 =

𝜋𝜋𝜋𝜋
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) = ±� �
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑅𝑅𝑅𝑅

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅 = ±4𝑀𝑀𝑀𝑀�

𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑀𝑀𝑀𝑀

− 1�
1/2

⇒ 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 =
16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2

8𝑀𝑀𝑀𝑀
.        (11)

Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения 

𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 
записать криволинейный интеграл

𝐶𝐶𝐶𝐶 = �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠
𝛾𝛾𝛾𝛾

= � �𝑔𝑔𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
�
1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (7)

то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � |𝑔𝑔𝑔𝑔33|
1
2 �𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃 =

𝜋𝜋𝜋𝜋
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) = ±� �
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑅𝑅𝑅𝑅

0
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𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑀𝑀𝑀𝑀

− 1�
1/2

⇒ 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 =
16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2

8𝑀𝑀𝑀𝑀
.        (11)

Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

, согласно (11). Справа: 
Однозначный профиль 

𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 (Gautreau, 1969) в статических координатах (𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃,𝜙𝜙𝜙𝜙), обозначаемых как (0, 1, 2, 3), можно 
записать криволинейный интеграл

𝐶𝐶𝐶𝐶 = �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠
𝛾𝛾𝛾𝛾
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𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝜇𝜇𝜇𝜇
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𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙
2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (7)

то есть в экспоненциальной метрике это дает профиль

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑟𝑟𝑟𝑟) = � |𝑔𝑔𝑔𝑔33|
1
2 �𝑟𝑟𝑟𝑟,𝜃𝜃𝜃𝜃 =

𝜋𝜋𝜋𝜋
2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)

2𝜋𝜋𝜋𝜋

0
, (8)

из которого на масштабе 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 следует минимальная длина окружности
𝐶𝐶𝐶𝐶0 = min{𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜌𝜌𝜌𝜌)} = min{2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌(𝑟𝑟𝑟𝑟)} = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜌𝜌𝜌𝜌0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀)        (9)

с тем же минимальным физическим радиусом 𝜌𝜌𝜌𝜌0, что и для горловины в (5)-(6), так что, вообще говоря, 
изменение размерности (включая инверсию – см. рисунок 1, справа) не влияет на критические 
координатные и физические масштабы, что в дальнейшем будет использовано в алгоритмах 
аксиальной визуализации.

Результаты и обсуждение. Визуализация в алгоритме вложения. I. Рассмотрим 
традиционный алгоритм (Misner, et al., 1973), когда 2-мерное сечение кротовой норы 
вкладывается в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство, на примере метрики 
Шварцшильда в координатах кривизн,

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑅𝑅𝑅𝑅)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2), 𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏−2 = (1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅)−1.  
Тогда, например, 2-мерное сечение, 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2, с метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = −𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 следует 
вложить в 3-мерное пространство с координатами 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞), 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ ∈ (−∞,∞), 𝜙𝜙𝜙𝜙� ∈ [0,2𝜋𝜋𝜋𝜋]:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠̅𝑠𝑠𝑠2 = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 + 𝑟̅𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙�2) = −(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥̅𝑥𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�2).        (10)
Отсюда при 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙� получаем 𝑅𝑅𝑅𝑅 = √𝑋𝑋𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌𝑌𝑌2 = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧̅2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟2 = (𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅2, т. е. 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎2 − 1, и, следовательно, двузначную формулу вложения 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) и затем ее инверсию 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающую в данном случае с профилем 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅), то есть

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅) = ±� �
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

1 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑅𝑅𝑅𝑅

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑅𝑅𝑅𝑅 = ±4𝑀𝑀𝑀𝑀�

𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑀𝑀𝑀𝑀

− 1�
1/2

⇒ 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 =
16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2

8𝑀𝑀𝑀𝑀
.        (11)

Рисунок 2 – Слева: Две разные ветви формулы вложения ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), согласно (11). Справа: Однозначный профиль 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅)
внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства (см. правую часть (11)).

 внутри эффективного 3-мерного евклидова пространства 
(см. правую часть (11)).

Рисунок 3 – Аксиальная форма функции ±𝑧𝑧𝑧𝑧�(𝑅𝑅𝑅𝑅) (слева) и профиля 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑅𝑅𝑅𝑅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) (справа), согласно (11), при 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающим с 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) в координатах кривизн.

На рисунке 2, слева показана функция 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), и ее аксиальная форма – на рисунке 3, слева. 
Визуализируемый профиль 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) в (11) показан на рисунке 2, справа, а его аксиальная форма –
на рисунке 3, справа. Тривиальный характер зависимости 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑅𝑅𝑅𝑅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 является артефактом 
использования координат кривизн.

II. В работе (Misner, et al., 1973), задача 37.1(c), предложено реализовать алгоритм 
вложения для исходных изотропных координат с интервалом 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑟𝑟𝑟𝑟)2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟)2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 +
𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2) так, чтобы 2-мерное сечение 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 с интервалом 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 =
−𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 вкладывалось в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство (10), 
аналогично рассмотренному случаю I в координатах кривизн.

Рассмотрим два физически различных случая, когда 𝐴𝐴𝐴𝐴 = (1 + 𝑀𝑀𝑀𝑀/2𝑟𝑟𝑟𝑟)2, для решения 
Шварцшильда в вакууме, либо 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟, для экспоненциальной метрики Папапетру на 
скалярном фоне. При общем условии 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙�, получим 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = (𝐴𝐴𝐴𝐴′𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝐴𝐴𝐴𝐴)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟 ≡ 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.

Тогда из 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 ≡ �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧̅𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟
�
2

= 𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2 и (10) следует двузначная формула вложения для евклидовой 
координаты 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟), т. е. 

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = ±� �𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2
𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟, (12)

которая для изотропной метрики Шварцшильда показывает пересечение ветвей в точке 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/2 и 
перестает быть гладкой (см. рисунок 4, слева и сравни с предыдущим пунктом I), а именно:

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±� �𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑀𝑀𝑀𝑀 + 2𝑟𝑟𝑟𝑟)2

2𝑟𝑟𝑟𝑟3
𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟 = ±2𝑟𝑟𝑟𝑟 �1 −

𝑀𝑀𝑀𝑀
2𝑟𝑟𝑟𝑟
��

2𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟𝑟𝑟

.        (13)

В случае экспоненциальной метрики Папапетру общая формула вложения (12) дает:

𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±� �𝑒𝑒𝑒𝑒
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑀𝑀𝑀𝑀(1 −𝑀𝑀𝑀𝑀/2𝑟𝑟𝑟𝑟)2

𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟.        (14)

Данный интеграл мы интегрируем численно при  𝑟𝑟𝑟𝑟 > 𝑀𝑀𝑀𝑀/2. Результат представлен на рисунке 4, справа.

Рисунок 3 – Аксиальная форма функции Рисунок 3 – Аксиальная форма функции ±𝑧𝑧𝑧𝑧�(𝑅𝑅𝑅𝑅) (слева) и профиля 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑅𝑅𝑅𝑅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) (справа), согласно (11), при 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающим с 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) в координатах кривизн.

На рисунке 2, слева показана функция 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), и ее аксиальная форма – на рисунке 3, слева. 
Визуализируемый профиль 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) в (11) показан на рисунке 2, справа, а его аксиальная форма –
на рисунке 3, справа. Тривиальный характер зависимости 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑅𝑅𝑅𝑅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 является артефактом 
использования координат кривизн.

II. В работе (Misner, et al., 1973), задача 37.1(c), предложено реализовать алгоритм 
вложения для исходных изотропных координат с интервалом 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑟𝑟𝑟𝑟)2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟)2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 +
𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2) так, чтобы 2-мерное сечение 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 с интервалом 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 =
−𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 вкладывалось в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство (10), 
аналогично рассмотренному случаю I в координатах кривизн.

Рассмотрим два физически различных случая, когда 𝐴𝐴𝐴𝐴 = (1 + 𝑀𝑀𝑀𝑀/2𝑟𝑟𝑟𝑟)2, для решения 
Шварцшильда в вакууме, либо 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟, для экспоненциальной метрики Папапетру на 
скалярном фоне. При общем условии 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙�, получим 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = (𝐴𝐴𝐴𝐴′𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝐴𝐴𝐴𝐴)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟 ≡ 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.

Тогда из 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 ≡ �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧̅𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟
�
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= 𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2 и (10) следует двузначная формула вложения для евклидовой 
координаты 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟), т. е. 

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = ±� �𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2
𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟, (12)

которая для изотропной метрики Шварцшильда показывает пересечение ветвей в точке 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/2 и 
перестает быть гладкой (см. рисунок 4, слева и сравни с предыдущим пунктом I), а именно:

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±� �𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑀𝑀𝑀𝑀 + 2𝑟𝑟𝑟𝑟)2

2𝑟𝑟𝑟𝑟3
𝑟𝑟𝑟𝑟
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2𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟𝑟𝑟

.        (13)

В случае экспоненциальной метрики Папапетру общая формула вложения (12) дает:

𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±� �𝑒𝑒𝑒𝑒
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑀𝑀𝑀𝑀(1 −𝑀𝑀𝑀𝑀/2𝑟𝑟𝑟𝑟)2

𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟.        (14)

Данный интеграл мы интегрируем численно при  𝑟𝑟𝑟𝑟 > 𝑀𝑀𝑀𝑀/2. Результат представлен на рисунке 4, справа.

 (слева) и профиля Рисунок 3 – Аксиальная форма функции ±𝑧𝑧𝑧𝑧�(𝑅𝑅𝑅𝑅) (слева) и профиля 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑅𝑅𝑅𝑅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) (справа), согласно (11), при 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающим с 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) в координатах кривизн.

На рисунке 2, слева показана функция 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), и ее аксиальная форма – на рисунке 3, слева. 
Визуализируемый профиль 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) в (11) показан на рисунке 2, справа, а его аксиальная форма –
на рисунке 3, справа. Тривиальный характер зависимости 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑅𝑅𝑅𝑅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 является артефактом 
использования координат кривизн.

II. В работе (Misner, et al., 1973), задача 37.1(c), предложено реализовать алгоритм 
вложения для исходных изотропных координат с интервалом 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑟𝑟𝑟𝑟)2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟)2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 +
𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2) так, чтобы 2-мерное сечение 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 с интервалом 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 =
−𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 вкладывалось в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство (10), 
аналогично рассмотренному случаю I в координатах кривизн.

Рассмотрим два физически различных случая, когда 𝐴𝐴𝐴𝐴 = (1 + 𝑀𝑀𝑀𝑀/2𝑟𝑟𝑟𝑟)2, для решения 
Шварцшильда в вакууме, либо 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟, для экспоненциальной метрики Папапетру на 
скалярном фоне. При общем условии 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙�, получим 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = (𝐴𝐴𝐴𝐴′𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝐴𝐴𝐴𝐴)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟 ≡ 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.

Тогда из 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 ≡ �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧̅𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟
�
2

= 𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2 и (10) следует двузначная формула вложения для евклидовой 
координаты 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟), т. е. 

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = ±� �𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2
𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟, (12)

которая для изотропной метрики Шварцшильда показывает пересечение ветвей в точке 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/2 и 
перестает быть гладкой (см. рисунок 4, слева и сравни с предыдущим пунктом I), а именно:

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±� �𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑀𝑀𝑀𝑀 + 2𝑟𝑟𝑟𝑟)2

2𝑟𝑟𝑟𝑟3
𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟 = ±2𝑟𝑟𝑟𝑟 �1 −

𝑀𝑀𝑀𝑀
2𝑟𝑟𝑟𝑟
��

2𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟𝑟𝑟

.        (13)

В случае экспоненциальной метрики Папапетру общая формула вложения (12) дает:

𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±� �𝑒𝑒𝑒𝑒
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑀𝑀𝑀𝑀(1 −𝑀𝑀𝑀𝑀/2𝑟𝑟𝑟𝑟)2

𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟.        (14)

Данный интеграл мы интегрируем численно при  𝑟𝑟𝑟𝑟 > 𝑀𝑀𝑀𝑀/2. Результат представлен на рисунке 4, справа.

 (справа), согласно 
(11), при Рисунок 3 – Аксиальная форма функции ±𝑧𝑧𝑧𝑧�(𝑅𝑅𝑅𝑅) (слева) и профиля 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑅𝑅𝑅𝑅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) (справа), согласно (11), при 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),

совпадающим с 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) в координатах кривизн.

На рисунке 2, слева показана функция 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), и ее аксиальная форма – на рисунке 3, слева. 
Визуализируемый профиль 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) в (11) показан на рисунке 2, справа, а его аксиальная форма –
на рисунке 3, справа. Тривиальный характер зависимости 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑅𝑅𝑅𝑅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 является артефактом 
использования координат кривизн.

II. В работе (Misner, et al., 1973), задача 37.1(c), предложено реализовать алгоритм 
вложения для исходных изотропных координат с интервалом 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑟𝑟𝑟𝑟)2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟)2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 +
𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2) так, чтобы 2-мерное сечение 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 с интервалом 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 =
−𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 вкладывалось в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство (10), 
аналогично рассмотренному случаю I в координатах кривизн.

Рассмотрим два физически различных случая, когда 𝐴𝐴𝐴𝐴 = (1 + 𝑀𝑀𝑀𝑀/2𝑟𝑟𝑟𝑟)2, для решения 
Шварцшильда в вакууме, либо 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟, для экспоненциальной метрики Папапетру на 
скалярном фоне. При общем условии 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙�, получим 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = (𝐴𝐴𝐴𝐴′𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝐴𝐴𝐴𝐴)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟 ≡ 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.

Тогда из 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 ≡ �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧̅𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟
�
2

= 𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2 и (10) следует двузначная формула вложения для евклидовой 
координаты 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟), т. е. 

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = ±� �𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2
𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟, (12)

которая для изотропной метрики Шварцшильда показывает пересечение ветвей в точке 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/2 и 
перестает быть гладкой (см. рисунок 4, слева и сравни с предыдущим пунктом I), а именно:

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±� �𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑀𝑀𝑀𝑀 + 2𝑟𝑟𝑟𝑟)2

2𝑟𝑟𝑟𝑟3
𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟 = ±2𝑟𝑟𝑟𝑟 �1 −

𝑀𝑀𝑀𝑀
2𝑟𝑟𝑟𝑟
��

2𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟𝑟𝑟

.        (13)

В случае экспоненциальной метрики Папапетру общая формула вложения (12) дает:

𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±� �𝑒𝑒𝑒𝑒
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑀𝑀𝑀𝑀(1 −𝑀𝑀𝑀𝑀/2𝑟𝑟𝑟𝑟)2

𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟.        (14)

Данный интеграл мы интегрируем численно при  𝑟𝑟𝑟𝑟 > 𝑀𝑀𝑀𝑀/2. Результат представлен на рисунке 4, справа.

 совпадающим с  
Рисунок 3 – Аксиальная форма функции ±𝑧𝑧𝑧𝑧�(𝑅𝑅𝑅𝑅) (слева) и профиля 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑅𝑅𝑅𝑅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) (справа), согласно (11), при 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),

совпадающим с 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) в координатах кривизн.

На рисунке 2, слева показана функция 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), и ее аксиальная форма – на рисунке 3, слева. 
Визуализируемый профиль 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) в (11) показан на рисунке 2, справа, а его аксиальная форма –
на рисунке 3, справа. Тривиальный характер зависимости 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑅𝑅𝑅𝑅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 является артефактом 
использования координат кривизн.

II. В работе (Misner, et al., 1973), задача 37.1(c), предложено реализовать алгоритм 
вложения для исходных изотропных координат с интервалом 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑟𝑟𝑟𝑟)2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟)2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 +
𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2) так, чтобы 2-мерное сечение 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 с интервалом 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 =
−𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 вкладывалось в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство (10), 
аналогично рассмотренному случаю I в координатах кривизн.

Рассмотрим два физически различных случая, когда 𝐴𝐴𝐴𝐴 = (1 + 𝑀𝑀𝑀𝑀/2𝑟𝑟𝑟𝑟)2, для решения 
Шварцшильда в вакууме, либо 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟, для экспоненциальной метрики Папапетру на 
скалярном фоне. При общем условии 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙�, получим 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = (𝐴𝐴𝐴𝐴′𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝐴𝐴𝐴𝐴)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟 ≡ 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.

Тогда из 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 ≡ �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧̅𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟
�
2

= 𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2 и (10) следует двузначная формула вложения для евклидовой 
координаты 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟), т. е. 

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = ±� �𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2
𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟, (12)

которая для изотропной метрики Шварцшильда показывает пересечение ветвей в точке 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/2 и 
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Визуализируемый профиль 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) в (11) показан на рисунке 2, справа, а его аксиальная форма –
на рисунке 3, справа. Тривиальный характер зависимости 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑅𝑅𝑅𝑅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 является артефактом 
использования координат кривизн.

II. В работе (Misner, et al., 1973), задача 37.1(c), предложено реализовать алгоритм 
вложения для исходных изотропных координат с интервалом 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑟𝑟𝑟𝑟)2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟)2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 +
𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2) так, чтобы 2-мерное сечение 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 с интервалом 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 =
−𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 вкладывалось в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство (10), 
аналогично рассмотренному случаю I в координатах кривизн.

Рассмотрим два физически различных случая, когда 𝐴𝐴𝐴𝐴 = (1 + 𝑀𝑀𝑀𝑀/2𝑟𝑟𝑟𝑟)2, для решения 
Шварцшильда в вакууме, либо 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟, для экспоненциальной метрики Папапетру на 
скалярном фоне. При общем условии 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙�, получим 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = (𝐴𝐴𝐴𝐴′𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝐴𝐴𝐴𝐴)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟 ≡ 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.

Тогда из 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 ≡ �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧̅𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟
�
2

= 𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2 и (10) следует двузначная формула вложения для евклидовой 
координаты 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟), т. е. 

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = ±� �𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2
𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟, (12)

которая для изотропной метрики Шварцшильда показывает пересечение ветвей в точке 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/2 и 
перестает быть гладкой (см. рисунок 4, слева и сравни с предыдущим пунктом I), а именно:

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±� �𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑀𝑀𝑀𝑀 + 2𝑟𝑟𝑟𝑟)2

2𝑟𝑟𝑟𝑟3
𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟 = ±2𝑟𝑟𝑟𝑟 �1 −

𝑀𝑀𝑀𝑀
2𝑟𝑟𝑟𝑟
��

2𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟𝑟𝑟

.        (13)

В случае экспоненциальной метрики Папапетру общая формула вложения (12) дает:

𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±� �𝑒𝑒𝑒𝑒
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑀𝑀𝑀𝑀(1 −𝑀𝑀𝑀𝑀/2𝑟𝑟𝑟𝑟)2

𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟.        (14)

Данный интеграл мы интегрируем численно при  𝑟𝑟𝑟𝑟 > 𝑀𝑀𝑀𝑀/2. Результат представлен на рисунке 4, справа.
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Рисунок 3 – Аксиальная форма функции ±𝑧𝑧𝑧𝑧�(𝑅𝑅𝑅𝑅) (слева) и профиля 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑅𝑅𝑅𝑅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) (справа), согласно (11), при 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающим с 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) в координатах кривизн.

На рисунке 2, слева показана функция 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), и ее аксиальная форма – на рисунке 3, слева. 
Визуализируемый профиль 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) в (11) показан на рисунке 2, справа, а его аксиальная форма –
на рисунке 3, справа. Тривиальный характер зависимости 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑅𝑅𝑅𝑅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 является артефактом 
использования координат кривизн.
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аналогично рассмотренному случаю I в координатах кривизн.
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Шварцшильда в вакууме, либо 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟, для экспоненциальной метрики Папапетру на 
скалярном фоне. При общем условии 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙�, получим 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = (𝐴𝐴𝐴𝐴′𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝐴𝐴𝐴𝐴)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟 ≡ 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.
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перестает быть гладкой (см. рисунок 4, слева и сравни с предыдущим пунктом I), а именно:
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В случае экспоненциальной метрики Папапетру общая формула вложения (12) дает:
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𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟.        (14)

Данный интеграл мы интегрируем численно при  𝑟𝑟𝑟𝑟 > 𝑀𝑀𝑀𝑀/2. Результат представлен на рисунке 4, справа.
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скалярном фоне. При общем условии 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙�, получим 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = (𝐴𝐴𝐴𝐴′𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝐴𝐴𝐴𝐴)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟 ≡ 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.
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𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = ±� �𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2
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перестает быть гладкой (см. рисунок 4, слева и сравни с предыдущим пунктом I), а именно:
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В случае экспоненциальной метрики Папапетру общая формула вложения (12) дает:

𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±� �𝑒𝑒𝑒𝑒
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Данный интеграл мы интегрируем численно при  𝑟𝑟𝑟𝑟 > 𝑀𝑀𝑀𝑀/2. Результат представлен на рисунке 4, справа.
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Рисунок 3 – Аксиальная форма функции ±𝑧𝑧𝑧𝑧�(𝑅𝑅𝑅𝑅) (слева) и профиля 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑅𝑅𝑅𝑅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) (справа), согласно (11), при 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающим с 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) в координатах кривизн.

На рисунке 2, слева показана функция 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), и ее аксиальная форма – на рисунке 3, слева. 
Визуализируемый профиль 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) в (11) показан на рисунке 2, справа, а его аксиальная форма –
на рисунке 3, справа. Тривиальный характер зависимости 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑅𝑅𝑅𝑅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 является артефактом 
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вложения для исходных изотропных координат с интервалом 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑟𝑟𝑟𝑟)2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟)2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 +
𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2) так, чтобы 2-мерное сечение 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 с интервалом 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 =
−𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 вкладывалось в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство (10), 
аналогично рассмотренному случаю I в координатах кривизн.

Рассмотрим два физически различных случая, когда 𝐴𝐴𝐴𝐴 = (1 + 𝑀𝑀𝑀𝑀/2𝑟𝑟𝑟𝑟)2, для решения 
Шварцшильда в вакууме, либо 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟, для экспоненциальной метрики Папапетру на 
скалярном фоне. При общем условии 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙�, получим 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = (𝐴𝐴𝐴𝐴′𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝐴𝐴𝐴𝐴)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟 ≡ 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.

Тогда из 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 ≡ �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧̅𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟
�
2

= 𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2 и (10) следует двузначная формула вложения для евклидовой 
координаты 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟), т. е. 

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = ±� �𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2
𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟, (12)

которая для изотропной метрики Шварцшильда показывает пересечение ветвей в точке 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/2 и 
перестает быть гладкой (см. рисунок 4, слева и сравни с предыдущим пунктом I), а именно:

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±� �𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑀𝑀𝑀𝑀 + 2𝑟𝑟𝑟𝑟)2

2𝑟𝑟𝑟𝑟3
𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟 = ±2𝑟𝑟𝑟𝑟 �1 −

𝑀𝑀𝑀𝑀
2𝑟𝑟𝑟𝑟
��

2𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟𝑟𝑟

.        (13)

В случае экспоненциальной метрики Папапетру общая формула вложения (12) дает:

𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±� �𝑒𝑒𝑒𝑒
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑀𝑀𝑀𝑀(1 −𝑀𝑀𝑀𝑀/2𝑟𝑟𝑟𝑟)2

𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟.        (14)

Данный интеграл мы интегрируем численно при  𝑟𝑟𝑟𝑟 > 𝑀𝑀𝑀𝑀/2. Результат представлен на рисунке 4, справа.

, т. е. 
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Рисунок 3 – Аксиальная форма функции ±𝑧𝑧𝑧𝑧�(𝑅𝑅𝑅𝑅) (слева) и профиля 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑅𝑅𝑅𝑅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) (справа), согласно (11), при 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающим с 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) в координатах кривизн.

На рисунке 2, слева показана функция 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), и ее аксиальная форма – на рисунке 3, слева. 
Визуализируемый профиль 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) в (11) показан на рисунке 2, справа, а его аксиальная форма –
на рисунке 3, справа. Тривиальный характер зависимости 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑅𝑅𝑅𝑅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 является артефактом 
использования координат кривизн.

II. В работе (Misner, et al., 1973), задача 37.1(c), предложено реализовать алгоритм 
вложения для исходных изотропных координат с интервалом 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑟𝑟𝑟𝑟)2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟)2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 +
𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2) так, чтобы 2-мерное сечение 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 с интервалом 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 =
−𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 вкладывалось в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство (10), 
аналогично рассмотренному случаю I в координатах кривизн.

Рассмотрим два физически различных случая, когда 𝐴𝐴𝐴𝐴 = (1 + 𝑀𝑀𝑀𝑀/2𝑟𝑟𝑟𝑟)2, для решения 
Шварцшильда в вакууме, либо 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟, для экспоненциальной метрики Папапетру на 
скалярном фоне. При общем условии 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙�, получим 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = (𝐴𝐴𝐴𝐴′𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝐴𝐴𝐴𝐴)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟 ≡ 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.

Тогда из 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 ≡ �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧̅𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟
�
2

= 𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2 и (10) следует двузначная формула вложения для евклидовой 
координаты 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟), т. е. 

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = ±� �𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2
𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟, (12)

которая для изотропной метрики Шварцшильда показывает пересечение ветвей в точке 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/2 и 
перестает быть гладкой (см. рисунок 4, слева и сравни с предыдущим пунктом I), а именно:

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±� �𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑀𝑀𝑀𝑀 + 2𝑟𝑟𝑟𝑟)2

2𝑟𝑟𝑟𝑟3
𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟 = ±2𝑟𝑟𝑟𝑟 �1 −

𝑀𝑀𝑀𝑀
2𝑟𝑟𝑟𝑟
��

2𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟𝑟𝑟

.        (13)

В случае экспоненциальной метрики Папапетру общая формула вложения (12) дает:

𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±� �𝑒𝑒𝑒𝑒
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑀𝑀𝑀𝑀(1 −𝑀𝑀𝑀𝑀/2𝑟𝑟𝑟𝑟)2
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𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟.        (14)

Данный интеграл мы интегрируем численно при  𝑟𝑟𝑟𝑟 > 𝑀𝑀𝑀𝑀/2. Результат представлен на рисунке 4, справа.
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Тогда из 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 ≡ �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧̅𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟
�
2

= 𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2 и (10) следует двузначная формула вложения для евклидовой 
координаты 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟), т. е. 

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = ±� �𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2
𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟, (12)

которая для изотропной метрики Шварцшильда показывает пересечение ветвей в точке 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/2 и 
перестает быть гладкой (см. рисунок 4, слева и сравни с предыдущим пунктом I), а именно:

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±� �𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑀𝑀𝑀𝑀 + 2𝑟𝑟𝑟𝑟)2

2𝑟𝑟𝑟𝑟3
𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟 = ±2𝑟𝑟𝑟𝑟 �1 −

𝑀𝑀𝑀𝑀
2𝑟𝑟𝑟𝑟
��

2𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟𝑟𝑟

.        (13)

В случае экспоненциальной метрики Папапетру общая формула вложения (12) дает:

𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±� �𝑒𝑒𝑒𝑒
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑀𝑀𝑀𝑀(1 −𝑀𝑀𝑀𝑀/2𝑟𝑟𝑟𝑟)2

𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟.        (14)

Данный интеграл мы интегрируем численно при  𝑟𝑟𝑟𝑟 > 𝑀𝑀𝑀𝑀/2. Результат представлен на рисунке 4, справа.. Результат 
представлен на рисунке 4, справа.

Рисунок 3 – Аксиальная форма функции ±𝑧𝑧𝑧𝑧�(𝑅𝑅𝑅𝑅) (слева) и профиля 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑅𝑅𝑅𝑅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) (справа), согласно (11), при 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅),
совпадающим с 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) в координатах кривизн.

На рисунке 2, слева показана функция 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑅𝑅𝑅𝑅), и ее аксиальная форма – на рисунке 3, слева. 
Визуализируемый профиль 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) в (11) показан на рисунке 2, справа, а его аксиальная форма –
на рисунке 3, справа. Тривиальный характер зависимости 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑅𝑅𝑅𝑅) = 𝑅𝑅𝑅𝑅 является артефактом 
использования координат кривизн.

II. В работе (Misner, et al., 1973), задача 37.1(c), предложено реализовать алгоритм 
вложения для исходных изотропных координат с интервалом 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑟𝑟𝑟𝑟)2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑟𝑟𝑟𝑟)2(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 +
𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜃𝜃𝜃𝜃2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟2 sin2 𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2) так, чтобы 2-мерное сечение 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝜃𝜃𝜃𝜃 = 𝜋𝜋𝜋𝜋/2 с интервалом 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 =
−𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴2𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2 вкладывалось в 3-мерное цилиндрическое евклидово пространство (10), 
аналогично рассмотренному случаю I в координатах кривизн.

Рассмотрим два физически различных случая, когда 𝐴𝐴𝐴𝐴 = (1 + 𝑀𝑀𝑀𝑀/2𝑟𝑟𝑟𝑟)2, для решения 
Шварцшильда в вакууме, либо 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟, для экспоненциальной метрики Папапетру на 
скалярном фоне. При общем условии 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝜙𝜙𝜙𝜙�, получим 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = (𝐴𝐴𝐴𝐴′𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝐴𝐴𝐴𝐴)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟 ≡ 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.

Тогда из 𝑧𝑧𝑧𝑧̅′2 ≡ �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧̅𝑧𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟
�
2

= 𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2 и (10) следует двузначная формула вложения для евклидовой 
координаты 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟), т. е. 

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = ±� �𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐷𝐷𝐷𝐷2
𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟, (12)

которая для изотропной метрики Шварцшильда показывает пересечение ветвей в точке 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/2 и 
перестает быть гладкой (см. рисунок 4, слева и сравни с предыдущим пунктом I), а именно:

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±� �𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑀𝑀𝑀𝑀 + 2𝑟𝑟𝑟𝑟)2

2𝑟𝑟𝑟𝑟3
𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟 = ±2𝑟𝑟𝑟𝑟 �1 −

𝑀𝑀𝑀𝑀
2𝑟𝑟𝑟𝑟
��

2𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟𝑟𝑟

.        (13)

В случае экспоненциальной метрики Папапетру общая формула вложения (12) дает:

𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) = ±� �𝑒𝑒𝑒𝑒
2𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟2𝑀𝑀𝑀𝑀(1 −𝑀𝑀𝑀𝑀/2𝑟𝑟𝑟𝑟)2

𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟.        (14)

Данный интеграл мы интегрируем численно при  𝑟𝑟𝑟𝑟 > 𝑀𝑀𝑀𝑀/2. Результат представлен на рисунке 4, справа.

Рисунок 4 – Слева: Двузначная функция вложения в изотропных координатах Шварцшильда 
(13), в отличие от координат кривизн на рисунках 2 и 3, нарушает гладкий характер 

визуализации  
Рисунок 4 – Слева: Двузначная функция вложения в изотропных координатах Шварцшильда (13), в отличие от координат 
кривизн на рисунках 2 и 3, нарушает гладкий характер визуализации 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) из-за пересечения ветвей. Справа: Аналогично, в 

экспоненциальной метрике численным интегрированием в (14) находится двузначный (не гладкий) график 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) на 
расстояниях 𝑟𝑟𝑟𝑟 > 𝑀𝑀𝑀𝑀/2.

III. Для получения искомых профилей 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) необходимо инвертировать найденную выше 
функцию вложения 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟. В изотропных шварцшильдовских координатах мы приходим к 
двузначной формуле инверсии:

𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑟𝑟 �1 +
𝑀𝑀𝑀𝑀
2𝑟𝑟𝑟𝑟�

2

⇒ 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑟𝑟± =
1
2
�𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 𝑀𝑀𝑀𝑀 ± �𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀)� , (15)

а в случае скалярного фона также возникает двузначная инверсия, но теперь в терминах 
функции Ламберта 𝑊𝑊𝑊𝑊(𝑥𝑥𝑥𝑥) (см. рисунок 5, справа):

𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑟̅𝑟𝑟𝑟) = −
𝑀𝑀𝑀𝑀

𝑊𝑊𝑊𝑊 �−𝑀𝑀𝑀𝑀𝑟̅𝑟𝑟𝑟 �
, 𝑊𝑊𝑊𝑊 = � 𝑊𝑊𝑊𝑊0(−𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟̅𝑟𝑟𝑟0),

𝑊𝑊𝑊𝑊−1(−𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟̅𝑟𝑟𝑟−1).         (16)

Практический интерес представляет только основная ветвь, 𝑊𝑊𝑊𝑊0.

Рисунок 5 – Слева: Двузначная инверсия функции 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟 в изотропных 
шварцшильдовских координатах, в соответствии с (15). Справа: Двузначная ламбертовская 
инверсия радиальной координаты в экспоненциальной метрике Папапетру, в соответствии с 
(16).

Промежуточную функцию 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟̅𝑟𝑟𝑟) в изотропных координатах Шварцшильда можно 
получить двумя эквивалентными способами. Первый означает подстановку (15) в интеграл 
(13), что даст:

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟̅𝑟𝑟𝑟) = ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = ±� �𝐴𝐴𝐴𝐴
2

𝐷𝐷𝐷𝐷2 − 1
𝑟̅𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟 =  ±� � 2𝑀𝑀𝑀𝑀

𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀

𝑟̅𝑟𝑟𝑟

0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = ±2�2𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀).        (17)

Второй способ, то есть прямая подстановка последней формулы (15) в правую часть (13) 
дает четырехзначный результат:

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟̅𝑟𝑟𝑟) = ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟±) = ±2 �𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀 ± �𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀)��
𝑀𝑀𝑀𝑀

𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 𝑀𝑀𝑀𝑀 ± √𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀
.        (18)

Однако, в итоге получается однозначная зависимость 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2(𝑟̅𝑟𝑟𝑟) = 8𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀), что после 
инверсии дает профиль вложенной поверхности:

𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = (16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2)/8𝑀𝑀𝑀𝑀, (19)
который показывает ту же зависимость, что и ранее в пункте I (см. (11) и рисунок 3, 

справа). Это совпадение связано с тем, что инвертируемая функция (15) функционально 
совпадает со стандартным преобразованием к координатам кривизн, где типичный масштаб 
горловины 𝑟̅𝑟𝑟𝑟𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 2𝑀𝑀𝑀𝑀 при 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = 0. Очевидно, нет необходимости строить отдельной график 
данной зависимости в вакууме.

В случае скалярного фона Папапетру ламбертовская подстановка (16) с 𝑊𝑊𝑊𝑊 = 𝑊𝑊𝑊𝑊0 в (14) 
приводит к пересчету 𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) в промежуточную функцию 𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟̅𝑟𝑟𝑟):

 из-за пересечения ветвей. Справа: Аналогично, в экспоненциальной 
метрике численным интегрированием в (14) находится двузначный (не гладкий) график  

Рисунок 4 – Слева: Двузначная функция вложения в изотропных координатах Шварцшильда (13), в отличие от координат 
кривизн на рисунках 2 и 3, нарушает гладкий характер визуализации 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) из-за пересечения ветвей. Справа: Аналогично, в 

экспоненциальной метрике численным интегрированием в (14) находится двузначный (не гладкий) график 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) на 
расстояниях 𝑟𝑟𝑟𝑟 > 𝑀𝑀𝑀𝑀/2.

III. Для получения искомых профилей 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) необходимо инвертировать найденную выше 
функцию вложения 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟. В изотропных шварцшильдовских координатах мы приходим к 
двузначной формуле инверсии:

𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑟𝑟 �1 +
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2𝑟𝑟𝑟𝑟�

2

⇒ 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑟𝑟± =
1
2
�𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 𝑀𝑀𝑀𝑀 ± �𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀)� , (15)
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горловины 𝑟̅𝑟𝑟𝑟𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 2𝑀𝑀𝑀𝑀 при 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = 0. Очевидно, нет необходимости строить отдельной график 
данной зависимости в вакууме.

В случае скалярного фона Папапетру ламбертовская подстановка (16) с 𝑊𝑊𝑊𝑊 = 𝑊𝑊𝑊𝑊0 в (14) 
приводит к пересчету 𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) в промежуточную функцию 𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟̅𝑟𝑟𝑟):

  необходимо инвертировать 
найденную выше функцию вложения 

Рисунок 4 – Слева: Двузначная функция вложения в изотропных координатах Шварцшильда (13), в отличие от координат 
кривизн на рисунках 2 и 3, нарушает гладкий характер визуализации 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) из-за пересечения ветвей. Справа: Аналогично, в 

экспоненциальной метрике численным интегрированием в (14) находится двузначный (не гладкий) график 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) на 
расстояниях 𝑟𝑟𝑟𝑟 > 𝑀𝑀𝑀𝑀/2.

III. Для получения искомых профилей 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) необходимо инвертировать найденную выше 
функцию вложения 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟. В изотропных шварцшильдовских координатах мы приходим к 
двузначной формуле инверсии:

𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑟𝑟 �1 +
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�𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 𝑀𝑀𝑀𝑀 ± �𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀)� , (15)

а в случае скалярного фона также возникает двузначная инверсия, но теперь в терминах 
функции Ламберта 𝑊𝑊𝑊𝑊(𝑥𝑥𝑥𝑥) (см. рисунок 5, справа):

𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑟̅𝑟𝑟𝑟) = −
𝑀𝑀𝑀𝑀

𝑊𝑊𝑊𝑊 �−𝑀𝑀𝑀𝑀𝑟̅𝑟𝑟𝑟 �
, 𝑊𝑊𝑊𝑊 = � 𝑊𝑊𝑊𝑊0(−𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟̅𝑟𝑟𝑟0),

𝑊𝑊𝑊𝑊−1(−𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟̅𝑟𝑟𝑟−1).         (16)

Практический интерес представляет только основная ветвь, 𝑊𝑊𝑊𝑊0.

Рисунок 5 – Слева: Двузначная инверсия функции 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟 в изотропных 
шварцшильдовских координатах, в соответствии с (15). Справа: Двузначная ламбертовская 
инверсия радиальной координаты в экспоненциальной метрике Папапетру, в соответствии с 
(16).

Промежуточную функцию 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟̅𝑟𝑟𝑟) в изотропных координатах Шварцшильда можно 
получить двумя эквивалентными способами. Первый означает подстановку (15) в интеграл 
(13), что даст:

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟̅𝑟𝑟𝑟) = ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = ±� �𝐴𝐴𝐴𝐴
2
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0
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = ±2�2𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀).        (17)

Второй способ, то есть прямая подстановка последней формулы (15) в правую часть (13) 
дает четырехзначный результат:

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟̅𝑟𝑟𝑟) = ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟±) = ±2 �𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀 ± �𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀)��
𝑀𝑀𝑀𝑀

𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 𝑀𝑀𝑀𝑀 ± √𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀
.        (18)

Однако, в итоге получается однозначная зависимость 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2(𝑟̅𝑟𝑟𝑟) = 8𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀), что после 
инверсии дает профиль вложенной поверхности:

𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = (16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2)/8𝑀𝑀𝑀𝑀, (19)
который показывает ту же зависимость, что и ранее в пункте I (см. (11) и рисунок 3, 

справа). Это совпадение связано с тем, что инвертируемая функция (15) функционально 
совпадает со стандартным преобразованием к координатам кривизн, где типичный масштаб 
горловины 𝑟̅𝑟𝑟𝑟𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 2𝑀𝑀𝑀𝑀 при 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = 0. Очевидно, нет необходимости строить отдельной график 
данной зависимости в вакууме.

В случае скалярного фона Папапетру ламбертовская подстановка (16) с 𝑊𝑊𝑊𝑊 = 𝑊𝑊𝑊𝑊0 в (14) 
приводит к пересчету 𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) в промежуточную функцию 𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟̅𝑟𝑟𝑟):

. В изотропных шварцшильдовских 
координатах мы приходим к двузначной формуле инверсии:

Рисунок 4 – Слева: Двузначная функция вложения в изотропных координатах Шварцшильда (13), в отличие от координат 
кривизн на рисунках 2 и 3, нарушает гладкий характер визуализации 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) из-за пересечения ветвей. Справа: Аналогично, в 

экспоненциальной метрике численным интегрированием в (14) находится двузначный (не гладкий) график 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) на 
расстояниях 𝑟𝑟𝑟𝑟 > 𝑀𝑀𝑀𝑀/2.

III. Для получения искомых профилей 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) необходимо инвертировать найденную выше 
функцию вложения 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟. В изотропных шварцшильдовских координатах мы приходим к 
двузначной формуле инверсии:
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а в случае скалярного фона также возникает двузначная инверсия, но теперь в терминах 
функции Ламберта 𝑊𝑊𝑊𝑊(𝑥𝑥𝑥𝑥) (см. рисунок 5, справа):

𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑟𝑟𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒𝑒𝑒𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 ⇒ 𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑟̅𝑟𝑟𝑟) = −
𝑀𝑀𝑀𝑀
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, 𝑊𝑊𝑊𝑊 = � 𝑊𝑊𝑊𝑊0(−𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟̅𝑟𝑟𝑟0),

𝑊𝑊𝑊𝑊−1(−𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟̅𝑟𝑟𝑟−1).         (16)

Практический интерес представляет только основная ветвь, 𝑊𝑊𝑊𝑊0.

Рисунок 5 – Слева: Двузначная инверсия функции 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟 в изотропных 
шварцшильдовских координатах, в соответствии с (15). Справа: Двузначная ламбертовская 
инверсия радиальной координаты в экспоненциальной метрике Папапетру, в соответствии с 
(16).

Промежуточную функцию 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟̅𝑟𝑟𝑟) в изотропных координатах Шварцшильда можно 
получить двумя эквивалентными способами. Первый означает подстановку (15) в интеграл 
(13), что даст:

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟̅𝑟𝑟𝑟) = ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = ±� �𝐴𝐴𝐴𝐴
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Второй способ, то есть прямая подстановка последней формулы (15) в правую часть (13) 
дает четырехзначный результат:
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𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 𝑀𝑀𝑀𝑀 ± √𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀
.        (18)

Однако, в итоге получается однозначная зависимость 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2(𝑟̅𝑟𝑟𝑟) = 8𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀), что после 
инверсии дает профиль вложенной поверхности:

𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = (16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2)/8𝑀𝑀𝑀𝑀, (19)
который показывает ту же зависимость, что и ранее в пункте I (см. (11) и рисунок 3, 

справа). Это совпадение связано с тем, что инвертируемая функция (15) функционально 
совпадает со стандартным преобразованием к координатам кривизн, где типичный масштаб 
горловины 𝑟̅𝑟𝑟𝑟𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 2𝑀𝑀𝑀𝑀 при 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = 0. Очевидно, нет необходимости строить отдельной график 
данной зависимости в вакууме.

В случае скалярного фона Папапетру ламбертовская подстановка (16) с 𝑊𝑊𝑊𝑊 = 𝑊𝑊𝑊𝑊0 в (14) 
приводит к пересчету 𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) в промежуточную функцию 𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟̅𝑟𝑟𝑟):

а в случае скалярного фона также возникает двузначная инверсия, но теперь 
в терминах функции Ламберта W(x) (см. рисунок 5, справа):
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Практический интерес представляет только основная ветвь, W0.

Рисунок 4 – Слева: Двузначная функция вложения в изотропных координатах Шварцшильда (13), в отличие от координат 
кривизн на рисунках 2 и 3, нарушает гладкий характер визуализации 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) из-за пересечения ветвей. Справа: Аналогично, в 

экспоненциальной метрике численным интегрированием в (14) находится двузначный (не гладкий) график 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) на 
расстояниях 𝑟𝑟𝑟𝑟 > 𝑀𝑀𝑀𝑀/2.
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а в случае скалярного фона также возникает двузначная инверсия, но теперь в терминах 
функции Ламберта 𝑊𝑊𝑊𝑊(𝑥𝑥𝑥𝑥) (см. рисунок 5, справа):
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𝑊𝑊𝑊𝑊−1(−𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟̅𝑟𝑟𝑟−1).         (16)

Практический интерес представляет только основная ветвь, 𝑊𝑊𝑊𝑊0.

Рисунок 5 – Слева: Двузначная инверсия функции 𝑟̅𝑟𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟 в изотропных 
шварцшильдовских координатах, в соответствии с (15). Справа: Двузначная ламбертовская 
инверсия радиальной координаты в экспоненциальной метрике Папапетру, в соответствии с 
(16).

Промежуточную функцию 𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟̅𝑟𝑟𝑟) в изотропных координатах Шварцшильда можно 
получить двумя эквивалентными способами. Первый означает подстановку (15) в интеграл 
(13), что даст:

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟̅𝑟𝑟𝑟) = ±𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = ±� �𝐴𝐴𝐴𝐴
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Второй способ, то есть прямая подстановка последней формулы (15) в правую часть (13) 
дает четырехзначный результат:
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.        (18)

Однако, в итоге получается однозначная зависимость 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2(𝑟̅𝑟𝑟𝑟) = 8𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑟̅𝑟𝑟𝑟 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀), что после 
инверсии дает профиль вложенной поверхности:

𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = (16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2)/8𝑀𝑀𝑀𝑀, (19)
который показывает ту же зависимость, что и ранее в пункте I (см. (11) и рисунок 3, 

справа). Это совпадение связано с тем, что инвертируемая функция (15) функционально 
совпадает со стандартным преобразованием к координатам кривизн, где типичный масштаб 
горловины 𝑟̅𝑟𝑟𝑟𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 2𝑀𝑀𝑀𝑀 при 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = 0. Очевидно, нет необходимости строить отдельной график 
данной зависимости в вакууме.

В случае скалярного фона Папапетру ламбертовская подстановка (16) с 𝑊𝑊𝑊𝑊 = 𝑊𝑊𝑊𝑊0 в (14) 
приводит к пересчету 𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) в промежуточную функцию 𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟̅𝑟𝑟𝑟):

Рисунок 5 – Слева: Двузначная инверсия функции  
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𝑊𝑊𝑊𝑊−1(−𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟̅𝑟𝑟𝑟−1).         (16)

Практический интерес представляет только основная ветвь, 𝑊𝑊𝑊𝑊0.
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данной зависимости в вакууме.
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 в изотропных шварцшильдовских 
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𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) = (16𝑀𝑀𝑀𝑀2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧̅2)/8𝑀𝑀𝑀𝑀, (19)
который показывает ту же зависимость, что и ранее в пункте I (см. (11) и рисунок 3, 

справа). Это совпадение связано с тем, что инвертируемая функция (15) функционально 
совпадает со стандартным преобразованием к координатам кривизн, где типичный масштаб 
горловины 𝑟̅𝑟𝑟𝑟𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 2𝑀𝑀𝑀𝑀 при 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = 0. Очевидно, нет необходимости строить отдельной график 
данной зависимости в вакууме.
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приводит к пересчету 𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟) в промежуточную функцию 𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟̅𝑟𝑟𝑟):
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Практический интерес представляет только основная ветвь, 𝑊𝑊𝑊𝑊0.
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который показывает ту же зависимость, что и ранее в пункте I (см. (11) и рисунок 3, 
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горловины 𝑟̅𝑟𝑟𝑟𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 2𝑀𝑀𝑀𝑀 при 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ = 0. Очевидно, нет необходимости строить отдельной график 
данной зависимости в вакууме.
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Выражение (20) интегрируется численно (см. рисунок 6, слева) и после инверсии дает 
итоговый профиль 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) для сечения TWH, вложенного в 3-мерное евклидово пространство, 
как показано на рисунке 6, справа. Все это согласуется с основной зависимостью для 
горловины (6) и, в свою очередь, приводит к аксиальной визуализации, качественно 
аналогичной рисунку 3.

К сожалению, данный метод содержит нефизическую зеркальную ±𝑧𝑧𝑧𝑧-симметрию, 
которая, в силу квадратичности по 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ в промежуточных вычислениях, неизбежна в 
рассматриваемом алгоритме вложения.

Рисунок 6 – Слева: Промежуточные функции 𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟�), вычисленные согласно (20). Справа: Результирующий профиль 
𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) для области 𝑟̅𝑟𝑟𝑟/𝑀𝑀𝑀𝑀 > 𝑒𝑒𝑒𝑒 при численной инверсии формулы (20).

Аксиальный вариант визуализации инвариантов кривизны. Продолжим анализ 
инвариантов кривизны, начатый в работах (Boonserm, et al., 2018) и (Turimov, et al., 2022), здесь 
– в контексте прямого сопоставления с TWH Морриса-Торна. 

Для графического сопоставления критерия (4) с инвариантами кривизны мы 
масштабируем их в соответствии с характеристикой Эйлера (см. (23) ниже) и приводим их к 
профилям с одинаковыми размерностями [𝑟𝑟𝑟𝑟] и [𝑟𝑟𝑟𝑟−1]. При этом учитываем, что в 
экспоненциальной метрике существует прямая связь между инвариантом Кречмана 𝐾𝐾𝐾𝐾 ≡
𝑅𝑅𝑅𝑅𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑅𝑅𝑅𝑅𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 и квадратом скаляра Риччи 𝑅𝑅𝑅𝑅 ≡ 𝑅𝑅𝑅𝑅  𝛼𝛼𝛼𝛼
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Переходя в скаляре Риччи к минимизированным размерностям [1/𝑟𝑟𝑟𝑟] ⇔ [𝑟𝑟𝑟𝑟] также 
получаем:
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Как известно, инвариант Гаусса-Бонне 𝒢𝒢𝒢𝒢 связан с характеристикой Эйлера 𝜒𝜒𝜒𝜒 (Buzano, et
al., 2015):
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масштабирования (нормализации) геометрических инвариантов11. Этот фундаментальный 
скаляр имеет структуру:

1 В (Turimov, et al., 2022) применялось безразмерное представление инвариантов кривизны. Вместо множителя 
𝑀𝑀𝑀𝑀4 размерности [𝑟𝑟𝑟𝑟4] в (Turimov, et al., 2022), мы используем безразмерный множитель 𝛼𝛼𝛼𝛼4, следующий из 
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 в промежуточных 
вычислениях, неизбежна в рассматриваемом алгоритме вложения.
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Выражение (20) интегрируется численно (см. рисунок 6, слева) и после инверсии дает 
итоговый профиль 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) для сечения TWH, вложенного в 3-мерное евклидово пространство, 
как показано на рисунке 6, справа. Все это согласуется с основной зависимостью для 
горловины (6) и, в свою очередь, приводит к аксиальной визуализации, качественно 
аналогичной рисунку 3.

К сожалению, данный метод содержит нефизическую зеркальную ±𝑧𝑧𝑧𝑧-симметрию, 
которая, в силу квадратичности по 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ в промежуточных вычислениях, неизбежна в 
рассматриваемом алгоритме вложения.

Рисунок 6 – Слева: Промежуточные функции 𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟�), вычисленные согласно (20). Справа: Результирующий профиль 
𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) для области 𝑟̅𝑟𝑟𝑟/𝑀𝑀𝑀𝑀 > 𝑒𝑒𝑒𝑒 при численной инверсии формулы (20).
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масштабирования (нормализации) геометрических инвариантов11. Этот фундаментальный 
скаляр имеет структуру:

1 В (Turimov, et al., 2022) применялось безразмерное представление инвариантов кривизны. Вместо множителя 
𝑀𝑀𝑀𝑀4 размерности [𝑟𝑟𝑟𝑟4] в (Turimov, et al., 2022), мы используем безразмерный множитель 𝛼𝛼𝛼𝛼4, следующий из 

Рисунок 6 – Слева: Промежуточные функции 

𝑧𝑧𝑧𝑧̅(𝑟̅𝑟𝑟𝑟) = ±�

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

1

�1 + 𝑊𝑊𝑊𝑊0 �−
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟̅𝑟𝑟𝑟 ��

2 − 1

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟̅𝑟𝑟𝑟
𝑟̅𝑟𝑟𝑟

0
.        (20)
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как показано на рисунке 6, справа. Все это согласуется с основной зависимостью для 
горловины (6) и, в свою очередь, приводит к аксиальной визуализации, качественно 
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рассматриваемом алгоритме вложения.
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Выражение (20) интегрируется численно (см. рисунок 6, слева) и после инверсии дает 
итоговый профиль 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) для сечения TWH, вложенного в 3-мерное евклидово пространство, 
как показано на рисунке 6, справа. Все это согласуется с основной зависимостью для 
горловины (6) и, в свою очередь, приводит к аксиальной визуализации, качественно 
аналогичной рисунку 3.

К сожалению, данный метод содержит нефизическую зеркальную ±𝑧𝑧𝑧𝑧-симметрию, 
которая, в силу квадратичности по 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ в промежуточных вычислениях, неизбежна в 
рассматриваемом алгоритме вложения.

Рисунок 6 – Слева: Промежуточные функции 𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟�), вычисленные согласно (20). Справа: Результирующий профиль 
𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) для области 𝑟̅𝑟𝑟𝑟/𝑀𝑀𝑀𝑀 > 𝑒𝑒𝑒𝑒 при численной инверсии формулы (20).

Аксиальный вариант визуализации инвариантов кривизны. Продолжим анализ 
инвариантов кривизны, начатый в работах (Boonserm, et al., 2018) и (Turimov, et al., 2022), здесь 
– в контексте прямого сопоставления с TWH Морриса-Торна. 

Для графического сопоставления критерия (4) с инвариантами кривизны мы 
масштабируем их в соответствии с характеристикой Эйлера (см. (23) ниже) и приводим их к 
профилям с одинаковыми размерностями [𝑟𝑟𝑟𝑟] и [𝑟𝑟𝑟𝑟−1]. При этом учитываем, что в 
экспоненциальной метрике существует прямая связь между инвариантом Кречмана 𝐾𝐾𝐾𝐾 ≡
𝑅𝑅𝑅𝑅𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑅𝑅𝑅𝑅𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 и квадратом скаляра Риччи 𝑅𝑅𝑅𝑅 ≡ 𝑅𝑅𝑅𝑅  𝛼𝛼𝛼𝛼
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Переходя в скаляре Риччи к минимизированным размерностям [1/𝑟𝑟𝑟𝑟] ⇔ [𝑟𝑟𝑟𝑟] также 
получаем:
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Как известно, инвариант Гаусса-Бонне 𝒢𝒢𝒢𝒢 связан с характеристикой Эйлера 𝜒𝜒𝜒𝜒 (Buzano, et
al., 2015):

𝜒𝜒𝜒𝜒 =
1

32𝜋𝜋𝜋𝜋2
∫ 𝒢𝒢𝒢𝒢𝑑𝑑𝑑𝑑𝒢𝒢𝒢𝒢 = 𝛼𝛼𝛼𝛼4∫ 𝒢𝒢𝒢𝒢𝑑𝑑𝑑𝑑𝒢𝒢𝒢𝒢, (23)

где множитель 1/32𝜋𝜋𝜋𝜋2 = 𝛼𝛼𝛼𝛼4 используется на рисунке 7 для соответствующего 
масштабирования (нормализации) геометрических инвариантов11. Этот фундаментальный 
скаляр имеет структуру:

1 В (Turimov, et al., 2022) применялось безразмерное представление инвариантов кривизны. Вместо множителя 
𝑀𝑀𝑀𝑀4 размерности [𝑟𝑟𝑟𝑟4] в (Turimov, et al., 2022), мы используем безразмерный множитель 𝛼𝛼𝛼𝛼4, следующий из 

 при численной инверсии формулы (20).
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масштабируем их в соответствии с характеристикой Эйлера (см. (23) ниже) и 
приводим их к профилям с одинаковыми размерностями [r] и [r-1]. При этом 
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Выражение (20) интегрируется численно (см. рисунок 6, слева) и после инверсии дает 
итоговый профиль 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) для сечения TWH, вложенного в 3-мерное евклидово пространство, 
как показано на рисунке 6, справа. Все это согласуется с основной зависимостью для 
горловины (6) и, в свою очередь, приводит к аксиальной визуализации, качественно 
аналогичной рисунку 3.

К сожалению, данный метод содержит нефизическую зеркальную ±𝑧𝑧𝑧𝑧-симметрию, 
которая, в силу квадратичности по 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ в промежуточных вычислениях, неизбежна в 
рассматриваемом алгоритме вложения.

Рисунок 6 – Слева: Промежуточные функции 𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟�), вычисленные согласно (20). Справа: Результирующий профиль 
𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) для области 𝑟̅𝑟𝑟𝑟/𝑀𝑀𝑀𝑀 > 𝑒𝑒𝑒𝑒 при численной инверсии формулы (20).
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Переходя в скаляре Риччи к минимизированным размерностям [1/𝑟𝑟𝑟𝑟] ⇔ [𝑟𝑟𝑟𝑟] также 
получаем:
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Как известно, инвариант Гаусса-Бонне 𝒢𝒢𝒢𝒢 связан с характеристикой Эйлера 𝜒𝜒𝜒𝜒 (Buzano, et
al., 2015):
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где множитель 1/32𝜋𝜋𝜋𝜋2 = 𝛼𝛼𝛼𝛼4 используется на рисунке 7 для соответствующего 
масштабирования (нормализации) геометрических инвариантов11. Этот фундаментальный 
скаляр имеет структуру:

1 В (Turimov, et al., 2022) применялось безразмерное представление инвариантов кривизны. Вместо множителя 
𝑀𝑀𝑀𝑀4 размерности [𝑟𝑟𝑟𝑟4] в (Turimov, et al., 2022), мы используем безразмерный множитель 𝛼𝛼𝛼𝛼4, следующий из 
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Выражение (20) интегрируется численно (см. рисунок 6, слева) и после инверсии дает 
итоговый профиль 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) для сечения TWH, вложенного в 3-мерное евклидово пространство, 
как показано на рисунке 6, справа. Все это согласуется с основной зависимостью для 
горловины (6) и, в свою очередь, приводит к аксиальной визуализации, качественно 
аналогичной рисунку 3.

К сожалению, данный метод содержит нефизическую зеркальную ±𝑧𝑧𝑧𝑧-симметрию, 
которая, в силу квадратичности по 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ в промежуточных вычислениях, неизбежна в 
рассматриваемом алгоритме вложения.

Рисунок 6 – Слева: Промежуточные функции 𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟�), вычисленные согласно (20). Справа: Результирующий профиль 
𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) для области 𝑟̅𝑟𝑟𝑟/𝑀𝑀𝑀𝑀 > 𝑒𝑒𝑒𝑒 при численной инверсии формулы (20).
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1 В (Turimov, et al., 2022) применялось безразмерное представление инвариантов кривизны. Вместо множителя 
𝑀𝑀𝑀𝑀4 размерности [𝑟𝑟𝑟𝑟4] в (Turimov, et al., 2022), мы используем безразмерный множитель 𝛼𝛼𝛼𝛼4, следующий из 
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Выражение (20) интегрируется численно (см. рисунок 6, слева) и после инверсии дает 
итоговый профиль 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) для сечения TWH, вложенного в 3-мерное евклидово пространство, 
как показано на рисунке 6, справа. Все это согласуется с основной зависимостью для 
горловины (6) и, в свою очередь, приводит к аксиальной визуализации, качественно 
аналогичной рисунку 3.

К сожалению, данный метод содержит нефизическую зеркальную ±𝑧𝑧𝑧𝑧-симметрию, 
которая, в силу квадратичности по 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ в промежуточных вычислениях, неизбежна в 
рассматриваемом алгоритме вложения.

Рисунок 6 – Слева: Промежуточные функции 𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟�), вычисленные согласно (20). Справа: Результирующий профиль 
𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) для области 𝑟̅𝑟𝑟𝑟/𝑀𝑀𝑀𝑀 > 𝑒𝑒𝑒𝑒 при численной инверсии формулы (20).

Аксиальный вариант визуализации инвариантов кривизны. Продолжим анализ 
инвариантов кривизны, начатый в работах (Boonserm, et al., 2018) и (Turimov, et al., 2022), здесь 
– в контексте прямого сопоставления с TWH Морриса-Торна. 
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Выражение (20) интегрируется численно (см. рисунок 6, слева) и после инверсии дает 
итоговый профиль 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) для сечения TWH, вложенного в 3-мерное евклидово пространство, 
как показано на рисунке 6, справа. Все это согласуется с основной зависимостью для 
горловины (6) и, в свою очередь, приводит к аксиальной визуализации, качественно 
аналогичной рисунку 3.

К сожалению, данный метод содержит нефизическую зеркальную ±𝑧𝑧𝑧𝑧-симметрию, 
которая, в силу квадратичности по 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ в промежуточных вычислениях, неизбежна в 
рассматриваемом алгоритме вложения.

Рисунок 6 – Слева: Промежуточные функции 𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟�), вычисленные согласно (20). Справа: Результирующий профиль 
𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) для области 𝑟̅𝑟𝑟𝑟/𝑀𝑀𝑀𝑀 > 𝑒𝑒𝑒𝑒 при численной инверсии формулы (20).
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Выражение (20) интегрируется численно (см. рисунок 6, слева) и после инверсии дает 
итоговый профиль 𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) для сечения TWH, вложенного в 3-мерное евклидово пространство, 
как показано на рисунке 6, справа. Все это согласуется с основной зависимостью для 
горловины (6) и, в свою очередь, приводит к аксиальной визуализации, качественно 
аналогичной рисунку 3.

К сожалению, данный метод содержит нефизическую зеркальную ±𝑧𝑧𝑧𝑧-симметрию, 
которая, в силу квадратичности по 𝑧𝑧𝑧𝑧̅ в промежуточных вычислениях, неизбежна в 
рассматриваемом алгоритме вложения.

Рисунок 6 – Слева: Промежуточные функции 𝑧𝑧𝑧𝑧±̅(𝑟𝑟𝑟𝑟�), вычисленные согласно (20). Справа: Результирующий профиль 
𝑟̅𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧𝑧𝑧̅) для области 𝑟̅𝑟𝑟𝑟/𝑀𝑀𝑀𝑀 > 𝑒𝑒𝑒𝑒 при численной инверсии формулы (20).

Аксиальный вариант визуализации инвариантов кривизны. Продолжим анализ 
инвариантов кривизны, начатый в работах (Boonserm, et al., 2018) и (Turimov, et al., 2022), здесь 
– в контексте прямого сопоставления с TWH Морриса-Торна. 

Для графического сопоставления критерия (4) с инвариантами кривизны мы 
масштабируем их в соответствии с характеристикой Эйлера (см. (23) ниже) и приводим их к 
профилям с одинаковыми размерностями [𝑟𝑟𝑟𝑟] и [𝑟𝑟𝑟𝑟−1]. При этом учитываем, что в 
экспоненциальной метрике существует прямая связь между инвариантом Кречмана 𝐾𝐾𝐾𝐾 ≡
𝑅𝑅𝑅𝑅𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑅𝑅𝑅𝑅𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 и квадратом скаляра Риччи 𝑅𝑅𝑅𝑅 ≡ 𝑅𝑅𝑅𝑅  𝛼𝛼𝛼𝛼
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Переходя в скаляре Риччи к минимизированным размерностям [1/𝑟𝑟𝑟𝑟] ⇔ [𝑟𝑟𝑟𝑟] также 
получаем:
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Как известно, инвариант Гаусса-Бонне 𝒢𝒢𝒢𝒢 связан с характеристикой Эйлера 𝜒𝜒𝜒𝜒 (Buzano, et
al., 2015):
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масштабирования (нормализации) геометрических инвариантов11. Этот фундаментальный 
скаляр имеет структуру:

1 В (Turimov, et al., 2022) применялось безразмерное представление инвариантов кривизны. Вместо множителя 
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в форме комбинации инварианта Кречмана 𝐾𝐾𝐾𝐾 (21) и термодинамического инварианта,
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Рисунок 7 - Профили инвариантов Кречмана 𝐾𝐾𝐾𝐾 (21), Риччи 𝑅𝑅𝑅𝑅 (22), и площадей 𝐴𝐴𝐴𝐴−1 TWH
Морриса-Торна, полученные из 

(4). Профили приведены к размерностям [𝑟𝑟𝑟𝑟] (слева), [𝑟𝑟𝑟𝑟−1] (справа) и масштабированы в 
соответствии с (23). Вертикальные пунктиры фиксируют критические (экстремальные) 
масштабы при 𝑟𝑟𝑟𝑟𝐾𝐾𝐾𝐾 = 0.442𝑀𝑀𝑀𝑀 (зеленый), 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/2 (синий) и 𝑟𝑟𝑟𝑟𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 (красный).

Если сферически симметричные функции, такие как TWH и геометрические профили, 
вытекающие из экспоненциальной метрики Папапетру, известны аналитически или численно, 
как, например, показано на рисунке 7 (a), то их можно визуализовать в терминах 3-мерного 
евклидова пространства (10) в форме регулярных поверхностей вращения, показанных на 
рисунке 8 (сверху). Обратные (по размерности) профили 1/𝑟𝑟𝑟𝑟-типа на рисунке 7 (b) также 
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В операционном смысле, для построения поверхностей вращения можно перейти в 
метрике Папапетру от сферических координат к аксиально-симметричным координатам типа 
Вейля-Льюиса (Lewis, 1932). В результате вместо (1) будем иметь
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑒𝑒𝑒𝑒−2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝜌𝜌𝜌𝜌,𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑒𝑒𝑒𝑒2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝜌𝜌𝜌𝜌,𝑧𝑧𝑧𝑧)(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜌𝜌𝜌𝜌2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 𝜌𝜌𝜌𝜌2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2),        𝜑𝜑𝜑𝜑 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/�𝜌𝜌𝜌𝜌2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2.              (26)

топологического соотношения (23), что в соответствующих случаях приводит к численно эквивалентным 
результатам.

 (синий) и  

𝒢𝒢𝒢𝒢 = 𝐾𝐾𝐾𝐾 − 𝛯𝛯𝛯𝛯, (24)
в форме комбинации инварианта Кречмана 𝐾𝐾𝐾𝐾 (21) и термодинамического инварианта,

𝛯𝛯𝛯𝛯 = 4𝑅𝑅𝑅𝑅𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑅𝑅𝑅𝑅𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 3𝑅𝑅𝑅𝑅2 =
12𝑀𝑀𝑀𝑀4

𝑟𝑟𝑟𝑟8
𝑒𝑒𝑒𝑒−

4𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟𝑟𝑟 .        (25)

Рисунок 7 - Профили инвариантов Кречмана 𝐾𝐾𝐾𝐾 (21), Риччи 𝑅𝑅𝑅𝑅 (22), и площадей 𝐴𝐴𝐴𝐴−1 TWH
Морриса-Торна, полученные из 

(4). Профили приведены к размерностям [𝑟𝑟𝑟𝑟] (слева), [𝑟𝑟𝑟𝑟−1] (справа) и масштабированы в 
соответствии с (23). Вертикальные пунктиры фиксируют критические (экстремальные) 
масштабы при 𝑟𝑟𝑟𝑟𝐾𝐾𝐾𝐾 = 0.442𝑀𝑀𝑀𝑀 (зеленый), 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/2 (синий) и 𝑟𝑟𝑟𝑟𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 (красный).

Если сферически симметричные функции, такие как TWH и геометрические профили, 
вытекающие из экспоненциальной метрики Папапетру, известны аналитически или численно, 
как, например, показано на рисунке 7 (a), то их можно визуализовать в терминах 3-мерного 
евклидова пространства (10) в форме регулярных поверхностей вращения, показанных на 
рисунке 8 (сверху). Обратные (по размерности) профили 1/𝑟𝑟𝑟𝑟-типа на рисунке 7 (b) также 
представляются в виде аксиальных поверхностей на рисунке 8 (снизу). Соответствующие 
экстремумам (минимальные или максимальные) сечения фиксируются вертикальными 
полупрозрачными плоскостями.

В операционном смысле, для построения поверхностей вращения можно перейти в 
метрике Папапетру от сферических координат к аксиально-симметричным координатам типа 
Вейля-Льюиса (Lewis, 1932). В результате вместо (1) будем иметь
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑒𝑒𝑒𝑒−2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝜌𝜌𝜌𝜌,𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑒𝑒𝑒𝑒2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝜌𝜌𝜌𝜌,𝑧𝑧𝑧𝑧)(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜌𝜌𝜌𝜌2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 𝜌𝜌𝜌𝜌2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2),        𝜑𝜑𝜑𝜑 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/�𝜌𝜌𝜌𝜌2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2.              (26)

топологического соотношения (23), что в соответствующих случаях приводит к численно эквивалентным 
результатам.

 (красный).

1  В (Turimov, et al., 2022) применялось безразмерное представление инвариантов кривизны. Вме-
сто множителя M4  размерности  [r4]в (Turimov, et al., 2022), мы используем безразмерный множитель 
ɑ4, следующий из топологического соотношения (23), что в соответствующих случаях приводит к 
численно эквивалентным результатам.
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Если сферически симметричные функции, такие как TWH и геометрические 
профили, вытекающие из экспоненциальной метрики Папапетру, известны 
аналитически или численно, как, например, показано на рисунке 7 (a), то 
их можно визуализовать в терминах 3-мерного евклидова пространства 
(10) в форме регулярных поверхностей вращения, показанных на рисунке 
8 (сверху). Обратные (по размерности) профили 1/r-типа на рисунке 7 (b) 
также представляются в виде аксиальных поверхностей на рисунке 8 (снизу). 
Соответствующие экстремумам (минимальные или максимальные) сечения 
фиксируются вертикальными полупрозрачными плоскостями.

В операционном смысле, для построения поверхностей вращения можно 
перейти в метрике Папапетру от сферических координат к аксиально-
симметричным координатам типа Вейля-Льюиса (Lewis, 1932). В результате 
вместо (1) будем иметь

𝒢𝒢𝒢𝒢 = 𝐾𝐾𝐾𝐾 − 𝛯𝛯𝛯𝛯, (24)
в форме комбинации инварианта Кречмана 𝐾𝐾𝐾𝐾 (21) и термодинамического инварианта,

𝛯𝛯𝛯𝛯 = 4𝑅𝑅𝑅𝑅𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝑅𝑅𝑅𝑅𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 − 𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 3𝑅𝑅𝑅𝑅2 =
12𝑀𝑀𝑀𝑀4

𝑟𝑟𝑟𝑟8
𝑒𝑒𝑒𝑒−

4𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑟𝑟𝑟𝑟 .        (25)

Рисунок 7 - Профили инвариантов Кречмана 𝐾𝐾𝐾𝐾 (21), Риччи 𝑅𝑅𝑅𝑅 (22), и площадей 𝐴𝐴𝐴𝐴−1 TWH
Морриса-Торна, полученные из 

(4). Профили приведены к размерностям [𝑟𝑟𝑟𝑟] (слева), [𝑟𝑟𝑟𝑟−1] (справа) и масштабированы в 
соответствии с (23). Вертикальные пунктиры фиксируют критические (экстремальные) 
масштабы при 𝑟𝑟𝑟𝑟𝐾𝐾𝐾𝐾 = 0.442𝑀𝑀𝑀𝑀 (зеленый), 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/2 (синий) и 𝑟𝑟𝑟𝑟𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 (красный).

Если сферически симметричные функции, такие как TWH и геометрические профили, 
вытекающие из экспоненциальной метрики Папапетру, известны аналитически или численно, 
как, например, показано на рисунке 7 (a), то их можно визуализовать в терминах 3-мерного 
евклидова пространства (10) в форме регулярных поверхностей вращения, показанных на 
рисунке 8 (сверху). Обратные (по размерности) профили 1/𝑟𝑟𝑟𝑟-типа на рисунке 7 (b) также 
представляются в виде аксиальных поверхностей на рисунке 8 (снизу). Соответствующие 
экстремумам (минимальные или максимальные) сечения фиксируются вертикальными 
полупрозрачными плоскостями.

В операционном смысле, для построения поверхностей вращения можно перейти в 
метрике Папапетру от сферических координат к аксиально-симметричным координатам типа 
Вейля-Льюиса (Lewis, 1932). В результате вместо (1) будем иметь
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠2 = 𝑒𝑒𝑒𝑒−2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝜌𝜌𝜌𝜌,𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2 − 𝑒𝑒𝑒𝑒2𝜑𝜑𝜑𝜑(𝜌𝜌𝜌𝜌,𝑧𝑧𝑧𝑧)(𝑑𝑑𝑑𝑑𝜌𝜌𝜌𝜌2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧2 + 𝜌𝜌𝜌𝜌2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝜙𝜙2),        𝜑𝜑𝜑𝜑 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/�𝜌𝜌𝜌𝜌2 + 𝑧𝑧𝑧𝑧2.              (26)

топологического соотношения (23), что в соответствующих случаях приводит к численно эквивалентным 
результатам.

Рисунок 8 - Вверху: Аксиальные поверхности, соответствующие различным [𝑟𝑟𝑟𝑟]-
профилям скалярного поля на рисунке 7 (a), т. е. TWH (I) и геометрических инвариантов (II), 
(III), в единицах 𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑀𝑀𝑀𝑀. Полупрозрачные плоскости фиксируют физические минимумы (или 
максимумы) при 𝑟𝑟𝑟𝑟𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/2 и 𝑟𝑟𝑟𝑟𝐾𝐾𝐾𝐾 = 0.442𝑀𝑀𝑀𝑀, соответственно. Внизу: Аксиальные 
поверхности для обратных [1/𝑟𝑟𝑟𝑟]-профилей на рисунке 7 (b) TWH (IV) и геометрические
инварианты (V), (VI) демонстрируют отсутствие сингулярностей. Вертикальные плоскости 
фиксируют максимумы на соответствующих радиальных расстояниях.

Таким образом, как показано на рисунках 7 и 8, приведенные к степенным размерностям 
типа [𝑟𝑟𝑟𝑟±𝑚𝑚𝑚𝑚] профили инвариантов Кречмана и Риччи имеют физические экстремумы на 
радиальных расстояниях, близких друг к другу 𝑟𝑟𝑟𝑟𝐾𝐾𝐾𝐾 = 0.442𝑀𝑀𝑀𝑀 (зеленый) и 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/2 (синий), 
что полностью согласуется с результатами (Turimov, et al., 2022). В то же время, напомним, 
что в случае TWH соответствующий критический координатный масштаб оказывается вдвое 
больше, 𝑟𝑟𝑟𝑟𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 (красный).

Предложенный метод позволяет визуализовать параметры рассматриваемых профилей, 
избегая упомянутую искусственную зеркальную ±𝑧𝑧𝑧𝑧-симметрию. В частности, координатные 
расстояния, связанные с горловиной типа 𝑟𝑟𝑟𝑟𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 для TWH и 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/2 для инвариантов, 
связанных со скаляром Риччи (Kraniotis, 2022), автоматически сохраняются вместе с 
соответствующими физическими радиальными масштабами. Рассмотренные здесь виды 
аксиальной визуализации топологически эквивалентны и в определённом смысле дополняют 
друг друга, давая достаточно наглядное представление скалярного фона, индуцированного 
метрикой Папапетру. Главное в этой картине, это демонстрация несингулярного поведения 
геометрических инвариантов в экспоненциальной метрике несмотря на то, что сопутствующее 
уравнение Клейна–Гордона удовлетворяется сингулярным ньютоновским потенциалом.

Заключение. Как показано в работе (Boonserm, et al., 2018), экспоненциальная метрика 
Папапетру, независимо от её происхождения, математически может рассматриваться как 
проходимая кротовая нора (TWH), с минимальным масштабом (горловиной) при 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀. В то 
же время, скаляр Риччи и другие геометрические инварианты тензора кривизны, порождаемые 
в указанной метрике непосредственно уравнениями Эйнштейна, формируют вдвое меньший 
экстремальный масштаб 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/2, который, в отличие от TWH, может приводить к 
наблюдаемым физическим эффектам. В частности, это касается термодинамических величин, 

Рисунок 8 - Вверху: Аксиальные поверхности, соответствующие различным [r]-профилям 
скалярного поля на рисунке 7 (a), т. е. TWH (I) и геометрических инвариантов (II), (III), в 

единицах r/M. Полупрозрачные плоскости фиксируют физические минимумы (или максимумы) 
при 

Рисунок 8 - Вверху: Аксиальные поверхности, соответствующие различным [𝑟𝑟𝑟𝑟]-
профилям скалярного поля на рисунке 7 (a), т. е. TWH (I) и геометрических инвариантов (II), 
(III), в единицах 𝑟𝑟𝑟𝑟/𝑀𝑀𝑀𝑀. Полупрозрачные плоскости фиксируют физические минимумы (или 
максимумы) при 𝑟𝑟𝑟𝑟𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑀𝑀𝑀𝑀, 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/2 и 𝑟𝑟𝑟𝑟𝐾𝐾𝐾𝐾 = 0.442𝑀𝑀𝑀𝑀, соответственно. Внизу: Аксиальные 
поверхности для обратных [1/𝑟𝑟𝑟𝑟]-профилей на рисунке 7 (b) TWH (IV) и геометрические
инварианты (V), (VI) демонстрируют отсутствие сингулярностей. Вертикальные плоскости 
фиксируют максимумы на соответствующих радиальных расстояниях.

Таким образом, как показано на рисунках 7 и 8, приведенные к степенным размерностям 
типа [𝑟𝑟𝑟𝑟±𝑚𝑚𝑚𝑚] профили инвариантов Кречмана и Риччи имеют физические экстремумы на 
радиальных расстояниях, близких друг к другу 𝑟𝑟𝑟𝑟𝐾𝐾𝐾𝐾 = 0.442𝑀𝑀𝑀𝑀 (зеленый) и 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/2 (синий), 
что полностью согласуется с результатами (Turimov, et al., 2022). В то же время, напомним, 
что в случае TWH соответствующий критический координатный масштаб оказывается вдвое 
больше, 𝑟𝑟𝑟𝑟𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 (красный).

Предложенный метод позволяет визуализовать параметры рассматриваемых профилей, 
избегая упомянутую искусственную зеркальную ±𝑧𝑧𝑧𝑧-симметрию. В частности, координатные 
расстояния, связанные с горловиной типа 𝑟𝑟𝑟𝑟𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 для TWH и 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/2 для инвариантов, 
связанных со скаляром Риччи (Kraniotis, 2022), автоматически сохраняются вместе с 
соответствующими физическими радиальными масштабами. Рассмотренные здесь виды 
аксиальной визуализации топологически эквивалентны и в определённом смысле дополняют 
друг друга, давая достаточно наглядное представление скалярного фона, индуцированного 
метрикой Папапетру. Главное в этой картине, это демонстрация несингулярного поведения 
геометрических инвариантов в экспоненциальной метрике несмотря на то, что сопутствующее 
уравнение Клейна–Гордона удовлетворяется сингулярным ньютоновским потенциалом.

Заключение. Как показано в работе (Boonserm, et al., 2018), экспоненциальная метрика 
Папапетру, независимо от её происхождения, математически может рассматриваться как 
проходимая кротовая нора (TWH), с минимальным масштабом (горловиной) при 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀. В то 
же время, скаляр Риччи и другие геометрические инварианты тензора кривизны, порождаемые 
в указанной метрике непосредственно уравнениями Эйнштейна, формируют вдвое меньший 
экстремальный масштаб 𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑀𝑀𝑀𝑀/2, который, в отличие от TWH, может приводить к 
наблюдаемым физическим эффектам. В частности, это касается термодинамических величин, 

 соответственно. Внизу: Аксиальные 
поверхности для обратных [1/r]-профилей на рисунке 7 (b) TWH (IV) и геометрические 

инварианты (V), (VI) демонстрируют отсутствие сингулярностей. Вертикальные плоскости 
фиксируют максимумы на соответствующих радиальных расстояниях.



92

ISSN 2224-5227                                                                                                    2. 2025

Таким образом, как показано на рисунках 7 и 8, приведенные к степенным 
размерностям типа  [r+n]профили инвариантов Кречмана и Риччи имеют 
физические экстремумы на радиальных расстояниях, близких друг к другу 
rk=0.442M  (зеленый) и  rR=M/2 (синий), что полностью согласуется с 
результатами (Turimov, et al., 2022). В то же время, напомним, что в случае 
TWH соответствующий критический координатный масштаб оказывается вдвое 
больше,  rA=M (красный).

Предложенный метод позволяет визуализовать параметры рассматриваемых 
профилей, избегая упомянутую искусственную зеркальную +z-симметрию. 
В частности, координатные расстояния, связанные с горловиной типа  rA=M 
для TWH и  rR=M/2 для инвариантов, связанных со скаляром Риччи (Kraniotis, 
2022), автоматически сохраняются вместе с соответствующими физическими 
радиальными масштабами. Рассмотренные здесь виды аксиальной визуализации 
топологически эквивалентны и в определённом смысле дополняют друг друга, 
давая достаточно наглядное представление скалярного фона, индуцированного 
метрикой Папапетру. Главное в этой картине, это демонстрация несингулярного 
поведения геометрических инвариантов в экспоненциальной метрике несмотря 
на то, что сопутствующее уравнение Клейна–Гордона удовлетворяется 
сингулярным ньютоновским потенциалом.

Заключение. Как показано в работе (Boonserm, et al., 2018), экспоненциальная 
метрика Папапетру, независимо от её происхождения, математически может 
рассматриваться как проходимая кротовая нора (TWH), с минимальным 
масштабом (горловиной) при r=M. В то же время, скаляр Риччи и другие 
геометрические инварианты тензора кривизны, порождаемые в указанной 
метрике непосредственно уравнениями Эйнштейна, формируют вдвое 
меньший экстремальный масштаб r=M/2, который, в отличие от TWH, может 
приводить к наблюдаемым физическим эффектам. В частности, это касается 
термодинамических величин, связанных со скалярным фоном (Makukov, et 
al., 2018).  Для изучения специфических особенностей этих сферически-
симметричных геометрических объектов эффективным методом оказывается 
визуальное представление соответствующих радиальных профилей. В данной 
работе это сделано двумя независимыми, но топологически эквивалентными 
способами. Первый, традиционный метод вложения, предложенный Мизнером, 
Торном и Уилером (Misner, et al., 1973), мы детально проработали применительно 
к скалярному фону. На основе второго, прямого ротационного метода, было 
показано, как вся информация, содержащаяся в радиальных профилях, может 
быть сохранена при визуализации соответствующих поверхностей вращения. 
В целом, данный метод оказывается не только достаточно информативен, но и 
важен также с практической точки зрения, так как позволяет получить наиболее 
адекватные представления о допускаемом пространственном распределении 
фундаментального скалярного фона в рамках рассматриваемой модели как 
необходимой предпосылки для изучения в дальнейшем вытекающих отсюда 
физических следствий.
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