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Abstract. We present a systematic dynamical systems analysis of flat Friedmann- 
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) cosmological models in  mTRTRf β+=),(  
gravity, where R is the Ricci scalar and T is the torsion scalar. This approach makes 
it possible to gain a deeper understanding of the model’s evolutionary possibilities, 
including stable phase solutions, conditions for accelerated expansion, and singularity 
scenarios. The phase space is reduced to two dimensions using dimensionless 
variables, and the conditions for de Sitter fixed points, accelerated expansion and 
finite time singularities are derived. We show that this model allows transitions 
between radiation-dominated, matter-dominated, and dark energy-dominated eras, 
but prohibits cyclic or oscillating universes. The stability of fixed points and the role 
of the parameter m are thoroughly investigated. This hybrid modification of gravity 
introduces novel interactions between curvature and torsion terms, leading to distinct 
dynamical behavior. We systematically investigate the stability of critical points and 
analyze the impact of the parameter m on cosmic evolution. Notably, for 5.0>m , 
late-time acceleration is naturally achieved through de Sitter attractors. However, the 
model does not permit phantom crossing, as the effective dark energy equation of state 
depends explicitly on m and matter-radiation interactions. Furthermore, we classify 
possible finite time singularities and their dependence on the model parameters. Our 
findings suggest that the mTRTRf β+=),(  framework offers a viable alternative 
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for explaining late-time acceleration without exotic components. The findings indicate 
that the model is physically viable and can be further tested against observational 
data. Practically, this study contributes to a better understanding of cosmic evolution 
and provides a foundation for the development of new theories of gravity.

Keywords: cosmology, dark energy, dark matter, observational constraints, 
),( TRf  gravity
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Аннотация. Біз берілген жұмыста mTRTRf β+=),(  гравитациясындағы 
жазық Фридман-Леметр-Робертсон-Уокер (ФЛРУ) космологиялық модельдерін 
жүйелі динамикалық жүйелер әдісімен талдаймыз. Бұл тәсіл модельдің 
эволюциялық мүмкіндіктерін, оның ішінде тұрақты фазалық шешімдерді, 
үдемелі ұлғаю шарттарын және сингулярлық сценарийлерін тереңірек 
түсіндіруге мүмкіндік береді. Мұнда R - Риччи скаляры және T - бұралу скаляры. 
Фазалық кеңістік өлшемсіз айнымалыларды пайдалана отырып, екі өлшемге 
дейін қысқартылды және де Ситтер нүктелерінің шарттары, үдемелі ұлғаю 
және шекті уақыт сингулярлықтары анықталды. Бұл модельдің радиацияға, 
материяға және күңгірт энергияға басымдық беретін эволюциялар арасында 
ауысуға мүмкіндік беретіні, бірақ айналмалы немесе тербелмелі ғаламдарды 
жоққа шығаратыны көрсетілді. Тұрақты нүктелердің тұрақтылығы мен 
параметр m- нің рөлі жан-жақты зерттелді. Бұл гибридті гравитациялық модель 
қисықтық пен бұралуды байланыстыратын жаңа өзара әрекеттесулерді енгізеді, 
нәтижесінде ғаламның динамикасы өзгеше сипат алады. Біз жүйенің критикалық 
нүктелерінің орнықтылығын зерттеп, m параметрінің ғаламның кеңеюіне әсерін 
қарастырамыз. Егер 5.0>m  болса, онда ғаламның кеш кезеңдегі жеделдетілуі 
де Ситтер аттракторы арқылы жүзеге асады. Бірақ модельде фантомдық 
шекараның  қиылысуы болмайды, өйткені күңгірт энергияның тиімді күй теңдеуі 
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m және материя мен сәулеленудің әсерлесуіне тәуелді. Сонымен қатар, біз соңғы 
уақыттық сингулярлықтардың түрлерін жіктеп, олардың модель параметрлеріне 
қалай тәуелді екенін анықтаймыз. Алынған нәтижелер mTRTRf β+=),(  
түріндегі гравитациялық модификация ғаламның кеш кезеңдегі үдемелі 
ұлғаюын экзотикалық энергия құрамдастарынсыз түсіндіре алатынын көрсетеді. 
Алынған нәтижелер бұл модельдің физикалық жағынан жарамды екенін және 
нақты бақылау деректерімен салыстырып тексеруге болатынын көрсетеді. 
Практикалық маңызы ретінде, бұл модель ғаламның эволюциясын түсіндірумен 
қатар, гравитацияның жаңа түрлерін зерттеуге негіз болады.

Түйін сөздер: космология, күңгірт энергия, күңгірт материя, бақылау шектері,
),( TRf  гравитациясы
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Аннотация. Мы представляем динамический системный анализ плоских 
космологических моделей Фридмана-Леметра-Робертсона-Уокера (ФРЛУ) в 
гравитации mTRTRf β+=),( , где R — скаляр Риччи, а T — скаляр кручения. 
Этот подход позволяет глубже понять эволюционные возможности модели, 
включая устойчивые фазовые решения, условия ускоренного расширения и 
сингулярные сценарии. Фазовое пространство сводится к двум измерениям 
с использованием безразмерных переменных, и выводятся условия для 
неподвижных точек де Ситтера, ускоренного расширения и конечных 
временных сингулярностей. Мы показываем, что эта модель допускает 
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переходы между эпохами, в которых доминирует излучение, материя и 
темная энергия, но запрещает циклические или осциллирующие вселенные. 
Устойчивость неподвижных точек и роль параметра m тщательно исследуются. 
Эта гибридная модификация гравитации вводит новые взаимодействия между 
терминами кривизны и кручения, что приводит к отчетливому динамическому 
поведению. Мы систематически исследуем устойчивость критических точек и 
анализируем влияние параметра m на космическую эволюцию. В частности, для 

5.0>m  ускорение в позднее время естественным образом достигается через 
аттракторы де Ситтера. Однако модель не допускает фантомного пересечения, 
поскольку эффективное уравнение состояния темной энергии явно зависит от 
m и взаимодействий материи и излучения. Кроме того, мы классифицируем 
возможные конечные временные сингулярности и их зависимость от параметров 
модели. Наши результаты показывают, что структура mTRTRf β+=),(  
предлагает жизнеспособную альтернативу для объяснения позднего ускорения 
без экзотических компонентов. Полученные результаты свидетельствуют 
о физической состоятельности модели и ее потенциале для дальнейшего 
сопоставления с наблюдательными данными. Практически данное исследование 
может способствовать более глубокому пониманию эволюции Вселенной и 
развитию новых теорий гравитации.

Ключевые слова: космология, темная энергия, темная материя, пределы 
наблюдения, ),( TRf  гравитация

Кіріспе. Модификацияланған гравитация теорияларындағы космологиялық 
модельдерді зерттеу күңгірт энергия мен ғарыштық ұлғаюға байланысты 
туындаған мәселелерге ерекше назар аударуды талап етеді (Møller, 1961: 2; Cho, 
1976: 2; Hayashi, 1977: 2;  Faraoni, 2011: 2). Осы теориялардың ішінде )(Rf  
және )(Tf  гравитациясы Жалпы салыстырмалық теориясының (ЖСТ) ықтимал 
модификациясы ретінде кеңінен зерттелген (Aldrovandi, 2013: 2; Maluf, 2013: 
2; Felice, 2010: 2). Бұл түрлендірулер космологиялық тұрақтыны қажет етпей, 
Ғаламның үдемелі ұлғаюына толық түсініктеме бере алады. Бұл жұмыста біз 
гравитациялық әрекетте )(R  қисықтық және )(T бұралу негізіндегі  терминдерді 
қосатын mTRTRf β+=),(  жаңа гибридті моделін зерттейміз (Shabani, 
2018: 3; Harko, 2011: 3). Бұл модель Риччи скаляры мен бұралу скалярын 
тривиалды емес түрде біріктіру арқылы ғарыштық динамиканы түсіндірудің 
жаңа әдісін ұсынады. ФЛРУ космологиясындағы бұралу скаляры 26HT −=
және Риччи скаляры  )2(6 2HHR +=

•

болғандықтан, H және 
•

H  арасында 
байланыс пайда болып, ерекше динамикалық қасиеттерге әкеледі(Bengochea, 
2009: 4; Linder, 2010: 3). Біз бұл жүйені динамикалық жүйелер теориясы 
арқылы талдап, оның жалпы сипаттамаларын зерттейміз. Дәстүрлі )(Rf  
модельдері Риччи скалярының функцияларын гравитациялық әрекетке енгізіп, 
Эйнштейн өріс теңдеулерін өзгертуге мүмкіндік береді. Сол сияқты, )(Tf  
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гравитация теориялары бұралу скалярының функцияларын қарастыра отырып, 
гравитацияның телепараллельдік тұжырымын өзгертеді (Li, 2011: 3; Farrugia, 
2016: 2; Ong, 2013: 3). Ұсынылған ),( TRf  гибридті модель екі элементтерді 
біріктіру арқылы осы тәсілдерді кеңейтіп, бірегей динамикалық қасиеттерге ие 
болады. Біздің талдауымызда біз фазалық кеңістікті екі өлшемге дейін азайтамыз, 
бұл космологиялық шешімдердің жалпы қасиеттерін алуға мүмкіндік береді. 
Атап айтқанда, біз тұрақты үдемелі ұлғаю үшін маңызды болып саналатын де 
Ситтер аттракторларының болуына, сондай-ақ, күрт космологиялық ауысуларға 
әкелуі мүмкін соңғы уақыттық ерекшеліктердің ықтималдылығы болуына назар 
аударамыз.

Сонымен қатар, әртүрлі ғарыштық дәуірлер арасындағы ауысуларды, соның 
ішінде радиация басым, материя басым және күңгірт энергия басым фазаларды 
талдаймыз (Jarv, 2016: 5; Hayashi, 1979: 4; Krššák, 2016: 4; Bamba, 2016: 3; 
Paliathanasis, 2016: 4). Біздің қорытындыларымыз m  параметрінің осы ауысуларды 
басқаруда шешуші рөл атқаратынын көрсетеді. Модель радиациядан күңгірт 
энергияның үстемдігіне дейін бірқалыпты эволюцияға мүмкіндік береді, бұл 
Фридман функциясының әрекетінде көрінеді ).21()6(6)( 22 mHHHW m −−+= β   
Бұл зерттеуде біз ұсынылған mTRTRf β+=),(  моделі физикалық негізделген 
эволюциялық сценарийлерді қамтамасыз ете отырып, әртүрлі космологиялық 
дәуірлер арасындағы ауысуларды сипаттай алатынын көрсетеміз. Алайда, 
модель циклдік сценарийлерді жоққа шығарып, фантомдық қиылыстарға жол 
бермейді. Біз негізгі бақылау салдарын қарастырып, астрофизикалық деректерді 
пайдалана отырып, модельді сынау мүмкіндігін қоса, одан әрі зерттеулердің 
бағыттарын анықтаймыз. Атап айтқанда, бұл теорияның әрі қарай дамуы 
инфляцияны, күңгірт энергия құрылымын және ерте ғаламның эволюциясын 
тереңірек түсінуге мүмкіндік беруі мүмкін. Модель бойынша жеделдетілген 

кеңею 0/ >
••

aa  шартымен сипатталады, ал эффективті күңгірт энергияның 

күй теңдеуі 

Эйнштейн өріс теңдеулерін өзгертуге мүмкіндік береді. Сол сияқты, )(Tf гравитация 
теориялары бұралу скалярының функцияларын қарастыра отырып, гравитацияның 
телепараллельдік тұжырымын өзгертеді (Li, 2011: 3; Farrugia, 2016: 2; Ong, 2013: 3). 
Ұсынылған ),( TRf гибридті модель екі элементтерді біріктіру арқылы осы тәсілдерді 
кеңейтіп, бірегей динамикалық қасиеттерге ие болады. Біздің талдауымызда біз фазалық 
кеңістікті екі өлшемге дейін азайтамыз, бұл космологиялық шешімдердің жалпы қасиеттерін 
алуға мүмкіндік береді. Атап айтқанда, біз тұрақты үдемелі ұлғаю үшін маңызды болып 
саналатын де Ситтер аттракторларының болуына, сондай-ақ, күрт космологиялық ауысуларға 
әкелуі мүмкін соңғы уақыттық ерекшеліктердің ықтималдылығы болуына назар аударамыз.

Сонымен қатар, әртүрлі ғарыштық дәуірлер арасындағы ауысуларды, соның ішінде 
радиация басым, материя басым және күңгірт энергия басым фазаларды талдаймыз (Jarv, 2016:
5; Hayashi, 1979: 4; Krššák, 2016: 4; Bamba, 2016: 3; Paliathanasis, 2016: 4). Біздің 
қорытындыларымыз m параметрінің осы ауысуларды басқаруда шешуші рөл атқаратынын 
көрсетеді. Модель радиациядан күңгірт энергияның үстемдігіне дейін бірқалыпты эволюцияға 
мүмкіндік береді, бұл Фридман функциясының әрекетінде көрінеді 

).21()6(6)( 22 mHHHW m −−+=  Бұл зерттеуде біз ұсынылған mTRTRf +=),( моделі 
физикалық негізделген эволюциялық сценарийлерді қамтамасыз ете отырып, әртүрлі 
космологиялық дәуірлер арасындағы ауысуларды сипаттай алатынын көрсетеміз. Алайда, 
модель циклдік сценарийлерді жоққа шығарып, фантомдық қиылыстарға жол бермейді. Біз 
негізгі бақылау салдарын қарастырып, астрофизикалық деректерді пайдалана отырып, 
модельді сынау мүмкіндігін қоса, одан әрі зерттеулердің бағыттарын анықтаймыз. Атап 
айтқанда, бұл теорияның әрі қарай дамуы инфляцияны, күңгірт энергия құрылымын және ерте 
ғаламның эволюциясын тереңірек түсінуге мүмкіндік беруі мүмкін. Модель бойынша 

жеделдетілген кеңею 0/ >
••

aa шартымен сипатталады, ал эффективті күңгірт энергияның күй 

теңдеуі
3

)3(1 +
+−=

Xm
DE болып табылады. 75.0=m болған  жағдайда, модель үдемелі 

ұлғаюды қамтамасыз етіп, фантомдық қиылыстарды болдырмайды. Сонымен қатар, 
гравитациялық толқындар мен ғаламның ауқымды құрылымын зерттеу үшін болашақ ғылыми 
миссияларды пайдалана отырып, модельді эксперименталды тұрғыда сынау маңызды. Бұл 
модельдің тұрақты де Ситтер аттракторларына ие болуы 0)( =∗YW шартымен расталады, 
мұнда )(HW – модификацияланған Фридман функциясы. Осылайша, біздің зерттеуіміз 
Ғаламның үдемелі ұлғаюының балама механизмдерін түсінуге үлес қосады, олар қисықтық 
пен бұралу әсерлерінің комбинациясына негізделген. 

Материалдар мен әдістер. Космологиядағы динамикалық жүйелер әдісі
Динамикалық жүйелер әдісі — бұл ғаламның эволюциясын зерттеуге арналған сапалық 

тәсіл. Бұл әдіс дәстүрлі түрде қолданылатын Фридман немесе Эйнштейн теңдеулерінің нақты 
шешімдерін іздеудің орнына, оларды бірінші ретті қарапайым дифференциалдық теңдеулер 
жүйесі түрінде қайта жазуға мүмкіндік береді. Осылайша, ғаламның даму үрдісін фазалық 
кеңістіктегі жүйенің қасиеттерін — мысалы, стационарлық нүктелер мен олардың 
тұрақтылығын талдау арқылы зерттеуге болады (Hohmann, 2017: 4).

Космологияда ғаламның эволюциясы масштабтық фактор, Хаббл параметрі, әртүрлі 
компоненттердің энергия тығыздығы және скалярлық өрістер секілді шамалармен 
сипатталады. Осы айнымалыларды өлшемсіз түрде қайта анықтау арқылы космологиялық 
теңдеулерді автономды дифференциалдық жүйеге айналдыруға болады. Жүйенің эволюциясы 
осы жаңа айнымалылармен құрылған фазалық кеңістіктегі траекториялар арқылы 
сипатталады.

Бұл әдістің негізгі кезеңдері:
1. Теңдеулерді өлшемсіз және қалыпқа келтірілген айнымалылар арқылы өрнектеу.
2. Космологиялық теңдеулерді осы айнымалылар арқылы қайта жазу.
3. Туынды шамалар нөлге тең болатын стационарлық (критикалық) нүктелерді табу.

3
)3(1 +

+−=
Xm

DEω  болып табылады. 75.0=m 0.75 болған  
жағдайда, модель үдемелі ұлғаюды қамтамасыз етіп, фантомдық қиылыстарды 
болдырмайды. Сонымен қатар, гравитациялық толқындар мен ғаламның 
ауқымды құрылымын зерттеу үшін болашақ ғылыми миссияларды пайдалана 
отырып, модельді эксперименталды тұрғыда сынау маңызды. Бұл модельдің 
тұрақты де Ситтер аттракторларына ие болуы 0)( =∗YW  шартымен расталады, 
мұнда )(HW  – модификацияланған Фридман функциясы. Осылайша, біздің 
зерттеуіміз Ғаламның үдемелі ұлғаюының балама механизмдерін түсінуге үлес 
қосады, олар қисықтық пен бұралу әсерлерінің комбинациясына негізделген. 

Материалдар мен әдістер. Космологиядағы динамикалық жүйелер әдісі
Динамикалық жүйелер әдісі — бұл ғаламның эволюциясын зерттеуге 

арналған сапалық тәсіл. Бұл әдіс дәстүрлі түрде қолданылатын Фридман немесе 
Эйнштейн теңдеулерінің нақты шешімдерін іздеудің орнына, оларды бірінші 
ретті қарапайым дифференциалдық теңдеулер жүйесі түрінде қайта жазуға 



99

Reports  of the Academy of Sciences of the Republic of Kazakhstan

мүмкіндік береді. Осылайша, ғаламның даму үрдісін фазалық кеңістіктегі 
жүйенің қасиеттерін — мысалы, стационарлық нүктелер мен олардың 
тұрақтылығын талдау арқылы зерттеуге болады (Hohmann, 2017: 4).

Космологияда ғаламның эволюциясы масштабтық фактор, Хаббл параметрі, 
әртүрлі компоненттердің энергия тығыздығы және скалярлық өрістер секілді 
шамалармен сипатталады. Осы айнымалыларды өлшемсіз түрде қайта анықтау 
арқылы космологиялық теңдеулерді автономды дифференциалдық жүйеге 
айналдыруға болады. Жүйенің эволюциясы осы жаңа айнымалылармен 
құрылған фазалық кеңістіктегі траекториялар арқылы сипатталады.

Бұл әдістің негізгі кезеңдері:
1.	 Теңдеулерді өлшемсіз және қалыпқа келтірілген айнымалылар арқылы 

өрнектеу.
2.	 Космологиялық теңдеулерді осы айнымалылар арқылы қайта жазу.
3.	 Туынды шамалар нөлге тең болатын стационарлық (критикалық) 

нүктелерді табу.
4.	 Бұл нүктелер маңындағы жүйені линеаризациялау және Якоби 

матрицасының меншікті мәндері арқылы тұрақтылықты талдау.
5.	 Әрбір нүктенің физикалық мағынасын анықтау (мысалы, материяның 

үстемдік ету дәуірі, радиациялық кезең, үдемелі ұлғаю) және олардың ғалам 
эволюциясындағы рөлін сипаттау.

Бұл әдіс әсіресе күрделі космологиялық модельдерді — мысалы, скалярлық 
өрістермен, күңгірт энергиямен немесе модификацияланған гравитация 
теорияларын зерттегенде тиімді. Ол ғаламның кейінгі даму сценарийлерін, 
үдеу шарттарын және әртүрлі бастапқы шарттарға қарамастан жүйе ұмтылатын 
тартымды шешімдердің (аттракторлардың) болуын талдауға мүмкіндік береді. 
Қорытындылай келе, космологиядағы динамикалық жүйелер әдісі — бұл түрлі 
космологиялық модельдердің қасиеттерін, тұрақтылығын және сапалық мінез-
құлқын терең түсінуге мүмкіндік беретін маңызды құрал.

Біз қарастыратын ),( TRf  гравитациясының әрекеті келесідей:

4. Бұл нүктелер маңындағы жүйені линеаризациялау және Якоби матрицасының 
меншікті мәндері арқылы тұрақтылықты талдау.

5. Әрбір нүктенің физикалық мағынасын анықтау (мысалы, материяның үстемдік ету 
дәуірі, радиациялық кезең, үдемелі ұлғаю) және олардың ғалам эволюциясындағы рөлін 
сипаттау.

Бұл әдіс әсіресе күрделі космологиялық модельдерді — мысалы, скалярлық өрістермен, 
күңгірт энергиямен немесе модификацияланған гравитация теорияларын зерттегенде тиімді. 
Ол ғаламның кейінгі даму сценарийлерін, үдеу шарттарын және әртүрлі бастапқы шарттарға 
қарамастан жүйе ұмтылатын тартымды шешімдердің (аттракторлардың) болуын талдауға 
мүмкіндік береді. Қорытындылай келе, космологиядағы динамикалық жүйелер әдісі — бұл 
түрлі космологиялық модельдердің қасиеттерін, тұрақтылығын және сапалық мінез-құлқын 
терең түсінуге мүмкіндік беретін маңызды құрал.

Біз қарастыратын ),( TRf гравитациясының әрекеті келесідей:
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= тетраданың детерминанты,  және m - тұрақты параметрлер, G –
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мұнда Фридман функциясы:
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Хаббл параметрі H және энергия тығыздықтары Фридманның алгебралық шектеуі 
салдарынан бір-бірінен тәуелсіз емес. Осыған байланысты, біздің динамикалық жүйеміздің 
физикалық фазалық кеңістігі — бұл кеңістіктегі коөлшемділігі 1 болатын гипербетті құрайды,
яғни {𝐻𝐻𝐻𝐻 ∈ (−∞,∞),𝜌𝜌𝜌𝜌𝑟𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞),𝜌𝜌𝜌𝜌𝑚𝑚𝑚𝑚 ∈ [0,∞)}.

Фазалық кеңістікті қысқарту үшін өлшемсіз айнымалыларды келесі күйде анықтаймыз:
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мұнда 1,1)(−∈Y және [0,1]∈X . Физикалық фазалық кеңістік:
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мұндағы )det( Aee µ=  тетраданың детерминанты, β  және m  - тұрақты 
параметрлер, G – гравитациялық тұрақты. Жазық ФЛРУ ғаламы үшін, 
масштабтық коэффициент )(ta , бұралу скаляры T 26HÒ −= , ал Риччи 
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HHR Әрекеттің вариациясын есептеу нәтижесінде 
модификацияланған Фридман теңдеулері:

4. Бұл нүктелер маңындағы жүйені линеаризациялау және Якоби матрицасының 
меншікті мәндері арқылы тұрақтылықты талдау.

5. Әрбір нүктенің физикалық мағынасын анықтау (мысалы, материяның үстемдік ету 
дәуірі, радиациялық кезең, үдемелі ұлғаю) және олардың ғалам эволюциясындағы рөлін 
сипаттау.

Бұл әдіс әсіресе күрделі космологиялық модельдерді — мысалы, скалярлық өрістермен, 
күңгірт энергиямен немесе модификацияланған гравитация теорияларын зерттегенде тиімді. 
Ол ғаламның кейінгі даму сценарийлерін, үдеу шарттарын және әртүрлі бастапқы шарттарға 
қарамастан жүйе ұмтылатын тартымды шешімдердің (аттракторлардың) болуын талдауға 
мүмкіндік береді. Қорытындылай келе, космологиядағы динамикалық жүйелер әдісі — бұл 
түрлі космологиялық модельдердің қасиеттерін, тұрақтылығын және сапалық мінез-құлқын 
терең түсінуге мүмкіндік беретін маңызды құрал.

Біз қарастыратын ),( TRf гравитациясының әрекеті келесідей:
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Хаббл параметрі H және энергия тығыздықтары Фридманның алгебралық шектеуі 
салдарынан бір-бірінен тәуелсіз емес. Осыған байланысты, біздің динамикалық жүйеміздің 
физикалық фазалық кеңістігі — бұл кеңістіктегі коөлшемділігі 1 болатын гипербетті құрайды,
яғни {𝐻𝐻𝐻𝐻 ∈ (−∞,∞),𝜌𝜌𝜌𝜌𝑟𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞),𝜌𝜌𝜌𝜌𝑚𝑚𝑚𝑚 ∈ [0,∞)}.

Фазалық кеңістікті қысқарту үшін өлшемсіз айнымалыларды келесі күйде анықтаймыз:
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мұнда 1,1)(−∈Y және [0,1]∈X . Физикалық фазалық кеңістік:

{ }.0)([0,1],1,1),(|),(= ≥∈−∈Ρ HWXYXY (6)

Уақыт айнымалысы ретінде aN ln= -ны қолданғанда, жүйе былай жазылады:
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4. Бұл нүктелер маңындағы жүйені линеаризациялау және Якоби матрицасының 
меншікті мәндері арқылы тұрақтылықты талдау.

5. Әрбір нүктенің физикалық мағынасын анықтау (мысалы, материяның үстемдік ету 
дәуірі, радиациялық кезең, үдемелі ұлғаю) және олардың ғалам эволюциясындағы рөлін 
сипаттау.

Бұл әдіс әсіресе күрделі космологиялық модельдерді — мысалы, скалярлық өрістермен, 
күңгірт энергиямен немесе модификацияланған гравитация теорияларын зерттегенде тиімді. 
Ол ғаламның кейінгі даму сценарийлерін, үдеу шарттарын және әртүрлі бастапқы шарттарға 
қарамастан жүйе ұмтылатын тартымды шешімдердің (аттракторлардың) болуын талдауға 
мүмкіндік береді. Қорытындылай келе, космологиядағы динамикалық жүйелер әдісі — бұл 
түрлі космологиялық модельдердің қасиеттерін, тұрақтылығын және сапалық мінез-құлқын 
терең түсінуге мүмкіндік беретін маңызды құрал.

Біз қарастыратын ),( TRf гравитациясының әрекеті келесідей:
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Хаббл параметрі H және энергия тығыздықтары Фридманның алгебралық шектеуі 
салдарынан бір-бірінен тәуелсіз емес. Осыған байланысты, біздің динамикалық жүйеміздің 
физикалық фазалық кеңістігі — бұл кеңістіктегі коөлшемділігі 1 болатын гипербетті құрайды,
яғни {𝐻𝐻𝐻𝐻 ∈ (−∞,∞),𝜌𝜌𝜌𝜌𝑟𝑟𝑟𝑟 ∈ [0,∞),𝜌𝜌𝜌𝜌𝑚𝑚𝑚𝑚 ∈ [0,∞)}.

Фазалық кеңістікті қысқарту үшін өлшемсіз айнымалыларды келесі күйде анықтаймыз:
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мұнда 1,1)(−∈Y және [0,1]∈X . Физикалық фазалық кеңістік:

{ }.0)([0,1],1,1),(|),(= ≥∈−∈Ρ HWXYXY (6)

Уақыт айнымалысы ретінде aN ln= -ны қолданғанда, жүйе былай жазылады:
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мұнда Фридман функциясы:
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Хаббл параметрі H және энергия тығыздықтары Фридманның алгебралық 
шектеуі салдарынан бір-бірінен тәуелсіз емес. Осыған байланысты, біздің 
динамикалық жүйеміздің физикалық фазалық кеңістігі — бұл кеңістіктегі 
коөлшемділігі 1 болатын гипербетті құрайды, яғни 
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мұнда 1,1)(−∈Y  және [0,1]∈X . Физикалық фазалық кеңістік:
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Нәтижелер мен талқылау. Біз жүйенің критикалық нүктелерінің 
орнықтылығын зерттеп, m  параметрінің ғаламның кеңеюіне әсерін 
қарастырамыз. Егер 5.0>  болса, онда ғаламның кеш кезеңдегі жеделдетілуі де 
Ситтер аттракторы арқылы жүзеге асады. Бірақ модельде фантомдық шекараның  
қиылысуы болмайды, өйткені күңгірт энергияның тиімді күй теңдеуі m  және 
материя мен сәулеленудің әсерлесуіне тәуелді.

Тұрақты нүктелер келесі шарттарды қанағаттандырады:

Нәтижелер мен талқылау. Біз жүйенің критикалық нүктелерінің орнықтылығын 
зерттеп, m параметрінің ғаламның кеңеюіне әсерін қарастырамыз. Егер 5.0>m болса, онда 
ғаламның кеш кезеңдегі жеделдетілуі де Ситтер аттракторы арқылы жүзеге асады. Бірақ 
модельде фантомдық шекараның  қиылысуы болмайды, өйткені күңгірт энергияның тиімді 
күй теңдеуі m және материя мен сәулеленудің әсерлесуіне тәуелді.

Тұрақты нүктелер келесі шарттарды қанағаттандырады:
0=/dNdY және 0=/dNdX

Негізгі тұрақты нүктелер:
1) Де Ситтер нүктелері: 0= * ≠YY , 0=X немесе 1=X , мұнда 0=)( *YW .
2) Минковский нүктесі: 0=Y , [0,1]∈X , 0>(0)W .
Тұрақтылық Якобиан матрицасының меншікті мәндері арқылы анықталады. Егер 0* ≠Y

болса, меншікті мәндер келесідей болады:

0),>(=,3= **
21 HHA −−  (8)

мұнда 

m
HmA

m 1*2 )6()2(1=
−−−  (9)

0>∗H болғанда жүйе тұрақты күйде болады.
Шекті уақыттық сингулярлықтар 0→HW немесе ∞→W болғанда пайда болады. 

Егер mTRTRf +=),( болса:
1) I типтес сингулярлық (Үлкен жарылыс/Үлкен Қысылу) 1±→Y және ±∞→H ,

егер 1>m болғанда байқалады;
2) II типтес сингулярлық (Кенеттен сингулярлық) HH = және 0=)( HWH , 1<m

болғанда мүмкін;
3) IV типтес сингулярлық. Егер HHW 0=H - де шексіздікке ұмтылса, онда бұл жоғары 

дәрежелі сингулярлық болуы мүмкін.
Үдемелі ұлғаю
Үдемелі ұлғаю шарты )0>/( aa келесі теңдеумен беріледі:

0.>
2

3)(1
HW

WX +
− (10)

Бұл дегеніміз, ғаламның үдемелі ұлғаюы (ақырғы кезеңде күңгірт энергияның басым 
болуы) үшін осы өрнектің оң мәнге ие болуы қажет. Егер 0.5>m болса, онда үдеу де Ситтер 
аттрактор нүктелері *YY → маңында пайда болады. Бұл модель Ғалам ұлғаюының кеш 
фазасында күңгірт энергияның үстемдік етуіне мүмкіндік беретінін көрсетеді.

Эффективті күңгірт энергия
Эффективті күңгірт энергияның тығыздығы мен күй теңдеуі:
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Фантомдық 1=DE −w шекарадан өту мүмкін емес, өйткені DEw тек m және X -ке 
тәуелді. 

Фазалық диаграммалар
1- ші суретте 75.0=m , 1= үшін фазалық кеңістіктегі mTRTRf +=),( модель 

траекториясы көрсетілген. Жебелер эволюцияның өткеннен (жоғары Y ) болашаққа (төмен Y )

Негізгі тұрақты нүктелер:
1)	Де Ситтер нүктелері: 0= * ≠YY , 0=X  немесе 1=X , мұнда 0=)( *YW .
2)	Минковский нүктесі: 0=Y , [0,1]∈X , 0>(0)W .
Тұрақтылық Якобиан матрицасының меншікті мәндері арқылы анықталады. 

Егер 0* ≠Y  болса, меншікті мәндер келесідей болады:
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0>∗H болғанда жүйе тұрақты күйде болады.
Шекті уақыттық сингулярлықтар 0→HW немесе ∞→W болғанда пайда болады. 

Егер mTRTRf +=),( болса:
1) I типтес сингулярлық (Үлкен жарылыс/Үлкен Қысылу) 1±→Y және ±∞→H ,

егер 1>m болғанда байқалады;
2) II типтес сингулярлық (Кенеттен сингулярлық) HH = және 0=)( HWH , 1<m

болғанда мүмкін;
3) IV типтес сингулярлық. Егер HHW 0=H - де шексіздікке ұмтылса, онда бұл жоғары 

дәрежелі сингулярлық болуы мүмкін.
Үдемелі ұлғаю
Үдемелі ұлғаю шарты )0>/( aa келесі теңдеумен беріледі:
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Бұл дегеніміз, ғаламның үдемелі ұлғаюы (ақырғы кезеңде күңгірт энергияның басым 
болуы) үшін осы өрнектің оң мәнге ие болуы қажет. Егер 0.5>m болса, онда үдеу де Ситтер 
аттрактор нүктелері *YY → маңында пайда болады. Бұл модель Ғалам ұлғаюының кеш 
фазасында күңгірт энергияның үстемдік етуіне мүмкіндік беретінін көрсетеді.

Эффективті күңгірт энергия
Эффективті күңгірт энергияның тығыздығы мен күй теңдеуі:
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Фантомдық 1=DE −w шекарадан өту мүмкін емес, өйткені DEw тек m және X -ке 
тәуелді. 

Фазалық диаграммалар
1- ші суретте 75.0=m , 1= үшін фазалық кеңістіктегі mTRTRf +=),( модель 

траекториясы көрсетілген. Жебелер эволюцияның өткеннен (жоғары Y ) болашаққа (төмен Y )

	 (9)

0>∗H  болғанда жүйе тұрақты күйде болады.
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Нәтижелер мен талқылау. Біз жүйенің критикалық нүктелерінің орнықтылығын 
зерттеп, m параметрінің ғаламның кеңеюіне әсерін қарастырамыз. Егер 5.0>m болса, онда 
ғаламның кеш кезеңдегі жеделдетілуі де Ситтер аттракторы арқылы жүзеге асады. Бірақ 
модельде фантомдық шекараның  қиылысуы болмайды, өйткені күңгірт энергияның тиімді 
күй теңдеуі m және материя мен сәулеленудің әсерлесуіне тәуелді.
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1) Де Ситтер нүктелері: 0= * ≠YY , 0=X немесе 1=X , мұнда 0=)( *YW .
2) Минковский нүктесі: 0=Y , [0,1]∈X , 0>(0)W .
Тұрақтылық Якобиан матрицасының меншікті мәндері арқылы анықталады. Егер 0* ≠Y

болса, меншікті мәндер келесідей болады:
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21 HHA −−  (8)

мұнда 

m
HmA

m 1*2 )6()2(1=
−−−  (9)

0>∗H болғанда жүйе тұрақты күйде болады.
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1) I типтес сингулярлық (Үлкен жарылыс/Үлкен Қысылу) 1±→Y және ±∞→H ,

егер 1>m болғанда байқалады;
2) II типтес сингулярлық (Кенеттен сингулярлық) HH = және 0=)( HWH , 1<m

болғанда мүмкін;
3) IV типтес сингулярлық. Егер HHW 0=H - де шексіздікке ұмтылса, онда бұл жоғары 

дәрежелі сингулярлық болуы мүмкін.
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Бұл дегеніміз, ғаламның үдемелі ұлғаюы (ақырғы кезеңде күңгірт энергияның басым 
болуы) үшін осы өрнектің оң мәнге ие болуы қажет. Егер 0.5>m болса, онда үдеу де Ситтер 
аттрактор нүктелері *YY → маңында пайда болады. Бұл модель Ғалам ұлғаюының кеш 
фазасында күңгірт энергияның үстемдік етуіне мүмкіндік беретінін көрсетеді.
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Фантомдық 1=DE −w шекарадан өту мүмкін емес, өйткені DEw тек m және X -ке 
тәуелді. 
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траекториясы көрсетілген. Жебелер эволюцияның өткеннен (жоғары Y ) болашаққа (төмен Y )

, егер 1>m  болғанда байқалады;
2) II типтес сингулярлық (Кенеттен сингулярлық) HH =  және                                            

0=)( HWH ,  1<m  болғанда мүмкін;
3) IV типтес сингулярлық. Егер WHH 0=H - де шексіздікке ұмтылса, онда 
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Нәтижелер мен талқылау. Біз жүйенің критикалық нүктелерінің орнықтылығын 
зерттеп, m параметрінің ғаламның кеңеюіне әсерін қарастырамыз. Егер 5.0>m болса, онда 
ғаламның кеш кезеңдегі жеделдетілуі де Ситтер аттракторы арқылы жүзеге асады. Бірақ 
модельде фантомдық шекараның  қиылысуы болмайды, өйткені күңгірт энергияның тиімді 
күй теңдеуі m және материя мен сәулеленудің әсерлесуіне тәуелді.

Тұрақты нүктелер келесі шарттарды қанағаттандырады:
0=/dNdY және 0=/dNdX

Негізгі тұрақты нүктелер:
1) Де Ситтер нүктелері: 0= * ≠YY , 0=X немесе 1=X , мұнда 0=)( *YW .
2) Минковский нүктесі: 0=Y , [0,1]∈X , 0>(0)W .
Тұрақтылық Якобиан матрицасының меншікті мәндері арқылы анықталады. Егер 0* ≠Y

болса, меншікті мәндер келесідей болады:
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0>∗H болғанда жүйе тұрақты күйде болады.
Шекті уақыттық сингулярлықтар 0→HW немесе ∞→W болғанда пайда болады. 

Егер mTRTRf +=),( болса:
1) I типтес сингулярлық (Үлкен жарылыс/Үлкен Қысылу) 1±→Y және ±∞→H ,

егер 1>m болғанда байқалады;
2) II типтес сингулярлық (Кенеттен сингулярлық) HH = және 0=)( HWH , 1<m

болғанда мүмкін;
3) IV типтес сингулярлық. Егер HHW 0=H - де шексіздікке ұмтылса, онда бұл жоғары 

дәрежелі сингулярлық болуы мүмкін.
Үдемелі ұлғаю
Үдемелі ұлғаю шарты )0>/( aa келесі теңдеумен беріледі:
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Бұл дегеніміз, ғаламның үдемелі ұлғаюы (ақырғы кезеңде күңгірт энергияның басым 
болуы) үшін осы өрнектің оң мәнге ие болуы қажет. Егер 0.5>m болса, онда үдеу де Ситтер 
аттрактор нүктелері *YY → маңында пайда болады. Бұл модель Ғалам ұлғаюының кеш 
фазасында күңгірт энергияның үстемдік етуіне мүмкіндік беретінін көрсетеді.

Эффективті күңгірт энергия
Эффективті күңгірт энергияның тығыздығы мен күй теңдеуі:
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Фантомдық 1=DE −w шекарадан өту мүмкін емес, өйткені DEw тек m және X -ке 
тәуелді. 

Фазалық диаграммалар
1- ші суретте 75.0=m , 1= үшін фазалық кеңістіктегі mTRTRf +=),( модель 

траекториясы көрсетілген. Жебелер эволюцияның өткеннен (жоғары Y ) болашаққа (төмен Y )
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Бұл дегеніміз, ғаламның үдемелі ұлғаюы (ақырғы кезеңде күңгірт энергияның 
басым болуы) үшін осы өрнектің оң мәнге ие болуы қажет. Егер 0.5>m   болса, 
онда үдеу де Ситтер аттрактор нүктелері *YY →    маңында пайда болады. Бұл 
модель Ғалам ұлғаюының кеш фазасында күңгірт энергияның үстемдік етуіне 
мүмкіндік беретінін көрсетеді.

Эффективті күңгірт энергия
Эффективті күңгірт энергияның тығыздығы мен күй теңдеуі:

	

Нәтижелер мен талқылау. Біз жүйенің критикалық нүктелерінің орнықтылығын 
зерттеп, m параметрінің ғаламның кеңеюіне әсерін қарастырамыз. Егер 5.0>m болса, онда 
ғаламның кеш кезеңдегі жеделдетілуі де Ситтер аттракторы арқылы жүзеге асады. Бірақ 
модельде фантомдық шекараның  қиылысуы болмайды, өйткені күңгірт энергияның тиімді 
күй теңдеуі m және материя мен сәулеленудің әсерлесуіне тәуелді.

Тұрақты нүктелер келесі шарттарды қанағаттандырады:
0=/dNdY және 0=/dNdX

Негізгі тұрақты нүктелер:
1) Де Ситтер нүктелері: 0= * ≠YY , 0=X немесе 1=X , мұнда 0=)( *YW .
2) Минковский нүктесі: 0=Y , [0,1]∈X , 0>(0)W .
Тұрақтылық Якобиан матрицасының меншікті мәндері арқылы анықталады. Егер 0* ≠Y

болса, меншікті мәндер келесідей болады:
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0>∗H болғанда жүйе тұрақты күйде болады.
Шекті уақыттық сингулярлықтар 0→HW немесе ∞→W болғанда пайда болады. 

Егер mTRTRf +=),( болса:
1) I типтес сингулярлық (Үлкен жарылыс/Үлкен Қысылу) 1±→Y және ±∞→H ,

егер 1>m болғанда байқалады;
2) II типтес сингулярлық (Кенеттен сингулярлық) HH = және 0=)( HWH , 1<m

болғанда мүмкін;
3) IV типтес сингулярлық. Егер HHW 0=H - де шексіздікке ұмтылса, онда бұл жоғары 

дәрежелі сингулярлық болуы мүмкін.
Үдемелі ұлғаю
Үдемелі ұлғаю шарты )0>/( aa келесі теңдеумен беріледі:

0.>
2

3)(1
HW

WX +
− (10)

Бұл дегеніміз, ғаламның үдемелі ұлғаюы (ақырғы кезеңде күңгірт энергияның басым 
болуы) үшін осы өрнектің оң мәнге ие болуы қажет. Егер 0.5>m болса, онда үдеу де Ситтер 
аттрактор нүктелері *YY → маңында пайда болады. Бұл модель Ғалам ұлғаюының кеш 
фазасында күңгірт энергияның үстемдік етуіне мүмкіндік беретінін көрсетеді.

Эффективті күңгірт энергия
Эффективті күңгірт энергияның тығыздығы мен күй теңдеуі:
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Фантомдық 1=DE −w шекарадан өту мүмкін емес, өйткені DEw тек m және X -ке 
тәуелді. 

Фазалық диаграммалар
1- ші суретте 75.0=m , 1= үшін фазалық кеңістіктегі mTRTRf +=),( модель 

траекториясы көрсетілген. Жебелер эволюцияның өткеннен (жоғары Y ) болашаққа (төмен Y )

             (11)

Фантомдық 

Нәтижелер мен талқылау. Біз жүйенің критикалық нүктелерінің орнықтылығын 
зерттеп, m параметрінің ғаламның кеңеюіне әсерін қарастырамыз. Егер 5.0>m болса, онда 
ғаламның кеш кезеңдегі жеделдетілуі де Ситтер аттракторы арқылы жүзеге асады. Бірақ 
модельде фантомдық шекараның  қиылысуы болмайды, өйткені күңгірт энергияның тиімді 
күй теңдеуі m және материя мен сәулеленудің әсерлесуіне тәуелді.

Тұрақты нүктелер келесі шарттарды қанағаттандырады:
0=/dNdY және 0=/dNdX

Негізгі тұрақты нүктелер:
1) Де Ситтер нүктелері: 0= * ≠YY , 0=X немесе 1=X , мұнда 0=)( *YW .
2) Минковский нүктесі: 0=Y , [0,1]∈X , 0>(0)W .
Тұрақтылық Якобиан матрицасының меншікті мәндері арқылы анықталады. Егер 0* ≠Y

болса, меншікті мәндер келесідей болады:
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0>∗H болғанда жүйе тұрақты күйде болады.
Шекті уақыттық сингулярлықтар 0→HW немесе ∞→W болғанда пайда болады. 

Егер mTRTRf +=),( болса:
1) I типтес сингулярлық (Үлкен жарылыс/Үлкен Қысылу) 1±→Y және ±∞→H ,

егер 1>m болғанда байқалады;
2) II типтес сингулярлық (Кенеттен сингулярлық) HH = және 0=)( HWH , 1<m

болғанда мүмкін;
3) IV типтес сингулярлық. Егер HHW 0=H - де шексіздікке ұмтылса, онда бұл жоғары 

дәрежелі сингулярлық болуы мүмкін.
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Бұл дегеніміз, ғаламның үдемелі ұлғаюы (ақырғы кезеңде күңгірт энергияның басым 
болуы) үшін осы өрнектің оң мәнге ие болуы қажет. Егер 0.5>m болса, онда үдеу де Ситтер 
аттрактор нүктелері *YY → маңында пайда болады. Бұл модель Ғалам ұлғаюының кеш 
фазасында күңгірт энергияның үстемдік етуіне мүмкіндік беретінін көрсетеді.

Эффективті күңгірт энергия
Эффективті күңгірт энергияның тығыздығы мен күй теңдеуі:

.
3

3)(1=,
16

)2(1)6(= DE

2

DE
+

+−
−− Xmw

G
mH m




 (11)

Фантомдық 1=DE −w шекарадан өту мүмкін емес, өйткені DEw тек m және X -ке 
тәуелді. 

Фазалық диаграммалар
1- ші суретте 75.0=m , 1= үшін фазалық кеңістіктегі mTRTRf +=),( модель 

траекториясы көрсетілген. Жебелер эволюцияның өткеннен (жоғары Y ) болашаққа (төмен Y )
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дәрежелі сингулярлық болуы мүмкін.
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аттрактор нүктелері *YY → маңында пайда болады. Бұл модель Ғалам ұлғаюының кеш 
фазасында күңгірт энергияның үстемдік етуіне мүмкіндік беретінін көрсетеді.
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Фантомдық 1=DE −w шекарадан өту мүмкін емес, өйткені DEw тек m және X -ке 
тәуелді. 

Фазалық диаграммалар
1- ші суретте 75.0=m , 1= үшін фазалық кеңістіктегі mTRTRf +=),( модель 

траекториясы көрсетілген. Жебелер эволюцияның өткеннен (жоғары Y ) болашаққа (төмен Y )

 тек m  және 
X -ке тәуелді.  

Фазалық диаграммалар
1- ші суретте m= 0.75, 1=β  үшін фазалық кеңістіктегі mTRTRf β+=),(  

модель траекториясы көрсетілген. Жебелер эволюцияның өткеннен (жоғары                 

Y ) болашаққа (төмен Y ) қарай жүрісін көрсетеді. 8,0≈∗Y  мәніндегі де Ситтер 
аттракторы кеш кезеңдегі үдемелі ұлғаюда басымдыққа ие. 
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Сурет 1 - mTRTRf β+=),(  моделінің m= 0.75, 1=β  болғанда фазалық кеңістік 
графигі. Ордината осі X, абцисса осі Y өлшемсіз айнымалысын көрсетеді.

Қорытынды. mTRTRf β+=),(  моделін динамикалық жүйелерді талдау 
әдістерін қолдану арқылы зерттеу әлемнің мүмкін болатын эволюциялық 
сценарийлерінің кең ауқымын анықтауға мүмкіндік берді. Бұл тәсіл Де Ситтер 
тұрақты нүктелерінің бар екендігін анықтауға ғана емес, сонымен қатар β  
және m  параметрлеріне байланысты модельдің қолданылу шегін анықтауға 
мүмкіндік берді. Қарастырылып отырған модель қосымша өрістерді немесе 
жаңа экзотикалық құрамдастарды енгізуге жүгінбей-ақ радиация мен заттың 
үстемдігінен үдемелі ұлғаю фазасына өтуді түсіндіруге қабілетті екенін 
көрсетті. Негізгі нәтижелердің бірі m= 0.75 үшін модель қазіргі заманғы бақылау 
деректеріне сәйкес Ғаламның кеш кезеңдегі үдемелі ұлғаюын болжайды. Атап 
айтқанда, ол радиациядан материяға өту кезеңін және соңында соңғы уақытта 
байқалып отырған үдемелі ұлғаю фазасына көшуді қолдайды. Де Ситтердің 
тұрақты нүктелерінің болуы ғаламның қазіргі ғарыштық бақылауларына сәйкес, 
ұзақ мерзімді тұрақты жеделдету фазасына өте алатынын көрсетеді. Алайда, бұл 
модельдің маңызды шектеулерінің бірі – оның фантомдық шекараны 1−=DEωDE 1−=DEω
кесіп өте алмауы. Бұл шектеу күңгірт энергияның динамикалық күй теңдеуімен 
сипатталатын кейбір бақылау деректерімен үйлесімділікті шектейді. Дегенмен, 
стандартты ΛCDM моделінен айырмашылығы, ол болашақ астрофизикалық 
зерттеулерде тексерілетін динамиканың өзгертілген заңдарына әкеледі. Біз 
сондай-ақ m  параметрінің мүмкін болатын ақырғы уақыт сингулярлықтарына 
әсерін қарастырдық және сингулярлықтың әртүрлі типтеріне, соның ішінде 
белгілі бір параметр мәндері үшін түрлі мүмкіндік беретінін көрсеттік. Сонымен 
қатар, біз тұрақты аттракторлардың болуын және кеш үдемелі ұлғаю режиміне 
тегіс өту мүмкіндігін растайтын фазалық портреттер мен сандық шешімдерді 
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талдадық. Бұл ),( TRf  моделін қосымша космологиялық тұрақты енгізуді қажет 
етпей-ақ күңгірт энергияны сипаттау үшін қолайлы етеді. Дегенмен, модельді 
түпкілікті сынау үшін кванттық ауытқуларды, тығыздықтың ауытқуларын және 
үлкен космологиялық зерттеулердің деректерімен салыстыруды қоса алғанда, 
одан әрі талдау қажет. Болашақ зерттеулер β -ның уақытқа тәуелділігін, 
мүмкін болатын кванттық әсерлерді және модификацияланған гравитацияның 
стандартты модель өрістерімен әрекеттесуін ескере отырып, қарастырылатын 
модельдер класын кеңейтуге бағытталуы мүмкін. β  және m  параметрлерін 
нақтылау үшін ғарыштық бақылаулар негізделуі керек, соның ішінде асқын жаңа 
жұлдыздар туралы деректер, бариондық акустикалық тербелістер және ғаламдық 
микротолқындық фон өлшемдері. Сонымен қатар, модельдің ірі масштабты 
құрылым түзілуіне және ғаламдық анизотропияға әсерін түсіну үшін толқындық 
тұрақсыздықтарды талдау маңызды. Гравитациялық толқын деректерін және 
ғарыштық микротолқынды фон сәулеленуін зерттеуді пайдалана отырып, 
модель болжамдарын эксперименталды түрде сынау мүмкіндігі қызығушылық 
тудырады. Осылайша, талдау ),( TRf  сияқты түрлендірілген гравитация 
теорияларының Әлемнің үдемелі ұлғаюын түсіндіру үшін маңызды әлеуеті бар 
екенін көрсетеді. Олар гравитацияның іргелі табиғаты туралы жаңа түсініктер 
береді және космологиядағы теориялық және эксперименттік зерттеулер 
үшін жаңа көкжиектерді ашады. Тағы бір маңызды аспект – бұл модель мен 
гравитацияның термодинамикалық интерпретациялары арасындағы ықтимал 
байланыс. Бірқатар зерттеулер гравитацияның энтропиялық шығу тегі болуы 
мүмкін екенін болжайды, ал ),( TRf  гравитациясы тереңірек статистикалық-
механикалық принциптерден туындауы ықтимал. Осы аспектілерді зерттеу 
гравитациялық өзара әрекеттесулердің табиғатын тереңірек түсінуге мүмкіндік 
береді.
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