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Abstract. This article examines Noether symmetries in the FRW model of the 
universe in a modified Gauss-Bonnet model with a fermionic field. The gravitational 
effect for a fermionic field is studied. The Euler-Lagrange equation is used to describe a 
dynamical system. The expressions for the energy density, pressure, and equation of state 
parameter are considered in the most general form. Further, the expressions for the energy 
density, pressure, and equation of state parameter are simplified for the isotropic and 
homogeneous FRW cosmology. Using the method of separation of variables, symmetry 
generators and conserved quantities are determined. The accelerated expansion of the 
Universe through the scale factor has been studied, as well as a numerical analysis 
of cosmographic parameters such as the Hubble parameter, deceleration, click and 
jerk. Special attention is paid to the study of energy conditions, including weak and 
strong energy conditions, which are studied within the framework of various phases 
of the evolution of the universe. The reconstruction of a scalar field is investigated 
and its behavior is analyzed in the context of the gravity model f(G). The graphs show 
the dynamic behavior of pressure, energy density, and cosmographic parameters, 
confirming the transition from positive to negative values, which is associated with the 
accelerated expansion of the universe. The analysis demonstrates the agreement of the 
results with astrophysical observations, including data from Planck, cosmic microwave 
background radiation, and baryon acoustic oscillations. The results obtained emphasize 
the importance of Noether symmetries in creating models of extended gravity. They 
also show that the use of fermionic fields makes it possible to study the dynamics of 
the accelerated expansion of the universe in more detail. The proposed approach is 
considered as a universal tool for solving equations of motion, analyzing kinematics, 
and describing the accelerated expansion of the universe.
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Аннотация.  Бұл мақалада фермиондық өрісі бар Гаусс-Бонне моделіндегі 
әлемнің Фридман-Робертсон-Уокер моделіндегі Нетердің симметриялары 
зерттеледі. Фермион өрісі үшін гравитациялық әрекет зерттелуде. Динамикалық 
жүйені сипаттау үшін Эйлер-Лагранж теңдеуі қолданылады. Энергия тығыздығы, 
қысым және күй теңдеуінің параметрі үшін өрнектер ең жалпы түрде 
қарастырылады. Әрі қарай, энергия тығыздығына, қысымға және күй теңдеуінің 
параметріне арналған өрнектер Фридман-Робертсон-Уокердің изотропты 
және біртекті космологиясы үшін жеңілдетілген. Айнымалыларды бөлу әдісін 
қолдана отырып, симметрия генераторлары мен сақталған шамалар анықталады. 
Масштабты фактор арқылы ғаламның жеделдетілген кеңеюі зерттелді, сонымен 
қатар Хаббл, баяулау, шертпе және серпіліс параметрі сияқты космографиялық 
параметрлерге сандық талдау жасалды. Ғаламның эволюциясының әртүрлі 
фазаларында зерттелетін әлсіз және күшті энергия жағдайларын қоса алғанда, 
энергия шарттарын зерттеуге ерекше назар аударылады.

Скалярлық өрісті қайта құру зерттелді және оның f(G) гравитациясының моделі 
контекстіндегі әрекеті талданды. Графиктер қысымның, энергия тығыздығының 
және космографиялық параметрлердің динамикалық әрекетін көрсетеді, бұл 
оң мәндерден теріс мәндерге ауысуды растайды, бұл ғаламның жеделдетілген 
кеңеюімен байланысты. Жүргізілген талдау нәтижелердің астрофизикалық 
бақылаулармен, соның ішінде Planck деректерімен, реликті сәулеленуімен және 
бариондық акустикалық тербелістерімен сәйкестігін көрсетеді.

Нәтижелер Нетер симметрияларының кеңейтілген гравитациялық модельдерде 
маңызды екенін көрсетеді. Олар сондай-ақ фермиондық өрістерді пайдалану 
ғаламның жеделдетілген кеңею динамикасын егжей-тегжейлі зерттеуге 
мүмкіндік беретінін көрсетеді. Ұсынылған тәсіл қозғалыс теңдеулерін шешудің, 
кинематиканы талдаудың және Ғаламның үдетілген кеңеюін сипаттаудың әмбебап 
құралы ретінде қарастырылады.
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Аннотация. В данной статье исследуются симметрии Нётер в модели Фридмана-
Робертсона-Уокера Вселенной в модифицированной модели Гаусса-Бонне с 
фермионным полем. Изучается гравитационное действие для фермионного поля. 
Для описания динамической системы используется уравнение Эйлера-Лагранжа. 
Рассматриваются выражения для плотности энергии, давления и параметра 
уравнения состояния в наиболее общем виде. Далее выражения для плотности 
энергии, давления и параметра уравнения состояния упрощаются для изотропной и 
однородной космологии Фридмана-Робертсона-Уокера. С использованием метода 
разделения переменных определяются генераторы симметрий и сохраняемые 
величины. Исследовано ускоренное расширение Вселенной через масштабный 
фактор, а также выполнен численный анализ космографических параметров, таких 
как параметр Хаббла, замедления, щелчка и рывка. Особое внимание уделяется 
изучению энергетических условий, включая слабое и сильное энергетические 
условия, которые исследуются в рамках различных фаз эволюции Вселенной.

Исследована реконструкция скалярного поля, и проанализировано его 
поведение в контексте модели f(G) гравитации. Графики показывают динамическое 
поведение давления, плотности энергии и космографических параметров, 
подтверждающее переход от положительных значений к отрицательным, что 
ассоциируется с ускоренным расширением Вселенной. Проведённый анализ 
демонстрирует согласие результатов с астрофизическими наблюдениями, включая 
данные Planck, реликтового излучения и барионных акустических осцилляций.
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Полученные результаты подчёркивают значимость симметрий Нётер в 
создании моделей расширенной гравитации. Они также показывают, что 
использование фермионных полей позволяет исследовать динамику ускоренного 
расширения Вселенной более детально. Предложенный подход рассматривается 
как универсальный инструмент для решения уравнений движения, анализа 
кинематики и описания ускоренного расширения Вселенной.

Ключевые слова: Инвариант Гаусса-Бонне, темная энергия, симметрия Нётер, 
фермионное поле, разделение переменных, космографические параметры.

Кіріспе.  Космологиялық бақылаулар, мысалы, жоғары қызыл ығысу 
супержаңалар, Ia типті супержаңалар, реликті сәулелену, бариондық акустикалық 
тербелістер және Планктың ынтымақтастық деректері ғаламның үдемелі кеңеюін 
көрсетеді. Бұл құбылыстың себебі кейбір экзотикалық күңгірт энергияның 
болуымен қабылданады. Теріс қысым күшті энергия жағдайларының бұзылуын, 
сондай-ақ жалпы салыстырмалылықтың теориясын көрсетеді. Тиісінше, ЖСТ 
теңдеулеріндегі модификацияларды геометриялық бөлікке немесе материалға 
енгізуге болады деп болжанады (Barvinsky, 2015).

Материалдық бөлігін динамикалық параметрлерді күңгірт энергия 
параметрлерімен ауыстыру арқылы өзгертуге болады, нәтижесінде күңгірт 
энергия модельдері пайда болады. Геометриялық бөлікті өзгерту геометриялық 
кеңейтілген гравитациялық модельдер деп аталатын қосымша мүшелерді қосу 
арқылы жүзеге асырылуы мүмкін. Симметрия динамикалық жүйелер үшін 
нақты шешімдерді табуда маңызды рөл атқарады. Атап айтқанда, лагранжианға 
ие дифференциалдық теңдеулермен байланысты нетер симметриясы сақталатын 
шамаларды табуға пайдалы тәсіл болып табылады (Capozziello, 2014). Сонымен 
қатар, бұл әдіс лагранжианда болатын белгісіз функцияларды анықтау үшін де 
өте пайдалы. Бүгінгі таңда бұл тәсіл скалярлық-тензорлық ауырлық теориялары, 
телепараллельділігі бар күңгірт энергия модельдері, фермиондық өріс модельдері, 
F(R) және F(T) теориялары сияқты космологиялық модельдерде кеңінен зерттелген 
(Sharif, 2014).

Әдебиетте айтылған космологиялық зерттеулерге арналған нетер 
симметриясының екі түрі бар. Біріншісі-нетер симметриясының тәсілі, онда 
берілген Лагранжианның туындысы нөлге тең болады (Abbas, 2015). Екіншісі- 
калибрленген нетер симметриясы тәсілі, бұл бірінші тәсілді жалпылау, өйткені 
нетер симметриясының теңдеуі калибрлеу мүшесін қамтиды. Нетер симметриясы 
теңдеуіндегі калибрлеу мүшесін есепке алу нетер симметриясының жалпы 
анықтамасын береді. Бұл калибрленген Нетер симметриясы тәсілі деп аталады 
(Tsamparlis, 2010). Осылайша, қосымша симметрия генераторларын күтуге 
болады.

Ғаламның үдетілген  кеңеюін түсіндірудің тағы бір тәсілі әсердің геометриялық 
бөлігін өзгерту арқылы жүзеге асырылады, нәтижесінде f(R) гравитациясы, Гаусс-
Бонне гравитациясы, модификацияланған Гаусс-Бонне гравитациясы және басқа да 
өзгертілген теориялар пайда болады (Khan, 2022). Модификациялық Гаусс-Бонне 



105

Reports  of the Academy of Sciences of the Republic of Kazakhstan

гравитациясы теориясы G-дан Эйнштейн-Гильберттің әсеріне еркін функцияны 
қосу арқылы алынады (Bahamonde, 2016). Бұл модификацияның мотивациясы 
төмен энергиялық тиімді шкала арқылы ішектер теориясынан келеді. Бұл теория 
Күн жүйесінің сынақтары, термодинамика, энергетикалық жағдайлар және басқа 
да құбылыстар тұрғысынан ақырғы уақытша ерекшеліктердің төрт түрінен 
аулақ, Әлемнің ғарыштық кеңеюі контекстінде талданды (Bamba, 2012). Бұл 
теория Күн жүйесінің, термодинамиканың, энергетикалық жағдайлардың және 
басқа құбылыстардың сынақтары тұрғысынан ақырғы уақыт сингулярлығының 
төрт түрінен аулақ бола отырып, ғаламның ғарыштық кеңеюі аясында талданды 
(Bajardi, 2020). 

Фермион өрісін пайдаланатын модель солардың бірі болып табылады. 
Жиырма жылдан астам уақыт бойы фермион өрісі гравитациялық өріс болған 
кездегі ерекше мінез-құлқына байланысты космологияда кеңінен қолданылды 
(Elizalde, 2018). Бірқатар зерттеулер сызықты емес фермион өрісі тұрақты 
шешімдерді генерациялай алатындығын және сонымен қатар оның кейінгі 
кезеңдерінде Ғаламның үдемелі кеңеюін түсіндіре алатынын көрсетті. Дегенмен, 
бұл жұмыстардың көпшілігі фермион мен гравитациялық өрістердің минималды 
өзара әрекеттесуін қарастырды. Айта кету керек, күңгірт энергия үлгілерімен қатар 
көптеген авторлар Эйнштейн теңдеулерінің модификацияларын өздері ұсынған. 
Олардың ішінде скаляр-тензорлық гравитациялық теориясын, минималды емес 
әрекеттесу теориясын, F(R) теориясын, F(R,T) теориясын бөліп көрсетуге болады, 
мұндағы T – энергия-импульстік тензордың ізі, F(T) теориясы, мұнда T - бұралу, 
F(G) теориясы және т.б. (Sharif, 2016).

Материалдар мен әдістер
Жұмыста Нетер симметрия және айнымалыларды бөлу әдістері қолданылды 

(Shamir, 2020).
Фермион өрісінің гравитациялық әсері мына формуламен анықталады (Bertini, 

2022): 

2012). Бұл теория Күн жүйесінің, термодинамиканың, энергетикалық жағдайлардың және басқа
құбылыстардың сынақтары тұрғысынан ақырғы уақыт сингулярлығының төрт түрінен аулақ
бола отырып, ғаламның ғарыштық кеңеюі аясында талданды (Bajardi, 2020).

Фермион өрісін пайдаланатын модель солардың бірі болып табылады. Жиырма жылдан 
астам уақыт бойы фермион өрісі гравитациялық өріс болған кездегі ерекше мінез-құлқына 
байланысты космологияда кеңінен қолданылды (Elizalde, 2018). Бірқатар зерттеулер сызықты 
емес фермион өрісі тұрақты шешімдерді генерациялай алатындығын және сонымен қатар оның 
кейінгі кезеңдерінде Ғаламның үдемелі кеңеюін түсіндіре алатынын көрсетті. Дегенмен, бұл 
жұмыстардың көпшілігі фермион мен гравитациялық өрістердің минималды өзара әрекеттесуін 
қарастырды. Айта кету керек, күңгірт энергия үлгілерімен қатар көптеген авторлар Эйнштейн 
теңдеулерінің модификацияларын өздері ұсынған. Олардың ішінде скаляр-тензорлық 
гравитациялық теориясын, минималды емес әрекеттесу теориясын, F(R) теориясын, F(R,T) 
теориясын бөліп көрсетуге болады, мұндағы T – энергия-импульстік тензордың ізі, F(T) 
теориясы, мұнда T - бұралу, F(G) теориясы және т.б. (Sharif, 2016).

Материалдар мен әдістер
Жұмыста Нетер симметрия және айнымалыларды бөлу әдістері қолданылды (Shamir, 2020).
Фермион өрісінің гравитациялық әсері мына формуламен анықталады (Bertini, 2022):𝑆𝑆𝑆𝑆 =

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑4𝑥𝑥𝑥𝑥�−𝑔𝑔𝑔𝑔 �
𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑘𝑘𝑘𝑘2

+ Gf(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑌𝑌𝑌𝑌 − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)� 12 
𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝜓𝜓𝜓𝜓�̄�𝜓𝜓𝜓 , 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 — фермиондық функция, �̄�𝜓𝜓𝜓 = 𝜓𝜓𝜓𝜓+𝛾𝛾𝛾𝛾0 түйіндес функциясы. 

Гаусса-Бонне инварианты:𝐺𝐺𝐺𝐺=24 �̇�𝑎𝑎𝑎2�̈�𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎3

Кинетикалық бөлігі келесі түрде жазылады:
𝑌𝑌𝑌𝑌=0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) 34 

Лагранжиан мына түрде жазылады (Aslam, 2013):

𝐿𝐿𝐿𝐿 = −3�̇�𝑎𝑎𝑎2𝑎𝑎𝑎𝑎 − 8�̇�𝑎𝑎𝑎3𝑓𝑓𝑓𝑓𝑢𝑢𝑢𝑢�̇�𝑢𝑢𝑢 + 0.5ia3(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) 56 

Белгілі болғандай, динамикалық жүйе үшін Эйлер-Лагранж теңдеуі келесі түрде 
анықталады:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖

− 𝑑𝑑𝑑𝑑
dt
� 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖
�=0 78 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓, �̄�𝜓𝜓𝜓. Лагранжианды Эйлер-Лагранж теңдеуіне қойып, мынаны аламыз:

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 + 2�̇�𝐻𝐻𝐻 = −𝑝𝑝𝑝𝑝 910 

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1112 

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2 + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺 + 16𝐻𝐻𝐻𝐻(�̇�𝐻𝐻𝐻 + 𝐻𝐻𝐻𝐻2)𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺 = 𝑝𝑝𝑝𝑝1314 

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 − 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) + 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1516 

�̄̇�𝜓𝜓𝜓 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛾𝛾𝛾𝛾0𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 3
2
𝐻𝐻𝐻𝐻�̄�𝜓𝜓𝜓=0 1718 

�̇�𝜓𝜓𝜓 + iV𝑢𝑢𝑢𝑢ψγ0 + 3
2
𝐻𝐻𝐻𝐻𝜓𝜓𝜓𝜓=0 1920 

2012). Бұл теория Күн жүйесінің, термодинамиканың, энергетикалық жағдайлардың және басқа
құбылыстардың сынақтары тұрғысынан ақырғы уақыт сингулярлығының төрт түрінен аулақ
бола отырып, ғаламның ғарыштық кеңеюі аясында талданды (Bajardi, 2020).

Фермион өрісін пайдаланатын модель солардың бірі болып табылады. Жиырма жылдан 
астам уақыт бойы фермион өрісі гравитациялық өріс болған кездегі ерекше мінез-құлқына 
байланысты космологияда кеңінен қолданылды (Elizalde, 2018). Бірқатар зерттеулер сызықты 
емес фермион өрісі тұрақты шешімдерді генерациялай алатындығын және сонымен қатар оның 
кейінгі кезеңдерінде Ғаламның үдемелі кеңеюін түсіндіре алатынын көрсетті. Дегенмен, бұл 
жұмыстардың көпшілігі фермион мен гравитациялық өрістердің минималды өзара әрекеттесуін 
қарастырды. Айта кету керек, күңгірт энергия үлгілерімен қатар көптеген авторлар Эйнштейн 
теңдеулерінің модификацияларын өздері ұсынған. Олардың ішінде скаляр-тензорлық 
гравитациялық теориясын, минималды емес әрекеттесу теориясын, F(R) теориясын, F(R,T) 
теориясын бөліп көрсетуге болады, мұндағы T – энергия-импульстік тензордың ізі, F(T) 
теориясы, мұнда T - бұралу, F(G) теориясы және т.б. (Sharif, 2016).

Материалдар мен әдістер
Жұмыста Нетер симметрия және айнымалыларды бөлу әдістері қолданылды (Shamir, 2020).
Фермион өрісінің гравитациялық әсері мына формуламен анықталады (Bertini, 2022):𝑆𝑆𝑆𝑆 =

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑4𝑥𝑥𝑥𝑥�−𝑔𝑔𝑔𝑔 �
𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑘𝑘𝑘𝑘2

+ Gf(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑌𝑌𝑌𝑌 − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)� 12 
𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝜓𝜓𝜓𝜓�̄�𝜓𝜓𝜓 , 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 — фермиондық функция, �̄�𝜓𝜓𝜓 = 𝜓𝜓𝜓𝜓+𝛾𝛾𝛾𝛾0 түйіндес функциясы. 

Гаусса-Бонне инварианты:𝐺𝐺𝐺𝐺=24 �̇�𝑎𝑎𝑎2�̈�𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎3

Кинетикалық бөлігі келесі түрде жазылады:
𝑌𝑌𝑌𝑌=0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) 34 

Лагранжиан мына түрде жазылады (Aslam, 2013):

𝐿𝐿𝐿𝐿 = −3�̇�𝑎𝑎𝑎2𝑎𝑎𝑎𝑎 − 8�̇�𝑎𝑎𝑎3𝑓𝑓𝑓𝑓𝑢𝑢𝑢𝑢�̇�𝑢𝑢𝑢 + 0.5ia3(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) 56 

Белгілі болғандай, динамикалық жүйе үшін Эйлер-Лагранж теңдеуі келесі түрде 
анықталады:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖

− 𝑑𝑑𝑑𝑑
dt
� 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖
�=0 78 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓, �̄�𝜓𝜓𝜓. Лагранжианды Эйлер-Лагранж теңдеуіне қойып, мынаны аламыз:

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 + 2�̇�𝐻𝐻𝐻 = −𝑝𝑝𝑝𝑝 910 

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1112 

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2 + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺 + 16𝐻𝐻𝐻𝐻(�̇�𝐻𝐻𝐻 + 𝐻𝐻𝐻𝐻2)𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺 = 𝑝𝑝𝑝𝑝1314 

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 − 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) + 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1516 

�̄̇�𝜓𝜓𝜓 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛾𝛾𝛾𝛾0𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 3
2
𝐻𝐻𝐻𝐻�̄�𝜓𝜓𝜓=0 1718 

�̇�𝜓𝜓𝜓 + iV𝑢𝑢𝑢𝑢ψγ0 + 3
2
𝐻𝐻𝐻𝐻𝜓𝜓𝜓𝜓=0 1920 
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2012). Бұл теория Күн жүйесінің, термодинамиканың, энергетикалық жағдайлардың және басқа
құбылыстардың сынақтары тұрғысынан ақырғы уақыт сингулярлығының төрт түрінен аулақ
бола отырып, ғаламның ғарыштық кеңеюі аясында талданды (Bajardi, 2020).

Фермион өрісін пайдаланатын модель солардың бірі болып табылады. Жиырма жылдан 
астам уақыт бойы фермион өрісі гравитациялық өріс болған кездегі ерекше мінез-құлқына 
байланысты космологияда кеңінен қолданылды (Elizalde, 2018). Бірқатар зерттеулер сызықты 
емес фермион өрісі тұрақты шешімдерді генерациялай алатындығын және сонымен қатар оның 
кейінгі кезеңдерінде Ғаламның үдемелі кеңеюін түсіндіре алатынын көрсетті. Дегенмен, бұл 
жұмыстардың көпшілігі фермион мен гравитациялық өрістердің минималды өзара әрекеттесуін 
қарастырды. Айта кету керек, күңгірт энергия үлгілерімен қатар көптеген авторлар Эйнштейн 
теңдеулерінің модификацияларын өздері ұсынған. Олардың ішінде скаляр-тензорлық 
гравитациялық теориясын, минималды емес әрекеттесу теориясын, F(R) теориясын, F(R,T) 
теориясын бөліп көрсетуге болады, мұндағы T – энергия-импульстік тензордың ізі, F(T) 
теориясы, мұнда T - бұралу, F(G) теориясы және т.б. (Sharif, 2016).

Материалдар мен әдістер
Жұмыста Нетер симметрия және айнымалыларды бөлу әдістері қолданылды (Shamir, 2020).
Фермион өрісінің гравитациялық әсері мына формуламен анықталады (Bertini, 2022):𝑆𝑆𝑆𝑆 =

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑4𝑥𝑥𝑥𝑥�−𝑔𝑔𝑔𝑔 �
𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑘𝑘𝑘𝑘2

+ Gf(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑌𝑌𝑌𝑌 − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)� 12 
𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝜓𝜓𝜓𝜓�̄�𝜓𝜓𝜓 , 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 — фермиондық функция, �̄�𝜓𝜓𝜓 = 𝜓𝜓𝜓𝜓+𝛾𝛾𝛾𝛾0 түйіндес функциясы. 

Гаусса-Бонне инварианты:𝐺𝐺𝐺𝐺=24 �̇�𝑎𝑎𝑎2�̈�𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎3

Кинетикалық бөлігі келесі түрде жазылады:
𝑌𝑌𝑌𝑌=0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) 34 

Лагранжиан мына түрде жазылады (Aslam, 2013):

𝐿𝐿𝐿𝐿 = −3�̇�𝑎𝑎𝑎2𝑎𝑎𝑎𝑎 − 8�̇�𝑎𝑎𝑎3𝑓𝑓𝑓𝑓𝑢𝑢𝑢𝑢�̇�𝑢𝑢𝑢 + 0.5ia3(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) 56 

Белгілі болғандай, динамикалық жүйе үшін Эйлер-Лагранж теңдеуі келесі түрде 
анықталады:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖

− 𝑑𝑑𝑑𝑑
dt
� 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖
�=0 78 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓, �̄�𝜓𝜓𝜓. Лагранжианды Эйлер-Лагранж теңдеуіне қойып, мынаны аламыз:

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 + 2�̇�𝐻𝐻𝐻 = −𝑝𝑝𝑝𝑝 910 

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1112 

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2 + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺 + 16𝐻𝐻𝐻𝐻(�̇�𝐻𝐻𝐻 + 𝐻𝐻𝐻𝐻2)𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺 = 𝑝𝑝𝑝𝑝1314 

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 − 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) + 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1516 

�̄̇�𝜓𝜓𝜓 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛾𝛾𝛾𝛾0𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 3
2
𝐻𝐻𝐻𝐻�̄�𝜓𝜓𝜓=0 1718 

�̇�𝜓𝜓𝜓 + iV𝑢𝑢𝑢𝑢ψγ0 + 3
2
𝐻𝐻𝐻𝐻𝜓𝜓𝜓𝜓=0 1920 

,  — фермиондық функция, 

2012). Бұл теория Күн жүйесінің, термодинамиканың, энергетикалық жағдайлардың және басқа
құбылыстардың сынақтары тұрғысынан ақырғы уақыт сингулярлығының төрт түрінен аулақ
бола отырып, ғаламның ғарыштық кеңеюі аясында талданды (Bajardi, 2020).

Фермион өрісін пайдаланатын модель солардың бірі болып табылады. Жиырма жылдан 
астам уақыт бойы фермион өрісі гравитациялық өріс болған кездегі ерекше мінез-құлқына 
байланысты космологияда кеңінен қолданылды (Elizalde, 2018). Бірқатар зерттеулер сызықты 
емес фермион өрісі тұрақты шешімдерді генерациялай алатындығын және сонымен қатар оның 
кейінгі кезеңдерінде Ғаламның үдемелі кеңеюін түсіндіре алатынын көрсетті. Дегенмен, бұл 
жұмыстардың көпшілігі фермион мен гравитациялық өрістердің минималды өзара әрекеттесуін 
қарастырды. Айта кету керек, күңгірт энергия үлгілерімен қатар көптеген авторлар Эйнштейн 
теңдеулерінің модификацияларын өздері ұсынған. Олардың ішінде скаляр-тензорлық 
гравитациялық теориясын, минималды емес әрекеттесу теориясын, F(R) теориясын, F(R,T) 
теориясын бөліп көрсетуге болады, мұндағы T – энергия-импульстік тензордың ізі, F(T) 
теориясы, мұнда T - бұралу, F(G) теориясы және т.б. (Sharif, 2016).

Материалдар мен әдістер
Жұмыста Нетер симметрия және айнымалыларды бөлу әдістері қолданылды (Shamir, 2020).
Фермион өрісінің гравитациялық әсері мына формуламен анықталады (Bertini, 2022):𝑆𝑆𝑆𝑆 =

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑4𝑥𝑥𝑥𝑥�−𝑔𝑔𝑔𝑔 �
𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑘𝑘𝑘𝑘2

+ Gf(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑌𝑌𝑌𝑌 − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)� 12 
𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝜓𝜓𝜓𝜓�̄�𝜓𝜓𝜓 , 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 — фермиондық функция, �̄�𝜓𝜓𝜓 = 𝜓𝜓𝜓𝜓+𝛾𝛾𝛾𝛾0 түйіндес функциясы. 

Гаусса-Бонне инварианты:𝐺𝐺𝐺𝐺=24 �̇�𝑎𝑎𝑎2�̈�𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎3

Кинетикалық бөлігі келесі түрде жазылады:
𝑌𝑌𝑌𝑌=0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) 34 

Лагранжиан мына түрде жазылады (Aslam, 2013):

𝐿𝐿𝐿𝐿 = −3�̇�𝑎𝑎𝑎2𝑎𝑎𝑎𝑎 − 8�̇�𝑎𝑎𝑎3𝑓𝑓𝑓𝑓𝑢𝑢𝑢𝑢�̇�𝑢𝑢𝑢 + 0.5ia3(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) 56 

Белгілі болғандай, динамикалық жүйе үшін Эйлер-Лагранж теңдеуі келесі түрде 
анықталады:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖

− 𝑑𝑑𝑑𝑑
dt
� 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖
�=0 78 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓, �̄�𝜓𝜓𝜓. Лагранжианды Эйлер-Лагранж теңдеуіне қойып, мынаны аламыз:

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 + 2�̇�𝐻𝐻𝐻 = −𝑝𝑝𝑝𝑝 910 

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1112 

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2 + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺 + 16𝐻𝐻𝐻𝐻(�̇�𝐻𝐻𝐻 + 𝐻𝐻𝐻𝐻2)𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺 = 𝑝𝑝𝑝𝑝1314 

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 − 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) + 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1516 

�̄̇�𝜓𝜓𝜓 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛾𝛾𝛾𝛾0𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 3
2
𝐻𝐻𝐻𝐻�̄�𝜓𝜓𝜓=0 1718 

�̇�𝜓𝜓𝜓 + iV𝑢𝑢𝑢𝑢ψγ0 + 3
2
𝐻𝐻𝐻𝐻𝜓𝜓𝜓𝜓=0 1920 

 
түйіндес функциясы. Гаусса-Бонне инварианты: 

2012). Бұл теория Күн жүйесінің, термодинамиканың, энергетикалық жағдайлардың және басқа
құбылыстардың сынақтары тұрғысынан ақырғы уақыт сингулярлығының төрт түрінен аулақ
бола отырып, ғаламның ғарыштық кеңеюі аясында талданды (Bajardi, 2020).

Фермион өрісін пайдаланатын модель солардың бірі болып табылады. Жиырма жылдан 
астам уақыт бойы фермион өрісі гравитациялық өріс болған кездегі ерекше мінез-құлқына 
байланысты космологияда кеңінен қолданылды (Elizalde, 2018). Бірқатар зерттеулер сызықты 
емес фермион өрісі тұрақты шешімдерді генерациялай алатындығын және сонымен қатар оның 
кейінгі кезеңдерінде Ғаламның үдемелі кеңеюін түсіндіре алатынын көрсетті. Дегенмен, бұл 
жұмыстардың көпшілігі фермион мен гравитациялық өрістердің минималды өзара әрекеттесуін 
қарастырды. Айта кету керек, күңгірт энергия үлгілерімен қатар көптеген авторлар Эйнштейн 
теңдеулерінің модификацияларын өздері ұсынған. Олардың ішінде скаляр-тензорлық 
гравитациялық теориясын, минималды емес әрекеттесу теориясын, F(R) теориясын, F(R,T) 
теориясын бөліп көрсетуге болады, мұндағы T – энергия-импульстік тензордың ізі, F(T) 
теориясы, мұнда T - бұралу, F(G) теориясы және т.б. (Sharif, 2016).

Материалдар мен әдістер
Жұмыста Нетер симметрия және айнымалыларды бөлу әдістері қолданылды (Shamir, 2020).
Фермион өрісінің гравитациялық әсері мына формуламен анықталады (Bertini, 2022):𝑆𝑆𝑆𝑆 =

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑4𝑥𝑥𝑥𝑥�−𝑔𝑔𝑔𝑔 �
𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑘𝑘𝑘𝑘2

+ Gf(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑌𝑌𝑌𝑌 − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)� 12 
𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝜓𝜓𝜓𝜓�̄�𝜓𝜓𝜓 , 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 — фермиондық функция, �̄�𝜓𝜓𝜓 = 𝜓𝜓𝜓𝜓+𝛾𝛾𝛾𝛾0 түйіндес функциясы. 

Гаусса-Бонне инварианты:𝐺𝐺𝐺𝐺=24 �̇�𝑎𝑎𝑎2�̈�𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎3

Кинетикалық бөлігі келесі түрде жазылады:
𝑌𝑌𝑌𝑌=0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) 34 

Лагранжиан мына түрде жазылады (Aslam, 2013):

𝐿𝐿𝐿𝐿 = −3�̇�𝑎𝑎𝑎2𝑎𝑎𝑎𝑎 − 8�̇�𝑎𝑎𝑎3𝑓𝑓𝑓𝑓𝑢𝑢𝑢𝑢�̇�𝑢𝑢𝑢 + 0.5ia3(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) 56 

Белгілі болғандай, динамикалық жүйе үшін Эйлер-Лагранж теңдеуі келесі түрде 
анықталады:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖

− 𝑑𝑑𝑑𝑑
dt
� 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖
�=0 78 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓, �̄�𝜓𝜓𝜓. Лагранжианды Эйлер-Лагранж теңдеуіне қойып, мынаны аламыз:

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 + 2�̇�𝐻𝐻𝐻 = −𝑝𝑝𝑝𝑝 910 

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1112 

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2 + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺 + 16𝐻𝐻𝐻𝐻(�̇�𝐻𝐻𝐻 + 𝐻𝐻𝐻𝐻2)𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺 = 𝑝𝑝𝑝𝑝1314 

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 − 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) + 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1516 

�̄̇�𝜓𝜓𝜓 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛾𝛾𝛾𝛾0𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 3
2
𝐻𝐻𝐻𝐻�̄�𝜓𝜓𝜓=0 1718 

�̇�𝜓𝜓𝜓 + iV𝑢𝑢𝑢𝑢ψγ0 + 3
2
𝐻𝐻𝐻𝐻𝜓𝜓𝜓𝜓=0 1920 

Кинетикалық бөлігі келесі түрде жазылады:

2012). Бұл теория Күн жүйесінің, термодинамиканың, энергетикалық жағдайлардың және басқа
құбылыстардың сынақтары тұрғысынан ақырғы уақыт сингулярлығының төрт түрінен аулақ
бола отырып, ғаламның ғарыштық кеңеюі аясында талданды (Bajardi, 2020).

Фермион өрісін пайдаланатын модель солардың бірі болып табылады. Жиырма жылдан 
астам уақыт бойы фермион өрісі гравитациялық өріс болған кездегі ерекше мінез-құлқына 
байланысты космологияда кеңінен қолданылды (Elizalde, 2018). Бірқатар зерттеулер сызықты 
емес фермион өрісі тұрақты шешімдерді генерациялай алатындығын және сонымен қатар оның 
кейінгі кезеңдерінде Ғаламның үдемелі кеңеюін түсіндіре алатынын көрсетті. Дегенмен, бұл 
жұмыстардың көпшілігі фермион мен гравитациялық өрістердің минималды өзара әрекеттесуін 
қарастырды. Айта кету керек, күңгірт энергия үлгілерімен қатар көптеген авторлар Эйнштейн 
теңдеулерінің модификацияларын өздері ұсынған. Олардың ішінде скаляр-тензорлық 
гравитациялық теориясын, минималды емес әрекеттесу теориясын, F(R) теориясын, F(R,T) 
теориясын бөліп көрсетуге болады, мұндағы T – энергия-импульстік тензордың ізі, F(T) 
теориясы, мұнда T - бұралу, F(G) теориясы және т.б. (Sharif, 2016).

Материалдар мен әдістер
Жұмыста Нетер симметрия және айнымалыларды бөлу әдістері қолданылды (Shamir, 2020).
Фермион өрісінің гравитациялық әсері мына формуламен анықталады (Bertini, 2022):𝑆𝑆𝑆𝑆 =

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑4𝑥𝑥𝑥𝑥�−𝑔𝑔𝑔𝑔 �
𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑘𝑘𝑘𝑘2

+ Gf(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑌𝑌𝑌𝑌 − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)� 12 
𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝜓𝜓𝜓𝜓�̄�𝜓𝜓𝜓 , 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 — фермиондық функция, �̄�𝜓𝜓𝜓 = 𝜓𝜓𝜓𝜓+𝛾𝛾𝛾𝛾0 түйіндес функциясы. 

Гаусса-Бонне инварианты:𝐺𝐺𝐺𝐺=24 �̇�𝑎𝑎𝑎2�̈�𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎3

Кинетикалық бөлігі келесі түрде жазылады:
𝑌𝑌𝑌𝑌=0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) 34 

Лагранжиан мына түрде жазылады (Aslam, 2013):

𝐿𝐿𝐿𝐿 = −3�̇�𝑎𝑎𝑎2𝑎𝑎𝑎𝑎 − 8�̇�𝑎𝑎𝑎3𝑓𝑓𝑓𝑓𝑢𝑢𝑢𝑢�̇�𝑢𝑢𝑢 + 0.5ia3(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) 56 

Белгілі болғандай, динамикалық жүйе үшін Эйлер-Лагранж теңдеуі келесі түрде 
анықталады:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖

− 𝑑𝑑𝑑𝑑
dt
� 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖
�=0 78 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓, �̄�𝜓𝜓𝜓. Лагранжианды Эйлер-Лагранж теңдеуіне қойып, мынаны аламыз:

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 + 2�̇�𝐻𝐻𝐻 = −𝑝𝑝𝑝𝑝 910 

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1112 

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2 + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺 + 16𝐻𝐻𝐻𝐻(�̇�𝐻𝐻𝐻 + 𝐻𝐻𝐻𝐻2)𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺 = 𝑝𝑝𝑝𝑝1314 

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 − 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) + 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1516 

�̄̇�𝜓𝜓𝜓 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛾𝛾𝛾𝛾0𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 3
2
𝐻𝐻𝐻𝐻�̄�𝜓𝜓𝜓=0 1718 

�̇�𝜓𝜓𝜓 + iV𝑢𝑢𝑢𝑢ψγ0 + 3
2
𝐻𝐻𝐻𝐻𝜓𝜓𝜓𝜓=0 1920 

  34 
Лагранжиан мына түрде жазылады (Aslam, 2013):

2012). Бұл теория Күн жүйесінің, термодинамиканың, энергетикалық жағдайлардың және басқа
құбылыстардың сынақтары тұрғысынан ақырғы уақыт сингулярлығының төрт түрінен аулақ
бола отырып, ғаламның ғарыштық кеңеюі аясында талданды (Bajardi, 2020).

Фермион өрісін пайдаланатын модель солардың бірі болып табылады. Жиырма жылдан 
астам уақыт бойы фермион өрісі гравитациялық өріс болған кездегі ерекше мінез-құлқына 
байланысты космологияда кеңінен қолданылды (Elizalde, 2018). Бірқатар зерттеулер сызықты 
емес фермион өрісі тұрақты шешімдерді генерациялай алатындығын және сонымен қатар оның 
кейінгі кезеңдерінде Ғаламның үдемелі кеңеюін түсіндіре алатынын көрсетті. Дегенмен, бұл 
жұмыстардың көпшілігі фермион мен гравитациялық өрістердің минималды өзара әрекеттесуін 
қарастырды. Айта кету керек, күңгірт энергия үлгілерімен қатар көптеген авторлар Эйнштейн 
теңдеулерінің модификацияларын өздері ұсынған. Олардың ішінде скаляр-тензорлық 
гравитациялық теориясын, минималды емес әрекеттесу теориясын, F(R) теориясын, F(R,T) 
теориясын бөліп көрсетуге болады, мұндағы T – энергия-импульстік тензордың ізі, F(T) 
теориясы, мұнда T - бұралу, F(G) теориясы және т.б. (Sharif, 2016).

Материалдар мен әдістер
Жұмыста Нетер симметрия және айнымалыларды бөлу әдістері қолданылды (Shamir, 2020).
Фермион өрісінің гравитациялық әсері мына формуламен анықталады (Bertini, 2022):𝑆𝑆𝑆𝑆 =

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑4𝑥𝑥𝑥𝑥�−𝑔𝑔𝑔𝑔 �
𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑘𝑘𝑘𝑘2

+ Gf(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑌𝑌𝑌𝑌 − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)� 12 
𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝜓𝜓𝜓𝜓�̄�𝜓𝜓𝜓 , 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 — фермиондық функция, �̄�𝜓𝜓𝜓 = 𝜓𝜓𝜓𝜓+𝛾𝛾𝛾𝛾0 түйіндес функциясы. 

Гаусса-Бонне инварианты:𝐺𝐺𝐺𝐺=24 �̇�𝑎𝑎𝑎2�̈�𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎3

Кинетикалық бөлігі келесі түрде жазылады:
𝑌𝑌𝑌𝑌=0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) 34 

Лагранжиан мына түрде жазылады (Aslam, 2013):

𝐿𝐿𝐿𝐿 = −3�̇�𝑎𝑎𝑎2𝑎𝑎𝑎𝑎 − 8�̇�𝑎𝑎𝑎3𝑓𝑓𝑓𝑓𝑢𝑢𝑢𝑢�̇�𝑢𝑢𝑢 + 0.5ia3(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) 56 

Белгілі болғандай, динамикалық жүйе үшін Эйлер-Лагранж теңдеуі келесі түрде 
анықталады:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖

− 𝑑𝑑𝑑𝑑
dt
� 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖
�=0 78 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓, �̄�𝜓𝜓𝜓. Лагранжианды Эйлер-Лагранж теңдеуіне қойып, мынаны аламыз:

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 + 2�̇�𝐻𝐻𝐻 = −𝑝𝑝𝑝𝑝 910 

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1112 

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2 + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺 + 16𝐻𝐻𝐻𝐻(�̇�𝐻𝐻𝐻 + 𝐻𝐻𝐻𝐻2)𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺 = 𝑝𝑝𝑝𝑝1314 

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 − 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) + 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1516 

�̄̇�𝜓𝜓𝜓 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛾𝛾𝛾𝛾0𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 3
2
𝐻𝐻𝐻𝐻�̄�𝜓𝜓𝜓=0 1718 

�̇�𝜓𝜓𝜓 + iV𝑢𝑢𝑢𝑢ψγ0 + 3
2
𝐻𝐻𝐻𝐻𝜓𝜓𝜓𝜓=0 1920 

   56
Белгілі болғандай, динамикалық жүйе үшін Эйлер-Лагранж теңдеуі келесі 

түрде анықталады:

2012). Бұл теория Күн жүйесінің, термодинамиканың, энергетикалық жағдайлардың және басқа
құбылыстардың сынақтары тұрғысынан ақырғы уақыт сингулярлығының төрт түрінен аулақ
бола отырып, ғаламның ғарыштық кеңеюі аясында талданды (Bajardi, 2020).

Фермион өрісін пайдаланатын модель солардың бірі болып табылады. Жиырма жылдан 
астам уақыт бойы фермион өрісі гравитациялық өріс болған кездегі ерекше мінез-құлқына 
байланысты космологияда кеңінен қолданылды (Elizalde, 2018). Бірқатар зерттеулер сызықты 
емес фермион өрісі тұрақты шешімдерді генерациялай алатындығын және сонымен қатар оның 
кейінгі кезеңдерінде Ғаламның үдемелі кеңеюін түсіндіре алатынын көрсетті. Дегенмен, бұл 
жұмыстардың көпшілігі фермион мен гравитациялық өрістердің минималды өзара әрекеттесуін 
қарастырды. Айта кету керек, күңгірт энергия үлгілерімен қатар көптеген авторлар Эйнштейн 
теңдеулерінің модификацияларын өздері ұсынған. Олардың ішінде скаляр-тензорлық 
гравитациялық теориясын, минималды емес әрекеттесу теориясын, F(R) теориясын, F(R,T) 
теориясын бөліп көрсетуге болады, мұндағы T – энергия-импульстік тензордың ізі, F(T) 
теориясы, мұнда T - бұралу, F(G) теориясы және т.б. (Sharif, 2016).

Материалдар мен әдістер
Жұмыста Нетер симметрия және айнымалыларды бөлу әдістері қолданылды (Shamir, 2020).
Фермион өрісінің гравитациялық әсері мына формуламен анықталады (Bertini, 2022):𝑆𝑆𝑆𝑆 =

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑4𝑥𝑥𝑥𝑥�−𝑔𝑔𝑔𝑔 �
𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑘𝑘𝑘𝑘2

+ Gf(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑌𝑌𝑌𝑌 − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)� 12 
𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝜓𝜓𝜓𝜓�̄�𝜓𝜓𝜓 , 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 — фермиондық функция, �̄�𝜓𝜓𝜓 = 𝜓𝜓𝜓𝜓+𝛾𝛾𝛾𝛾0 түйіндес функциясы. 

Гаусса-Бонне инварианты:𝐺𝐺𝐺𝐺=24 �̇�𝑎𝑎𝑎2�̈�𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎3

Кинетикалық бөлігі келесі түрде жазылады:
𝑌𝑌𝑌𝑌=0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) 34 

Лагранжиан мына түрде жазылады (Aslam, 2013):

𝐿𝐿𝐿𝐿 = −3�̇�𝑎𝑎𝑎2𝑎𝑎𝑎𝑎 − 8�̇�𝑎𝑎𝑎3𝑓𝑓𝑓𝑓𝑢𝑢𝑢𝑢�̇�𝑢𝑢𝑢 + 0.5ia3(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) 56 

Белгілі болғандай, динамикалық жүйе үшін Эйлер-Лагранж теңдеуі келесі түрде 
анықталады:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖

− 𝑑𝑑𝑑𝑑
dt
� 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖
�=0 78 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓, �̄�𝜓𝜓𝜓. Лагранжианды Эйлер-Лагранж теңдеуіне қойып, мынаны аламыз:

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 + 2�̇�𝐻𝐻𝐻 = −𝑝𝑝𝑝𝑝 910 

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1112 

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2 + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺 + 16𝐻𝐻𝐻𝐻(�̇�𝐻𝐻𝐻 + 𝐻𝐻𝐻𝐻2)𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺 = 𝑝𝑝𝑝𝑝1314 

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 − 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) + 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1516 

�̄̇�𝜓𝜓𝜓 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛾𝛾𝛾𝛾0𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 3
2
𝐻𝐻𝐻𝐻�̄�𝜓𝜓𝜓=0 1718 

�̇�𝜓𝜓𝜓 + iV𝑢𝑢𝑢𝑢ψγ0 + 3
2
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2012). Бұл теория Күн жүйесінің, термодинамиканың, энергетикалық жағдайлардың және басқа
құбылыстардың сынақтары тұрғысынан ақырғы уақыт сингулярлығының төрт түрінен аулақ
бола отырып, ғаламның ғарыштық кеңеюі аясында талданды (Bajardi, 2020).

Фермион өрісін пайдаланатын модель солардың бірі болып табылады. Жиырма жылдан 
астам уақыт бойы фермион өрісі гравитациялық өріс болған кездегі ерекше мінез-құлқына 
байланысты космологияда кеңінен қолданылды (Elizalde, 2018). Бірқатар зерттеулер сызықты 
емес фермион өрісі тұрақты шешімдерді генерациялай алатындығын және сонымен қатар оның 
кейінгі кезеңдерінде Ғаламның үдемелі кеңеюін түсіндіре алатынын көрсетті. Дегенмен, бұл 
жұмыстардың көпшілігі фермион мен гравитациялық өрістердің минималды өзара әрекеттесуін 
қарастырды. Айта кету керек, күңгірт энергия үлгілерімен қатар көптеген авторлар Эйнштейн 
теңдеулерінің модификацияларын өздері ұсынған. Олардың ішінде скаляр-тензорлық 
гравитациялық теориясын, минималды емес әрекеттесу теориясын, F(R) теориясын, F(R,T) 
теориясын бөліп көрсетуге болады, мұндағы T – энергия-импульстік тензордың ізі, F(T) 
теориясы, мұнда T - бұралу, F(G) теориясы және т.б. (Sharif, 2016).

Материалдар мен әдістер
Жұмыста Нетер симметрия және айнымалыларды бөлу әдістері қолданылды (Shamir, 2020).
Фермион өрісінің гравитациялық әсері мына формуламен анықталады (Bertini, 2022):𝑆𝑆𝑆𝑆 =

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑4𝑥𝑥𝑥𝑥�−𝑔𝑔𝑔𝑔 �
𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑘𝑘𝑘𝑘2

+ Gf(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑌𝑌𝑌𝑌 − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)� 12 
𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝜓𝜓𝜓𝜓�̄�𝜓𝜓𝜓 , 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 — фермиондық функция, �̄�𝜓𝜓𝜓 = 𝜓𝜓𝜓𝜓+𝛾𝛾𝛾𝛾0 түйіндес функциясы. 

Гаусса-Бонне инварианты:𝐺𝐺𝐺𝐺=24 �̇�𝑎𝑎𝑎2�̈�𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎3

Кинетикалық бөлігі келесі түрде жазылады:
𝑌𝑌𝑌𝑌=0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) 34 

Лагранжиан мына түрде жазылады (Aslam, 2013):

𝐿𝐿𝐿𝐿 = −3�̇�𝑎𝑎𝑎2𝑎𝑎𝑎𝑎 − 8�̇�𝑎𝑎𝑎3𝑓𝑓𝑓𝑓𝑢𝑢𝑢𝑢�̇�𝑢𝑢𝑢 + 0.5ia3(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) 56 

Белгілі болғандай, динамикалық жүйе үшін Эйлер-Лагранж теңдеуі келесі түрде 
анықталады:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖

− 𝑑𝑑𝑑𝑑
dt
� 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖
�=0 78 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓, �̄�𝜓𝜓𝜓. Лагранжианды Эйлер-Лагранж теңдеуіне қойып, мынаны аламыз:

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 + 2�̇�𝐻𝐻𝐻 = −𝑝𝑝𝑝𝑝 910 

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1112 

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2 + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺 + 16𝐻𝐻𝐻𝐻(�̇�𝐻𝐻𝐻 + 𝐻𝐻𝐻𝐻2)𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺 = 𝑝𝑝𝑝𝑝1314 

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 − 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) + 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1516 

�̄̇�𝜓𝜓𝜓 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛾𝛾𝛾𝛾0𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 3
2
𝐻𝐻𝐻𝐻�̄�𝜓𝜓𝜓=0 1718 

�̇�𝜓𝜓𝜓 + iV𝑢𝑢𝑢𝑢ψγ0 + 3
2
𝐻𝐻𝐻𝐻𝜓𝜓𝜓𝜓=0 1920 

 Лагранжианды Эйлер-Лагранж теңдеуіне қойып, мынаны 
аламыз:
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2012). Бұл теория Күн жүйесінің, термодинамиканың, энергетикалық жағдайлардың және басқа
құбылыстардың сынақтары тұрғысынан ақырғы уақыт сингулярлығының төрт түрінен аулақ
бола отырып, ғаламның ғарыштық кеңеюі аясында талданды (Bajardi, 2020).

Фермион өрісін пайдаланатын модель солардың бірі болып табылады. Жиырма жылдан 
астам уақыт бойы фермион өрісі гравитациялық өріс болған кездегі ерекше мінез-құлқына 
байланысты космологияда кеңінен қолданылды (Elizalde, 2018). Бірқатар зерттеулер сызықты 
емес фермион өрісі тұрақты шешімдерді генерациялай алатындығын және сонымен қатар оның 
кейінгі кезеңдерінде Ғаламның үдемелі кеңеюін түсіндіре алатынын көрсетті. Дегенмен, бұл 
жұмыстардың көпшілігі фермион мен гравитациялық өрістердің минималды өзара әрекеттесуін 
қарастырды. Айта кету керек, күңгірт энергия үлгілерімен қатар көптеген авторлар Эйнштейн 
теңдеулерінің модификацияларын өздері ұсынған. Олардың ішінде скаляр-тензорлық 
гравитациялық теориясын, минималды емес әрекеттесу теориясын, F(R) теориясын, F(R,T) 
теориясын бөліп көрсетуге болады, мұндағы T – энергия-импульстік тензордың ізі, F(T) 
теориясы, мұнда T - бұралу, F(G) теориясы және т.б. (Sharif, 2016).

Материалдар мен әдістер
Жұмыста Нетер симметрия және айнымалыларды бөлу әдістері қолданылды (Shamir, 2020).
Фермион өрісінің гравитациялық әсері мына формуламен анықталады (Bertini, 2022):𝑆𝑆𝑆𝑆 =

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑4𝑥𝑥𝑥𝑥�−𝑔𝑔𝑔𝑔 �
𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑘𝑘𝑘𝑘2

+ Gf(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑌𝑌𝑌𝑌 − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)� 12 
𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝜓𝜓𝜓𝜓�̄�𝜓𝜓𝜓 , 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 — фермиондық функция, �̄�𝜓𝜓𝜓 = 𝜓𝜓𝜓𝜓+𝛾𝛾𝛾𝛾0 түйіндес функциясы. 

Гаусса-Бонне инварианты:𝐺𝐺𝐺𝐺=24 �̇�𝑎𝑎𝑎2�̈�𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎3

Кинетикалық бөлігі келесі түрде жазылады:
𝑌𝑌𝑌𝑌=0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) 34 

Лагранжиан мына түрде жазылады (Aslam, 2013):

𝐿𝐿𝐿𝐿 = −3�̇�𝑎𝑎𝑎2𝑎𝑎𝑎𝑎 − 8�̇�𝑎𝑎𝑎3𝑓𝑓𝑓𝑓𝑢𝑢𝑢𝑢�̇�𝑢𝑢𝑢 + 0.5ia3(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) 56 

Белгілі болғандай, динамикалық жүйе үшін Эйлер-Лагранж теңдеуі келесі түрде 
анықталады:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖

− 𝑑𝑑𝑑𝑑
dt
� 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖
�=0 78 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓, �̄�𝜓𝜓𝜓. Лагранжианды Эйлер-Лагранж теңдеуіне қойып, мынаны аламыз:

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 + 2�̇�𝐻𝐻𝐻 = −𝑝𝑝𝑝𝑝 910 

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1112 

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2 + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺 + 16𝐻𝐻𝐻𝐻(�̇�𝐻𝐻𝐻 + 𝐻𝐻𝐻𝐻2)𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺 = 𝑝𝑝𝑝𝑝1314 

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 − 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) + 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1516 

�̄̇�𝜓𝜓𝜓 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛾𝛾𝛾𝛾0𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 3
2
𝐻𝐻𝐻𝐻�̄�𝜓𝜓𝜓=0 1718 

�̇�𝜓𝜓𝜓 + iV𝑢𝑢𝑢𝑢ψγ0 + 3
2
𝐻𝐻𝐻𝐻𝜓𝜓𝜓𝜓=0 1920 
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2012). Бұл теория Күн жүйесінің, термодинамиканың, энергетикалық жағдайлардың және басқа
құбылыстардың сынақтары тұрғысынан ақырғы уақыт сингулярлығының төрт түрінен аулақ
бола отырып, ғаламның ғарыштық кеңеюі аясында талданды (Bajardi, 2020).

Фермион өрісін пайдаланатын модель солардың бірі болып табылады. Жиырма жылдан 
астам уақыт бойы фермион өрісі гравитациялық өріс болған кездегі ерекше мінез-құлқына 
байланысты космологияда кеңінен қолданылды (Elizalde, 2018). Бірқатар зерттеулер сызықты 
емес фермион өрісі тұрақты шешімдерді генерациялай алатындығын және сонымен қатар оның 
кейінгі кезеңдерінде Ғаламның үдемелі кеңеюін түсіндіре алатынын көрсетті. Дегенмен, бұл 
жұмыстардың көпшілігі фермион мен гравитациялық өрістердің минималды өзара әрекеттесуін 
қарастырды. Айта кету керек, күңгірт энергия үлгілерімен қатар көптеген авторлар Эйнштейн 
теңдеулерінің модификацияларын өздері ұсынған. Олардың ішінде скаляр-тензорлық 
гравитациялық теориясын, минималды емес әрекеттесу теориясын, F(R) теориясын, F(R,T) 
теориясын бөліп көрсетуге болады, мұндағы T – энергия-импульстік тензордың ізі, F(T) 
теориясы, мұнда T - бұралу, F(G) теориясы және т.б. (Sharif, 2016).

Материалдар мен әдістер
Жұмыста Нетер симметрия және айнымалыларды бөлу әдістері қолданылды (Shamir, 2020).
Фермион өрісінің гравитациялық әсері мына формуламен анықталады (Bertini, 2022):𝑆𝑆𝑆𝑆 =

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑4𝑥𝑥𝑥𝑥�−𝑔𝑔𝑔𝑔 �
𝑅𝑅𝑅𝑅
2𝑘𝑘𝑘𝑘2

+ Gf(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑌𝑌𝑌𝑌 − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)� 12 
𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝜓𝜓𝜓𝜓�̄�𝜓𝜓𝜓 , 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 — фермиондық функция, �̄�𝜓𝜓𝜓 = 𝜓𝜓𝜓𝜓+𝛾𝛾𝛾𝛾0 түйіндес функциясы. 

Гаусса-Бонне инварианты:𝐺𝐺𝐺𝐺=24 �̇�𝑎𝑎𝑎2�̈�𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎3

Кинетикалық бөлігі келесі түрде жазылады:
𝑌𝑌𝑌𝑌=0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) 34 

Лагранжиан мына түрде жазылады (Aslam, 2013):

𝐿𝐿𝐿𝐿 = −3�̇�𝑎𝑎𝑎2𝑎𝑎𝑎𝑎 − 8�̇�𝑎𝑎𝑎3𝑓𝑓𝑓𝑓𝑢𝑢𝑢𝑢�̇�𝑢𝑢𝑢 + 0.5ia3(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) 56 

Белгілі болғандай, динамикалық жүйе үшін Эйлер-Лагранж теңдеуі келесі түрде 
анықталады:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖

− 𝑑𝑑𝑑𝑑
dt
� 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖
�=0 78 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓, �̄�𝜓𝜓𝜓. Лагранжианды Эйлер-Лагранж теңдеуіне қойып, мынаны аламыз:

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 + 2�̇�𝐻𝐻𝐻 = −𝑝𝑝𝑝𝑝 910 

3𝐻𝐻𝐻𝐻2 = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1112 

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓 − �̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓) − 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2 + 8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺 + 16𝐻𝐻𝐻𝐻(�̇�𝐻𝐻𝐻 + 𝐻𝐻𝐻𝐻2)𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺 = 𝑝𝑝𝑝𝑝1314 

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 − 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) + 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢) = 𝜌𝜌𝜌𝜌 1516 

�̄̇�𝜓𝜓𝜓 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛾𝛾𝛾𝛾0𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 3
2
𝐻𝐻𝐻𝐻�̄�𝜓𝜓𝜓=0 1718 

�̇�𝜓𝜓𝜓 + iV𝑢𝑢𝑢𝑢ψγ0 + 3
2
𝐻𝐻𝐻𝐻𝜓𝜓𝜓𝜓=0 1920 

𝜔𝜔𝜔𝜔 = −1 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓−�̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓)+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺+16𝐻𝐻𝐻𝐻�̇�𝐻𝐻𝐻𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺−8𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺)+𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)−24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 2122 

Нетер симметрия тәсілінің негізгі идеясы Лагранжианның Ли туындысы нөлге тең болатын 
симметрия генераторларының X класын табу болып табылады, яғни (Capozziello, 2012):

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑋𝑋𝑋𝑋=0. 2324 

Жұмыстың мақсаты фермион өрісінің құрамдас бөліктері тұрғысынан біздің модель үшін 
нетер симметрияларының ықтимал жиынтығын 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 және оның түйіндес �̄�𝜓𝜓𝜓 =
(𝜓𝜓𝜓𝜓0† ,𝜓𝜓𝜓𝜓1† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓2† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓3†) өрісін іздеу. (12) теңдеумен берілген Ноетер симметриясының болуы 

келесі түрдегі Х векторлық өрістің болуын білдіреді: 3�𝛾𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ �̇�𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗
† + �̇�𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

†�,

2526 
𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 және 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖 генераторлары  𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† , тәуелді, және олардың туындылары сәйкес 
теңдеулерден анықталады 

3 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

�̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† �̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖
†� . 2728 

Мәндерді қоя отырып:

𝛼𝛼𝛼𝛼 + 2 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎=0, 2930 

3αψ + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3132 

3𝛼𝛼𝛼𝛼�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3334 

3 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GGG=0, 3536 

3𝛼𝛼𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑓𝑓𝑓𝑓 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 𝑉𝑉𝑉𝑉) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3(𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢𝜓𝜓𝜓𝜓)=0, 3738 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜓𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
�̄�𝜓𝜓𝜓=0, 3940 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝜓𝜓𝜓𝜓=0, 4142 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4344 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4546 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4748 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4950 

 
  

Нетер симметрия тәсілінің негізгі идеясы Лагранжианның Ли туындысы нөлге 
тең болатын симметрия генераторларының X класын табу болып табылады, яғни 
(Capozziello, 2012):

𝜔𝜔𝜔𝜔 = −1 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓−�̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓)+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺+16𝐻𝐻𝐻𝐻�̇�𝐻𝐻𝐻𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺−8𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺)+𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)−24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 2122 

Нетер симметрия тәсілінің негізгі идеясы Лагранжианның Ли туындысы нөлге тең болатын 
симметрия генераторларының X класын табу болып табылады, яғни (Capozziello, 2012):

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑋𝑋𝑋𝑋=0. 2324 

Жұмыстың мақсаты фермион өрісінің құрамдас бөліктері тұрғысынан біздің модель үшін 
нетер симметрияларының ықтимал жиынтығын 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 және оның түйіндес �̄�𝜓𝜓𝜓 =
(𝜓𝜓𝜓𝜓0† ,𝜓𝜓𝜓𝜓1† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓2† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓3†) өрісін іздеу. (12) теңдеумен берілген Ноетер симметриясының болуы 

келесі түрдегі Х векторлық өрістің болуын білдіреді: 3�𝛾𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ �̇�𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗
† + �̇�𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

†�,

2526 
𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 және 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖 генераторлары  𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† , тәуелді, және олардың туындылары сәйкес 
теңдеулерден анықталады 

3 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

�̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† �̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖
†� . 2728 

Мәндерді қоя отырып:

𝛼𝛼𝛼𝛼 + 2 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎=0, 2930 

3αψ + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3132 

3𝛼𝛼𝛼𝛼�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3334 

3 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GGG=0, 3536 

3𝛼𝛼𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑓𝑓𝑓𝑓 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 𝑉𝑉𝑉𝑉) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3(𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢𝜓𝜓𝜓𝜓)=0, 3738 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜓𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
�̄�𝜓𝜓𝜓=0, 3940 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝜓𝜓𝜓𝜓=0, 4142 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4344 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4546 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4748 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4950 

Жұмыстың мақсаты фермион өрісінің құрамдас бөліктері тұрғысынан біздің 
модель үшін нетер симметрияларының ықтимал жиынтығын  

𝜔𝜔𝜔𝜔 = −1 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓−�̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓)+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺+16𝐻𝐻𝐻𝐻�̇�𝐻𝐻𝐻𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺−8𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺)+𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)−24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 2122 

Нетер симметрия тәсілінің негізгі идеясы Лагранжианның Ли туындысы нөлге тең болатын 
симметрия генераторларының X класын табу болып табылады, яғни (Capozziello, 2012):

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑋𝑋𝑋𝑋=0. 2324 

Жұмыстың мақсаты фермион өрісінің құрамдас бөліктері тұрғысынан біздің модель үшін 
нетер симметрияларының ықтимал жиынтығын 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 және оның түйіндес �̄�𝜓𝜓𝜓 =
(𝜓𝜓𝜓𝜓0† ,𝜓𝜓𝜓𝜓1† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓2† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓3†) өрісін іздеу. (12) теңдеумен берілген Ноетер симметриясының болуы 

келесі түрдегі Х векторлық өрістің болуын білдіреді: 3�𝛾𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ �̇�𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗
† + �̇�𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

†�,

2526 
𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 және 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖 генераторлары  𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† , тәуелді, және олардың туындылары сәйкес 
теңдеулерден анықталады 

3 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

�̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† �̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖
†� . 2728 

Мәндерді қоя отырып:

𝛼𝛼𝛼𝛼 + 2 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎=0, 2930 

3αψ + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3132 

3𝛼𝛼𝛼𝛼�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3334 

3 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GGG=0, 3536 

3𝛼𝛼𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑓𝑓𝑓𝑓 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 𝑉𝑉𝑉𝑉) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3(𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢𝜓𝜓𝜓𝜓)=0, 3738 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜓𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
�̄�𝜓𝜓𝜓=0, 3940 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝜓𝜓𝜓𝜓=0, 4142 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4344 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4546 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4748 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4950 

және оның түйіндес  

𝜔𝜔𝜔𝜔 = −1 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓−�̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓)+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺+16𝐻𝐻𝐻𝐻�̇�𝐻𝐻𝐻𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺−8𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺)+𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)−24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 2122 

Нетер симметрия тәсілінің негізгі идеясы Лагранжианның Ли туындысы нөлге тең болатын 
симметрия генераторларының X класын табу болып табылады, яғни (Capozziello, 2012):

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑋𝑋𝑋𝑋=0. 2324 

Жұмыстың мақсаты фермион өрісінің құрамдас бөліктері тұрғысынан біздің модель үшін 
нетер симметрияларының ықтимал жиынтығын 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 және оның түйіндес �̄�𝜓𝜓𝜓 =
(𝜓𝜓𝜓𝜓0† ,𝜓𝜓𝜓𝜓1† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓2† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓3†) өрісін іздеу. (12) теңдеумен берілген Ноетер симметриясының болуы 

келесі түрдегі Х векторлық өрістің болуын білдіреді: 3�𝛾𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ �̇�𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗
† + �̇�𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

†�,

2526 
𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 және 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖 генераторлары  𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† , тәуелді, және олардың туындылары сәйкес 
теңдеулерден анықталады 

3 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

�̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† �̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖
†� . 2728 

Мәндерді қоя отырып:

𝛼𝛼𝛼𝛼 + 2 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎=0, 2930 

3αψ + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3132 

3𝛼𝛼𝛼𝛼�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3334 

3 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GGG=0, 3536 

3𝛼𝛼𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑓𝑓𝑓𝑓 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 𝑉𝑉𝑉𝑉) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3(𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢𝜓𝜓𝜓𝜓)=0, 3738 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜓𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
�̄�𝜓𝜓𝜓=0, 3940 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝜓𝜓𝜓𝜓=0, 4142 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4344 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4546 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4748 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4950 

𝜔𝜔𝜔𝜔 = −1 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓−�̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓)+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺+16𝐻𝐻𝐻𝐻�̇�𝐻𝐻𝐻𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺−8𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺)+𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)−24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 2122 

Нетер симметрия тәсілінің негізгі идеясы Лагранжианның Ли туындысы нөлге тең болатын 
симметрия генераторларының X класын табу болып табылады, яғни (Capozziello, 2012):

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑋𝑋𝑋𝑋=0. 2324 

Жұмыстың мақсаты фермион өрісінің құрамдас бөліктері тұрғысынан біздің модель үшін 
нетер симметрияларының ықтимал жиынтығын 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 және оның түйіндес �̄�𝜓𝜓𝜓 =
(𝜓𝜓𝜓𝜓0† ,𝜓𝜓𝜓𝜓1† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓2† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓3†) өрісін іздеу. (12) теңдеумен берілген Ноетер симметриясының болуы 

келесі түрдегі Х векторлық өрістің болуын білдіреді: 3�𝛾𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ �̇�𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗
† + �̇�𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

†�,

2526 
𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 және 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖 генераторлары  𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† , тәуелді, және олардың туындылары сәйкес 
теңдеулерден анықталады 

3 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

�̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† �̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖
†� . 2728 

Мәндерді қоя отырып:

𝛼𝛼𝛼𝛼 + 2 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎=0, 2930 

3αψ + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3132 

3𝛼𝛼𝛼𝛼�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3334 

3 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GGG=0, 3536 

3𝛼𝛼𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑓𝑓𝑓𝑓 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 𝑉𝑉𝑉𝑉) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3(𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢𝜓𝜓𝜓𝜓)=0, 3738 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜓𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
�̄�𝜓𝜓𝜓=0, 3940 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝜓𝜓𝜓𝜓=0, 4142 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4344 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4546 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4748 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4950 

 өрісін іздеу. (12) теңдеумен 
берілген Ноетер симметриясының болуы келесі түрдегі Х векторлық өрістің 

болуын білдіреді: 

𝜔𝜔𝜔𝜔 = −1 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓−�̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓)+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺+16𝐻𝐻𝐻𝐻�̇�𝐻𝐻𝐻𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺−8𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺)+𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)−24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 2122 

Нетер симметрия тәсілінің негізгі идеясы Лагранжианның Ли туындысы нөлге тең болатын 
симметрия генераторларының X класын табу болып табылады, яғни (Capozziello, 2012):

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑋𝑋𝑋𝑋=0. 2324 

Жұмыстың мақсаты фермион өрісінің құрамдас бөліктері тұрғысынан біздің модель үшін 
нетер симметрияларының ықтимал жиынтығын 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 және оның түйіндес �̄�𝜓𝜓𝜓 =
(𝜓𝜓𝜓𝜓0† ,𝜓𝜓𝜓𝜓1† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓2† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓3†) өрісін іздеу. (12) теңдеумен берілген Ноетер симметриясының болуы 

келесі түрдегі Х векторлық өрістің болуын білдіреді: 3�𝛾𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ �̇�𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗
† + �̇�𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

†�,

2526 
𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 және 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖 генераторлары  𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† , тәуелді, және олардың туындылары сәйкес 
теңдеулерден анықталады 

3 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

�̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† �̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖
†� . 2728 

Мәндерді қоя отырып:

𝛼𝛼𝛼𝛼 + 2 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎=0, 2930 

3αψ + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3132 

3𝛼𝛼𝛼𝛼�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3334 

3 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GGG=0, 3536 

3𝛼𝛼𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑓𝑓𝑓𝑓 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 𝑉𝑉𝑉𝑉) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3(𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢𝜓𝜓𝜓𝜓)=0, 3738 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜓𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
�̄�𝜓𝜓𝜓=0, 3940 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝜓𝜓𝜓𝜓=0, 4142 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4344 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4546 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4748 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4950 

  2526

𝜔𝜔𝜔𝜔 = −1 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓−�̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓)+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺+16𝐻𝐻𝐻𝐻�̇�𝐻𝐻𝐻𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺−8𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺)+𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)−24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 2122 

Нетер симметрия тәсілінің негізгі идеясы Лагранжианның Ли туындысы нөлге тең болатын 
симметрия генераторларының X класын табу болып табылады, яғни (Capozziello, 2012):

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑋𝑋𝑋𝑋=0. 2324 

Жұмыстың мақсаты фермион өрісінің құрамдас бөліктері тұрғысынан біздің модель үшін 
нетер симметрияларының ықтимал жиынтығын 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 және оның түйіндес �̄�𝜓𝜓𝜓 =
(𝜓𝜓𝜓𝜓0† ,𝜓𝜓𝜓𝜓1† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓2† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓3†) өрісін іздеу. (12) теңдеумен берілген Ноетер симметриясының болуы 

келесі түрдегі Х векторлық өрістің болуын білдіреді: 3�𝛾𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ �̇�𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗
† + �̇�𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

†�,

2526 
𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 және 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖 генераторлары  𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† , тәуелді, және олардың туындылары сәйкес 
теңдеулерден анықталады 

3 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

�̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† �̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖
†� . 2728 

Мәндерді қоя отырып:

𝛼𝛼𝛼𝛼 + 2 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎=0, 2930 

3αψ + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3132 

3𝛼𝛼𝛼𝛼�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3334 

3 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GGG=0, 3536 

3𝛼𝛼𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑓𝑓𝑓𝑓 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 𝑉𝑉𝑉𝑉) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3(𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢𝜓𝜓𝜓𝜓)=0, 3738 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜓𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
�̄�𝜓𝜓𝜓=0, 3940 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝜓𝜓𝜓𝜓=0, 4142 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4344 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4546 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4748 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4950 

  және  

𝜔𝜔𝜔𝜔 = −1 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓−�̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓)+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺+16𝐻𝐻𝐻𝐻�̇�𝐻𝐻𝐻𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺−8𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺)+𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)−24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 2122 

Нетер симметрия тәсілінің негізгі идеясы Лагранжианның Ли туындысы нөлге тең болатын 
симметрия генераторларының X класын табу болып табылады, яғни (Capozziello, 2012):

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑋𝑋𝑋𝑋=0. 2324 

Жұмыстың мақсаты фермион өрісінің құрамдас бөліктері тұрғысынан біздің модель үшін 
нетер симметрияларының ықтимал жиынтығын 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 және оның түйіндес �̄�𝜓𝜓𝜓 =
(𝜓𝜓𝜓𝜓0† ,𝜓𝜓𝜓𝜓1† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓2† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓3†) өрісін іздеу. (12) теңдеумен берілген Ноетер симметриясының болуы 

келесі түрдегі Х векторлық өрістің болуын білдіреді: 3�𝛾𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ �̇�𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗
† + �̇�𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

†�,

2526 
𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 және 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖 генераторлары  𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† , тәуелді, және олардың туындылары сәйкес 
теңдеулерден анықталады 

3 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

�̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† �̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖
†� . 2728 

Мәндерді қоя отырып:

𝛼𝛼𝛼𝛼 + 2 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎=0, 2930 

3αψ + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3132 

3𝛼𝛼𝛼𝛼�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3334 

3 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GGG=0, 3536 

3𝛼𝛼𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑓𝑓𝑓𝑓 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 𝑉𝑉𝑉𝑉) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3(𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢𝜓𝜓𝜓𝜓)=0, 3738 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜓𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
�̄�𝜓𝜓𝜓=0, 3940 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝜓𝜓𝜓𝜓=0, 4142 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4344 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4546 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4748 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4950 

 генераторлары  

𝜔𝜔𝜔𝜔 = −1 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓−�̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓)+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺+16𝐻𝐻𝐻𝐻�̇�𝐻𝐻𝐻𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺−8𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺)+𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)−24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 2122 

Нетер симметрия тәсілінің негізгі идеясы Лагранжианның Ли туындысы нөлге тең болатын 
симметрия генераторларының X класын табу болып табылады, яғни (Capozziello, 2012):

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑋𝑋𝑋𝑋=0. 2324 

Жұмыстың мақсаты фермион өрісінің құрамдас бөліктері тұрғысынан біздің модель үшін 
нетер симметрияларының ықтимал жиынтығын 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 және оның түйіндес �̄�𝜓𝜓𝜓 =
(𝜓𝜓𝜓𝜓0† ,𝜓𝜓𝜓𝜓1† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓2† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓3†) өрісін іздеу. (12) теңдеумен берілген Ноетер симметриясының болуы 

келесі түрдегі Х векторлық өрістің болуын білдіреді: 3�𝛾𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ �̇�𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗
† + �̇�𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

†�,

2526 
𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 және 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖 генераторлары  𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† , тәуелді, және олардың туындылары сәйкес 
теңдеулерден анықталады 

3 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

�̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† �̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖
†� . 2728 

Мәндерді қоя отырып:

𝛼𝛼𝛼𝛼 + 2 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎=0, 2930 

3αψ + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3132 

3𝛼𝛼𝛼𝛼�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3334 

3 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GGG=0, 3536 

3𝛼𝛼𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑓𝑓𝑓𝑓 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 𝑉𝑉𝑉𝑉) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3(𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢𝜓𝜓𝜓𝜓)=0, 3738 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜓𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
�̄�𝜓𝜓𝜓=0, 3940 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝜓𝜓𝜓𝜓=0, 4142 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4344 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4546 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4748 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4950 

  тәуелді, және олардың 
туындылары сәйкес теңдеулерден анықталады 

𝜔𝜔𝜔𝜔 = −1 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓−�̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓)+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺+16𝐻𝐻𝐻𝐻�̇�𝐻𝐻𝐻𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺−8𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺)+𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)−24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 2122 

Нетер симметрия тәсілінің негізгі идеясы Лагранжианның Ли туындысы нөлге тең болатын 
симметрия генераторларының X класын табу болып табылады, яғни (Capozziello, 2012):

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑋𝑋𝑋𝑋=0. 2324 

Жұмыстың мақсаты фермион өрісінің құрамдас бөліктері тұрғысынан біздің модель үшін 
нетер симметрияларының ықтимал жиынтығын 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 және оның түйіндес �̄�𝜓𝜓𝜓 =
(𝜓𝜓𝜓𝜓0† ,𝜓𝜓𝜓𝜓1† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓2† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓3†) өрісін іздеу. (12) теңдеумен берілген Ноетер симметриясының болуы 

келесі түрдегі Х векторлық өрістің болуын білдіреді: 3�𝛾𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ �̇�𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗
† + �̇�𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

†�,

2526 
𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 және 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖 генераторлары  𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† , тәуелді, және олардың туындылары сәйкес 
теңдеулерден анықталады 

3 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

�̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† �̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖
†� . 2728 

Мәндерді қоя отырып:

𝛼𝛼𝛼𝛼 + 2 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎=0, 2930 

3αψ + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3132 

3𝛼𝛼𝛼𝛼�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3334 

3 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GGG=0, 3536 

3𝛼𝛼𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑓𝑓𝑓𝑓 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 𝑉𝑉𝑉𝑉) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3(𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢𝜓𝜓𝜓𝜓)=0, 3738 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜓𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
�̄�𝜓𝜓𝜓=0, 3940 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝜓𝜓𝜓𝜓=0, 4142 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4344 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4546 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4748 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4950 

Мәндерді қоя отырып:

𝜔𝜔𝜔𝜔 = −1 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓−�̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓)+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺+16𝐻𝐻𝐻𝐻�̇�𝐻𝐻𝐻𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺−8𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺)+𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)−24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 2122 

Нетер симметрия тәсілінің негізгі идеясы Лагранжианның Ли туындысы нөлге тең болатын 
симметрия генераторларының X класын табу болып табылады, яғни (Capozziello, 2012):

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑋𝑋𝑋𝑋=0. 2324 

Жұмыстың мақсаты фермион өрісінің құрамдас бөліктері тұрғысынан біздің модель үшін 
нетер симметрияларының ықтимал жиынтығын 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 және оның түйіндес �̄�𝜓𝜓𝜓 =
(𝜓𝜓𝜓𝜓0† ,𝜓𝜓𝜓𝜓1† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓2† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓3†) өрісін іздеу. (12) теңдеумен берілген Ноетер симметриясының болуы 

келесі түрдегі Х векторлық өрістің болуын білдіреді: 3�𝛾𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ �̇�𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗
† + �̇�𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

†�,

2526 
𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 және 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖 генераторлары  𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† , тәуелді, және олардың туындылары сәйкес 
теңдеулерден анықталады 

3 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

�̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† �̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖
†� . 2728 

Мәндерді қоя отырып:

𝛼𝛼𝛼𝛼 + 2 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎=0, 2930 

3αψ + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3132 

3𝛼𝛼𝛼𝛼�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3334 

3 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GGG=0, 3536 

3𝛼𝛼𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑓𝑓𝑓𝑓 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 𝑉𝑉𝑉𝑉) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3(𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢𝜓𝜓𝜓𝜓)=0, 3738 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜓𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
�̄�𝜓𝜓𝜓=0, 3940 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝜓𝜓𝜓𝜓=0, 4142 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4344 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4546 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4748 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4950 
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𝜔𝜔𝜔𝜔 = −1 + 0.5𝑖𝑖𝑖𝑖(�̄�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0�̇�𝜓𝜓𝜓−�̄̇�𝜓𝜓𝜓𝛾𝛾𝛾𝛾0𝜓𝜓𝜓𝜓)+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GGG�̇�𝐺𝐺𝐺2+8𝐻𝐻𝐻𝐻2𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̈�𝐺𝐺𝐺+16𝐻𝐻𝐻𝐻�̇�𝐻𝐻𝐻𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺−8𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺)+𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑢𝑢𝑢𝑢)−24𝑓𝑓𝑓𝑓GG�̇�𝐺𝐺𝐺𝐻𝐻𝐻𝐻3 2122 

Нетер симметрия тәсілінің негізгі идеясы Лагранжианның Ли туындысы нөлге тең болатын 
симметрия генераторларының X класын табу болып табылады, яғни (Capozziello, 2012):

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑋𝑋𝑋𝑋=0. 2324 

Жұмыстың мақсаты фермион өрісінің құрамдас бөліктері тұрғысынан біздің модель үшін 
нетер симметрияларының ықтимал жиынтығын 𝜓𝜓𝜓𝜓 = (𝜓𝜓𝜓𝜓0,𝜓𝜓𝜓𝜓1,𝜓𝜓𝜓𝜓2,𝜓𝜓𝜓𝜓3)𝑇𝑇𝑇𝑇 және оның түйіндес �̄�𝜓𝜓𝜓 =
(𝜓𝜓𝜓𝜓0† ,𝜓𝜓𝜓𝜓1† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓2† ,−𝜓𝜓𝜓𝜓3†) өрісін іздеу. (12) теңдеумен берілген Ноетер симметриясының болуы 

келесі түрдегі Х векторлық өрістің болуын білдіреді: 3�𝛾𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ �̇�𝛾𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

+ 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗
† + �̇�𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗

†�,

2526 
𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 және 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖 генераторлары  𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐺𝐺𝐺𝐺,𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† , тәуелді, және олардың туындылары сәйкес 
теңдеулерден анықталады 

3 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

�̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖

† �̇�𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖
†� . 2728 

Мәндерді қоя отырып:

𝛼𝛼𝛼𝛼 + 2 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎=0, 2930 

3αψ + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3132 

3𝛼𝛼𝛼𝛼�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜓𝜓𝜓𝜓�=0, 3334 

3 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GGG=0, 3536 

3𝛼𝛼𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎2(𝑓𝑓𝑓𝑓 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 − 𝑉𝑉𝑉𝑉) − 𝑎𝑎𝑎𝑎3(𝛽𝛽𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓GG + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢�̄�𝜓𝜓𝜓 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑉𝑉𝑉𝑉𝑢𝑢𝑢𝑢𝜓𝜓𝜓𝜓)=0, 3738 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜓𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
�̄�𝜓𝜓𝜓=0, 3940 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
�̄�𝜓𝜓𝜓 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝜓𝜓𝜓𝜓=0, 4142 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4344 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, − 24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝜓𝜓𝜓
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4546 

−24 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐺𝐺𝐺𝐺
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4748 

−8 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑓𝑓𝑓𝑓GG=0, 4950 

𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾, 𝜂𝜂𝜂𝜂,𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑡𝑡), 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺),𝑉𝑉𝑉𝑉(𝛹𝛹𝛹𝛹) белгісіз шамалар . (15)–(25) теңдеулер жүйесін айнымалыларды бөлу 
арқылы шешеміз.

Айнымалыларды бөлу
(15)–(25) теңдеулер жүйесін шеше отырып, мынаны аламыз:

𝛼𝛼𝛼𝛼 = 𝛼𝛼𝛼𝛼0𝑎𝑎𝑎𝑎
−12, 5152 

𝛽𝛽𝛽𝛽 = −(3
2
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑎𝑎𝑎𝑎

+ εβ0)𝜓𝜓𝜓𝜓, 5354 

𝛾𝛾𝛾𝛾 = −(3
2
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑎𝑎𝑎𝑎
− εβ0)�̄�𝜓𝜓𝜓, 5556 

(26)–(28) теңдеулерін (19) теңдеуге қоя отырып, 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) және 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝛹𝛹𝛹𝛹) шамаларын табамыз
:

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑢𝑢𝑢𝑢) = −2𝑐𝑐𝑐𝑐1
√𝑢𝑢𝑢𝑢

+ 𝑐𝑐𝑐𝑐2, 5758 

𝑉𝑉𝑉𝑉(𝛹𝛹𝛹𝛹) = 𝑉𝑉𝑉𝑉0𝑢𝑢𝑢𝑢. 5960 

Сәйкес сақталған мән келесідей көрсетіледі:

 
𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝛼𝛼𝛼𝛼 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝑎𝑎𝑎
+ 𝛽𝛽𝛽𝛽 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝐺𝐺𝐺
+ 𝛾𝛾𝛾𝛾 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓
=

−6�̇�𝑎𝑎𝑎𝛼𝛼𝛼𝛼0𝑎𝑎𝑎𝑎
1
2 − 72 {�̇�𝑎𝑎𝑎

2

𝛼𝛼𝛼𝛼0𝑎𝑎𝑎𝑎
−92𝑓𝑓𝑓𝑓𝑢𝑢𝑢𝑢𝑐𝑐𝑐𝑐0 + 24 {�̇�𝑎𝑎𝑎3𝛼𝛼𝛼𝛼0𝑎𝑎𝑎𝑎

−92𝑐𝑐𝑐𝑐0 − εβ0𝑖𝑖𝑖𝑖𝛾𝛾𝛾𝛾0𝑐𝑐𝑐𝑐0 = const; 6162 

�̄�𝑄𝑄𝑄 = −6�̇�𝑎𝑎𝑎𝛼𝛼𝛼𝛼0𝑎𝑎𝑎𝑎
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𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽, 𝛾𝛾𝛾𝛾, 𝜂𝜂𝜂𝜂,𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑡𝑡), 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺),𝑉𝑉𝑉𝑉(𝛹𝛹𝛹𝛹) белгісіз шамалар . (15)–(25) теңдеулер жүйесін айнымалыларды бөлу 
арқылы шешеміз.

Айнымалыларды бөлу
(15)–(25) теңдеулер жүйесін шеше отырып, мынаны аламыз:

𝛼𝛼𝛼𝛼 = 𝛼𝛼𝛼𝛼0𝑎𝑎𝑎𝑎
−12, 5152 

𝛽𝛽𝛽𝛽 = −(3
2
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑎𝑎𝑎𝑎

+ εβ0)𝜓𝜓𝜓𝜓, 5354 

𝛾𝛾𝛾𝛾 = −(3
2
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑎𝑎𝑎𝑎
− εβ0)�̄�𝜓𝜓𝜓, 5556 

(26)–(28) теңдеулерін (19) теңдеуге қоя отырып, 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐺𝐺𝐺𝐺) және 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝛹𝛹𝛹𝛹) шамаларын табамыз
:

𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑢𝑢𝑢𝑢) = −2𝑐𝑐𝑐𝑐1
√𝑢𝑢𝑢𝑢

+ 𝑐𝑐𝑐𝑐2, 5758 

𝑉𝑉𝑉𝑉(𝛹𝛹𝛹𝛹) = 𝑉𝑉𝑉𝑉0𝑢𝑢𝑢𝑢. 5960 

Сәйкес сақталған мән келесідей көрсетіледі:

 
𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝛼𝛼𝛼𝛼 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝑎𝑎𝑎
+ 𝛽𝛽𝛽𝛽 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝐺𝐺𝐺
+ 𝛾𝛾𝛾𝛾 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�̇�𝜓𝜓𝜓
=

−6�̇�𝑎𝑎𝑎𝛼𝛼𝛼𝛼0𝑎𝑎𝑎𝑎
1
2 − 72 {�̇�𝑎𝑎𝑎

2

𝛼𝛼𝛼𝛼0𝑎𝑎𝑎𝑎
−92𝑓𝑓𝑓𝑓𝑢𝑢𝑢𝑢𝑐𝑐𝑐𝑐0 + 24 {�̇�𝑎𝑎𝑎3𝛼𝛼𝛼𝛼0𝑎𝑎𝑎𝑎

−92𝑐𝑐𝑐𝑐0 − εβ0𝑖𝑖𝑖𝑖𝛾𝛾𝛾𝛾0𝑐𝑐𝑐𝑐0 = const; 6162 

�̄�𝑄𝑄𝑄 = −6�̇�𝑎𝑎𝑎𝛼𝛼𝛼𝛼0𝑎𝑎𝑎𝑎
1
2 − 72 {�̇�𝑎𝑎𝑎2𝛼𝛼𝛼𝛼0𝑎𝑎𝑎𝑎

−92𝑓𝑓𝑓𝑓𝑢𝑢𝑢𝑢𝑐𝑐𝑐𝑐0 + 24 {�̇�𝑎𝑎𝑎 3𝛼𝛼𝛼𝛼0𝑎𝑎𝑎𝑎
−92𝑐𝑐𝑐𝑐0 + εβ0𝑖𝑖𝑖𝑖𝛾𝛾𝛾𝛾0𝑐𝑐𝑐𝑐0 = const 6364 

Нәтижелер
Қолданылған әдістер нәтижесінде қысым, энергия тығыздығы және космографиялық 

параметрлердің графиктері салынды.

Сурет 1- Уақытқа тәуелді масштабты фактор.

Бұл теңдеуді келесі параметр мәндерін көрсете отырып, масштаб коэффициенті үшін 
сандық түрде шешеміз: 𝑐𝑐𝑐𝑐=1,𝑐𝑐𝑐𝑐0=1,𝑎𝑎𝑎𝑎0=10−9,𝑎𝑎𝑎𝑎1=10−5, 𝑏𝑏𝑏𝑏0=1,𝑏𝑏𝑏𝑏1=10−15, 𝜆𝜆𝜆𝜆=10−3, 𝑘𝑘𝑘𝑘1=10−15 бастапқы  бастапқы шарттар шарттар 𝑎𝑎𝑎𝑎(0)=0.8, {�̇�𝑎𝑎𝑎(0)=0.001, {�̈�𝑎𝑎𝑎(0)=0.9. Масштабты факторының графикалық әрекеті сурет 1 

көрсетілген, мұнда уақыт бойынша оң өсу байқалады. Бұл Ғаламның үдемелі кеңеюін көрсетеді. 
Біз әртүрлі космографиялық әдістерді және модель таңдау әдісін қысқаша таныстырамыз. 

Космография - кең ауқымды біртектілік пен изотропия болжамы бойынша Тейлор кеңеюі 
арқылы кинематикалық параметрлердің ақылды комбинациясы. Бұл шеңберде Ғаламның 
эволюциясын кейбір космографиялық параметрлермен сипаттауға болады, мысалы, Хаббл 
параметрі H, баяулау параметрі q, серпіліс параметрі j, шертпе параметрі және лерк параметрі l. 
Олардың анықтамалары келесідей берілген:

Хаббл параметрі:
𝐻𝐻𝐻𝐻 = �̇�𝑎𝑎𝑎

𝑎𝑎𝑎𝑎
6566 

Сурет 2- Уақытқа тәуелді Хаббл параметрі.

Сурет 2 Хаббл параметрінің уақытқа тәуелділігі көрсетілген. Мұнда біз уақыттың бастапқы 
сәтінде (t→0) Хаббл параметрінің өсетінін көреміз, бұл үдемелі кеңею кезеңіне сәйкес келеді. H 
максималды мәні кеңею жылдамдығының шыңын көрсетеді.

Баяулау параметрі:
𝑞𝑞𝑞𝑞 = − �̇�𝐻𝐻𝐻

𝐻𝐻𝐻𝐻2 − 1; 6768 
Серпіліс параметрі:

𝑗𝑗𝑗𝑗 = �̈�𝐻𝐻𝐻
𝐻𝐻𝐻𝐻3 − (3𝑞𝑞𝑞𝑞 + 2); 6970 

Шертпе параметрі:
𝑠𝑠𝑠𝑠 = �⃛�𝐻𝐻𝐻

𝐻𝐻𝐻𝐻4 + 4𝑗𝑗𝑗𝑗 + 3𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑞𝑞𝑞𝑞 + 4) + 6; 7172 
Лерк параметрі:

𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝐻𝐻𝐻𝐻
....

𝐻𝐻𝐻𝐻5 + 5𝑠𝑠𝑠𝑠 − 10(𝑞𝑞𝑞𝑞 + 2)𝑗𝑗𝑗𝑗 − 30(𝑞𝑞𝑞𝑞 + 2)𝑞𝑞𝑞𝑞 − 24; 7374 

 . 
Масштабты факторының графикалық әрекеті сурет 1 көрсетілген, мұнда уақыт 
бойынша оң өсу байқалады. Бұл Ғаламның үдемелі кеңеюін көрсетеді. 

Біз әртүрлі космографиялық әдістерді және модель таңдау әдісін қысқаша 
таныстырамыз. Космография - кең ауқымды біртектілік пен изотропия болжамы 
бойынша Тейлор кеңеюі арқылы кинематикалық параметрлердің ақылды 
комбинациясы. Бұл шеңберде Ғаламның эволюциясын кейбір космографиялық 
параметрлермен сипаттауға болады, мысалы, Хаббл параметрі H, баяулау 
параметрі q, серпіліс параметрі j, шертпе параметрі және лерк параметрі l. 
Олардың анықтамалары келесідей берілген:

Хаббл параметрі:

шарттар 𝑎𝑎𝑎𝑎(0)=0.8, {�̇�𝑎𝑎𝑎(0)=0.001, {�̈�𝑎𝑎𝑎(0)=0.9. Масштабты факторының графикалық әрекеті сурет 1 
көрсетілген, мұнда уақыт бойынша оң өсу байқалады. Бұл Ғаламның үдемелі кеңеюін көрсетеді. 

Біз әртүрлі космографиялық әдістерді және модель таңдау әдісін қысқаша таныстырамыз. 
Космография - кең ауқымды біртектілік пен изотропия болжамы бойынша Тейлор кеңеюі 
арқылы кинематикалық параметрлердің ақылды комбинациясы. Бұл шеңберде Ғаламның 
эволюциясын кейбір космографиялық параметрлермен сипаттауға болады, мысалы, Хаббл 
параметрі H, баяулау параметрі q, серпіліс параметрі j, шертпе параметрі және лерк параметрі l. 
Олардың анықтамалары келесідей берілген:

Хаббл параметрі:
𝐻𝐻𝐻𝐻 = �̇�𝑎𝑎𝑎

𝑎𝑎𝑎𝑎
6566 

Сурет 2- Уақытқа тәуелді Хаббл параметрі.

Сурет 2 Хаббл параметрінің уақытқа тәуелділігі көрсетілген. Мұнда біз уақыттың бастапқы 
сәтінде (t→0) Хаббл параметрінің өсетінін көреміз, бұл үдемелі кеңею кезеңіне сәйкес келеді. H 
максималды мәні кеңею жылдамдығының шыңын көрсетеді.

Баяулау параметрі:
𝑞𝑞𝑞𝑞 = − �̇�𝐻𝐻𝐻

𝐻𝐻𝐻𝐻2 − 1; 6768 
Серпіліс параметрі:

𝑗𝑗𝑗𝑗 = �̈�𝐻𝐻𝐻
𝐻𝐻𝐻𝐻3 − (3𝑞𝑞𝑞𝑞 + 2); 6970 

Шертпе параметрі:
𝑠𝑠𝑠𝑠 = �⃛�𝐻𝐻𝐻

𝐻𝐻𝐻𝐻4 + 4𝑗𝑗𝑗𝑗 + 3𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑞𝑞𝑞𝑞 + 4) + 6; 7172 
Лерк параметрі:

𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝐻𝐻𝐻𝐻
....

𝐻𝐻𝐻𝐻5 + 5𝑠𝑠𝑠𝑠 − 10(𝑞𝑞𝑞𝑞 + 2)𝑗𝑗𝑗𝑗 − 30(𝑞𝑞𝑞𝑞 + 2)𝑞𝑞𝑞𝑞 − 24; 7374 

𝑎𝑎𝑎𝑎

Сурет 2- Уақытқа тәуелді Хаббл параметрі.
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Сурет 2 Хаббл параметрінің уақытқа тәуелділігі көрсетілген. Мұнда біз 
уақыттың бастапқы сәтінде (t→0) Хаббл параметрінің өсетінін көреміз, бұл 
үдемелі кеңею кезеңіне сәйкес келеді. H максималды мәні кеңею жылдамдығының 
шыңын көрсетеді.

Баяулау параметрі:

шарттар 𝑎𝑎𝑎𝑎(0)=0.8, {�̇�𝑎𝑎𝑎(0)=0.001, {�̈�𝑎𝑎𝑎(0)=0.9. Масштабты факторының графикалық әрекеті сурет 1 
көрсетілген, мұнда уақыт бойынша оң өсу байқалады. Бұл Ғаламның үдемелі кеңеюін көрсетеді. 

Біз әртүрлі космографиялық әдістерді және модель таңдау әдісін қысқаша таныстырамыз. 
Космография - кең ауқымды біртектілік пен изотропия болжамы бойынша Тейлор кеңеюі 
арқылы кинематикалық параметрлердің ақылды комбинациясы. Бұл шеңберде Ғаламның 
эволюциясын кейбір космографиялық параметрлермен сипаттауға болады, мысалы, Хаббл 
параметрі H, баяулау параметрі q, серпіліс параметрі j, шертпе параметрі және лерк параметрі l. 
Олардың анықтамалары келесідей берілген:

Хаббл параметрі:
𝐻𝐻𝐻𝐻 = �̇�𝑎𝑎𝑎

𝑎𝑎𝑎𝑎
6566 

Сурет 2- Уақытқа тәуелді Хаббл параметрі.

Сурет 2 Хаббл параметрінің уақытқа тәуелділігі көрсетілген. Мұнда біз уақыттың бастапқы 
сәтінде (t→0) Хаббл параметрінің өсетінін көреміз, бұл үдемелі кеңею кезеңіне сәйкес келеді. H 
максималды мәні кеңею жылдамдығының шыңын көрсетеді.

Баяулау параметрі:
𝑞𝑞𝑞𝑞 = − �̇�𝐻𝐻𝐻

𝐻𝐻𝐻𝐻2 − 1; 6768 
Серпіліс параметрі:

𝑗𝑗𝑗𝑗 = �̈�𝐻𝐻𝐻
𝐻𝐻𝐻𝐻3 − (3𝑞𝑞𝑞𝑞 + 2); 6970 

Шертпе параметрі:
𝑠𝑠𝑠𝑠 = �⃛�𝐻𝐻𝐻

𝐻𝐻𝐻𝐻4 + 4𝑗𝑗𝑗𝑗 + 3𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑞𝑞𝑞𝑞 + 4) + 6; 7172 
Лерк параметрі:

𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝐻𝐻𝐻𝐻
....

𝐻𝐻𝐻𝐻5 + 5𝑠𝑠𝑠𝑠 − 10(𝑞𝑞𝑞𝑞 + 2)𝑗𝑗𝑗𝑗 − 30(𝑞𝑞𝑞𝑞 + 2)𝑞𝑞𝑞𝑞 − 24; 7374 

Сурет 3- Уақытқа тәуелді космографиялық параметрлер.

Сурет 3 Ғаламның кеңеюінің кинематикалық қасиеттерін сипаттайтын t уақыт ішінде 
әртүрлі космографиялық параметрлердің эволюциясын көрсететін төрт график жиынтығы. 
Баяулау параметрі q(t) Ғаламның кеңеюінің үдеуін немесе баяулауын сипаттайды. Бастапқы 
кезеңдерінде (t≈0) q теріс мәнге ие, ол үдемелі кеңеюді көрсетеді. Уақыт өте келе, q жоғары 
мәнге ұмтылады, бірақ теріс болып қалады, бұл жалғасатын үдемелі кеңеюді көрсетеді. Серпіліс 
параметрі үдемелі кеңеюдің өзгеруін сипаттайды. j(t) төменгі теріс мәннен басталады, содан 
кейін оң мәндерге жақындайды. Оның әрекеті басқа параметрлермен салыстырғанда аз болып 
қалады. Шертпе параметрі j(t) серпіліс параметрінің туындысын сипаттайды. График ерте 
кезеңдегі ауытқуларды көрсетеді (t<1), содан кейін бірқалыпты өседі. Лерк параметрінің графигі 
бастапқы фазадағы күрт ауытқуларды көрсетеді (t≈1), содан кейін лерк тұрақтанады және соңғы 
кезеңде жоғарылай бастайды (t>3). Параметрлердегі көрінетін өзгерістер үлғаюдың әртүрлі 
фазаларымен байланысты болуы мүмкін: бастапқы баяулаудан кеш үдетуге дейін. 
Параметрлердің әрекеті f(G) гравитация сияқты кеңейтілген гравитация үлгілеріне немесе 
күңгірт энергия әсерін қамтитын үлгілерге сәйкес келеді.

Сурет 3- Уақытқа тәуелді космографиялық параметрлер.

Сурет 3 Ғаламның кеңеюінің кинематикалық қасиеттерін сипаттайтын t уақыт 
ішінде әртүрлі космографиялық параметрлердің эволюциясын көрсететін төрт 
график жиынтығы. Баяулау параметрі q(t) Ғаламның кеңеюінің үдеуін немесе 
баяулауын сипаттайды. Бастапқы кезеңдерінде (t≈0) q теріс мәнге ие, ол үдемелі 
кеңеюді көрсетеді. Уақыт өте келе, q жоғары мәнге ұмтылады, бірақ теріс болып 
қалады, бұл жалғасатын үдемелі кеңеюді көрсетеді. Серпіліс параметрі үдемелі 
кеңеюдің өзгеруін сипаттайды. j(t) төменгі теріс мәннен басталады, содан кейін 
оң мәндерге жақындайды. Оның әрекеті басқа параметрлермен салыстырғанда аз 
болып қалады. Шертпе параметрі j(t) серпіліс параметрінің туындысын сипаттайды. 
График ерте кезеңдегі ауытқуларды көрсетеді (t<1), содан кейін бірқалыпты өседі. 
Лерк параметрінің графигі бастапқы фазадағы күрт ауытқуларды көрсетеді (t≈1), 
содан кейін лерк тұрақтанады және соңғы кезеңде жоғарылай бастайды (t>3). 
Параметрлердегі көрінетін өзгерістер үлғаюдың әртүрлі фазаларымен байланысты 
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болуы мүмкін: бастапқы баяулаудан кеш үдетуге дейін. Параметрлердің әрекеті 
f(G) гравитация сияқты кеңейтілген гравитация үлгілеріне немесе күңгірт энергия 
әсерін қамтитын үлгілерге сәйкес келеді.

Сурет 4- Уақытқа тәуелді күңгірт энергия қысымы 

Сурет 4 қысым теріс мәндерде тұрақтанады. Теріс қысым Ғаламның үдемелі кеңеюіне 
байланысты, бұл күңгірт энергияның үстемдігімен байланысты фазаларға тән. Қысымның оң 
мәндерден теріс мәндерге ауысуы Ғаламның кеңею динамикасының баяу кеңеюден үдемелі 
кеңеюге өзгеруін растайды.

Сурет 5- Уақытқа тәуелді күңгірт энергия тығыздығы

Сурет 5 уақыт өте келе энергия тығыздығының төмендеуінің жалпы тенденциясын 
көрсетеді, бұл Ғаламның кеңеюін, атап айтқанда f(G) гравитация контекстінде ескерілетін 
үлгілерге сәйкес келеді. Бұл әрекет фазалық ауысуларды және әртүрлі компоненттердің 
Ғаламның эволюциясына әсерін зерттеу үшін маңызды.

Сурет 4- Уақытқа тәуелді күңгірт энергия қысымы 

Сурет 4 қысым теріс мәндерде тұрақтанады. Теріс қысым Ғаламның үдемелі 
кеңеюіне байланысты, бұл күңгірт энергияның үстемдігімен байланысты 
фазаларға тән. Қысымның оң мәндерден теріс мәндерге ауысуы Ғаламның кеңею 
динамикасының баяу кеңеюден үдемелі кеңеюге өзгеруін растайды.

Сурет 4- Уақытқа тәуелді күңгірт энергия қысымы 

Сурет 4 қысым теріс мәндерде тұрақтанады. Теріс қысым Ғаламның үдемелі кеңеюіне 
байланысты, бұл күңгірт энергияның үстемдігімен байланысты фазаларға тән. Қысымның оң 
мәндерден теріс мәндерге ауысуы Ғаламның кеңею динамикасының баяу кеңеюден үдемелі 
кеңеюге өзгеруін растайды.

Сурет 5- Уақытқа тәуелді күңгірт энергия тығыздығы

Сурет 5 уақыт өте келе энергия тығыздығының төмендеуінің жалпы тенденциясын 
көрсетеді, бұл Ғаламның кеңеюін, атап айтқанда f(G) гравитация контекстінде ескерілетін 
үлгілерге сәйкес келеді. Бұл әрекет фазалық ауысуларды және әртүрлі компоненттердің 
Ғаламның эволюциясына әсерін зерттеу үшін маңызды.

Сурет 5- Уақытқа тәуелді күңгірт энергия тығыздығы

Сурет 5 уақыт өте келе энергия тығыздығының төмендеуінің жалпы 
тенденциясын көрсетеді, бұл Ғаламның кеңеюін, атап айтқанда f(G) гравитация 
контекстінде ескерілетін үлгілерге сәйкес келеді. Бұл әрекет фазалық ауысуларды 
және әртүрлі компоненттердің Ғаламның эволюциясына әсерін зерттеу үшін 
маңызды.
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Сурет 6- Уақытқа тәуелді күй теңдеуі параметрі.

Сурет 6 ω(t) =−1 орташа мәні, ол коэффициенттің максималды мәні. ω(t) – энергиясы 
шамалардың кең диапазонында таралатын зат массасының динамикалық теңдеуі, сондықтан 
заттың энергетикалық тығыздығы соншалықты жоғары, ол жеткілікті түрде таралмайды.

Космологиялық шешімдер контекстінде модельдің физикалық қолданылуын зерттеу үшін 
әртүрлі энергетикалық шарттарды қарастыру маңызды. Бұл шарттарға мыналар жатады:

NEC:𝜌𝜌𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ 0, 7576 

WEC:𝜌𝜌𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ 0,𝜌𝜌𝜌𝜌 ≥ 0, 7778 

SEC:𝜌𝜌𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ 0,𝜌𝜌𝜌𝜌 + 3𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ 0, 7980 

DEC:𝜌𝜌𝜌𝜌 ≥ 0, − 𝜌𝜌𝜌𝜌 ≤ 𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝜌𝜌𝜌𝜌. 8182 

Бұл жағдайлардың графикалық әрекеті . 7–9 суретте көрсетілген. Шарттардың әрқайсысы
таңдалған модель үшін сандық шешімдер шеңберінде тексеріледі.

Сурет 6- Уақытқа тәуелді күй теңдеуі параметрі.

Сурет 6 ω(t) =−1 орташа мәні, ол коэффициенттің максималды мәні. ω(t) 
– энергиясы шамалардың кең диапазонында таралатын зат массасының 
динамикалық теңдеуі, сондықтан заттың энергетикалық тығыздығы соншалықты 
жоғары, ол жеткілікті түрде таралмайды.

Космологиялық шешімдер контекстінде модельдің физикалық қолданылуын 
зерттеу үшін әртүрлі энергетикалық шарттарды қарастыру маңызды. Бұл 
шарттарға мыналар жатады:

Сурет 6- Уақытқа тәуелді күй теңдеуі параметрі.

Сурет 6 ω(t) =−1 орташа мәні, ол коэффициенттің максималды мәні. ω(t) – энергиясы 
шамалардың кең диапазонында таралатын зат массасының динамикалық теңдеуі, сондықтан 
заттың энергетикалық тығыздығы соншалықты жоғары, ол жеткілікті түрде таралмайды.

Космологиялық шешімдер контекстінде модельдің физикалық қолданылуын зерттеу үшін 
әртүрлі энергетикалық шарттарды қарастыру маңызды. Бұл шарттарға мыналар жатады:

NEC:𝜌𝜌𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ 0, 7576 

WEC:𝜌𝜌𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ 0,𝜌𝜌𝜌𝜌 ≥ 0, 7778 

SEC:𝜌𝜌𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ 0,𝜌𝜌𝜌𝜌 + 3𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ 0, 7980 

DEC:𝜌𝜌𝜌𝜌 ≥ 0, − 𝜌𝜌𝜌𝜌 ≤ 𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝜌𝜌𝜌𝜌. 8182 

Бұл жағдайлардың графикалық әрекеті . 7–9 суретте көрсетілген. Шарттардың әрқайсысы
таңдалған модель үшін сандық шешімдер шеңберінде тексеріледі.

Бұл жағдайлардың графикалық әрекеті . 7–9 суретте көрсетілген. Шарттардың 
әрқайсысы таңдалған модель үшін сандық шешімдер шеңберінде тексеріледі. 
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Сурет 6- Уақытқа тәуелді күй теңдеуі параметрі.

Сурет 6 ω(t) =−1 орташа мәні, ол коэффициенттің максималды мәні. ω(t) – энергиясы 
шамалардың кең диапазонында таралатын зат массасының динамикалық теңдеуі, сондықтан 
заттың энергетикалық тығыздығы соншалықты жоғары, ол жеткілікті түрде таралмайды.

Космологиялық шешімдер контекстінде модельдің физикалық қолданылуын зерттеу үшін 
әртүрлі энергетикалық шарттарды қарастыру маңызды. Бұл шарттарға мыналар жатады:

NEC:𝜌𝜌𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ 0, 7576 

WEC:𝜌𝜌𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ 0,𝜌𝜌𝜌𝜌 ≥ 0, 7778 

SEC:𝜌𝜌𝜌𝜌 + 𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ 0,𝜌𝜌𝜌𝜌 + 3𝑝𝑝𝑝𝑝 ≥ 0, 7980 

DEC:𝜌𝜌𝜌𝜌 ≥ 0, − 𝜌𝜌𝜌𝜌 ≤ 𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ 𝜌𝜌𝜌𝜌. 8182 

Бұл жағдайлардың графикалық әрекеті . 7–9 суретте көрсетілген. Шарттардың әрқайсысы
таңдалған модель үшін сандық шешімдер шеңберінде тексеріледі.

Сурет 7- Уақытқа тәуелді NEC шарты.

Сурет 7 зерттелетін үлгідегі NEC бүкіл кезең ішінде орындалуын растайды. 
Бұл модельдің физикалық тұрақтылығы үшін маңызды, өйткені NEC бұзылуы 
тұрақсыздыққа немесе ерекшеліктердің пайда болуына әкелуі мүмкін. Бұл 
әрекет кейіннен күңгірт энергияға ауысатын стандартты материя үстемдік 
ететін космологиялық модельдерге, сондай-ақ f(G) гравитация сияқты 
модификацияланған гравитация теорияларына сәйкес келеді.

Сурет 7- Уақытқа тәуелді NEC шарты.

Сурет 7 зерттелетін үлгідегі NEC бүкіл кезең ішінде орындалуын растайды. Бұл модельдің 
физикалық тұрақтылығы үшін маңызды, өйткені NEC бұзылуы тұрақсыздыққа немесе 
ерекшеліктердің пайда болуына әкелуі мүмкін. Бұл әрекет кейіннен күңгірт энергияға ауысатын 
стандартты материя үстемдік ететін космологиялық модельдерге, сондай-ақ f(G) гравитация 
сияқты модификацияланған гравитация теорияларына сәйкес келеді.

Сурет 8- Уақытқа тәуелді SEC шарты.

Сурет 8 SEC толығымен бұзылған (ρ+3p<0) және теріс мәндерде тұрақтанады. Бұл күңгірт 
энергия негізгі рөл атқаратын Ғаламның үдемелі кеңею дәуіріне тән

Сурет 9- в Уақытқа тәуелді DEC шарты.
Кейінгі уақытта DEC (ρ<∣p∣) бұзылуы теріс қысым құрамдас бөлігінің басымдылығын 

көрсетеді, бұл Ғаламның үдемелі кеңею түсіндіретін модельдерге тән (мысалы, f(G) гравитация 
контексінде). Бұл мінез-құлық Ғаламның материя басым фазасынан кеңею динамикасы күңгірт 
энергиямен немесе оған тең құрамдас бөлікпен анықталатын фазаға ауысуын растайды.

Сурет 8- Уақытқа тәуелді SEC шарты.

Сурет 8 SEC толығымен бұзылған (ρ+3p<0) және теріс мәндерде тұрақтанады. 
Бұл күңгірт энергия негізгі рөл атқаратын Ғаламның үдемелі кеңею дәуіріне тән
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Сурет 7- Уақытқа тәуелді NEC шарты.

Сурет 7 зерттелетін үлгідегі NEC бүкіл кезең ішінде орындалуын растайды. Бұл модельдің 
физикалық тұрақтылығы үшін маңызды, өйткені NEC бұзылуы тұрақсыздыққа немесе 
ерекшеліктердің пайда болуына әкелуі мүмкін. Бұл әрекет кейіннен күңгірт энергияға ауысатын 
стандартты материя үстемдік ететін космологиялық модельдерге, сондай-ақ f(G) гравитация 
сияқты модификацияланған гравитация теорияларына сәйкес келеді.

Сурет 8- Уақытқа тәуелді SEC шарты.

Сурет 8 SEC толығымен бұзылған (ρ+3p<0) және теріс мәндерде тұрақтанады. Бұл күңгірт 
энергия негізгі рөл атқаратын Ғаламның үдемелі кеңею дәуіріне тән

Сурет 9- в Уақытқа тәуелді DEC шарты.
Кейінгі уақытта DEC (ρ<∣p∣) бұзылуы теріс қысым құрамдас бөлігінің басымдылығын 

көрсетеді, бұл Ғаламның үдемелі кеңею түсіндіретін модельдерге тән (мысалы, f(G) гравитация 
контексінде). Бұл мінез-құлық Ғаламның материя басым фазасынан кеңею динамикасы күңгірт 
энергиямен немесе оған тең құрамдас бөлікпен анықталатын фазаға ауысуын растайды.

Сурет 9- в Уақытқа тәуелді DEC шарты.

Кейінгі уақытта DEC 

Сурет 7- Уақытқа тәуелді NEC шарты.

Сурет 7 зерттелетін үлгідегі NEC бүкіл кезең ішінде орындалуын растайды. Бұл модельдің 
физикалық тұрақтылығы үшін маңызды, өйткені NEC бұзылуы тұрақсыздыққа немесе 
ерекшеліктердің пайда болуына әкелуі мүмкін. Бұл әрекет кейіннен күңгірт энергияға ауысатын 
стандартты материя үстемдік ететін космологиялық модельдерге, сондай-ақ f(G) гравитация 
сияқты модификацияланған гравитация теорияларына сәйкес келеді.

Сурет 8- Уақытқа тәуелді SEC шарты.

Сурет 8 SEC толығымен бұзылған (ρ+3p<0) және теріс мәндерде тұрақтанады. Бұл күңгірт 
энергия негізгі рөл атқаратын Ғаламның үдемелі кеңею дәуіріне тән

Сурет 9- в Уақытқа тәуелді DEC шарты.
Кейінгі уақытта DEC (ρ<∣p∣) бұзылуы теріс қысым құрамдас бөлігінің басымдылығын 

көрсетеді, бұл Ғаламның үдемелі кеңею түсіндіретін модельдерге тән (мысалы, f(G) гравитация 
контексінде). Бұл мінез-құлық Ғаламның материя басым фазасынан кеңею динамикасы күңгірт 
энергиямен немесе оған тең құрамдас бөлікпен анықталатын фазаға ауысуын растайды.

 бұзылуы теріс қысым құрамдас бөлігінің 
басымдылығын көрсетеді, бұл Ғаламның үдемелі кеңею түсіндіретін модельдерге 
тән (мысалы, f(G) гравитация контексінде). Бұл мінез-құлық Ғаламның материя 
басым фазасынан кеңею динамикасы күңгірт энергиямен немесе оған тең 
құрамдас бөлікпен анықталатын фазаға ауысуын растайды.

Талқылау
Скалярлық өрісті қайта құру кеңейтілген гравитация модельдерінің физикалық 

қасиеттерін зерттеу үшін маңызды қадам болып табылады. Бұл жұмыста қолайлы 
параметрлерді таңдау және алынған шешімдерді талдау арқылы қозғалыс 
теңдеулерінен қайта құру жүзеге асырылады. Шамалар 

Талқылау
Скалярлық өрісті қайта құру кеңейтілген гравитация модельдерінің физикалық қасиеттерін 

зерттеу үшін маңызды қадам болып табылады. Бұл жұмыста қолайлы параметрлерді таңдау 
және алынған шешімдерді талдау арқылы қозғалыс теңдеулерінен қайта құру жүзеге 
асырылады. Шамалар�̇�𝜙𝜙𝜙2 мен потенциалдар 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜙𝜙𝜙𝜙). эволюциясының графиктері тиісінше 10 және 
11суретте берілген.

𝑝𝑝𝑝𝑝 = �̇�𝜑𝜑𝜑2

2
− 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜑𝜑𝜑𝜑), 8384 

𝜌𝜌𝜌𝜌 = �̇�𝜑𝜑𝜑2

2
+ 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜑𝜑𝜑𝜑). 8586 

Сурет 10- Уақытқа тәуелді 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜙𝜙𝜙𝜙).

Сурет 11- Уақытқа тәуелді �̇�𝜙𝜙𝜙
2

Сурет 10 скалярлық потенциал жоғары мәннен жоғарылайды және уақыт өте келе бірте-
бірте азаяды, бірақ оң профильде қалады. Сурет 11 скалярлық өрістің уақыт туындысының 
квадраты уақыт функциясы ретінде салынған. Уақыт кеңейген сайын скаляр өрістің уақыт 
туындысының квадраты азаяды. Скалярлық өрістің әрекеті модельге байланысты және Хаббл 
жылдамдығының әрекетінен көбірек ақпаратты алуға болады.

  мен потенциалдар  

Талқылау
Скалярлық өрісті қайта құру кеңейтілген гравитация модельдерінің физикалық қасиеттерін 

зерттеу үшін маңызды қадам болып табылады. Бұл жұмыста қолайлы параметрлерді таңдау 
және алынған шешімдерді талдау арқылы қозғалыс теңдеулерінен қайта құру жүзеге 
асырылады. Шамалар�̇�𝜙𝜙𝜙2 мен потенциалдар 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜙𝜙𝜙𝜙). эволюциясының графиктері тиісінше 10 және 
11суретте берілген.

𝑝𝑝𝑝𝑝 = �̇�𝜑𝜑𝜑2

2
− 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜑𝜑𝜑𝜑), 8384 

𝜌𝜌𝜌𝜌 = �̇�𝜑𝜑𝜑2

2
+ 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜑𝜑𝜑𝜑). 8586 

Сурет 10- Уақытқа тәуелді 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜙𝜙𝜙𝜙).

Сурет 11- Уақытқа тәуелді �̇�𝜙𝜙𝜙
2

Сурет 10 скалярлық потенциал жоғары мәннен жоғарылайды және уақыт өте келе бірте-
бірте азаяды, бірақ оң профильде қалады. Сурет 11 скалярлық өрістің уақыт туындысының 
квадраты уақыт функциясы ретінде салынған. Уақыт кеңейген сайын скаляр өрістің уақыт 
туындысының квадраты азаяды. Скалярлық өрістің әрекеті модельге байланысты және Хаббл 
жылдамдығының әрекетінен көбірек ақпаратты алуға болады.

 эволюциясының графиктері тиісінше 10 және 11суретте берілген.
  

Талқылау
Скалярлық өрісті қайта құру кеңейтілген гравитация модельдерінің физикалық қасиеттерін 

зерттеу үшін маңызды қадам болып табылады. Бұл жұмыста қолайлы параметрлерді таңдау 
және алынған шешімдерді талдау арқылы қозғалыс теңдеулерінен қайта құру жүзеге 
асырылады. Шамалар�̇�𝜙𝜙𝜙2 мен потенциалдар 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜙𝜙𝜙𝜙). эволюциясының графиктері тиісінше 10 және 
11суретте берілген.

𝑝𝑝𝑝𝑝 = �̇�𝜑𝜑𝜑2

2
− 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜑𝜑𝜑𝜑), 8384 

𝜌𝜌𝜌𝜌 = �̇�𝜑𝜑𝜑2

2
+ 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜑𝜑𝜑𝜑). 8586 

Сурет 10- Уақытқа тәуелді 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜙𝜙𝜙𝜙).

Сурет 11- Уақытқа тәуелді �̇�𝜙𝜙𝜙
2

Сурет 10 скалярлық потенциал жоғары мәннен жоғарылайды және уақыт өте келе бірте-
бірте азаяды, бірақ оң профильде қалады. Сурет 11 скалярлық өрістің уақыт туындысының 
квадраты уақыт функциясы ретінде салынған. Уақыт кеңейген сайын скаляр өрістің уақыт 
туындысының квадраты азаяды. Скалярлық өрістің әрекеті модельге байланысты және Хаббл 
жылдамдығының әрекетінен көбірек ақпаратты алуға болады.

Сурет 10- Уақытқа тәуелді  

Талқылау
Скалярлық өрісті қайта құру кеңейтілген гравитация модельдерінің физикалық қасиеттерін 

зерттеу үшін маңызды қадам болып табылады. Бұл жұмыста қолайлы параметрлерді таңдау 
және алынған шешімдерді талдау арқылы қозғалыс теңдеулерінен қайта құру жүзеге 
асырылады. Шамалар�̇�𝜙𝜙𝜙2 мен потенциалдар 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜙𝜙𝜙𝜙). эволюциясының графиктері тиісінше 10 және 
11суретте берілген.

𝑝𝑝𝑝𝑝 = �̇�𝜑𝜑𝜑2

2
− 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜑𝜑𝜑𝜑), 8384 

𝜌𝜌𝜌𝜌 = �̇�𝜑𝜑𝜑2

2
+ 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜑𝜑𝜑𝜑). 8586 

Сурет 10- Уақытқа тәуелді 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜙𝜙𝜙𝜙).

Сурет 11- Уақытқа тәуелді �̇�𝜙𝜙𝜙
2

Сурет 10 скалярлық потенциал жоғары мәннен жоғарылайды және уақыт өте келе бірте-
бірте азаяды, бірақ оң профильде қалады. Сурет 11 скалярлық өрістің уақыт туындысының 
квадраты уақыт функциясы ретінде салынған. Уақыт кеңейген сайын скаляр өрістің уақыт 
туындысының квадраты азаяды. Скалярлық өрістің әрекеті модельге байланысты және Хаббл 
жылдамдығының әрекетінен көбірек ақпаратты алуға болады.



114

ISSN 2224-5227                                                                                                   1. 2025

Талқылау
Скалярлық өрісті қайта құру кеңейтілген гравитация модельдерінің физикалық қасиеттерін 

зерттеу үшін маңызды қадам болып табылады. Бұл жұмыста қолайлы параметрлерді таңдау 
және алынған шешімдерді талдау арқылы қозғалыс теңдеулерінен қайта құру жүзеге 
асырылады. Шамалар�̇�𝜙𝜙𝜙2 мен потенциалдар 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜙𝜙𝜙𝜙). эволюциясының графиктері тиісінше 10 және 
11суретте берілген.

𝑝𝑝𝑝𝑝 = �̇�𝜑𝜑𝜑2

2
− 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜑𝜑𝜑𝜑), 8384 

𝜌𝜌𝜌𝜌 = �̇�𝜑𝜑𝜑2

2
+ 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜑𝜑𝜑𝜑). 8586 

Сурет 10- Уақытқа тәуелді 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜙𝜙𝜙𝜙).

Сурет 11- Уақытқа тәуелді �̇�𝜙𝜙𝜙
2

Сурет 10 скалярлық потенциал жоғары мәннен жоғарылайды және уақыт өте келе бірте-
бірте азаяды, бірақ оң профильде қалады. Сурет 11 скалярлық өрістің уақыт туындысының 
квадраты уақыт функциясы ретінде салынған. Уақыт кеңейген сайын скаляр өрістің уақыт 
туындысының квадраты азаяды. Скалярлық өрістің әрекеті модельге байланысты және Хаббл 
жылдамдығының әрекетінен көбірек ақпаратты алуға болады.

Сурет 11- Уақытқа тәуелді  

Талқылау
Скалярлық өрісті қайта құру кеңейтілген гравитация модельдерінің физикалық қасиеттерін 

зерттеу үшін маңызды қадам болып табылады. Бұл жұмыста қолайлы параметрлерді таңдау 
және алынған шешімдерді талдау арқылы қозғалыс теңдеулерінен қайта құру жүзеге 
асырылады. Шамалар�̇�𝜙𝜙𝜙2 мен потенциалдар 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜙𝜙𝜙𝜙). эволюциясының графиктері тиісінше 10 және 
11суретте берілген.

𝑝𝑝𝑝𝑝 = �̇�𝜑𝜑𝜑2

2
− 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜑𝜑𝜑𝜑), 8384 

𝜌𝜌𝜌𝜌 = �̇�𝜑𝜑𝜑2

2
+ 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜑𝜑𝜑𝜑). 8586 

Сурет 10- Уақытқа тәуелді 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝜙𝜙𝜙𝜙).

Сурет 11- Уақытқа тәуелді �̇�𝜙𝜙𝜙
2

Сурет 10 скалярлық потенциал жоғары мәннен жоғарылайды және уақыт өте келе бірте-
бірте азаяды, бірақ оң профильде қалады. Сурет 11 скалярлық өрістің уақыт туындысының 
квадраты уақыт функциясы ретінде салынған. Уақыт кеңейген сайын скаляр өрістің уақыт 
туындысының квадраты азаяды. Скалярлық өрістің әрекеті модельге байланысты және Хаббл 
жылдамдығының әрекетінен көбірек ақпаратты алуға болады.

Сурет 10 скалярлық потенциал жоғары мәннен жоғарылайды және уақыт өте 
келе бірте-бірте азаяды, бірақ оң профильде қалады. Сурет 11 скалярлық өрістің 
уақыт туындысының квадраты уақыт функциясы ретінде салынған. Уақыт 
кеңейген сайын скаляр өрістің уақыт туындысының квадраты азаяды. Скалярлық 
өрістің әрекеті модельге байланысты және Хаббл жылдамдығының әрекетінен 
көбірек ақпаратты алуға болады.

Қорытынды
Бұл жұмыста Ғаламның үдетілген кеңею құбылысын сипаттау үшін Нетер 

симметрия тәсілін қолдана отырып, өзгертілген Гаусс-Бонне f(G) гравитациядағы 
қозғалыс теңдеулерінің шешімдері зерттелді. Фридман-Робертсон-Уокер моделі 
өзгертілген Гаусс-Бонне фермиондық өріс моделінде қолданылды. Динамикалық 
жүйе Эйлер-Лагранж теңдеуін қолдану арқылы сипатталған. Фермион өрісі 
үшін гравитациялық әсер қарастырылды. Энергия тығыздығы, қысым және күй 
теңдеуінің параметрі табылды. Айнымалыларды бөлу әдісін қолдана отырып, 
симметрия генераторлары табылды. Космографиялық параметрлер, күй теңдеуі, 
энергетикалық жағдайлар, бұзылулар теориясы және скаляр өрісінің қалпына 
келтірілуі зерттелді. Космографиялық параметрлерге сандық талдау жасалды: 
Хаббл параметрі, баяулау, шертпе және серпіліс. Ғалам эволюциясының 
әртүрлі фазаларындағы энергетикалық жағдайлар зерттелді. Алынған мәндер 
астрофизикалық бақылау деректерімен жақсы үйлеседі. Скалярлық өрісті қалпына 
келтіру алынды және оның әрекеті f(G) гравитациясында көрсетілген. Қысым, 
энергия тығыздығы және космографиялық параметрлердің графиктері салынған. 
Оң мәндерден теріс мәндерге ауысу Ғаламның үдемелі кеңеюін дәлелдейді. Нетер 
симметрияларының f(G) гравитациясының модельдерін зерттеудегі маңыздылығы 
дәлелденді. Ғаламның үдетілген кеңею динамикасын зерттеу үшін фермиондық 
өрістерді зерттеу маңызды рөл атқаратыны көрсетілген. Ұсынылған тәсілді 
болашақта ғаламның үдетілген кеңею динамикасын сипаттау үшін қарастыруға 
болады.
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