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ЧФ «ХАЛЫҚ»

В 2016 году для развития и улучшения качества жизни казахстанцев был 
создан частный Благотворительный фонд «Халык». За годы своей деятельности 
на реализацию благотворительных проектов в областях образования и науки, 
социальной защиты, культуры, здравоохранения и спорта, Фонд выделил 
более 45 миллиардов тенге.

 Особое внимание Благотворительный фонд «Халык» уделяет 
образовательным программам, считая это направление одним из ключевых 
в своей деятельности. Оказывая поддержку отечественному образованию, 
Фонд вносит свой посильный вклад в развитие качественного образования 
в Казахстане. Тем самым способствуя росту числа людей, способных 
менять жизнь в стране к лучшему – профессионалов в различных сферах, 
потенциальных лидеров и «великих умов». Одной из значимых инициатив 
фонда «Халык» в образовательной сфере стал проект Ozgeris powered by Halyk 
Fund – первый в стране бизнес-инкубатор для учащихся 9-11 классов, который 
помогает развивать необходимые в современном мире предпринимательские 
навыки. Так, на содействие малому бизнесу школьников было выделено более 
200 грантов. Для поддержки талантливых и мотивированных детей Фонд 
неоднократно выделял гранты на обучение в Международной школе «Мирас» 
и в Astana IT University, а также помог казахстанским школьникам принять 
участие в престижном конкурсе «USTEM Robotics» в США. Авторские 
работы в рамках проекта «Тәлімгер», которому Фонд оказал поддержку, легли 
в основу учебной программы, учебников и учебно-методических книг по 
предмету «Основы предпринимательства и бизнеса», преподаваемого в 10-11 
классах казахстанских школ и колледжей. 

 Помимо помощи школьникам, учащимся колледжей и студентам Фонд 
считает важным внести свой вклад в повышение квалификации педагогов, 
совершенствование их знаний и навыков, поскольку именно они являются 
проводниками знаний будущих поколений казахстанцев. При поддержке 
Фонда «Халык» в южной столице был организован ежегодный городской 
конкурс педагогов «Almaty Digital Ustaz. 

 Важной инициативой стал реализуемый проект по обучению основам 
финансовой грамотности преподавателей из восьми областей Казахстана, 
что должно оказать существенное влияние на воспитание финансовой 
грамотности и предпринимательского мышления у нового поколения граждан 
страны. 



 Необходимую помощь Фонд «Халык» оказывает и тем, кто особенно 
остро в ней нуждается. В рамках социальной защиты населения активно 
проводится работа по поддержке детей, оставшихся без родителей, детей и 
взрослых из социально уязвимых слоев населения, людей с ограниченными 
возможностями, а также обеспечению нуждающихся социальным жильем, 
строительству социально важных объектов, таких как детские сады, детские 
площадки и физкультурно-оздоровительные комплексы. 

 В копилку добрых дел Фонда «Халык» можно добавить оказание помощи 
детскому спорту, куда относится поддержка в развитии детского футбола и 
карате в нашей стране. Жизненно важную помощь Благотворительный фонд 
«Халык» оказал нашим соотечественникам во время  недавней пандемии 
COVID-19. Тогда, в разгар тяжелой борьбы с коронавирусной инфекцией 
Фонд выделил свыше 11 миллиардов тенге на приобретение необходимого 
медицинского оборудования и дорогостоящих медицинских препаратов, 
автомобилей скорой медицинской помощи и средств защиты, адресную 
материальную помощь социально уязвимым слоям населения и денежные 
выплаты медицинским работникам.

В 2023 году наряду с другими проектами, нацеленными на повышение 
благосостояния казахстанских граждан Фонд решил уделить особое внимание 
науке, поскольку она является частью общественной культуры, а уровень ее 
развития определяет уровень развития государства. 

Поддержка Фондом выпуска журналов Национальной Академии наук 
Республики Казахстан, которые входят в международные фонды Scopus и 
Wos и в которых публикуются статьи отечественных ученых, докторантов 
и магистрантов, а также научных сотрудников высших учебных заведений 
и научно-исследовательских институтов нашей страны является не менее 
значимым вкладом Фонда в развитие казахстанского общества.

С уважением, 
Благотворительный Фонд «Халык»!
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Б А С   Р Е Д А К Т О Р:
БЕНБЕРИН Валерий Васильевич, медицина ғылымдарының докторы, профессор, ҚР ҰҒА академигі, 

Қазақстан Республикасы Президенті Іс Басқармасы Медициналық орталығының директоры (Алматы, 
Қазақстан), H = 11

Р Е Д А К Ц И Я Л Ы Қ   А Л Қ А:
РАМАЗАНОВ Тілекқабыл Сәбитұлы, (бас редактордың орынбасары), физика-математика ғылымдарының 

докторы, профессор, ҚР ҰҒА академигі (Алматы, Қазақстан), Н = 26
РАМАНҚҰЛОВ Ерлан Мирхайдарұлы, (бас редактордың орынбасары), профессор, ҚР ҰҒА 

корреспондент-мүшесі, Ph.D биохимия және молекулалық генетика саласы бойынша Ұлттық биотехнология 
орталығының бас директоры (Нұр-Сұлтан, Қазақстан), H = 23

САНГ-СУ Квак, PhD (биохимия, агрохимия), профессор, Корей биоғылым және биотехнология ғылыми-
зерттеу институты (KRIBB), өсімдіктердің инженерлік жүйелері ғылыми-зерттеу орталығының бас ғылыми 
қызметкері, (Дэчон, Корея), H = 34

БЕРСІМБАЕВ Рахметқажы Ескендірұлы, биология ғылымдарының докторы, профессор, ҚР ҰҒА 
академигі, Еуразия ұлттық университеті. Л.Н. Гумилев (Нұр-Сұлтан, Қазақстан), H = 12

ӘБИЕВ Руфат, техника ғылымдарының докторы (биохимия), профессор, Санкт-Петербург мемлекеттік 
технологиялық институты «Химиялық және биотехнологиялық аппаратураны оңтайландыру» кафедрасының 
меңгерушісі, (Санкт-Петербург, Ресей), H = 14

ЛОКШИН Вячеслав Нотанович, медицина ғылымдарының докторы, профессор, ҚР ҰҒА академигі, 
«PERSONA» халықаралық клиникалық репродуктология орталығының директоры (Алматы, Қазақстан), H = 8

СЕМЕНОВ Владимир Григорьевич, биология ғылымдарының докторы, профессор, Чуваш 
республикасының еңбек сіңірген ғылым қайраткері, «Чуваш мемлекеттік аграрлық университеті» Федералдық 
мемлекеттік бюджеттік жоғары білім беру мекемесі Акушерлік және терапия кафедрасының меңгерушісі, 
(Чебоксары, Ресей), H = 23

ФАРУК Асана Дар, Хамдар аль-Маджида Хамдард университетінің шығыс медицина факультеті, Шығыс 
медицинасы колледжінің профессоры, (Карачи, Пәкістан), H = 21

ЩЕПЕТКИН Игорь Александрович, медицина ғылымдарының докторы, Монтана штаты университетінің 
профессоры (Монтана, АҚШ), H = 27

КАЛАНДРА Пьетро, PhD (физика), наноқұрылымды материалдарды зерттеу институтының профессоры 
(Рим, Италия), H = 26

МАЛЬМ Анна, фармацевтика ғылымдарының докторы, профессор, Люблин медицина университетінің 
фармацевтика факультетінің деканы (Люблин, Польша), H = 22

БАЙМҰҚАНОВ Дастан Асылбекұлы, ауыл шаруашылығы ғылымдарының докторы, ҚР ҰҒА корреспон-
дент мүшесі, "Мал шаруашылығы және ветеринария ғылыми-өндірістік орталығы" ЖШС мал шаруашылығы 
және ветеринарлық медицина департаментінің бас ғылыми қызметкері (Нұр-Сұлтан, Қазақстан), Н=1

ТИГИНЯНУ Ион Михайлович, физика-математика ғылымдарының докторы, академик, Молдова Ғылым 
Академиясының президенті, Молдова техникалық университеті (Кишинев, Молдова), Н = 42

ҚАЛИМОЛДАЕВ Мақсат Нұрәділұлы, физика-математика ғылымдарының докторы, профессор, ҚР 
ҰҒА академигі (Алматы, Қазақстан), Н = 7

БОШКАЕВ Қуантай Авғазыұлы, Ph.D. Теориялық және ядролық физика кафедрасының доценті, әл-
Фараби  атындағы Қазақ ұлттық университеті (Алматы, Қазақстан), Н = 10

QUEVEDO Hemando, профессор, Ядролық ғылымдар институты (Мехико, Мексика), Н = 28
ЖҮСІПОВ Марат Абжанұлы, физика-математика ғылымдарының докторы, теориялық және ядролық 

физика кафедрасының профессоры, әл-Фараби  атындағы Қазақ ұлттық университеті (Алматы, Қазақстан), Н = 7
КОВАЛЕВ Александр Михайлович, физика-математика ғылымдарының докторы, Украина ҰҒА 

академигі, Қолданбалы математика және механика институты (Донецк, Украина), Н = 5
ТАКИБАЕВ Нұрғали Жабағаұлы, физика-математика ғылымдарының докторы, профессор, ҚР ҰҒА 

академигі, әл-Фараби  атындағы Қазақ ұлттық университеті (Алматы, Қазақстан),  Н = 5
ХАРИН Станислав Николаевич, физика-математика ғылымдарының докторы, профессор, ҚР ҰҒА 

академигі, Қазақстан-Британ техникалық университеті (Алматы, Қазақстан), Н = 10
ДАВЛЕТОВ Асқар Ербуланович, физика-математика ғылымдарының докторы, профессор, ҚР ҰҒА 

академигі, әл-Фараби  атындағы Қазақ ұлттық университеті (Алматы, Қазақстан), Н = 12
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Г Л А В Н Ы Й   Р Е Д А К Т О Р: 
БЕНБЕРИН Валерий Васильевич, доктор медицинских наук, профессор, академик НАН РК, директор 

Медицинского центра Управления делами Президента Республики Казахстан (Алматы, Казахстан),  H = 11

Р Е Д А К Ц И О Н Н А Я   К О Л Л Е Г И Я:
РАМАЗАНОВ Тлеккабул Сабитович,  (заместитель главного редактора), доктор физико-математических 

наук, профессор, академик НАН РК (Алматы, Казахстан), Н = 26
РАМАНКУЛОВ Ерлан Мирхайдарвич, (заместитель главного редактора), профессор, член-корреспондент 

НАН РК, Ph.D в области биохимии и молекулярной генетики, Генеральный директор Национального центра 
биотехнологии (Нур-Султан, Казахстан), H = 23

САНГ-СУ Квак, доктор философии (Ph.D, биохимия, агрохимия), профессор, главный научный сотрудник, 
Научно-исследовательский центр инженерных систем растений, Корейский научно-исследовательский институт 
бионауки и биотехнологии (KRIBB), (Дэчон, Корея), H = 34

БЕРСИМБАЕВ Рахметкажи Искендирович, доктор биологических наук, профессор, академик НАН РК, 
Евразийский национальный университет им. Л.Н. Гумилева (Нур-Султан, Казахстан),  Н = 12

 АБИЕВ Руфат, доктор технических наук (биохимия), профессор, заведующий кафедрой «Оптимизация 
химической и биотехнологической аппаратуры», Санкт-Петербургский государственный технологический инсти-
тут (Санкт-Петербург, Россия), H = 14 

ЛОКШИН Вячеслав Нотанович, доктор медицинских наук, профессор, академик НАН РК, директор 
Международного клинического центра репродуктологии «PERSONA» (Алматы, Казахстан),  H = 8

СЕМЕНОВ Владимир Григорьевич, доктор биологических наук, профессор, заслуженный деятель науки 
Чувашской Республики, заведующий кафедрой морфологии, акушерства и терапии, Федеральное государственное 
бюджетное образовательное учреждение высшего образования «Чувашский государственный аграрный 
университет» (Чебоксары, Чувашская Республика, Россия),  H = 23

 ФАРУК Асана Дар, профессор Колледжа восточной медицины Хамдарда аль-Маджида, факультет вос-
точной медицины Университета Хамдарда (Карачи, Пакистан), H = 21  

ЩЕПЕТКИН Игорь Александрович, доктор медицинских наук, профессор Университета штата Монтана 
(США),  H = 27

КАЛАНДРА Пьетро, доктор философии (Ph.D, физика), профессор Института по изучению нанострук ту-
рированных материалов (Рим, Италия), H = 26

МАЛЬМ Анна, доктор фармацевтических наук, профессор, декан фармацевтического факультета Люблин-
ского медицинского университета (Люблин, Польша), H = 22

БАЙМУКАНОВ Дастанбек Асылбекович, доктор сельскохозяйственных наук, член-корреспондент 
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Abstract. In this paper, we perform a detailed examination of the eigenvalues 
of the Riemann curvature tensor in a specific space-time configuration influenced by 
a distorted mass distribution. Our focus is on a metric characterized by two crucial pa-
rameters representing the mass and the quadrupole moment of the central gravitational 
source. This source is distinctly separated from the surrounding space-time by a naked 
singularity at the Schwarzschild radius for the given mass. Our results show that as the 
proximity to the central source increases, the effect of the quadrupole component be-
comes significantly more pronounced, leading to notable changes in the curvature eigen-
values. This includes cases where some eigenvalues switch signs, which we interpret as 
an indication of repulsive gravitational forces. These findings advance our understanding 
of the complex dynamics in such gravitational fields and emphasize the significant role 
that higher-order mass moments, such as the quadrupole, play in shaping space-time 
curvature. This research lays important groundwork for future studies on the behavior 
of gravitational fields under the influence of intricate mass distributions, particularly in 
extreme astrophysical conditions.

Keywords: Curvature eigenvalues, quadrupole moment, q-metric, repulsive 
gravity



ISSN 2224-5227 2. 2024

18

© Н. Бейсен1*, Э. Кеведо.1,2,3, С. Тоқтарбай1, M. Жакипова1, M. Алимкулова1, 
2024

1Әл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университеті, Алматы, Қазақстан; 
2Мексика автономды университетінің ядролық ғылымдар институты, Мехико, 

Мексика; 
3Физика және РАХО департаменті, Рим Сапиенца университеті, Рим, Италия.

Е-mail: nurzada.beissen@kaznu.edu.kz

Q-МЕТРИКА ҚИСЫҚТЫҒЫНЫҢ МЕНШІКТІ МӘНДЕРІ

Бейсен Нұрзада ― Физика-математика ғылымдарының кандидаты, қауымдастырылған профес-
сор, әл-Фараби ат. ҚазҰУ-нің физика-техника факультеті деканы, Алматы, Қазақстан
E-mail: nurzada.beissen@kaznu.edu.kz, https://orcid.org/0000-0002-1957-2768;
Кеведо Эрнандо ― PhD, Профессор әл-Фараби ат. ҚазҰУ, Алматы, Қазақстан; Мексика автономды
университетінің ядролық ғылымдар институты, Мексика, Мехико қ. Физика және РАХО департаменті,
Рим Сапиенца университеті, Рим, Италия
E-mail: quevedo@nucleares.unam.mx, https://orcid.org/0000-0003-4433-5550;
Тоқтарбай Сакен ― PhD, қауымдастырылған профессор, әл-Фараби ат. ҚазҰУ, Алматы, Қа-
зақстан
E-mail: Saken.Toktarbay@kaznu.edu.kz, https://orcid.org/0000-0002-5699-4476;
Жакипова Мадина ― магистр, PhD студенті, әл-Фараби ат. ҚазҰУ, Алматы, Қазақстан
E-mail: madina.zhakipova@mail.ru, https: https://orcid.org/0000-0003-2071-5911;
Алимкулова Мадина ― магистр, PhD студенті, әл-Фараби ат. ҚазҰУ, Алматы, Қазақстан
E-mail: m.alimkulova@mail.ru, https://orcid.org/0000-0003-4977-7980.

Аннотация. Бұл зерттеуде Риманның қисықтық тензорымен 
байланысты меншікті мәндеріне кеңістік пен уақыттың ерекше 
конфигурацияларында жан-жақты талдау жасалды. Бұл кеңістік пен уақыт 
массаның деформацияланған таралуына байланысты гравитациялық әсерді 
қамтиды. Біздің талдауымыздың кілті-орталық гравитациялық объекттің 
массасы мен квадруполалық моментін сипаттау үшін маңызды екі нақты 
параметрмен анықталған метрика. Бірегей нәрсе-бұл орталық объект сыртқы 
кеңістік уақытынан массаға сәйкес келетін Шварцшильд радиусында 
орналасқан жалаңаш сингулярлықпен бөлінген. Біздің нәтижелеріміз орталық 
көзге жақындаған сайын квадруполь компонентінің әсері айтарлықтай айқын 
болып, меншікті қисықтық мәндерінің әрекетін айтарлықтай өзгертетінін 
көрсетеді. Кейбір жағдайларда кейбір меншікті мәндердің белгісі өзгеретіні 
әсерлі-біз оны итергіш гравитациялық күштердің әрекетінің белгісі ретінде 
түсіндіреміз. Бұл идеялар осындай гравитациялық өрістерді басқаратын 
күрделі динамика туралы түсінігімізді кеңейтіп қана қоймайды, сонымен 
қатар квадруполь сияқты жоғары ретті массалық моменттерінің кеңістік пен 
уақыт қисығына тигізетін маңызды әсерлерін көрсетеді. Бұл зерттеу, әсіресе 
экстремалды астрофизикалық жағдайларда, массаның күрделі таралуының 
әсерінен гравитациялық өрістердің қасиетін одан әрі зерттеудің негізін 
қалауы мүмкін.

Түйін сөздер: қисықтықтың меншікті мәндері, квадрупольдік момент, 
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Аннотация. В этой статье проводится детальный анализ собственных 
значений тензора кривизны Римана в конкретной конфигурации пространства-
времени, подверженной воздействию искаженного распределения массы. Наше 
внимание сосредоточено на метрике, характеризуемой двумя ключевыми 
параметрами, представляющими массу и квадрупольный момент центрального 
гравитационного источника. Этот источник явно отделен от окружающего 
пространства-времени обнаженной сингулярностью на радиусе Шварцшильда для 
данной массы. Наши результаты показывают, что с приближением к центральному 
источнику влияние квадрупольного компонента становится значительно более 
выраженным, что приводит к заметным изменениям собственных значений 
кривизны. Это включает случаи, когда некоторые собственные значения меняют 
знак, что мы интерпретируем как признак отталкивающих гравитационных 
сил. Эти выводы расширяют наше понимание сложной динамики в таких 
гравитационных полях и подчеркивают важную роль высших моментов массы, 
таких как квадруполь в формировании кривизны пространства-времени. Это 
исследование закладывает важную основу для будущих исследований поведения 
гравитационных полей под влиянием сложных распределений массы, особенно в 
экстремальных астрофизических условиях.
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Introduction
General relativity stands as a foundational theory elucidating the dynamics of 

gravitational interactions. When dealing with compact celestial bodies, gravitational fields 
arise from mass distributions, which may exhibit either rotational or stationary charac-
teristics. The most basic stationary solution to Einstein’s equations is the Schwarzschild 
solution, portraying the gravitational field stemming from a spherically symmetric mass 
distribution. A significant feature of this solution, per Birkhoff’s theorem, is its exclu-
sivity as the sole spherically symmetric vacuum solution to Einstein’s equations. This 
theorem also implies the absence of spherically symmetric gravitational waves.

Following the discovery of the Schwarzschild solution, Weyl (Weyl, 2012: 
779–810) derived the most general stationary, axially symmetric vacuum solution, ex-
pressed in cylindrical coordinates. The Weyl solution is formulated as an infinite series 
with arbitrary coefficients, theoretically encompassing any axially symmetric solution. 
The solution’s multipole moments are determined by these coefficients, as demonstrated 
through the calculation of relativistic and invariant Geroch multipole moments. Notably, 
the Schwarzschild solution emerges as a specific case within this framework, represented 
by an infinite series with predetermined coefficients.

An alternative approach, introduced by Erez and Rosen, involves considering 
only one additional multipole moment for the mass distribution. Specifically, the explicit 
metric expression for a mass possessing a quadrupole moment was derived. Presently, 
numerous solutions serve as generalizations of the Schwarzschild solution with a quad-
rupole (Frutos-Alfaro et al., 2018: 170826). This divergence arises from the absence of 
uniqueness theorems, allowing for multiple exact solutions describing the gravitational 
field corresponding to a point mass with a quadrupole.

This study concentrates on a particular solution, proposed as the simplest ex-
tension of the Schwarzschild solution incorporating a quadrupole (Quevedo, 2011: 
1779–1787). This solution is derived by applying a Zipoy-Voorhees transformation to 
the Schwarzschild solution, resulting in the Zipoy-Voorhees metric, also known as the 
γ-metric or δ-metric. To underscore its interpretation as a quadrupolar metric (q-metric), 
we designate it as such.

Our investigation delves into the properties of the q-metric by scrutinizing the 
behavior of its associated Riemann curvature tensor. We employ the eigenvalues of the 
curvature tensor, scalar quantities offering coordinate-independent results, as proposed 
in (Quevedo, 2012: 35–52). This invariant approach facilitates the comparison of differ-
ent metrics along a given hypersurface. Research in this area remains ongoing (Gutiér-
rez-Piñeres et, al., 2019: 135003; Gutiérrez-Piñeres et, al., 2022: 035015). The curvature 
eigenvalues have also been utilized to define the concept of repulsive gravity invariantly 
(Luongo et al., 2012: 1029–1031; Luongo et al., 2014: 084032). In our study, we employ 
this approach to identify regions within the q-metric’s spacetime characterized by repul-
sive gravity effects.

This article unfolds as follows: Section II presents the q-metric and reviews its 
significant physical and geometric attributes. We interpret this vacuum solution as de-
picting the gravitational field of a naked singularity, implying that a mass distribution’s 
quadrupole moment can be construed as a source of naked singularities. Section III elu-
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cidates the methodology for calculating curvature eigenvalues using the formalism of 
differential forms and Cartan structure equations. In Section IV, we analyze the behavior 
of the q-metric’s curvature eigenvalues, revealing locations within its spacetime where 
these eigenvalues transition from attractive to repulsive, indicative of repulsive gravity. 
Finally, Section V summarizes and discusses our findings.

Research object, materials and methods
The q-metric

We consider the line element of the q-metric in spherical coordinates ( ),  ,  ,  t r θ j  
as follows (Boshkayev et al., 2016: 024024)

( )21 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 sin1 1 1 sin ,22 1

q qq qm m m drds dt r d r dmr r r mr
r

θ θ θ j
− ++ −

  
      = − − − + + +       −       −

  

 (1)

(1)
where m and q are constant parameters. In the limiting case q = 0, the q-met-

ric reduces to the standard Schwarzschild metric in spherical coordinates. It is an exact 
solution of Einstein vacuum equations with the property of being asymptotically flat. 
The physical meaning of the parameters m and q can be determined by calculating the 
corresponding multipole moments. We use the Geroch relativistic definition of multipole 
moments, which leads to invariant results independently of the coordinates. The main 
mass multipole moments , n = 0, 1, are given by

( )

( )( )

0

3

2

1 ,

1 2 .
3

M q m

mM q q q

= +

= − + +
(2)

Multipole moments of higher order are proportional to mq and, therefore, can 
be completely rewritten in terms of M0 and M2. Consequently, the arbitrary parameters 
m and q determine the mass and quadrupole, which are the only independent multipole 
moments of the solution. In the limiting case q = 0, there remains only the monopole M0 
= m as expected for the Schwarzschild spacetime. Moreover, as a consequence of the 
symmetry of the solution with respect to the equatorial plane, all odd multipole moments 
are identically zero.

Two important limits of the multipoles of the q-metric are   0m → with 0≠   

and   1q → −  with 0m ≠ . In both cases, all the multipole moments vanish identical-
ly and the corresponding limiting metric can be shown to be equivalent to the Minkowski 

metric. This means that the limit 0   0M =  leads of a flat spacetime because it corre-
sponds to the case in which no mass is present. This suggests that as q approaches zero, 
the spacetime tends towards flatness, indicating the absence of mass. Essentially, in the 
absence of mass, there can be no quadrupole, reflecting a physically reasonable condition.
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The above results show that the q-metric describes the gravitational field of a 

spherically symmetric distribution of mass with total mass 0M and quadrupole 2M . By 
calculating the Newtonian limit of the q-metric with the corresponding quadrupole, one 

can show that positive (negative) values of 2M  correspond to prolate (oblate) mass dis-
tributions.

The presence of curvature singularities can be confirmed by examining the Kret-

schmann scalar    µ
µK R R νλt
νλt= , which in this case becomes

( ) ( )2

2 2

2 2 2 12 2 2 2

4(2 2 ) 2( 1)

16 1 ( 2 sin ) ( , ),
(1 2 / )

q q

q q q q

m q r mr mK L r
r m r

θ θ
+ −

+ + + +

+ − +
=

−  (3)

With 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

2 2 2 2 2 2

2

,    3 2 2 2

2 . 3 2

L r r m qm r mr m sin q q m sin

q q m r m r m qm

θ θ θ= − − − + + + ×

× + + − −  −

(4)

The limiting Schwarzschild case ( )  0q =  corresponds to the value
2 6  48 /K m r= , which shows only one singularity at 0r = . In general, the Kret-

schmann scalar (3) diverges at the origin ( 0r = ) and at the Schwarzschild radius

( )  2r m= , which represents the exterior curvature singularity.  Since no horizons are
present in this spacetime, the singularity at   2r m=

(c)
Fig. 1: Curvature singularities of the q−metric. 
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The singularities at   2r m= and at   0r = exist for any value of the param-
eter q. The singularity in the region 0    2r m< < is present only for some values of
the parameter q 

is naked. The singularity at the origin is present for all real values of 
q. Moreover, the Kretschmann scalar diverges at the surfaces defined by the

condition 2 2 22 0r mr m sin θ− + =  for those values of q in the interval

( { }1, 1   3 / 2 \ 0q − − + 
∈ . Thus, we see that the presence of a quadrupole turns

the Schwarzschild horizon into a naked singularity. In Fig 1, we illustrate the locations of 
singularities of the spacetime described by the q – metric. Of particular significance for 
our subsequent analysis is the singularity at   2r m= separates the exterior spacetime,

  2r m> , from the interior one 0    2r m< < . Therefore, in the following sections
we will limit ourselves to the study of the exterior part of the spacetime.

Curvature eigenvalues
The primary reason for analyzing the eigenvalues of the Riemann curvature ten-

sor is that these scalar quantities allow for an invariant characterization of gravitational 
interactions. To compute the eigenvalues, we will utilize the formalism of differential 

forms, wherein the line element of a metric  with coordinates x
m

 is represented in terms

of local tetrads (1-forms) 
aϑ  as (Bernard et al., 2009: 419; Hawking et al., 2023: 391)

2 ,µ a b
µ abds g dx dxνν h ϑ ϑ= ⊗ = ⊗ (5)

where ( )1,1,1,1ab diagh = − is the local Lorentzian metric and the tetrads are 

given in terms of the tetrad vectors ae m as

.a a µe dxmϑ = (6)

The connection 1-form b
aω and the curvature 2-form are determined through the 

Cartan structure equations

,a
b

a bd ωϑ ϑ= − ∧  (7)

,a a c
b b c b

a dω ω ωΩ = + ∧  (8)

where d is the exterior derivative and ∧ the exterior product. Finally, the components of 

the Riemann curvature tensor abcbR  are determined in terms of the components of the 
curvature 2-form as
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1  .
2b b d

a a d
c

cR ϑ ϑ= ∧Ω  (9)

The non-zero components of the curvature tensor can be put together as a 6 × 6 
matrix

0101 0102 0103 0123 0131 0112

0201 0202 0203 0223 0231 0212

0301 0302 0303 0323 0331 0312

2301 2302 2303 2323 2331 2312

3101 3102 3103 3123 3131 3112

1201 1202 1203 1223 1231 1212

AB

R R R R R R
R R R R R R
R R R R R R

R
R R R R R R
R R R R R R
R R R R R R

 
 
 
 

=  



 





 (10)

Furthermore, since the components of the curvature tensor satisfy the symme-

try   abcd cdabR R= , the matrix ABR  is symmetric and contains only 21 independent 
components. If we take into consideration the algebraic Bianchi identity, the number of 
independent components is further reduced.

[ ] 0a bcdR = ,(11)

which in terms of the components of the matrix ABR  can be expressed as

14 25 36 0,+ + =R R R (12)

the number of independent components reduces to 20, as expected for the Rie-
mann tensor in four dimensions. The eigenvalues of the curvature tensor can then be 

easily determined as the eigenvalues of the matrix ABR .
Results
We now proceed to calculate the curvature matrix for the q-metric. The compo-

nents of the tetrad vectors can be selected as follows:



( ) ( ) ( )1 11 1 20 12 2 2
0 1 1 1 2, ,

qq q q
e f e f f

+ − + − +
= =



(13)
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( )22 32 2 2
2 1 2 3 1, sin ,

q q qq
e f f e f r θ

− − + −
= =



 (14)

where

2 2

1 2 2
2 sin1 , 1 .

2
m mf f
r r mr

θ
= − = +

−
 (15)

To avoid confusion, in the above equations, we have marked the indices relat-
ed to local tetrads with a hat. The calculation of the connection 1-form and curvature 
2-form is straightforward. Subsequently, the curvature matrix is constructed based on
the non-vanishing components of the Riemann tensor. It turns out that the only non-ze-

ro components of the curvature matrix are: 11 12 22 33 44 45 55,  ,  ,  ,  ,  ,  R R R R R R R
, and 66R . We will limit ourselves to the analysis of the curvature on the equatorial 
plane / 2θ p= , where the non-diagonal components of the curvature matrix van-

ish, i.e., ( ) ( )12 45/ 2 / 2 0R Rθ p θ p= = = = . Consequently, the eigenvalues

,    1,  2,  ...,  6i iλ = , of the matrix ABR  coincide with the corresponding diagonal 
components. Finally, we determine that on the equatorial plane, the curvature eigenvalues 
can be represented as:

( )
( )

2 2 2 2 2 3 2 2 2

1 4 3 2 2

(2 )
1 2

4 5 8 2 8 6 2 2
3 2

q q q

m m q m q m q mrq mrq mr r q m
r r mr m

f f

λ λ

+

+ + + − − − + +
= − = ×

− +

×
(16)

( )
2 3 2 2 2 2 2 2 2

2 5 3 2 2

(2 )
1 2

( 4 5 2 4 3 )
2 3

q q q

m m q m q m q m mrq mrq mr r q r
r m mr r

f f

λ λ

+

+ + + − − − + +
= − = ×

− +

×  
(17) 

( )
( )

( )
2

2
3 6 1 23

3 2
2

q qqmq mq m rq r m
f f

r m r
λ λ ++ + − −
= − =

−
(18)
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where the function 2f is evaluated on the equatorial plane. We see that all the 

information about the curvature is contained in the eigenvalues 1 2,  ,λ λ  and 3λ . In the
limiting case with

Fig. 2: The curvature eigenvalues of the q-metric as functions of the radial co-
ordinate r  and the quadrupole paramenter q . The mass parameter has been chosen as

  1m =

  0q = , the eigenvalues reduce to

2 3 13 2
2 ,   ,m m

r r
λ λ λ= = = − (19)

which are the curvature eigenvalues of the Schwarzschild metric. Notice that 

all the eigenvalues vanish for 1q = −  and arbitrary m and for 0m =  and arbitrary q ,
indicating that the resulting spacetime is flat. This confirms the result obtained above by 
using the expressions for the multipole moments and the q -metric.
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Discussion
Now, we explore how each eigenvalue behaves concerning both the radial coor-

dinate and the quadrupole parameter. The outcomes of our investigation are illustrated 
in Fig. 2. It becomes evident that all eigenvalues exhibit divergence as the hypersurface 

2r m=  as the hypersurface is approached, signaling the presence of a curvature sin-
gularity. Furthermore, as the radial coordinate increases, the eigenvalues tend asymp-
totically to zero, confirming the asymptotic flatness property of the q-metric. The most 
intriguing behavior is observed at the singularity located at 2r m=  is approached. In

fact, we see that 1λ  is always positive in the entire domain shown in Fig. 1. This is not 

true in the case of 2λ  and 3 . Indeed, we see that these eigenvalues reach a maximum 
value and then change their sign close to the curvature singularity located at 2r m= .
This behavior will be investigated in the next section.

To understand the change of sign in the curvature eigenvalues 2λ  and 3λ , we 

now consider a particular case for oblate, 0q < , and prolate, 0q > , mass configura-

tions. The results are illustrated in Fig. 3. In the oblate case( )0.5q = − , we see that 2λ  

changes its sign as the singularity is approached. Instead, 3λ  increases its close to the 

singularity, without changing its sign. In the case of prolate objects ( )0.5q = − , the

roles are interchanged and it is 3λ , which changes its value from positive to negative. 
We obtained similar results for other arbitrary values of the quadrupole parameter q. We 

conclude that, in general, the eigenvalue 2λ  ( 3λ ) describes the change of behavior in the 
case of oblate (prolate) mass distributions.

Fig. 3: The curvature eigenvalues 2λ  and 3λ  as functions of the radial coordi-

nate r  for 0.5q = −  (left panel) and 0.5q =  (right panel)

For specificity, let’s consider the scenario of an oblate object with 0.5q = − .
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From Fig. 3 (left panel), it is evident that 2λ  increases as the singularity is approached, 

reaching a maximum value at a specific radius   repr r=  and and subsequently decreases

until it changes sign at   ùr r= . This behavior is interpreted as a manifestation of re-
pulsive gravity. The repulsion is characterized by two critical radii: the repulsion radius, 

denoted as ùr , which signifies the onset of repulsion, and the dominance radius, ùr
, indicating where repulsive forces outweigh attractive ones. Generally, the repulsion 

radius can be defined as the location where the first local extremum appears in 2λ  as the 
object is approached from infinity, i.e.,

2 0,
ùr rr

λ

=∂
=

∂
 (20)

whereas the dominance radius is determined by the condition

2 0.
ùr r

λ
=

=  (21)

In the particular case ùq = − , we obtain from the above conditions that 

2.41ùr m≈ and 2.15ùr m≈ .

In Fig. 4, we show the behavior of the eigenvalue 2λ  as representing the in-
tensity of the gravitational interaction. This illustration can be interpreted as follows. A 
free particle moving to the central object from any direction on the equatorial plane will 
experience first an increase of the gravitational attraction, which reaches a maximum at 

ùr . Then, as the oblate object is further approached, the interaction decreases until it

vanishes at ùr and from this place on the particle starts to experience a repulsive force.

Fig. 4: Three-dimensional representation of the eigenvalue 2λ  on the equatorial 
plane of the q- metric
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In the case of prolate objects (q > 0), similar conditions can be defined with 3λ  

instead of 2λ . For the particular case of a mass distribution with ùq = , we obtain

2.96ùr m≈ and ùùr m≈ .
Conclusion
In this study, we have examined the curvature of the q-metric as a metric for 

gravitational interaction. To achieve this, we computed the eigenvalues of the Riemann 
curvature tensor using local tetrads and the formalism of differential forms, ensuring that 
the results are independent of the coordinate system.

We derived the explicit form of all curvature eigenvalues on the equatorial plane 
of the q-metric. Notably, we observed that some eigenvalues exhibit distinct behavior by 
transitioning from positive to negative values in a region close to the curvature singular-
ity located at the hypersurface 2r m= . We interpret this phenomenon as indicative of
repulsive gravity near the naked singularity described by the q-metric.

Using the curvature eigenvalues, we characterized repulsive gravity in terms of 
two specific distances: the repulsion radius, which marks the onset of repulsion, and the 
dominance radius, indicating where repulsion surpasses attraction.

Our analysis focused exclusively on the equatorial plane. Future research should 
explore the behavior of the eigenvalues as functions of the angular coordinate 𝜃θ. This 
remains a significant task for subsequent studies.
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