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Abstract. The problems of propagation of natural waves in a viscoelastic hollow 
cylinder are considered on the basis of the methods of the theory of viscoelasticity 
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and mathematical physics. The study of the existence of the natural frequency and 
shape of vibrations depending on geometric parameters is the most interesting 
problem of stationary dynamics of an elastic body. The main problem is the detection 
of new types of free waves that propagate in extended bodies with variable cross-
sections. And also the study of the dependence of the level of dissipative properties 
of the system on its parameters is the main content of this work. The aim of the work 
is to develop a methodology and algorithm, analyze the characteristics of normal 
damped waves in the low and high frequencies, study the features of the formation 
of surface waves, and analyze the kinematic characteristics of these waves in a 
wide frequency range (wave numbers). The dynamic behavior of the cylinder is 
described by integro-differential equations of the mechanics of deformable bodies. 
After applying the Filatov freezing method, differential equations with complex 
coefficients are obtained. The spectral problem is reduced to solving a system of 
ordinary differential equations of the first order. The solution of a system of ordinary 
differential equations is expressed by cylindrical Bessel and Hankel functions. The 
frequency equations are solved numerically by the Muller and Gauss methods. 
The variation of the natural frequency and phase velocity depending on the wave 
number has been studied. It is found that volumetric seismic waves undergo a 
small dispersion. However, the dispersion is significant for surface waves and some 
other phenomena. Consideration of the rheological properties of the material is 
accompanied by wave dispersions. The mechanisms by which the energy of elastic 
waves is converted into heat are not entirely clear. Various loss mechanisms have 
been proposed, but not one of them fully meets all the requirements. This process is 
investigated in the present work. It is found that for a hollow cylinder there are two 
types of low phase velocities that correspond to surface waves.

Keywords: natural waves, hollow cylindrical body, stress, spectral problem, 
natural frequency, phase velocity
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Аннотация. Тұтқыр серпімді қуыс цилиндрде меншікті толқындардың 
таралу мәселелері   тұтқыр-серпімділік теориясы мен математикалық фи
зика әдістерінің негізінде қарастырылады. Геометриялық параметрлерге 
байланысты тербелістердің меншікті жиілігі мен формасының болуын зерттеу 
серпімді дененің стационарлық динамикасының ең қызықты мәселелерінің 
бірі болып табылады. Негізгі мәселе - көлденең қималары өзгермелі ұзартылған 
денелерде таралатын еркін толқындардың жаңа түрлерін анықтау. Сондай-ақ, 
жүйенің диссипативті қасиеттері деңгейінің оның параметрлеріне тәуелділігін 
зерттеу бұл жұмыстың негізгі мазмұны болып табылады. Жұмыстың мақсаты 
— әдістеме мен алгоритмді әзірлеу, төмен және жоғары жиіліктердегі 
қалыпты өшпелі толқындардың сипаттамаларын талдау, беттік толқындардың 
пайда болу ерекшеліктерін зерттеу және жиіліктердің (толқын сандарының) 

https://orcid.org/0000-0001-7127-3987
mailto:54@mail.ru
https://orcid.org/0000-0003-0983-8451?lang=ru
https://orcid.org/0000-0003-1893-7902
https://orcid.org/0000-0002-7495-358X
mailto:abdimuhan.tolep@ayu.edu.kz
https://orcid.org/0000-0002-0089-2446


167

Reports  of the Academy of Sciences of the Republic of Kazakhstan

кең диапазонында осы толқындардың кинематикалық сипаттамаларын 
талдау. Цилиндрдің динамикалық әрекеті деформацияланатын денелер 
механикасының интегралды-дифференциалдық теңдеулерімен сипатталады. 
Филатовтың тоқтату әдісін қолданғаннан кейін комплекс коэффициенттері 
бар дифференциалдық теңдеулер алынады. Спектрлік есеп бірінші ретті 
қарапайым дифференциалдық теңдеулер жүйесін шешуге келтірілді. 
Қарапайым дифференциалдық теңдеулер жүйесінің шешімі Бессель мен 
Ханкельдің цилиндрлік функцияларымен өрнектеледі. Жиілік теңдеулері 
Мюллер және Гаусс сандық әдістерімен шешіледі. Толқын санына байланысты 
меншікті жиілік пен фазалық жылдамдықтың өзгеруі зерттелді. Дененің 
сейсмикалық толқындары шамалы дисперсияға ұшырайтыны анықталды. 
Дегенмен, дисперсия беттік толқындар және кейбір басқа құбылыстар үшін 
көбірек. Материалдың реологиялық қасиеттерін есепке алу толқындардың 
дисперсиясымен бірге жүреді. Серпімді толқындар энергиясының жылуға 
айналу механизмдері толығымен анық емес. Шығындардың әртүрлі 
механизмдері ұсынылған, бірақ олардың ешқайсысы барлық талаптарға 
толық жауап бермейді. Бұл процесс осы жұмыста зерттелген. Қуыс цилиндр 
үшін беттік толқындарға сәйкес келетін төмен фазалық жылдамдықтардың 
екі түрі бар екені анықталды.

Түйін сөздер: меншікті толқындар, қуыс цилиндрлік дене, кернеу, 
спектрлік есеп, меншікті жиілік, фазалық жылдамдық
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Аннотация. Рассматриваются вопросы распространения собственных 
волн в вязкоупругом полом цилиндре на основе методов теории вязкоупругости 
и математической физики. Исследование существования собственной 
частоты и формы колебаний в зависимости от геометрических параметров 
представляют наиболее интересную проблему стационарной динамики 
упругого тела. Основная проблема заключается в обнаружении новых 
типов свободных волн, которые распространяются в протяженных телах с 
переменными поперечными сечениями. А также исследование зависимости 
уровня диссипативных свойств системы от ее параметров составляет основное 
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содержание работы. Целью работы является разработка методики и алгоритма, 
анализ характеристик нормальных затухающих волн в области низких и 
высоких частот, изучение особенностей формирования поверхностных волн, 
анализ кинематических характеристик этих волн в широком диапазоне частот 
(волновых чисел). Динамическое поведение цилиндра описывается интегро-
дифференциальными уравнениями механики деформируемых тел. После 
применения метода замораживания Филатова, получаются дифференциальные 
уравнения с комплексными коэффициентами. Спектральная задача сводится 
к решению системы обыкновенных дифференциальных уравнений первого 
порядка. Решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
выражаются цилиндрическими функциями Бесселя и Ханкеля. Частотные 
уравнения решаются численно методами Мюллера и Гаусса. Исследовано 
изменение собственной частоты и фазовой скорости в зависимости от 
волнового числа. Найдено, что объемные сейсмические волны претерпевают 
малую дисперсию. Однако, дисперсия значительна для поверхностных 
волн и некоторых других явлений. Учет реологических свойств материала 
сопровождается дисперсиями волн. Механизмы, посредством которых 
энергия упругих волн преобразуется в тепло, не совсем ясны. Предложены 
различные механизмы потерь, но не один из них не отвечает полностью всем 
требованиям. Этот процесс исследуется в настоящей работе. Обнаружено, 
что для пологого цилиндра существуют два вида низких фазовых скоростей, 
которые соответствуют поверхностным волнам.

Ключевые слова: собственные волны, полое цилиндрическое тело, 
напряжение, спектральная задача, собственная частота, фазовая скорость

Введение
Распространение деформируемых волн в длинных телах различной 

конфигурации исследовано в работах (Rayleigh, 1885/1886; Фарнелл, 1973; 
Викторов, 1979). В этих работах в основном рассматривается распространение 
упругих волн в волноводах плоского (или цилиндрического) поперечного 
сечения.  В этих работах приведены результаты, полученные Похгаммером. В 
1876 г. были получены трансцендентные уравнения, описывающие фазовые 
скорости от волнового числа (или дисперсионное уравнение). Распространение 
упругих волн в стержне кругового сечения рассмотрено в работах Кри. 
В работах Дж.В. Стретта (в 1885 г.)  рассмотрено распространение волн в 
упругом полупространстве, названная впоследствии его именем.

Дисперсионные характеристики характеризуют волновое движение в 
протяженных телах, которые описывают распространение свободных волн 
при любом значении частоты (имеющих нулевые частоты запирания) (Oliver, 
1959; Owen, 1964).

Поскольку фазовые скорости распространения волн в слое близки к 
скорости волны Рэлея, но всегда различны, то в общем случае напряженно-
деформированное состояния в слое формируются от поверхностной волна. 
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(Uberal, 1973;  Гринченко, 1981). Максимальные амплитуды напряжений 
и перемещений возникают на поверхности слоя или полупространстве 
(Гринченко, 1984; Комиссарова, 1990) и в процесс деформации происходит 
обмен энергией между поверхностями. Дисперсионное уравнение сплошного 
упругого цилиндра имеет (существует) только один корень и то с нулевой 
частотой запирания (Гринченко и др., 2000; Комиссарова, 2002). Рэлеевские 
волны не затухают, т.е., не происходит потеря энергии. Поэтому рэлеевские 
волны являются бездисперсионными (их фазовая скорость вдоль поверхности 
не зависит от частоты) и в котором упругая среда однородная и изотропная. 
Рэлеевские волны являются незатухающими, бездисперсионными (их фазовая 
скорость вдоль поверхности не зависит от частоты) и существуют во всем 
диапазоне частот, в котором упругую среду, заполняющую полупространство, 
можно считать однородной и изотропной (Гринченко, 1986). Дисперсионное 
уравнение и свойства их корней, описывающие нормальных волн в сплошном 
цилиндре и полом цилиндре существенно отличаются. В работах (Rosenberg 
и др., 1977; Thurston, 1978) приведен качественный анализ дисперсионных 
соотношений. 

Дисперсионные характеристики упругих волн в полом цилиндре со 
свободными поверхностями зависят от физико-механических свойств 
материала, радиуса кривизны и толщины стенки цилиндра. Влияние этих 
параметров на поведение собственных волн в полом цилиндре рассмотрено 
в работах (Гринченко, 1978; Сафаров, 2011). Исследование дисперсионных 
соотношений для цилиндрических волноводов основано на специальных 
функциях. Указанное обстоятельство позволяет подойти к более детальному 
изучению формы колебаний и соответствующих характеристик нормальных 
волн в полом деформируемом упругом цилиндре. 

Целью данной работы является разработка методики и алгоритм анализа 
характеристик нормальных волн в области низких (или высоких) частот с 
учетом вязкоупругих свойств полого цилиндра.  

Методы
Постановка задачи и методики решения 
Рассматривается распространение свободных (или собственных) волн 

в вязкоупругом однородном и изотропном полом цилиндре, внутренним и 
внешним радиусом соответственно a и R. 

Линейные интегро-дифференциальные уравнения в частных производных, 
описывающие распространение волн в полом цилиндре, в векторной форме, 
принимают вид 

скорости от волнового числа (или дисперсионное уравнение). Распространение упругих волн в 
стержне кругового сечения рассмотрено в работах Кри. В работах Дж.В. Стретта (в 1885 г.)
рассмотрено распространение волн в упругом полупространстве, названная впоследствии его 
именем.

Дисперсионные характеристики характеризуют волновое движение в протяженных телах,
которые описывают распространение свободных волн при любом значении частоты (имеющих 
нулевые частоты запирания) (Oliver, 1959; Owen, 1964).

Поскольку фазовые скорости распространения волн в слое близки к скорости волны Рэлея, но 
всегда различны, то в общем случае напряженно-деформированное состояния в слое формируются от 
поверхностной волна. (Uberal, 1973; Гринченко, 1981). Максимальные амплитуды напряжений и 
перемещений возникают на поверхности слоя или полупространстве (Гринченко, 1984; Комиссарова,
1990) и в процесс деформации происходит обмен энергией между поверхностями. Дисперсионное
уравнение сплошного упругого цилиндра имеет (существует) только один корень и то с нулевой 
частотой запирания (Гринченко и др., 2000; Комиссарова, 2002). Рэлеевские волны не затухают, т.е.,
не происходит потеря энергии. Поэтому рэлеевские волны являются бездисперсионными (их фазовая 
скорость вдоль поверхности не зависит от частоты) и в котором упругая среда однородная и 
изотропная. Рэлеевские волны являются незатухающими, бездисперсионными (их фазовая скорость 
вдоль поверхности не зависит от частоты) и существуют во всем диапазоне частот, в котором 
упругую среду, заполняющую полупространство, можно считать однородной и изотропной
(Гринченко, 1986). Дисперсионное уравнение и свойства их корней, описывающие нормальных волн 
в сплошном цилиндре и полом цилиндре существенно отличаются. В работах (Rosenberg и др., 
1977; Thurston, 1978) приведен качественный анализ дисперсионных соотношений. 

Дисперсионные характеристики упругих волн в полом цилиндре со свободными 
поверхностями зависят от физико-механических свойств материала, радиуса кривизны и толщины
стенки цилиндра. Влияние этих параметров на поведение собственных волн в полом цилиндре 
рассмотрено в работах (Гринченко, 1978; Сафаров, 2011). Исследование дисперсионных
соотношений для цилиндрических волноводов основано на специальных функциях. Указанное 
обстоятельство позволяет подойти к более детальному изучению формы колебаний и 
соответствующих характеристик нормальных волн в полом деформируемом упругом цилиндре.

Целью данной работы является разработка методики и алгоритм анализа характеристик 
нормальных волн в области низких (или высоких) частот с учетом вязкоупругих свойств полого 
цилиндра.  

Методы
Постановка задачи и методики решения 
Рассматривается распространение свободных (или собственных) волн в вязкоупругом

однородном и изотропном полом цилиндре, внутренним и внешним радиусом соответственно a и R.
Линейные интегро-дифференциальные уравнения в частных производных, описывающие 

распространение волн в полом цилиндре, в векторной форме, принимают вид 
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f(t) – произвольная функция времени; R (t − ) и R (t − ) – ядра релаксации; 0,0 –
мгновенные модули упругости; u – вектор перемещений;  – плотность среды; к– порядковой номер 
слоев; к − коэффициент Пуассона, который считаем не релаксирующей величиной [6]. 

Принимаем интегральные члены в (2) малыми. Тогда функцию f(t) можно представить в виде f
(t) = (t) Ri te − , где  (t) – медленно меняющаяся функция времени; R – действительная константа.
На свободной поверхности полого цилиндра ставится следующие условия: 
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скорости от волнового числа (или дисперсионное уравнение). Распространение упругих волн в 
стержне кругового сечения рассмотрено в работах Кри. В работах Дж.В. Стретта (в 1885 г.)
рассмотрено распространение волн в упругом полупространстве, названная впоследствии его 
именем.

Дисперсионные характеристики характеризуют волновое движение в протяженных телах,
которые описывают распространение свободных волн при любом значении частоты (имеющих 
нулевые частоты запирания) (Oliver, 1959; Owen, 1964).

Поскольку фазовые скорости распространения волн в слое близки к скорости волны Рэлея, но 
всегда различны, то в общем случае напряженно-деформированное состояния в слое формируются от 
поверхностной волна. (Uberal, 1973; Гринченко, 1981). Максимальные амплитуды напряжений и 
перемещений возникают на поверхности слоя или полупространстве (Гринченко, 1984; Комиссарова,
1990) и в процесс деформации происходит обмен энергией между поверхностями. Дисперсионное
уравнение сплошного упругого цилиндра имеет (существует) только один корень и то с нулевой 
частотой запирания (Гринченко и др., 2000; Комиссарова, 2002). Рэлеевские волны не затухают, т.е.,
не происходит потеря энергии. Поэтому рэлеевские волны являются бездисперсионными (их фазовая 
скорость вдоль поверхности не зависит от частоты) и в котором упругая среда однородная и 
изотропная. Рэлеевские волны являются незатухающими, бездисперсионными (их фазовая скорость 
вдоль поверхности не зависит от частоты) и существуют во всем диапазоне частот, в котором 
упругую среду, заполняющую полупространство, можно считать однородной и изотропной
(Гринченко, 1986). Дисперсионное уравнение и свойства их корней, описывающие нормальных волн 
в сплошном цилиндре и полом цилиндре существенно отличаются. В работах (Rosenberg и др., 
1977; Thurston, 1978) приведен качественный анализ дисперсионных соотношений. 

Дисперсионные характеристики упругих волн в полом цилиндре со свободными 
поверхностями зависят от физико-механических свойств материала, радиуса кривизны и толщины
стенки цилиндра. Влияние этих параметров на поведение собственных волн в полом цилиндре 
рассмотрено в работах (Гринченко, 1978; Сафаров, 2011). Исследование дисперсионных
соотношений для цилиндрических волноводов основано на специальных функциях. Указанное 
обстоятельство позволяет подойти к более детальному изучению формы колебаний и 
соответствующих характеристик нормальных волн в полом деформируемом упругом цилиндре.

Целью данной работы является разработка методики и алгоритм анализа характеристик 
нормальных волн в области низких (или высоких) частот с учетом вязкоупругих свойств полого 
цилиндра.  
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однородном и изотропном полом цилиндре, внутренним и внешним радиусом соответственно a и R.
Линейные интегро-дифференциальные уравнения в частных производных, описывающие 

распространение волн в полом цилиндре, в векторной форме, принимают вид 
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f(t) – произвольная функция времени; R (t − ) и R (t − ) – ядра релаксации; 0,0 –
мгновенные модули упругости; u – вектор перемещений;  – плотность среды; к– порядковой номер 
слоев; к − коэффициент Пуассона, который считаем не релаксирующей величиной [6]. 

Принимаем интегральные члены в (2) малыми. Тогда функцию f(t) можно представить в виде f
(t) = (t) Ri te − , где  (t) – медленно меняющаяся функция времени; R – действительная константа.
На свободной поверхности полого цилиндра ставится следующие условия: 

                       , : 0.rr r rzr a R


  = = = =                                   (3)
Для аналитического решения поставленной задачи применяется процедура замораживания 

[7], тогда соотношения (2) заменяется приближенными выражениями 
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скорости от волнового числа (или дисперсионное уравнение). Распространение упругих волн в 
стержне кругового сечения рассмотрено в работах Кри. В работах Дж.В. Стретта (в 1885 г.)
рассмотрено распространение волн в упругом полупространстве, названная впоследствии его 
именем.

Дисперсионные характеристики характеризуют волновое движение в протяженных телах,
которые описывают распространение свободных волн при любом значении частоты (имеющих 
нулевые частоты запирания) (Oliver, 1959; Owen, 1964).

Поскольку фазовые скорости распространения волн в слое близки к скорости волны Рэлея, но 
всегда различны, то в общем случае напряженно-деформированное состояния в слое формируются от 
поверхностной волна. (Uberal, 1973; Гринченко, 1981). Максимальные амплитуды напряжений и 
перемещений возникают на поверхности слоя или полупространстве (Гринченко, 1984; Комиссарова,
1990) и в процесс деформации происходит обмен энергией между поверхностями. Дисперсионное
уравнение сплошного упругого цилиндра имеет (существует) только один корень и то с нулевой 
частотой запирания (Гринченко и др., 2000; Комиссарова, 2002). Рэлеевские волны не затухают, т.е.,
не происходит потеря энергии. Поэтому рэлеевские волны являются бездисперсионными (их фазовая 
скорость вдоль поверхности не зависит от частоты) и в котором упругая среда однородная и 
изотропная. Рэлеевские волны являются незатухающими, бездисперсионными (их фазовая скорость 
вдоль поверхности не зависит от частоты) и существуют во всем диапазоне частот, в котором 
упругую среду, заполняющую полупространство, можно считать однородной и изотропной
(Гринченко, 1986). Дисперсионное уравнение и свойства их корней, описывающие нормальных волн 
в сплошном цилиндре и полом цилиндре существенно отличаются. В работах (Rosenberg и др., 
1977; Thurston, 1978) приведен качественный анализ дисперсионных соотношений. 

Дисперсионные характеристики упругих волн в полом цилиндре со свободными 
поверхностями зависят от физико-механических свойств материала, радиуса кривизны и толщины
стенки цилиндра. Влияние этих параметров на поведение собственных волн в полом цилиндре 
рассмотрено в работах (Гринченко, 1978; Сафаров, 2011). Исследование дисперсионных
соотношений для цилиндрических волноводов основано на специальных функциях. Указанное 
обстоятельство позволяет подойти к более детальному изучению формы колебаний и 
соответствующих характеристик нормальных волн в полом деформируемом упругом цилиндре.

Целью данной работы является разработка методики и алгоритм анализа характеристик 
нормальных волн в области низких (или высоких) частот с учетом вязкоупругих свойств полого 
цилиндра.  

Методы
Постановка задачи и методики решения 
Рассматривается распространение свободных (или собственных) волн в вязкоупругом

однородном и изотропном полом цилиндре, внутренним и внешним радиусом соответственно a и R.
Линейные интегро-дифференциальные уравнения в частных производных, описывающие 

распространение волн в полом цилиндре, в векторной форме, принимают вид 
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f(t) – произвольная функция времени; R (t − ) и R (t − ) – ядра релаксации; 0,0 –
мгновенные модули упругости; u – вектор перемещений;  – плотность среды; к– порядковой номер 
слоев; к − коэффициент Пуассона, который считаем не релаксирующей величиной [6]. 

Принимаем интегральные члены в (2) малыми. Тогда функцию f(t) можно представить в виде f
(t) = (t) Ri te − , где  (t) – медленно меняющаяся функция времени; R – действительная константа.
На свободной поверхности полого цилиндра ставится следующие условия: 

                       , : 0.rr r rzr a R


  = = = =                                   (3)
Для аналитического решения поставленной задачи применяется процедура замораживания 

[7], тогда соотношения (2) заменяется приближенными выражениями 
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 – мгновенные модули упругости; u – вектор перемещений;  
p – плотность среды; к – порядковой номер слоев; vк - коэффициент Пуассона, 
который считаем не релаксирующей величиной [6]. 

Принимаем интегральные члены в (2) малыми. Тогда функцию f(t) можно 
представить в виде f 

скорости от волнового числа (или дисперсионное уравнение). Распространение упругих волн в 
стержне кругового сечения рассмотрено в работах Кри. В работах Дж.В. Стретта (в 1885 г.)
рассмотрено распространение волн в упругом полупространстве, названная впоследствии его 
именем.

Дисперсионные характеристики характеризуют волновое движение в протяженных телах,
которые описывают распространение свободных волн при любом значении частоты (имеющих 
нулевые частоты запирания) (Oliver, 1959; Owen, 1964).

Поскольку фазовые скорости распространения волн в слое близки к скорости волны Рэлея, но 
всегда различны, то в общем случае напряженно-деформированное состояния в слое формируются от 
поверхностной волна. (Uberal, 1973; Гринченко, 1981). Максимальные амплитуды напряжений и 
перемещений возникают на поверхности слоя или полупространстве (Гринченко, 1984; Комиссарова,
1990) и в процесс деформации происходит обмен энергией между поверхностями. Дисперсионное
уравнение сплошного упругого цилиндра имеет (существует) только один корень и то с нулевой 
частотой запирания (Гринченко и др., 2000; Комиссарова, 2002). Рэлеевские волны не затухают, т.е.,
не происходит потеря энергии. Поэтому рэлеевские волны являются бездисперсионными (их фазовая 
скорость вдоль поверхности не зависит от частоты) и в котором упругая среда однородная и 
изотропная. Рэлеевские волны являются незатухающими, бездисперсионными (их фазовая скорость 
вдоль поверхности не зависит от частоты) и существуют во всем диапазоне частот, в котором 
упругую среду, заполняющую полупространство, можно считать однородной и изотропной
(Гринченко, 1986). Дисперсионное уравнение и свойства их корней, описывающие нормальных волн 
в сплошном цилиндре и полом цилиндре существенно отличаются. В работах (Rosenberg и др., 
1977; Thurston, 1978) приведен качественный анализ дисперсионных соотношений. 

Дисперсионные характеристики упругих волн в полом цилиндре со свободными 
поверхностями зависят от физико-механических свойств материала, радиуса кривизны и толщины
стенки цилиндра. Влияние этих параметров на поведение собственных волн в полом цилиндре 
рассмотрено в работах (Гринченко, 1978; Сафаров, 2011). Исследование дисперсионных
соотношений для цилиндрических волноводов основано на специальных функциях. Указанное 
обстоятельство позволяет подойти к более детальному изучению формы колебаний и 
соответствующих характеристик нормальных волн в полом деформируемом упругом цилиндре.

Целью данной работы является разработка методики и алгоритм анализа характеристик 
нормальных волн в области низких (или высоких) частот с учетом вязкоупругих свойств полого 
цилиндра.  

Методы
Постановка задачи и методики решения 
Рассматривается распространение свободных (или собственных) волн в вязкоупругом

однородном и изотропном полом цилиндре, внутренним и внешним радиусом соответственно a и R.
Линейные интегро-дифференциальные уравнения в частных производных, описывающие 

распространение волн в полом цилиндре, в векторной форме, принимают вид 
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f(t) – произвольная функция времени; R (t − ) и R (t − ) – ядра релаксации; 0,0 –
мгновенные модули упругости; u – вектор перемещений;  – плотность среды; к– порядковой номер 
слоев; к − коэффициент Пуассона, который считаем не релаксирующей величиной [6]. 

Принимаем интегральные члены в (2) малыми. Тогда функцию f(t) можно представить в виде f
(t) = (t) Ri te − , где  (t) – медленно меняющаяся функция времени; R – действительная константа.
На свободной поверхности полого цилиндра ставится следующие условия: 
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Для аналитического решения поставленной задачи применяется процедура замораживания 

[7], тогда соотношения (2) заменяется приближенными выражениями 
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, где  ѱ(t) – медленно меняющаяся функция 
времени; ωR – действительная константа. На свободной поверхности полого 
цилиндра ставится следующие условия: 

скорости от волнового числа (или дисперсионное уравнение). Распространение упругих волн в 
стержне кругового сечения рассмотрено в работах Кри. В работах Дж.В. Стретта (в 1885 г.)
рассмотрено распространение волн в упругом полупространстве, названная впоследствии его 
именем.

Дисперсионные характеристики характеризуют волновое движение в протяженных телах,
которые описывают распространение свободных волн при любом значении частоты (имеющих 
нулевые частоты запирания) (Oliver, 1959; Owen, 1964).

Поскольку фазовые скорости распространения волн в слое близки к скорости волны Рэлея, но 
всегда различны, то в общем случае напряженно-деформированное состояния в слое формируются от 
поверхностной волна. (Uberal, 1973; Гринченко, 1981). Максимальные амплитуды напряжений и 
перемещений возникают на поверхности слоя или полупространстве (Гринченко, 1984; Комиссарова,
1990) и в процесс деформации происходит обмен энергией между поверхностями. Дисперсионное
уравнение сплошного упругого цилиндра имеет (существует) только один корень и то с нулевой 
частотой запирания (Гринченко и др., 2000; Комиссарова, 2002). Рэлеевские волны не затухают, т.е.,
не происходит потеря энергии. Поэтому рэлеевские волны являются бездисперсионными (их фазовая 
скорость вдоль поверхности не зависит от частоты) и в котором упругая среда однородная и 
изотропная. Рэлеевские волны являются незатухающими, бездисперсионными (их фазовая скорость 
вдоль поверхности не зависит от частоты) и существуют во всем диапазоне частот, в котором 
упругую среду, заполняющую полупространство, можно считать однородной и изотропной
(Гринченко, 1986). Дисперсионное уравнение и свойства их корней, описывающие нормальных волн 
в сплошном цилиндре и полом цилиндре существенно отличаются. В работах (Rosenberg и др., 
1977; Thurston, 1978) приведен качественный анализ дисперсионных соотношений. 

Дисперсионные характеристики упругих волн в полом цилиндре со свободными 
поверхностями зависят от физико-механических свойств материала, радиуса кривизны и толщины
стенки цилиндра. Влияние этих параметров на поведение собственных волн в полом цилиндре 
рассмотрено в работах (Гринченко, 1978; Сафаров, 2011). Исследование дисперсионных
соотношений для цилиндрических волноводов основано на специальных функциях. Указанное 
обстоятельство позволяет подойти к более детальному изучению формы колебаний и 
соответствующих характеристик нормальных волн в полом деформируемом упругом цилиндре.

Целью данной работы является разработка методики и алгоритм анализа характеристик 
нормальных волн в области низких (или высоких) частот с учетом вязкоупругих свойств полого 
цилиндра.  

Методы
Постановка задачи и методики решения 
Рассматривается распространение свободных (или собственных) волн в вязкоупругом

однородном и изотропном полом цилиндре, внутренним и внешним радиусом соответственно a и R.
Линейные интегро-дифференциальные уравнения в частных производных, описывающие 

распространение волн в полом цилиндре, в векторной форме, принимают вид 
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f(t) – произвольная функция времени; R (t − ) и R (t − ) – ядра релаксации; 0,0 –
мгновенные модули упругости; u – вектор перемещений;  – плотность среды; к– порядковой номер 
слоев; к − коэффициент Пуассона, который считаем не релаксирующей величиной [6]. 

Принимаем интегральные члены в (2) малыми. Тогда функцию f(t) можно представить в виде f
(t) = (t) Ri te − , где  (t) – медленно меняющаяся функция времени; R – действительная константа.
На свободной поверхности полого цилиндра ставится следующие условия: 
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Для аналитического решения поставленной задачи применяется процедура замораживания 
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 Для аналитического решения поставленной задачи применяется процедура 
замораживания [7], тогда соотношения (2) заменяется приближенными 
выражениями  

скорости от волнового числа (или дисперсионное уравнение). Распространение упругих волн в 
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Здесь  – волновое число; ω – круговая частота;

0 0,D sV V − скорости волн продольных и поперечных волн соответственно, ν – коэффициент 
Пуассона материала полого вязкоупругого цилиндра; R — внешний радиус пологого цилиндра.
Распространение возмущений в полом цилиндре удовлетворяют уравнениям движения Ламе.
Решение дифференциальных уравнений удовлетворяет специальным функциям Бесселя и Ханкеля. В
этом случае радиальные функции удовлетворяют следующим соотношениям:
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Задача решается в безразмерных переменных.
Выражения (5) функций 0 ( )kQ p r содержит четыре неизвестных интегральных произволных 
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в специальных  функциях в граничные условия, получим алгебраические уравнение с комплексными 
коэффицентами. Таким образом, для цилиндрического тела (для протяженного цилиндрического 
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Задача решается в безразмерных переменных.
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постоянных Ак, Вк (к=1,2). Подставляя решения (4) в уравнение (1)  с учетом (5) , после некоторого 
преобразования получим уравнение Беселя с нелинейно входяшим параметром. Подставляя решения  
в специальных  функциях в граничные условия, получим алгебраические уравнение с комплексными 
коэффицентами. Таким образом, для цилиндрического тела (для протяженного цилиндрического 
слоя) решения могут быть записаны через перемещения в следующем виде:

( ) ( ) ( )r zU r U r i U r j= +
  

Задача решается в безразмерных переменных. 
Выражения (5) функций 

( ) ( )0( ) 1 ( ),С S
R Rf t i f t

 
    = −Γ − Γ                                   

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

cos , cosc c
R R R RR d R d

   
         

∞ ∞

Γ = Γ =∫ ∫ ,             

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

sin , sins s
R R R RR d R d

   
         

∞ ∞

Γ = Γ =∫ ∫ -

соответственно, косинус- и синус образы Фурье ядра релаксации материала.
Для получения численных результатов в качестве ядра вязкоупругого материала примем 

трехпараметрическое ядро релаксации  ( ) kk teAtR t
kk

 −−= 1/ .
В осесимметричной деформации полого вязкоупругого цилиндра вектор смещений

{ },r zu u u
представится в виде (Гринченко, 1978);

                                  [ ]( )exp ( ) ,u U r i z ct= −
                                           (4)

где   
                                                  ,

                         
2

1 1 2 2 2

0 1 0 2

( ) (1/ ) ( ) ( / ) ( ),
( ) ( ( ) ( )),

r

z

U r Q p r p Q p r
U r i Q p r Q p r

 = +
= +

                       

2 2 2
1 1 1

0 0

2 2 2
2 2 2

0 0

; ,

1 2; , .
2(1 )

R I
RI RI

D D

R I
RI RI

s s

R Rp i
V V

R Rp i k
V V

 
  

  
  



= − = +

−
= − = + =

−

Здесь  – волновое число; ω – круговая частота;

0 0,D sV V − скорости волн продольных и поперечных волн соответственно, ν – коэффициент 
Пуассона материала полого вязкоупругого цилиндра; R — внешний радиус пологого цилиндра.
Распространение возмущений в полом цилиндре удовлетворяют уравнениям движения Ламе.
Решение дифференциальных уравнений удовлетворяет специальным функциям Бесселя и Ханкеля. В
этом случае радиальные функции удовлетворяют следующим соотношениям:

                      0
1 0 0 0

( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( 1,2)k
k k k k k k

dQ p r Q p r Q p r A L p r M L p r k
dr

= = + = ,          (5)

где Ai, Bi — произвольные интегральные постоянные, а функции
L0(pкr), M0(pкr) принимают следующий вид

                    
{
{

0 0 0

0 0 0

( ) ( ), 0; ( ), 0,

( ) ( ), 0; ( ), 0.

L pr I pr pr I pr pr

M pr K pr pr Y pr pr

= > >

= > >
Задача решается в безразмерных переменных.
Выражения (5) функций 0 ( )kQ p r содержит четыре неизвестных интегральных произволных 

постоянных Ак, Вк (к=1,2). Подставляя решения (4) в уравнение (1)  с учетом (5) , после некоторого 
преобразования получим уравнение Беселя с нелинейно входяшим параметром. Подставляя решения  
в специальных  функциях в граничные условия, получим алгебраические уравнение с комплексными 
коэффицентами. Таким образом, для цилиндрического тела (для протяженного цилиндрического 
слоя) решения могут быть записаны через перемещения в следующем виде:

( ) ( ) ( )r zU r U r i U r j= +
  

 содержит четыре неизвестных 
интегральных произволных постоянных Ак, Вк (к=1,2). Подставляя решения 
(4) в уравнение (1)  с учетом (5) , после некоторого преобразования получим 
уравнение Беселя с нелинейно входяшим параметром. Подставляя  решения  
в  специальных  функциях в граничные условия, получим алгебраические 
уравнение с комплексными коэффицентами. Таким образом, для 
цилиндрического тела (для протяженного цилиндрического слоя) решения 
могут быть записаны через перемещения в следующем виде:

( )
(1)

(1) (1)
2 1 1

0

cos( ) ( ) ( ) /
sin

pi t zn
r n n p n n n

n

ndH ru F D i H r M nH r r e
ndr

 
  



∞
− +

+
=

   
= + +    −  
∑

( )(1) ( )(1) (1)
2 1 1

0

in
( ) / ( )

cos
pn i t zdH r

n n n p n n dr
n

s n
u F nH r r D i H r M e

n
 




  



∞
− +

+
=

  = − + −     
∑ ,          (6)

( )
(1)

(1) (1)1
1 2 1

0

cos( ) 1( ) ( )
in

pi t zn
z n p n n n

n

ndH r nu F i H r D H r e
s ndr r

 
  



∞
− ++

+ +
=

    +
= − − +    −   
∑ .

Выражения перемещений (6) содержат в себе три произвольных постоянных  2 1, ,n n nF D M и 
удовлетворяют уравнениям движения (1) при всех значениях  . Для короткого пространственного 
цилиндра количество произвольных постоянных будет шесть. Если полученные решения через 
потенциалы выразить через специальные функции Бесселя и Неймана, а также использовать 
граничные условия, то получим систему однородных алгебраических уравненийс комплексными 
коэффицентами. Для того существования решения основной определителе должно быть равно нулю. 
Это условия позволяет определение дисперсионных соотношений. При исследовании процессов 
распространения затухающих волн в упругих слоисто-однородных средах с плоскопараллельными 
границами раздела в первую очередь необходимо определить дисперсионные характеристики этих 
волн. Условия существования нетривиального решения приводит к дисперсионному уравнению, 
которое определяет фазовую скорость нормальных волн как трансцендентную функцию комплексной 
частоты и параметров модели цилиндра. Под дисперсионными характеристиками понимаются 
фазовые и групповые скорости Сф и Vгр, коэффициенты затухания со временем ΩI. Известно, что 
величины Vф и ΩI связаны со значением корня   дисперсионного уравнения 

( ) 0, =∆  ,                                            (7)
формулами Сф = Imω( ), ΩI = -Reω( ), где   ω – комплексная частота;  -волновое число. 

Фазовая и групповая скорость связаны со значением корня дисперсионного уравнения некоторыми 
сложными зависимостями. Таким образом, чтобы иметь возможность вычислять дисперсионные   
характеристики, необходимо произвести качественное исследование корней уравнения (6) в точках 
комплексной плоскости, а также разработать метод их численного определения. Более 
целесообразным является прямое определение комплексных корней методам Мюллера. Для 
комплексных корней метод Мюллера упрощает вычисления и обеспечивает более быструю 
сходимость, чем метод Бэрстоу, если корни близки друг другу (Сафаров, 2012). В методе Мюллера 
применяется квадратичная интерполяция, что приводит к итерации вида:
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Для начала решения можно положить z[0] = z00; z[1] = z01; z[2] = z02; z00, z01, z02 – решения 

упругих задач. На основании последней модификации и был построен алгоритм для определения 
дисперсионных характеристик. Элементы дисперсионного уравнения состоит из специальных 
функций Ханкеля 1-го и 2-го рода n-го порядка.

Рассмотрим сначала низкочастотные колебания, для этого перейдем в уравнении (7) к 
пределам при 1 10, 0kr mr→ → и при 0, 0k kR R

 
= = . Получается биквадратное уравнение 

(Викторов, 1979). В результате получится спектр волны L, который начинается с нулевой частоты. 
Фазовая скорость Lс волны L не зависит от скорости продольных волн 1pс в среде. Но   фазовая 

скорость Lс волны L зависит от плотности  1 , скорости 1sс и реологических свойств материалов 
деформируемых сред
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сходимость, чем метод Бэрстоу, если корни близки друг другу (Сафаров, 2012). В методе Мюллера 
применяется квадратичная интерполяция, что приводит к итерации вида:
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Для начала решения можно положить z[0] = z00; z[1] = z01; z[2] = z02; z00, z01, z02 – решения 

упругих задач. На основании последней модификации и был построен алгоритм для определения 
дисперсионных характеристик. Элементы дисперсионного уравнения состоит из специальных 
функций Ханкеля 1-го и 2-го рода n-го порядка.

Рассмотрим сначала низкочастотные колебания, для этого перейдем в уравнении (7) к 
пределам при 1 10, 0kr mr→ → и при 0, 0k kR R

 
= = . Получается биквадратное уравнение 

(Викторов, 1979). В результате получится спектр волны L, который начинается с нулевой частоты. 
Фазовая скорость Lс волны L не зависит от скорости продольных волн 1pс в среде. Но   фазовая 

скорость Lс волны L зависит от плотности  1 , скорости 1sс и реологических свойств материалов 
деформируемых сред
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Выражения перемещений (6) содержат в себе три произвольных 
постоянных 
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Выражения перемещений (6) содержат в себе три произвольных постоянных  2 1, ,n n nF D M и 
удовлетворяют уравнениям движения (1) при всех значениях  . Для короткого пространственного 
цилиндра количество произвольных постоянных будет шесть. Если полученные решения через 
потенциалы выразить через специальные функции Бесселя и Неймана, а также использовать 
граничные условия, то получим систему однородных алгебраических уравненийс комплексными 
коэффицентами. Для того существования решения основной определителе должно быть равно нулю. 
Это условия позволяет определение дисперсионных соотношений. При исследовании процессов 
распространения затухающих волн в упругих слоисто-однородных средах с плоскопараллельными 
границами раздела в первую очередь необходимо определить дисперсионные характеристики этих 
волн. Условия существования нетривиального решения приводит к дисперсионному уравнению, 
которое определяет фазовую скорость нормальных волн как трансцендентную функцию комплексной 
частоты и параметров модели цилиндра. Под дисперсионными характеристиками понимаются 
фазовые и групповые скорости Сф и Vгр, коэффициенты затухания со временем ΩI. Известно, что 
величины Vф и ΩI связаны со значением корня   дисперсионного уравнения 

( ) 0, =∆  ,                                            (7)
формулами Сф = Imω( ), ΩI = -Reω( ), где   ω – комплексная частота;  -волновое число. 

Фазовая и групповая скорость связаны со значением корня дисперсионного уравнения некоторыми 
сложными зависимостями. Таким образом, чтобы иметь возможность вычислять дисперсионные   
характеристики, необходимо произвести качественное исследование корней уравнения (6) в точках 
комплексной плоскости, а также разработать метод их численного определения. Более 
целесообразным является прямое определение комплексных корней методам Мюллера. Для 
комплексных корней метод Мюллера упрощает вычисления и обеспечивает более быструю 
сходимость, чем метод Бэрстоу, если корни близки друг другу (Сафаров, 2012). В методе Мюллера 
применяется квадратичная интерполяция, что приводит к итерации вида:
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Для начала решения можно положить z[0] = z00; z[1] = z01; z[2] = z02; z00, z01, z02 – решения 

упругих задач. На основании последней модификации и был построен алгоритм для определения 
дисперсионных характеристик. Элементы дисперсионного уравнения состоит из специальных 
функций Ханкеля 1-го и 2-го рода n-го порядка.

Рассмотрим сначала низкочастотные колебания, для этого перейдем в уравнении (7) к 
пределам при 1 10, 0kr mr→ → и при 0, 0k kR R

 
= = . Получается биквадратное уравнение 

(Викторов, 1979). В результате получится спектр волны L, который начинается с нулевой частоты. 
Фазовая скорость Lс волны L не зависит от скорости продольных волн 1pс в среде. Но   фазовая 

скорость Lс волны L зависит от плотности  1 , скорости 1sс и реологических свойств материалов 
деформируемых сред

  и удовлетворяют уравнениям движения (1) при 
всех значениях ω. Для короткого пространственного цилиндра количество 
произвольных постоянных будет шесть. Если полученные решения через 
потенциалы выразить через специальные функции Бесселя и Неймана, а 
также использовать граничные условия, то получим систему однородных 
алгебраических уравненийс комплексными коэффицентами. Для того 
существования решения основной определителе должно быть равно нулю. 
Это условия позволяет определение дисперсионных соотношений. При 
исследовании процессов распространения затухающих волн в упругих 
слоисто-однородных средах с плоскопараллельными границами раздела в 
первую очередь необходимо определить дисперсионные характеристики 
этих волн. Условия существования нетривиального решения приводит 
к дисперсионному уравнению, которое определяет фазовую скорость 
нормальных волн как трансцендентную функцию комплексной частоты 
и параметров модели цилиндра. Под дисперсионными характеристиками 
понимаются фазовые и групповые скорости Сф и Vгр, коэффициенты затухания 
со временем 
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Выражения перемещений (6) содержат в себе три произвольных постоянных  2 1, ,n n nF D M и 
удовлетворяют уравнениям движения (1) при всех значениях  . Для короткого пространственного 
цилиндра количество произвольных постоянных будет шесть. Если полученные решения через 
потенциалы выразить через специальные функции Бесселя и Неймана, а также использовать 
граничные условия, то получим систему однородных алгебраических уравненийс комплексными 
коэффицентами. Для того существования решения основной определителе должно быть равно нулю. 
Это условия позволяет определение дисперсионных соотношений. При исследовании процессов 
распространения затухающих волн в упругих слоисто-однородных средах с плоскопараллельными 
границами раздела в первую очередь необходимо определить дисперсионные характеристики этих 
волн. Условия существования нетривиального решения приводит к дисперсионному уравнению, 
которое определяет фазовую скорость нормальных волн как трансцендентную функцию комплексной 
частоты и параметров модели цилиндра. Под дисперсионными характеристиками понимаются 
фазовые и групповые скорости Сф и Vгр, коэффициенты затухания со временем ΩI. Известно, что 
величины Vф и ΩI связаны со значением корня   дисперсионного уравнения 

( ) 0, =∆  ,                                            (7)
формулами Сф = Imω( ), ΩI = -Reω( ), где   ω – комплексная частота;  -волновое число. 

Фазовая и групповая скорость связаны со значением корня дисперсионного уравнения некоторыми 
сложными зависимостями. Таким образом, чтобы иметь возможность вычислять дисперсионные   
характеристики, необходимо произвести качественное исследование корней уравнения (6) в точках 
комплексной плоскости, а также разработать метод их численного определения. Более 
целесообразным является прямое определение комплексных корней методам Мюллера. Для 
комплексных корней метод Мюллера упрощает вычисления и обеспечивает более быструю 
сходимость, чем метод Бэрстоу, если корни близки друг другу (Сафаров, 2012). В методе Мюллера 
применяется квадратичная интерполяция, что приводит к итерации вида:
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Для начала решения можно положить z[0] = z00; z[1] = z01; z[2] = z02; z00, z01, z02 – решения 

упругих задач. На основании последней модификации и был построен алгоритм для определения 
дисперсионных характеристик. Элементы дисперсионного уравнения состоит из специальных 
функций Ханкеля 1-го и 2-го рода n-го порядка.

Рассмотрим сначала низкочастотные колебания, для этого перейдем в уравнении (7) к 
пределам при 1 10, 0kr mr→ → и при 0, 0k kR R

 
= = . Получается биквадратное уравнение 

(Викторов, 1979). В результате получится спектр волны L, который начинается с нулевой частоты. 
Фазовая скорость Lс волны L не зависит от скорости продольных волн 1pс в среде. Но   фазовая 

скорость Lс волны L зависит от плотности  1 , скорости 1sс и реологических свойств материалов 
деформируемых сред

. Известно, что величины Vф и 
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Выражения перемещений (6) содержат в себе три произвольных постоянных  2 1, ,n n nF D M и 
удовлетворяют уравнениям движения (1) при всех значениях  . Для короткого пространственного 
цилиндра количество произвольных постоянных будет шесть. Если полученные решения через 
потенциалы выразить через специальные функции Бесселя и Неймана, а также использовать 
граничные условия, то получим систему однородных алгебраических уравненийс комплексными 
коэффицентами. Для того существования решения основной определителе должно быть равно нулю. 
Это условия позволяет определение дисперсионных соотношений. При исследовании процессов 
распространения затухающих волн в упругих слоисто-однородных средах с плоскопараллельными 
границами раздела в первую очередь необходимо определить дисперсионные характеристики этих 
волн. Условия существования нетривиального решения приводит к дисперсионному уравнению, 
которое определяет фазовую скорость нормальных волн как трансцендентную функцию комплексной 
частоты и параметров модели цилиндра. Под дисперсионными характеристиками понимаются 
фазовые и групповые скорости Сф и Vгр, коэффициенты затухания со временем ΩI. Известно, что 
величины Vф и ΩI связаны со значением корня   дисперсионного уравнения 

( ) 0, =∆  ,                                            (7)
формулами Сф = Imω( ), ΩI = -Reω( ), где   ω – комплексная частота;  -волновое число. 

Фазовая и групповая скорость связаны со значением корня дисперсионного уравнения некоторыми 
сложными зависимостями. Таким образом, чтобы иметь возможность вычислять дисперсионные   
характеристики, необходимо произвести качественное исследование корней уравнения (6) в точках 
комплексной плоскости, а также разработать метод их численного определения. Более 
целесообразным является прямое определение комплексных корней методам Мюллера. Для 
комплексных корней метод Мюллера упрощает вычисления и обеспечивает более быструю 
сходимость, чем метод Бэрстоу, если корни близки друг другу (Сафаров, 2012). В методе Мюллера 
применяется квадратичная интерполяция, что приводит к итерации вида:
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Для начала решения можно положить z[0] = z00; z[1] = z01; z[2] = z02; z00, z01, z02 – решения 

упругих задач. На основании последней модификации и был построен алгоритм для определения 
дисперсионных характеристик. Элементы дисперсионного уравнения состоит из специальных 
функций Ханкеля 1-го и 2-го рода n-го порядка.

Рассмотрим сначала низкочастотные колебания, для этого перейдем в уравнении (7) к 
пределам при 1 10, 0kr mr→ → и при 0, 0k kR R

 
= = . Получается биквадратное уравнение 

(Викторов, 1979). В результате получится спектр волны L, который начинается с нулевой частоты. 
Фазовая скорость Lс волны L не зависит от скорости продольных волн 1pс в среде. Но   фазовая 

скорость Lс волны L зависит от плотности  1 , скорости 1sс и реологических свойств материалов 
деформируемых сред
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Выражения перемещений (6) содержат в себе три произвольных постоянных  2 1, ,n n nF D M и 
удовлетворяют уравнениям движения (1) при всех значениях  . Для короткого пространственного 
цилиндра количество произвольных постоянных будет шесть. Если полученные решения через 
потенциалы выразить через специальные функции Бесселя и Неймана, а также использовать 
граничные условия, то получим систему однородных алгебраических уравненийс комплексными 
коэффицентами. Для того существования решения основной определителе должно быть равно нулю. 
Это условия позволяет определение дисперсионных соотношений. При исследовании процессов 
распространения затухающих волн в упругих слоисто-однородных средах с плоскопараллельными 
границами раздела в первую очередь необходимо определить дисперсионные характеристики этих 
волн. Условия существования нетривиального решения приводит к дисперсионному уравнению, 
которое определяет фазовую скорость нормальных волн как трансцендентную функцию комплексной 
частоты и параметров модели цилиндра. Под дисперсионными характеристиками понимаются 
фазовые и групповые скорости Сф и Vгр, коэффициенты затухания со временем ΩI. Известно, что 
величины Vф и ΩI связаны со значением корня   дисперсионного уравнения 

( ) 0, =∆  ,                                            (7)
формулами Сф = Imω( ), ΩI = -Reω( ), где   ω – комплексная частота;  -волновое число. 

Фазовая и групповая скорость связаны со значением корня дисперсионного уравнения некоторыми 
сложными зависимостями. Таким образом, чтобы иметь возможность вычислять дисперсионные   
характеристики, необходимо произвести качественное исследование корней уравнения (6) в точках 
комплексной плоскости, а также разработать метод их численного определения. Более 
целесообразным является прямое определение комплексных корней методам Мюллера. Для 
комплексных корней метод Мюллера упрощает вычисления и обеспечивает более быструю 
сходимость, чем метод Бэрстоу, если корни близки друг другу (Сафаров, 2012). В методе Мюллера 
применяется квадратичная интерполяция, что приводит к итерации вида:
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Для начала решения можно положить z[0] = z00; z[1] = z01; z[2] = z02; z00, z01, z02 – решения 

упругих задач. На основании последней модификации и был построен алгоритм для определения 
дисперсионных характеристик. Элементы дисперсионного уравнения состоит из специальных 
функций Ханкеля 1-го и 2-го рода n-го порядка.

Рассмотрим сначала низкочастотные колебания, для этого перейдем в уравнении (7) к 
пределам при 1 10, 0kr mr→ → и при 0, 0k kR R

 
= = . Получается биквадратное уравнение 

(Викторов, 1979). В результате получится спектр волны L, который начинается с нулевой частоты. 
Фазовая скорость Lс волны L не зависит от скорости продольных волн 1pс в среде. Но   фазовая 

скорость Lс волны L зависит от плотности  1 , скорости 1sс и реологических свойств материалов 
деформируемых сред

,                                                  				    (7)
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Выражения перемещений (6) содержат в себе три произвольных постоянных  2 1, ,n n nF D M и 
удовлетворяют уравнениям движения (1) при всех значениях  . Для короткого пространственного 
цилиндра количество произвольных постоянных будет шесть. Если полученные решения через 
потенциалы выразить через специальные функции Бесселя и Неймана, а также использовать 
граничные условия, то получим систему однородных алгебраических уравненийс комплексными 
коэффицентами. Для того существования решения основной определителе должно быть равно нулю. 
Это условия позволяет определение дисперсионных соотношений. При исследовании процессов 
распространения затухающих волн в упругих слоисто-однородных средах с плоскопараллельными 
границами раздела в первую очередь необходимо определить дисперсионные характеристики этих 
волн. Условия существования нетривиального решения приводит к дисперсионному уравнению, 
которое определяет фазовую скорость нормальных волн как трансцендентную функцию комплексной 
частоты и параметров модели цилиндра. Под дисперсионными характеристиками понимаются 
фазовые и групповые скорости Сф и Vгр, коэффициенты затухания со временем ΩI. Известно, что 
величины Vф и ΩI связаны со значением корня   дисперсионного уравнения 
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формулами Сф = Imω( ), ΩI = -Reω( ), где   ω – комплексная частота;  -волновое число. 

Фазовая и групповая скорость связаны со значением корня дисперсионного уравнения некоторыми 
сложными зависимостями. Таким образом, чтобы иметь возможность вычислять дисперсионные   
характеристики, необходимо произвести качественное исследование корней уравнения (6) в точках 
комплексной плоскости, а также разработать метод их численного определения. Более 
целесообразным является прямое определение комплексных корней методам Мюллера. Для 
комплексных корней метод Мюллера упрощает вычисления и обеспечивает более быструю 
сходимость, чем метод Бэрстоу, если корни близки друг другу (Сафаров, 2012). В методе Мюллера 
применяется квадратичная интерполяция, что приводит к итерации вида:
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упругих задач. На основании последней модификации и был построен алгоритм для определения 
дисперсионных характеристик. Элементы дисперсионного уравнения состоит из специальных 
функций Ханкеля 1-го и 2-го рода n-го порядка.
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(Викторов, 1979). В результате получится спектр волны L, который начинается с нулевой частоты. 
Фазовая скорость Lс волны L не зависит от скорости продольных волн 1pс в среде. Но   фазовая 
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Выражения перемещений (6) содержат в себе три произвольных постоянных  2 1, ,n n nF D M и 
удовлетворяют уравнениям движения (1) при всех значениях  . Для короткого пространственного 
цилиндра количество произвольных постоянных будет шесть. Если полученные решения через 
потенциалы выразить через специальные функции Бесселя и Неймана, а также использовать 
граничные условия, то получим систему однородных алгебраических уравненийс комплексными 
коэффицентами. Для того существования решения основной определителе должно быть равно нулю. 
Это условия позволяет определение дисперсионных соотношений. При исследовании процессов 
распространения затухающих волн в упругих слоисто-однородных средах с плоскопараллельными 
границами раздела в первую очередь необходимо определить дисперсионные характеристики этих 
волн. Условия существования нетривиального решения приводит к дисперсионному уравнению, 
которое определяет фазовую скорость нормальных волн как трансцендентную функцию комплексной 
частоты и параметров модели цилиндра. Под дисперсионными характеристиками понимаются 
фазовые и групповые скорости Сф и Vгр, коэффициенты затухания со временем ΩI. Известно, что 
величины Vф и ΩI связаны со значением корня   дисперсионного уравнения 

( ) 0, =∆  ,                                            (7)
формулами Сф = Imω( ), ΩI = -Reω( ), где   ω – комплексная частота;  -волновое число. 

Фазовая и групповая скорость связаны со значением корня дисперсионного уравнения некоторыми 
сложными зависимостями. Таким образом, чтобы иметь возможность вычислять дисперсионные   
характеристики, необходимо произвести качественное исследование корней уравнения (6) в точках 
комплексной плоскости, а также разработать метод их численного определения. Более 
целесообразным является прямое определение комплексных корней методам Мюллера. Для 
комплексных корней метод Мюллера упрощает вычисления и обеспечивает более быструю 
сходимость, чем метод Бэрстоу, если корни близки друг другу (Сафаров, 2012). В методе Мюллера 
применяется квадратичная интерполяция, что приводит к итерации вида:
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Для начала решения можно положить z[0] = z00; z[1] = z01; z[2] = z02; z00, z01, z02 – решения 

упругих задач. На основании последней модификации и был построен алгоритм для определения 
дисперсионных характеристик. Элементы дисперсионного уравнения состоит из специальных 
функций Ханкеля 1-го и 2-го рода n-го порядка.

Рассмотрим сначала низкочастотные колебания, для этого перейдем в уравнении (7) к 
пределам при 1 10, 0kr mr→ → и при 0, 0k kR R
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(Викторов, 1979). В результате получится спектр волны L, который начинается с нулевой частоты. 
Фазовая скорость Lс волны L не зависит от скорости продольных волн 1pс в среде. Но   фазовая 

скорость Lс волны L зависит от плотности  1 , скорости 1sс и реологических свойств материалов 
деформируемых сред
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Выражения перемещений (6) содержат в себе три произвольных постоянных  2 1, ,n n nF D M и 
удовлетворяют уравнениям движения (1) при всех значениях  . Для короткого пространственного 
цилиндра количество произвольных постоянных будет шесть. Если полученные решения через 
потенциалы выразить через специальные функции Бесселя и Неймана, а также использовать 
граничные условия, то получим систему однородных алгебраических уравненийс комплексными 
коэффицентами. Для того существования решения основной определителе должно быть равно нулю. 
Это условия позволяет определение дисперсионных соотношений. При исследовании процессов 
распространения затухающих волн в упругих слоисто-однородных средах с плоскопараллельными 
границами раздела в первую очередь необходимо определить дисперсионные характеристики этих 
волн. Условия существования нетривиального решения приводит к дисперсионному уравнению, 
которое определяет фазовую скорость нормальных волн как трансцендентную функцию комплексной 
частоты и параметров модели цилиндра. Под дисперсионными характеристиками понимаются 
фазовые и групповые скорости Сф и Vгр, коэффициенты затухания со временем ΩI. Известно, что 
величины Vф и ΩI связаны со значением корня   дисперсионного уравнения 

( ) 0, =∆  ,                                            (7)
формулами Сф = Imω( ), ΩI = -Reω( ), где   ω – комплексная частота;  -волновое число. 

Фазовая и групповая скорость связаны со значением корня дисперсионного уравнения некоторыми 
сложными зависимостями. Таким образом, чтобы иметь возможность вычислять дисперсионные   
характеристики, необходимо произвести качественное исследование корней уравнения (6) в точках 
комплексной плоскости, а также разработать метод их численного определения. Более 
целесообразным является прямое определение комплексных корней методам Мюллера. Для 
комплексных корней метод Мюллера упрощает вычисления и обеспечивает более быструю 
сходимость, чем метод Бэрстоу, если корни близки друг другу (Сафаров, 2012). В методе Мюллера 
применяется квадратичная интерполяция, что приводит к итерации вида:
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Для начала решения можно положить z[0] = z00; z[1] = z01; z[2] = z02; z00, z01, z02 – решения 

упругих задач. На основании последней модификации и был построен алгоритм для определения 
дисперсионных характеристик. Элементы дисперсионного уравнения состоит из специальных 
функций Ханкеля 1-го и 2-го рода n-го порядка.

Рассмотрим сначала низкочастотные колебания, для этого перейдем в уравнении (7) к 
пределам при 1 10, 0kr mr→ → и при 0, 0k kR R

 
= = . Получается биквадратное уравнение 

(Викторов, 1979). В результате получится спектр волны L, который начинается с нулевой частоты. 
Фазовая скорость Lс волны L не зависит от скорости продольных волн 1pс в среде. Но   фазовая 

скорость Lс волны L зависит от плотности  1 , скорости 1sс и реологических свойств материалов 
деформируемых сред
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Выражения перемещений (6) содержат в себе три произвольных постоянных  2 1, ,n n nF D M и 
удовлетворяют уравнениям движения (1) при всех значениях  . Для короткого пространственного 
цилиндра количество произвольных постоянных будет шесть. Если полученные решения через 
потенциалы выразить через специальные функции Бесселя и Неймана, а также использовать 
граничные условия, то получим систему однородных алгебраических уравненийс комплексными 
коэффицентами. Для того существования решения основной определителе должно быть равно нулю. 
Это условия позволяет определение дисперсионных соотношений. При исследовании процессов 
распространения затухающих волн в упругих слоисто-однородных средах с плоскопараллельными 
границами раздела в первую очередь необходимо определить дисперсионные характеристики этих 
волн. Условия существования нетривиального решения приводит к дисперсионному уравнению, 
которое определяет фазовую скорость нормальных волн как трансцендентную функцию комплексной 
частоты и параметров модели цилиндра. Под дисперсионными характеристиками понимаются 
фазовые и групповые скорости Сф и Vгр, коэффициенты затухания со временем ΩI. Известно, что 
величины Vф и ΩI связаны со значением корня   дисперсионного уравнения 

( ) 0, =∆  ,                                            (7)
формулами Сф = Imω( ), ΩI = -Reω( ), где   ω – комплексная частота;  -волновое число. 

Фазовая и групповая скорость связаны со значением корня дисперсионного уравнения некоторыми 
сложными зависимостями. Таким образом, чтобы иметь возможность вычислять дисперсионные   
характеристики, необходимо произвести качественное исследование корней уравнения (6) в точках 
комплексной плоскости, а также разработать метод их численного определения. Более 
целесообразным является прямое определение комплексных корней методам Мюллера. Для 
комплексных корней метод Мюллера упрощает вычисления и обеспечивает более быструю 
сходимость, чем метод Бэрстоу, если корни близки друг другу (Сафаров, 2012). В методе Мюллера 
применяется квадратичная интерполяция, что приводит к итерации вида:
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Для начала решения можно положить z[0] = z00; z[1] = z01; z[2] = z02; z00, z01, z02 – решения 

упругих задач. На основании последней модификации и был построен алгоритм для определения 
дисперсионных характеристик. Элементы дисперсионного уравнения состоит из специальных 
функций Ханкеля 1-го и 2-го рода n-го порядка.

Рассмотрим сначала низкочастотные колебания, для этого перейдем в уравнении (7) к 
пределам при 1 10, 0kr mr→ → и при 0, 0k kR R
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(Викторов, 1979). В результате получится спектр волны L, который начинается с нулевой частоты. 
Фазовая скорость Lс волны L не зависит от скорости продольных волн 1pс в среде. Но   фазовая 

скорость Lс волны L зависит от плотности  1 , скорости 1sс и реологических свойств материалов 
деформируемых сред
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и был построен алгоритм для определения дисперсионных характеристик. 
Элементы дисперсионного уравнения состоит из специальных функций 
Ханкеля 1-го и 2-го рода n-го порядка.

Рассмотрим сначала низкочастотные колебания, для этого перейдем в 
уравнении (7) к пределам при 

( )
(1)

(1) (1)
2 1 1

0

cos( ) ( ) ( ) /
sin

pi t zn
r n n p n n n

n

ndH ru F D i H r M nH r r e
ndr

 
  



∞
− +

+
=

   
= + +    −  
∑

( )(1) ( )(1) (1)
2 1 1

0

in
( ) / ( )

cos
pn i t zdH r

n n n p n n dr
n

s n
u F nH r r D i H r M e

n
 




  



∞
− +

+
=

  = − + −     
∑ ,          (6)

( )
(1)

(1) (1)1
1 2 1

0

cos( ) 1( ) ( )
in

pi t zn
z n p n n n

n

ndH r nu F i H r D H r e
s ndr r

 
  



∞
− ++

+ +
=

    +
= − − +    −   
∑ .

Выражения перемещений (6) содержат в себе три произвольных постоянных  2 1, ,n n nF D M и 
удовлетворяют уравнениям движения (1) при всех значениях  . Для короткого пространственного 
цилиндра количество произвольных постоянных будет шесть. Если полученные решения через 
потенциалы выразить через специальные функции Бесселя и Неймана, а также использовать 
граничные условия, то получим систему однородных алгебраических уравненийс комплексными 
коэффицентами. Для того существования решения основной определителе должно быть равно нулю. 
Это условия позволяет определение дисперсионных соотношений. При исследовании процессов 
распространения затухающих волн в упругих слоисто-однородных средах с плоскопараллельными 
границами раздела в первую очередь необходимо определить дисперсионные характеристики этих 
волн. Условия существования нетривиального решения приводит к дисперсионному уравнению, 
которое определяет фазовую скорость нормальных волн как трансцендентную функцию комплексной 
частоты и параметров модели цилиндра. Под дисперсионными характеристиками понимаются 
фазовые и групповые скорости Сф и Vгр, коэффициенты затухания со временем ΩI. Известно, что 
величины Vф и ΩI связаны со значением корня   дисперсионного уравнения 

( ) 0, =∆  ,                                            (7)
формулами Сф = Imω( ), ΩI = -Reω( ), где   ω – комплексная частота;  -волновое число. 

Фазовая и групповая скорость связаны со значением корня дисперсионного уравнения некоторыми 
сложными зависимостями. Таким образом, чтобы иметь возможность вычислять дисперсионные   
характеристики, необходимо произвести качественное исследование корней уравнения (6) в точках 
комплексной плоскости, а также разработать метод их численного определения. Более 
целесообразным является прямое определение комплексных корней методам Мюллера. Для 
комплексных корней метод Мюллера упрощает вычисления и обеспечивает более быструю 
сходимость, чем метод Бэрстоу, если корни близки друг другу (Сафаров, 2012). В методе Мюллера 
применяется квадратичная интерполяция, что приводит к итерации вида:
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Для начала решения можно положить z[0] = z00; z[1] = z01; z[2] = z02; z00, z01, z02 – решения 

упругих задач. На основании последней модификации и был построен алгоритм для определения 
дисперсионных характеристик. Элементы дисперсионного уравнения состоит из специальных 
функций Ханкеля 1-го и 2-го рода n-го порядка.

Рассмотрим сначала низкочастотные колебания, для этого перейдем в уравнении (7) к 
пределам при 1 10, 0kr mr→ → и при 0, 0k kR R

 
= = . Получается биквадратное уравнение 

(Викторов, 1979). В результате получится спектр волны L, который начинается с нулевой частоты. 
Фазовая скорость Lс волны L не зависит от скорости продольных волн 1pс в среде. Но   фазовая 

скорость Lс волны L зависит от плотности  1 , скорости 1sс и реологических свойств материалов 
деформируемых сред
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Выражения перемещений (6) содержат в себе три произвольных постоянных  2 1, ,n n nF D M и 
удовлетворяют уравнениям движения (1) при всех значениях  . Для короткого пространственного 
цилиндра количество произвольных постоянных будет шесть. Если полученные решения через 
потенциалы выразить через специальные функции Бесселя и Неймана, а также использовать 
граничные условия, то получим систему однородных алгебраических уравненийс комплексными 
коэффицентами. Для того существования решения основной определителе должно быть равно нулю. 
Это условия позволяет определение дисперсионных соотношений. При исследовании процессов 
распространения затухающих волн в упругих слоисто-однородных средах с плоскопараллельными 
границами раздела в первую очередь необходимо определить дисперсионные характеристики этих 
волн. Условия существования нетривиального решения приводит к дисперсионному уравнению, 
которое определяет фазовую скорость нормальных волн как трансцендентную функцию комплексной 
частоты и параметров модели цилиндра. Под дисперсионными характеристиками понимаются 
фазовые и групповые скорости Сф и Vгр, коэффициенты затухания со временем ΩI. Известно, что 
величины Vф и ΩI связаны со значением корня   дисперсионного уравнения 

( ) 0, =∆  ,                                            (7)
формулами Сф = Imω( ), ΩI = -Reω( ), где   ω – комплексная частота;  -волновое число. 

Фазовая и групповая скорость связаны со значением корня дисперсионного уравнения некоторыми 
сложными зависимостями. Таким образом, чтобы иметь возможность вычислять дисперсионные   
характеристики, необходимо произвести качественное исследование корней уравнения (6) в точках 
комплексной плоскости, а также разработать метод их численного определения. Более 
целесообразным является прямое определение комплексных корней методам Мюллера. Для 
комплексных корней метод Мюллера упрощает вычисления и обеспечивает более быструю 
сходимость, чем метод Бэрстоу, если корни близки друг другу (Сафаров, 2012). В методе Мюллера 
применяется квадратичная интерполяция, что приводит к итерации вида:
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Для начала решения можно положить z[0] = z00; z[1] = z01; z[2] = z02; z00, z01, z02 – решения 

упругих задач. На основании последней модификации и был построен алгоритм для определения 
дисперсионных характеристик. Элементы дисперсионного уравнения состоит из специальных 
функций Ханкеля 1-го и 2-го рода n-го порядка.

Рассмотрим сначала низкочастотные колебания, для этого перейдем в уравнении (7) к 
пределам при 1 10, 0kr mr→ → и при 0, 0k kR R
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= = . Получается биквадратное уравнение 

(Викторов, 1979). В результате получится спектр волны L, который начинается с нулевой частоты. 
Фазовая скорость Lс волны L не зависит от скорости продольных волн 1pс в среде. Но   фазовая 

скорость Lс волны L зависит от плотности  1 , скорости 1sс и реологических свойств материалов 
деформируемых сред

. Полу
чается биквадратное уравнение (Викторов, 1979). В результате получится 
спектр волны L, который начинается с нулевой частоты. Фазовая скорость 
CL волны L не зависит от скорости продольных волн Cp1 в среде. Но   фазовая 
скорость CL волны L зависит от плотности p1, скорости Cs1 и реологических 
свойств материалов деформируемых сред
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1sс . При R Ii  = + =0 волна L становится затухающей, и выполняется условия  

1 0 011sс c < − . Если учитываются реологические свойства материалов, тогда 1 0 011 /s sс c 
⋅< − Γ .

Самой простой моделью, в которой существуют волна Т, является труба, находящаяся в пустоте. 
Спектр этой волны начинается с нулевой частоты, при которой фазовая скорость Тс не зависит от 
толщины стенок, и равна скорости стержневой волны

                          

2
2 21

12
1

3 4
1Т s sс с



⋅ −
= Γ − 

, 1 1 1/ 1s pс c = < .               (9)

Для существования Т волны параметр 𝛾𝛾𝛾𝛾1 должен принадлежать в интервале   𝛾𝛾𝛾𝛾1 ∈ (3/4; 1). В 
общем случае дисперсия гидроволн (для упругих или вязкоупругих механических систем) может 
быть нормальной или аномальной (Rayleigh, 1985–1986). Соответствующая групповая скорость 
определяется по формуле (Rayleigh, 1985-1986).

                                      
2
Т

Т
Т

Т

сС сс 


=
∂

−
∂

                                           (10)

Дисперсионные зависимости нормальных волн вязкоупругого полого однородного цилиндра
Дисперсионные зависимости в поставленной задаче получаются в аналитическом виде, как 

дисперсионное уравнение, приведённое в работе (Сафаров, 2012). Решение дисперсионного 
уравнения получается только численным методом или применяются методы качественного анализа. 
Для полого цилиндра у дисперсионного уравнения упругого цилиндра существуют две 
действительные корни, которые обладают дисперсией в общем случае. При некоторых соотношениях
параметров могут существовать скорости волн Рэлея, которые не обладают дисперсией. Учет 
вязкоупругих свойств материалов усложняет поставленной задачи. Корни дисперсионного уравнения
станут комплексными.  Свободные волны, в этом случае, задыхаются по времени. Точное решение
поставленной задачи, сформулированной на основе дифференциальных уравнений динамической 
теории вязко — упругости, позволяет исследовать дисперсионные зависимости нормальных
затухающих волн численно или методом качественного анализа. Параметры ядра релаксации принято 
в виде 1,0;05,0;048,0 === A . На рис. 1 изображены реальные части дисперсионных
кривых осесимметричных волн для полого вязкоупругого цилиндра при различных значениях   
внутреннего радиуса цилиндра. Влияние толщинного параметра на дисперсионные свойства первых 
нормальных осесимметричных волн в полом цилиндре:
сплошные — первая волна 1 – r1 = 0.3, 2 – r1 = 0.8, 3 – r1 = 0.9, 4 – r1 = 0.95, 5 – r1 = 0.99.

При вычислении принята ν =0.25, и внутренний радиус (0.39 0.9)a∈ ÷ . На рис.2
сплошными линиями отмечены реальные части первой дисперсионной кривой. Видно, что с 
увеличением волнового числа соответствующие дисперсионные кривые увеличиваются с 
ускоренным темпом.  

На рис. 2–3 приведено изменение по радиусу нормированных амплитуд смещений в первой 

нормальной волне ( = 10; 1. *Re ru ; 2. *Im ru ). Видно, что волновое движение в цилиндре 
концентрируется на поверхности полого вязкоупругого цилиндра. Аналогичные результаты 
приведены на рис. 4–5.
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быть нормальной или аномальной (Rayleigh, 1985–1986). Соответствующая групповая скорость 
определяется по формуле (Rayleigh, 1985-1986).
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Дисперсионные зависимости нормальных волн вязкоупругого полого однородного цилиндра
Дисперсионные зависимости в поставленной задаче получаются в аналитическом виде, как 

дисперсионное уравнение, приведённое в работе (Сафаров, 2012). Решение дисперсионного 
уравнения получается только численным методом или применяются методы качественного анализа. 
Для полого цилиндра у дисперсионного уравнения упругого цилиндра существуют две 
действительные корни, которые обладают дисперсией в общем случае. При некоторых соотношениях
параметров могут существовать скорости волн Рэлея, которые не обладают дисперсией. Учет 
вязкоупругих свойств материалов усложняет поставленной задачи. Корни дисперсионного уравнения
станут комплексными.  Свободные волны, в этом случае, задыхаются по времени. Точное решение
поставленной задачи, сформулированной на основе дифференциальных уравнений динамической 
теории вязко — упругости, позволяет исследовать дисперсионные зависимости нормальных
затухающих волн численно или методом качественного анализа. Параметры ядра релаксации принято 
в виде 1,0;05,0;048,0 === A . На рис. 1 изображены реальные части дисперсионных
кривых осесимметричных волн для полого вязкоупругого цилиндра при различных значениях   
внутреннего радиуса цилиндра. Влияние толщинного параметра на дисперсионные свойства первых 
нормальных осесимметричных волн в полом цилиндре:
сплошные — первая волна 1 – r1 = 0.3, 2 – r1 = 0.8, 3 – r1 = 0.9, 4 – r1 = 0.95, 5 – r1 = 0.99.

При вычислении принята ν =0.25, и внутренний радиус (0.39 0.9)a∈ ÷ . На рис.2
сплошными линиями отмечены реальные части первой дисперсионной кривой. Видно, что с 
увеличением волнового числа соответствующие дисперсионные кривые увеличиваются с 
ускоренным темпом.  

На рис. 2–3 приведено изменение по радиусу нормированных амплитуд смещений в первой 

нормальной волне ( = 10; 1. *Re ru ; 2. *Im ru ). Видно, что волновое движение в цилиндре 
концентрируется на поверхности полого вязкоупругого цилиндра. Аналогичные результаты 
приведены на рис. 4–5.
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численным методом или применяются методы качественного анализа. 
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этом случае, задыхаются по времени. Точное решение поставленной задачи, 
сформулированной на основе дифференциальных уравнений динамической 
теории вязко — упругости, позволяет исследовать дисперсионные зависимости 
нормальных затухающих волн численно или методом качественного анализа. 
Параметры ядра релаксации принято в виде A=0,048; β=0,05; α=0,1. На рис. 1 
изображены реальные части дисперсионных кривых осесимметричных волн 
для полого вязкоупругого цилиндра при различных значениях   внутреннего 
радиуса цилиндра. Влияние толщинного параметра на дисперсионные 
свойства первых нормальных осесимметричных волн в полом цилиндре: 
сплошные — первая волна 1 – r1 = 0.3, 2 – r1 = 0.8, 3 – r1 = 0.9, 4 – r1 = 0.95, 
5 – r1 = 0.99.
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1 0 011sс c < − . Если учитываются реологические свойства материалов, тогда 1 0 011 /s sс c 
⋅< − Γ .

Самой простой моделью, в которой существуют волна Т, является труба, находящаяся в пустоте. 
Спектр этой волны начинается с нулевой частоты, при которой фазовая скорость Тс не зависит от 
толщины стенок, и равна скорости стержневой волны
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Для существования Т волны параметр 𝛾𝛾𝛾𝛾1 должен принадлежать в интервале   𝛾𝛾𝛾𝛾1 ∈ (3/4; 1). В 
общем случае дисперсия гидроволн (для упругих или вязкоупругих механических систем) может 
быть нормальной или аномальной (Rayleigh, 1985–1986). Соответствующая групповая скорость 
определяется по формуле (Rayleigh, 1985-1986).
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Дисперсионные зависимости нормальных волн вязкоупругого полого однородного цилиндра
Дисперсионные зависимости в поставленной задаче получаются в аналитическом виде, как 

дисперсионное уравнение, приведённое в работе (Сафаров, 2012). Решение дисперсионного 
уравнения получается только численным методом или применяются методы качественного анализа. 
Для полого цилиндра у дисперсионного уравнения упругого цилиндра существуют две 
действительные корни, которые обладают дисперсией в общем случае. При некоторых соотношениях
параметров могут существовать скорости волн Рэлея, которые не обладают дисперсией. Учет 
вязкоупругих свойств материалов усложняет поставленной задачи. Корни дисперсионного уравнения
станут комплексными.  Свободные волны, в этом случае, задыхаются по времени. Точное решение
поставленной задачи, сформулированной на основе дифференциальных уравнений динамической 
теории вязко — упругости, позволяет исследовать дисперсионные зависимости нормальных
затухающих волн численно или методом качественного анализа. Параметры ядра релаксации принято 
в виде 1,0;05,0;048,0 === A . На рис. 1 изображены реальные части дисперсионных
кривых осесимметричных волн для полого вязкоупругого цилиндра при различных значениях   
внутреннего радиуса цилиндра. Влияние толщинного параметра на дисперсионные свойства первых 
нормальных осесимметричных волн в полом цилиндре:
сплошные — первая волна 1 – r1 = 0.3, 2 – r1 = 0.8, 3 – r1 = 0.9, 4 – r1 = 0.95, 5 – r1 = 0.99.

При вычислении принята ν =0.25, и внутренний радиус (0.39 0.9)a∈ ÷ . На рис.2
сплошными линиями отмечены реальные части первой дисперсионной кривой. Видно, что с 
увеличением волнового числа соответствующие дисперсионные кривые увеличиваются с 
ускоренным темпом.  

На рис. 2–3 приведено изменение по радиусу нормированных амплитуд смещений в первой 

нормальной волне ( = 10; 1. *Re ru ; 2. *Im ru ). Видно, что волновое движение в цилиндре 
концентрируется на поверхности полого вязкоупругого цилиндра. Аналогичные результаты 
приведены на рис. 4–5.
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где Ψ — параметр, который характеризует вязкие свойства материалов цилиндра. Если 
1 > , тогда с увеличением волнового числа реальная и мнимая части низшей моды фазовой

скорости существенно уменьшаются с увеличением r1. С уменьшением толщины полого цилиндра 
реальные и мнимые части первой и второй мод отклоняются друг от друга   и плавно уменьшается
первая мода фазовой скорости, а вторая мода — умеренно снижается. Когда а=0.97, полый цилиндр 
рассматривается как цилиндрическая оболочка. Дисперсионные кривые при 1.8 3.0< <
практически не изменяются, т.е. становятся горизонтальными по оси абсцисс. При дальнейшем 
увеличении волнового числа 3.0 > реальные и мнимые части фазовой скорости первой и второй 
мод, сначала возрастут и приближаются к скорости волны Рэлея (Сафаров и др., 2012, Сафаров и др., 
2011).
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solid lines - the first wave

1 – r1 = 0.3, 2 – r1 = 0.8, 3 – r1 = 0.9, 4 – r1 = 0.95, 5 – r1 = 0.99)

Рис. 2. Распределение по радиусу нормированных комплексных амплитуд смещений в первой нормальной волне ( = 10):

1. 
*Re ru ; 2. 

*Im ru
(Fig. 2. Radius distribution of normalized complex displacement amplitudes in the first normal wave волне ( = 10): 1. 

*Re ru ;

2. 
*Im ru )

Рис. 3. Распределение по радиусу нормированных комплексных амплитуд смещений в первой нормальной волне ( = 10):

1. 
*Re zu ; 2. 

*Im zu
(Fig. 3. Radius distribution of normalized complex displacement amplitudes in the first normal wave волне ( = 10): 1. 

*Re zu ;

2. 
*Im zu )

)

Для 0<α<1 величинах волнового числа первые дисперсионные кривые при 
различных r1 практически одинаковы. Соответствующая фазовая скорость 
удовлетворяет следующие выражения 

Рис. 4. Распределение по радиусу нормированных амплитуд смещений во второй нормальной волне ( = 10): 1. 
*Re zu ;

2. 
*Im zu

(Fig. 4. Radius distribution of normalized displacement amplitudes in the second normal wave ( = 10): 1. 
*Re zu ; 2. 

*Im zu )

Рис. 5. Распределение по радиусу нормированных амплитуд смещений во второй нормальной волне ( = 10): 1. 
*Re zu ;

2. 
*Im zu

(Fig. 5. Radius distribution of normalized displacement amplitudes in the second normal wave ( = 10): 1. 
*Re zu ; 2. 

*Im zu )

Для  0 1< < величинах волнового числа первые дисперсионные кривые при различных 
r1 практически одинаковы. Соответствующая фазовая скорость удовлетворяет следующие выражения 

Re 2(1 ) 1.5731R

s

c
c

= Ψ + ≈ ,

где Ψ — параметр, который характеризует вязкие свойства материалов цилиндра. Если 
1 > , тогда с увеличением волнового числа реальная и мнимая части низшей моды фазовой

скорости существенно уменьшаются с увеличением r1. С уменьшением толщины полого цилиндра 
реальные и мнимые части первой и второй мод отклоняются друг от друга   и плавно уменьшается
первая мода фазовой скорости, а вторая мода — умеренно снижается. Когда а=0.97, полый цилиндр 
рассматривается как цилиндрическая оболочка. Дисперсионные кривые при 1.8 3.0< <
практически не изменяются, т.е. становятся горизонтальными по оси абсцисс. При дальнейшем 
увеличении волнового числа 3.0 > реальные и мнимые части фазовой скорости первой и второй 
мод, сначала возрастут и приближаются к скорости волны Рэлея (Сафаров и др., 2012, Сафаров и др., 
2011).

Заключение

,

где Ψ — параметр, который характеризует вязкие свойства материалов 
цилиндра. Если α>1, тогда с увеличением волнового числа реальная и 
мнимая части низшей моды фазовой скорости существенно уменьшаются 
с увеличением r1. С уменьшением толщины полого цилиндра реальные и 
мнимые части первой и второй мод отклоняются друг от друга   и плавно 
уменьшается первая мода фазовой скорости, а вторая мода — умеренно 
снижается. Когда а=0.97, полый цилиндр рассматривается как цилиндрическая 
оболочка. Дисперсионные кривые при 1.8<α<3.0 практически не изменяются, 
т.е. становятся горизонтальными по оси абсцисс. При дальнейшем увеличении 
волнового числа α>3.0 реальные и мнимые части фазовой скорости первой 
и второй мод, сначала возрастут и приближаются к скорости волны Рэлея 
(Сафаров и др., 2012, Сафаров и др., 2011).

Заключение
Исследованы свойства поверхностных волн в вязко-упругом полом 

цилиндре. Найдено, что в полом вязко-упругом цилиндре существуют две 
комплексные нормальные волны, реальные части которых в предельном 
случае приближаются к скорости волн Рэлея. 

Установлено, что поверхностные волны в полом вязко-упругом цилиндре 
локализуются на внешней и внутренней свободной поверхностях цилиндра.
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