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Abstract. This work focuses on methods for recognizing and analyzing 
agricultural yields in Kazakhstan using data collected from unmanned aerial vehicles 
(UAVs), or drones, in combination with artificial intelligence (AI). With the rapid 
advancement of technology and the growing need for efficient agricultural resource 
management, the integration of UAVs and AI presents new opportunities for crop 
monitoring and yield analysis. The study explores modern UAV technologies 
equipped with high-resolution cameras and sensors that collect accurate and 
frequent data on agricultural fields. These images are processed using machine 
learning and neural network algorithms to identify key factors influencing crop 
yields. The research aims to develop a system capable of automatically collecting, 
processing, and interpreting data on crop conditions. The main focus is on applying 
machine learning and deep learning techniques to automatically recognize different 
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crop types, evaluate plant health, and forecast yields. The study also analyzes the 
effectiveness of various big data processing approaches and develops models that 
incorporate climatic and agrotechnical factors. As a result, an integrated system is 
expected to be created that significantly enhances the management of agricultural 
resources and increases the resilience of Kazakhstan’s agricultural sector to external 
challenges. The application of this system has the potential to improve crop yields 
and farmer incomes, promoting the sustainable development of agriculture in the 
region.

Keywords: artificial intelligence, unmanned aerial vehicles, agriculture, yield, 
OpenCV, InceptionV3, crop monitoring, technology integration
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Аннотация. Бұл жұмыс Қазақстандағы ауыл шаруашылығы өнімділігін 
тану және талдау әдістерін зерттеуге арналған. Зерттеу барысында пилотсыз 
ұшу аппараттарынан (ПҰА), яғни «дрон (квадрокоптер)» деп аталатын 
құрылғылардан алынған деректер негізінде жасанды интеллект (ЖИ) 
қолдану қарастырылады. Технологиялардың қарқынды дамуы мен ауыл 
шаруашылығы ресурстарын тиімді басқаруға деген сұраныстың артуы ПҰА 
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мен ЖИ-дің қолданылуы егін жағдайын бақылау және талдау саласында жаңа 
мүмкіндіктер ашып отыр. Зерттеу аясында ауыл шаруашылығы алқаптарын 
бақылаудың заманауи технологиялары қарастырылады, олар жоғары дәлдік 
пен жиілікпен сапалы суреттер мен басқа да деректерді жинауға мүмкіндік 
береді. Зерттеудің мақсаты – ауыл шаруашылығы жерлерінің жай-күйі туралы 
деректерді автоматты түрде жинай, өңдей және түсіндіре алатын жүйені 
әзірлеу және енгізу. Пилотсыз ұшу аппараттары (ПҰА) озық сенсорлармен, 
камералармен және деректерді беру жүйелерімен жабдықталған, бұл ауыл 
шаруашылығы алқаптарының егжей-тегжейлі бейнелерін алуға мүмкіндік 
береді. Бұл бейнелер машинамен оқыту әдістері мен нейрондық желілерді 
қолдану арқылы өңделіп, ауыл шаруашылығы өнімділігіне әсер ететін негізгі 
факторларды анықтауға көмектеседі. Жұмыста ПҰА арқылы алынған үлкен 
деректерді өңдеудің түрлі тәсілдерінің тиімділігіне талдау жүргізіліп, ауыл 
шаруашылығы өнімділігіне әсер ететін климаттық және агротехникалық 
факторларды ескеретін модельдерді әзірлеу де қамтылған. Зерттеу нәтижесінде 
ауыл шаруашылығы ресурстарын басқару тиімділігін айтарлықтай арттыра 
алатын және Қазақстанның ауыл шаруашылығы секторының сыртқы 
жағдайлар өзгерісіне төзімділігін күшейтетін кешенді жүйе әзірлеу көзделіп 
отыр. Қазақстанда әзірленген бұл кешенді жүйені қолдану өнімділік пен 
табысты едәуір арттыруға мүмкіндік береді, бұл өз кезегінде өңірде тұрақты 
ауыл шаруашылығын дамытуға оң ықпал етеді.

Түйін сөздер: жасанды интеллект, пилотсыз ұшу аппараттары, ауыл 
шаруашылығы, өнімділік, OpenCV, InceptionV3, технологияларды біріктіру
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Аннотация. Данная работа посвящена изучению методов распознавания 
и анализа продуктивности сельского хозяйства в Казахстане. В ходе 
исследования рассматривается применение искусственного интеллекта 
(ИИ) на основе данных, полученных с беспилотных летательных аппаратов 
(БПЛА), также известных как дроны (квадрокоптеры). Стремительное 
развитие технологий и рост потребности в эффективном управлении 
сельскохозяйственными ресурсами открывают новые возможности для 
использования БПЛА и ИИ в мониторинге и анализе состояния посевов. В 
рамках исследования рассматриваются современные технологии наблюдения 
за сельскохозяйственными угодьями, которые позволяют с высокой точностью 
и частотой собирать качественные изображения и другие данные. Цель 
исследования – разработка и внедрение системы, способной автоматически 
собирать, обрабатывать и интерпретировать данные о состоянии 
сельскохозяйственных земель. Беспилотные летательные аппараты (БПЛА) 
оснащены передовыми сенсорами, камерами и системами передачи данных, 
что позволяет получать детализированные изображения сельскохозяйственных 
угодий. Эти изображения обрабатываются с применением методов машинного 
обучения и нейронных сетей, что помогает выявить ключевые факторы, 
влияющие на урожайность сельскохозяйственной продукции. В работе 
проводится анализ эффективности различных методов обработки больших 
данных, полученных с БПЛА, а также рассматривается разработка моделей, 
учитывающих климатические и агротехнические факторы, влияющие на 
продуктивность сельского хозяйства. В результате исследования планируется 
разработка комплексной системы, способной значительно повысить 
эффективность управления сельскохозяйственными ресурсами и укрепить 
устойчивость аграрного сектора Казахстана к изменениям внешних условий. 
Применение этой комплексной системы, разработанной в Казахстане, 
позволит существенно увеличить производительность и доходность, что, 
в свою очередь, окажет положительное влияние на развитие устойчивого 
сельского хозяйства в регионе.

Ключевые слова: искусственный интеллект, беспилотные летательные 
аппараты, сельское хозяйство, продуктивность, OpenCV, InceptionV3, интегра
ция технологий
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Introduction. Agriculture is one of the key sectors of Kazakhstan’s economics, 
ensuring the country’s food security and a significant contribution to its economic 
development. In the context of global climate change and population growth, the 
agricultural sector faces the task of increasing production efficiency and resilience 
to external challenges. In this regard, the introduction of innovative technologies 
for monitoring and analyzing yields is of particular relevance. The use of unmanned 
aerial vehicles (UAVs) is beneficial in photographing agricultural lands in difficult 
physical, geographical and soil-climatic conditions, which can only be controlled 
from the air. Despite certain disadvantages, in the near future it is possible to predict 
the expansion of the functionality of unmanned aerial vehicles and an increase in 
the number of tasks that will be solved in agricultural production using UAVs. They 
become indispensable assistants to agronomists and farmers. UAVs are equipped 
with various sensors and cameras that allow to obtain detailed images and other data 
necessary for analyzing the condition of crops during the sowing and harvesting 
campaign, in choosing the proper time for harvest and detecting plant diseases, 
assessing damage from pests and predicting yields.

AI data collection is just the first step to improve agricultural efficiency. Machine 
learning and deep learning allow you to automatically recognize crops, assess 
their condition, and accurately predict yields. The aim of the work is to develop 
a yield analysis system in Kazakhstan based on data from drones and AI, taking 
into account the specifics of the country’s agricultural sector. The introduction 
of such technologies will improve resource management, increase agricultural 
sustainability, and help avoid a food crisis. 

Drones improve crop quality by identifying infected areas and spot-treating 
them with pesticides and fertilizers, including working at night. They use 
multispectral systems to accurately monitor plants and the environment. Thanks 
to the development of aviation and digital technologies, drones are becoming an 
important tool in agriculture for rapid and high-quality survey of territories. In the 
next decade, agriculture will become the largest consumer of unmanned services.

Literature review. In recent years, the use of UAVs and AI has become an 
important part of innovation in agriculture. These technologies make it possible 
to improve significantly the monitoring and analysis of the state of crops, which is 
especially important for Kazakhstan with its extensive agricultural lands and diverse 
climatic conditions. The review covers the main researches and achievements in the 
field of UAV and AI applications for yield recognition and analysis.

UAVs have found wide application in agriculture due to their ability to collect 
high-precision data over large areas with minimal cost. Works such as research by 
(Zhang, et.al., 2012) demonstrate the effectiveness of using UAVs to obtain high-
quality images of crops, which allows monitoring the state of crops in real time. 
In Kazakhstan, according to researches such as the work of (Abdrakhman, et al., 
2022), UAVs are actively used to monitor grain crops and assess their condition in 
various climatic zones.

AI, in particular machine learning and deep learning, provides powerful tools for 
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analyzing data obtained from UAVs. Research by Liu, has shown that deep learning 
algorithms are capable of recognizing various types of crops with high accuracy 
and determining their condition. Works of (Kadyrov, et al., 2018) demonstrate the 
successful use of AI for yield forecasting and identifying signs of plant diseases 
based on data obtained from UAVs.

Modern machine learning methods such as neural networks are used to analyze 
big data. Research works by (Kamilaris, et.al., 2018) highlights the importance 
of using convolutional neural networks (CNN) to process crop images obtained 
from UAVs. In Kazakhstani studies, such as the work of (Omarov, et al., 2022), the 
effectiveness of using these methods for analyzing the state of crops and forecasting 
yields is noted.

The use of UAVs and AI in agriculture in Kazakhstan has a high potential. 
Research shows that these technologies increase productivity and contribute to the 
sustainable development of the agricultural sector.

Materials and methods. The multi-purpose UAVs equipped with high-
precision data acquisition equipment including multispectral and hyperspectral 
cameras, as well as thermal imagers used in the given research. Multispectral 
cameras (RedEdge-MX, Parrot Sequoia) and hyperspectral cameras (Headwall 
Nano-Hyperspec) were used to obtain detailed images and data on the state of 
crops. Powerful servers and workstations for processing big data, equipped with 
NVIDIA Tesla and RTX graphics processors (GPUs) to accelerate computing in 
the process of learning machine learning models. Specialized programs for data 
processing and analysis were used, including QGIS for geospatial data processing 
and Python libraries (TensorFlow, Keras, PyTorch) for the development and training 
of machine learning models.

To plan drone flights, the terrain, weather and time of day were taken into 
account using automated programs. The fields were regularly (weekly) filmed with 
multi- and hyperspectral cameras during the growing season. Image correction 
methods and segmentation algorithms were used to accurately align and identify 
various plant sites and conditions.

Development and training of machine learning models include:
- algorithm selection: study of various machine learning algorithms, including 

convolutional neural networks (CNN), recurrent neural networks (RNN) and hybrid 
models combining elements of CNN and RNN;

- model training: dividing data into training and test sets, configuring 
hyperparameters of models and GPU-based training to speed up the process;

- data augmentation: applying data augmentation techniques to increase the size 
of the training set and improve the overall performance of models.

Data analysis and interpretation includes:
- assessment of the condition of crops: the use of trained models for automatic 

recognition of plant conditions, detection of diseases and determination of growth stages;
- yield forecasting: using time series of data and recurrent neural networks to 

predict yields based on data collected from UAVs.
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Integration of AI and UAVs into Agricultural Processes in Kazakhstan.
For the successful integration of AI and UAVs into agriculture in Kazakhstan, 

it is necessary:
- education and training: specialists should be trained to work with AI and UAVs;
- investments in technology: purchase and implementation of modern equipment; 
- software development: creation of specialized applications for crop analysis 

and monitoring;
- pilot projects: developing pilot projects to test and adapt technologies in real-

world conditions.
Drones with high-quality cameras and sensors, as well as AI platforms for 

information processing, were used to collect data on the state of crops and soil 
in Kazakhstan. The drones collected multispectral and thermal imaging data 
during different periods of crop growth. Artificial intelligence created accurate 
field maps, identified problem areas, and predicted yields based on historical and 
climatic data. The analysis made it possible to develop recommendations for the 
targeted application of fertilizers and pesticides, reducing their consumption and 
minimizing the environmental impact. Regular monitoring provided an assessment 
of the effectiveness of these technologies during the season. The AI and UAVs using 
efficiency was assessed by such indicators as improving plant health, reducing the 
cost of fertilizers and pesticides, increasing yields and improving product quality. 
In addition, there were held:

- Interviews with local farmers and representatives of agricultural enterprises 
were held to assess the perception and readiness to introduce new technologies.

- The economic benefits of using AI and UAVs were analyzed, including cost 
reduction, increased productivity and improved product quality.

Results. The results of the study showed that the application of these technologies 
contributes to the effectiveness of agricultural production, improving product 
quality and reducing negative impact on the environment.

Program Analysis for Leaf Classification Using Inceptionv3 Mode
The study is designed to analyze the state of plant leaves using the pre-trained 

InceptionV3 model. The program loads leaf images, processes them, performs 
classification using a machine learning model and visualizes the results as images 
and a bar graphs.

Results and Interpretation
- Image display: The program displays each source image with a header 

indicating the predicted class and confidence level. This helps to visually assess 
how well the model prediction matches the actual image.

- Bar chart: The chart shows the confidence levels for each prediction, making it 
easy to compare results between different leaf images.

The program demonstrates a basic approach to analyzing the state of plant leaves 
using a pre-trained machine learning model and OpenCV library. Visualization of 
results as images and bar charts (Fig. 1-8), allows to evaluate the model predictions 
and compare the condition of different leaves. 
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1/1 ________________________________ 1s 1s/step
1/1 ________________________________ 0s 167ms/step
1/1 ________________________________ 0s 218ms/step

Fig. 1 – Condition of plant leaves No.1

The image was captured by the drone (quadcopter). It shows a plant identified as 
“horse chestnut” with a confidence level of 0.64. The plant is surrounded by other 
vegetation and soil.

 Fig. 2 – Condition of plant leaves No.2

The next image (Fig. 2) was also taken by drone and shows groups of weeds 
Spaghetti squash or vegetable spaghetti is a group of varieties of Cucurbita pepo 
subsp. They are available in a variety of shapes, sizes and colors including ivory, 
yellow and orange, and orange contains the highest amount of carotene.
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Fig. 3 – Condition of plant leaves No.3

The third image (Fig.3) shows a plant identified as “cabbage” with a high 
confidence level of 0.92. The plant is growing in a field with vegetation and soil 
similar to that shown in the previous image.

Fig. 4 – Diagram of comparative analysis of leaves No.1, No.2, No.3

The bar chart shows a comparative analysis of confidence levels in identifying 
different leaf types. There are three columns, each representing a different type of 
leaf. Horse chestnut: confidence level is approximately 0.64. Spaghetti squash: very 
low confidence level, close to 0. Cabbage: high confidence level, approximately 
0.92. The table visually highlights the high confidence level of identification of 
cabbage leaves compared to the other two species.

1/1 ________________________________ 1s 1s/step
Results for leaf 1:
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1. head_cabbage: 0.86
2. artichoke: 0.03
3. pot: 0.02
1/1 ________________________________ 0s 267ms/step
Results for leaf 2:
1. buckeye: 0.75
2. jackfruit: 0.05
3. acorn: 0.02
1/1 ________________________________ 0s 172ms/step
Results for leaf 3:
1. buckeye: 0.18
2. custard_apple: 0.16
3. capuchin: 0.07
1/1 ________________________________ 0s 165ms/step
Results for leaf 4:
1. buckeye: 0.33
2. volcano: 0.18
3. spider_monkey: 0.05
1/1 ________________________________ 0s 187ms/step

The results show the predictions of the pre-trained InceptionV3 model for four 
leaf images. The model predicts which categories the images belong to with a certain 
confidence level. However, since InceptionV3 was trained on a large ImageNet 
dataset that includes many categories unrelated to plant leaves, the results may be 
strange and may not match the expected categories for analyzing plant condition.

Explanation of Results
For each leaf, the model predicts three categories with the highest confidence 

level. The results and their interpretation are presented below:

Fig. 5 – Condition of plant leaves No.4
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Figure 5 shows a plant growing in a field with vegetation and soil similar to 
those shown in the previous image.

 Fig. 6 – Diagram of confidence level of leaves No.4

The given diagram (Fig.6) shows the confidence level, which is approximately 0.85:
1.   Leaf 1:
- head_cabbage: 0.86 (86% confidence)
- artichoke: 0.03 (3% confidence)
- pot: 0.02 (2% confidence)
The most likely category as predicted by the model is cabbage with a confidence 

level of 86%. This shows that the model reads the image as a cabbage.

The model is less confident in its prediction for this leaf, and the top categories 
have relatively low confidence levels.

 Fig. 7 – Condition of cherry leaves No.5

Here, the model is most confident that the image resembles a horse chestnut, 
with 35% confidence.
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Fig. 8 – Diagaram of confidence level of leaves No.5

4.   Leaf 4:
- buckeye: 0.33 (33% confidence)
- volcano: 0.18 (18% confidence)
- spider monkey: 0.05 (5% confidence)
The most likely category is horse chestnut with 33% confidence.
Why are the results so strange?
The InceptionV3 model was trained on the huge ImageNet dataset, which 

contains thousands of different categories, many of which are unrelated to plants. 
This results in the model being able to predict categories that have nothing to do 
with actual plant diseases or conditions.

How to Improve Results?
1. Training a specialized model: accurate analysis of plant leaf condition requires 

a specialized model trained on a dataset containing images of leaves with different 
diseases and their conditions;

2. Using pre-trained models for plants: there are specialized models such as 
PlantVillage that can be used to recognize plant diseases;

3. Data augmentation: using data augmentation techniques to improve the 
quality and diversity of the training dataset.

Confidence, in the context of machine learning and image classification in particular, 
is a numerical value that reflects confidence level the model has in the correctness of 
its prediction. Confidence is expressed as a number between 0 and 1, where 1 indicates 
absolute confidence in the correctness of prediction and 0 indicates no confidence.

Explanation of Confidence in Image Classification
When a machine learning model as a neural network makes a prediction, it 

assigns to each possible class a probability that reflects how confident the model is 
that the image belongs to the certain class. These probabilities add up to 1, and the 
most likely class is taken as the result of prediction.

For example, if the model classifies a leaf image and produces the following 
probabilities:
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- Class A: 0.70 (70% confidence)
- Class B: 0.20 (20% confidence)
- Class C: 0.10 (10% confidence)
This means that the model considers that with 70% probability the image belongs 

to class A, with 20% probability to class B and with 10% probability to class C. In 
this case, the result of classification will be class A.

How to Interpret Confidence
1. High confidence: if the model’s confidence in prediction is high (close to 

1), it means that the model is confident in its prediction. In the example, 0.86 for 
“head_cabbage” means that the model is 86% confident that the image is a cabbage.

2.  Low confidence: low confidence (close to 0) means that the model is not confident 
in its prediction. In the case where all probabilities are low and there is no single dominant 
class, it may indicate that the model does not recognize the image with sufficient accuracy.

Example of Using the Confidence Level
Let’s consider an example with real data that was provided:
```plaintext
Results for leaf 1:
1. head_cabbage: 0.86
2. artichoke: 0.03
3. pot: 0.02
```
- The model has 86% confidence that the image is a cabbage.
- The model has very low confidence that it is an artichoke or a pot (3% and 2% 

respectively).
For this leaf, we can consider that the image most likely shows a cabbage based 

on the high confidence level.
Conclusion: Confidence level is an important issue in classification as it helps 

to assess the accuracy of the model’s prediction. Understanding this issue allows 
for better interpretation of results and make informed decisions based on them.

The next stage of the study is to analyze the concentration of plant yields.

Fig. 9 – Photos of plants in a field 
(original image, binary image, detected plants)



25

ISSN 1991-346X                                                                                             2. 2025

The image in Figure 9 represents the results of photo treatment of plants in the 
field. It consists of three parts:

1. Original Image: source image showing field with plants. There is a ground 
and plants growing on it, which are used as a starting point for further processing.

2. Binary Image: result of converting the original image into a binary image 
using thresholding:

- in binary image, each pixel is either black (value 0) or white (value 255). The 
black pixels represent the background, and the white pixels represent the plants;

- the goal of this step is to select plants from the background for further analysis.
3. Detected Plants: An image of the original field with overlaid contours found in 

the binary image. Green contours show the detected areas that the program interpreted 
as plants. They allow to visually assess the accuracy of the plant detection algorithm.

Fig. 10 – Photos of plants in the field 
(original image, binary image, detected plants)

The image (Fig.10) shows the processing results of seven photos of plants in the 
field. The images are in three columns: original images, binary images and images 
with detected plants.

Column 1: Original Image
- Bushes or plants growing in the field. Leaves and stems of plants;
- Similar to the first image, but with a different part of the field. The ground and 

growing plants;
- Section of a field with dense plants. Large leaves;
- Trees or tall bushes with dense foliage;
- Trees or shrubs against a clear sky;
- Similar to the first image with bushes growing in a field and ground;
 - A number of plants in the field with visible ground and small plants.
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Column 2: Binary Image
- Thresholding has converted the image to a black and white image, where the 

white areas represent the plants and the black ones represent the background;
- Converted similarly to the fi rst image, highlighting the plants with white areas 

on a black background;
- A binary image of dense plants with many white areas;
- Tall bushes or trees also converted to black and white to highlight the vegetation;
- Processing of trees or bushes, with clearly visible white areas on a black 

background;
- Similar to the fi rst image, with plants highlighted with white areas;
- A number of plants highlighted in white on a black background.

Column 3: Detected Plants
- An image with a number of  plants outlined with green lines.
These images show the process of photo processing to determine plant 

concentrations. The binary images help to highlight plant areas, which are then 
mapped with contours in the original images. This allows a visual assessment of 
how well the algorithm has recognized plants, which is important for yield analysis.

Research Process and Method for Analyzing Plant Images 
The aim of the research is an automatic analysis of plant concentration in a fi eld, 

which can help in assessing the condition of crops and making plant care decisions.
The study includes the use of computer vision and image processing techniques 

for segmentation and analysis of vegetation in fi eld photographs.
1. Image Processing
Images obtained from drones are processed using the normalized difference 

vegetation index method (NDVI): 

The image (Fig.10) shows the processing results of seven photos of plants in the field. The 
images are in three columns: original images, binary images and images with detected plants.

Column 1: Original Image
- Bushes or plants growing in the field. Leaves and stems of plants;
- Similar to the first image, but with a different part of the field. The ground and growing

plants;
- Section of a field with dense plants. Large leaves;
- Trees or tall bushes with dense foliage;
- Trees or shrubs against a clear sky;
- Similar to the first image with bushes growing in a field and ground;
- A number of plants in the field with visible ground and small plants.

Column 2: Binary Image
- Thresholding has converted the image to a black and white image, where the white areas 

represent the plants and the black ones represent the background;
- Converted similarly to the first image, highlighting the plants with white areas on a black 

background;
- A binary image of dense plants with many white areas;
- Tall bushes or trees also converted to black and white to highlight the vegetation;
- Processing of trees or bushes, with clearly visible white areas on a black background;
- Similar to the first image, with plants highlighted with white areas;
- A number of plants highlighted in white on a black background.

Column 3: Detected Plants
- An image with a number of plants outlined with green lines.

These images show the process of photo processing to determine plant concentrations. The 
binary images help to highlight plant areas, which are then mapped with contours in the original 
images. This allows a visual assessment of how well the algorithm has recognized plants, which is 
important for yield analysis.

Research Process and Method for Analyzing Plant Images 
The aim of the research is an automatic analysis of plant concentration in a field, which can 

help in assessing the condition of crops and making plant care decisions.
The study includes the use of computer vision and image processing techniques for 

segmentation and analysis of vegetation in field photographs.
1. Image Processing
Images obtained from drones are processed using the normalized difference vegetation index 

method (NDVI):NDVI = NIR − RED
NIR+ RED

where NIR is the intensity of reflected near-infrared light and RED is the intensity of reflected red 
light.

2. Machine Learning for Crop Classification
Machine learning and logistic regression algorithms were used to classify crops:

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑦𝑦𝑦𝑦 = 1|𝑥𝑥𝑥𝑥) =
1

1 + 𝑒𝑒𝑒𝑒−(𝛽𝛽𝛽𝛽0+𝛽𝛽𝛽𝛽1𝑥𝑥𝑥𝑥1+𝛽𝛽𝛽𝛽2𝑥𝑥𝑥𝑥2+⋯+𝛽𝛽𝛽𝛽𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛)

where x is a vector of input features, β is a vector of model weights.

3. Deep Learning for Image Segmentation
Convolutional neural networks (CNNs) are used for more accurate segmentation and 

recognition of objects in images. For example, the activation function in a neural network:

where NIR is the intensity of refl ected near-infrared light and RED is the 
intensity of refl ected red light.
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- Similar to the first image, but with a different part of the field. The ground and growing

plants;
- Section of a field with dense plants. Large leaves;
- Trees or tall bushes with dense foliage;
- Trees or shrubs against a clear sky;
- Similar to the first image with bushes growing in a field and ground;
- A number of plants in the field with visible ground and small plants.

Column 2: Binary Image
- Thresholding has converted the image to a black and white image, where the white areas 

represent the plants and the black ones represent the background;
- Converted similarly to the first image, highlighting the plants with white areas on a black 

background;
- A binary image of dense plants with many white areas;
- Tall bushes or trees also converted to black and white to highlight the vegetation;
- Processing of trees or bushes, with clearly visible white areas on a black background;
- Similar to the first image, with plants highlighted with white areas;
- A number of plants highlighted in white on a black background.

Column 3: Detected Plants
- An image with a number of plants outlined with green lines.

These images show the process of photo processing to determine plant concentrations. The 
binary images help to highlight plant areas, which are then mapped with contours in the original 
images. This allows a visual assessment of how well the algorithm has recognized plants, which is 
important for yield analysis.

Research Process and Method for Analyzing Plant Images 
The aim of the research is an automatic analysis of plant concentration in a field, which can 

help in assessing the condition of crops and making plant care decisions.
The study includes the use of computer vision and image processing techniques for 

segmentation and analysis of vegetation in field photographs.
1. Image Processing
Images obtained from drones are processed using the normalized difference vegetation index 

method (NDVI):NDVI = NIR − RED
NIR+ RED

where NIR is the intensity of reflected near-infrared light and RED is the intensity of reflected red 
light.

2. Machine Learning for Crop Classification
Machine learning and logistic regression algorithms were used to classify crops:

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑦𝑦𝑦𝑦 = 1|𝑥𝑥𝑥𝑥) =
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where x is a vector of input features, β is a vector of model weights.
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where x is a vector of input features, β is a vector of model weights.

3. Deep Learning for Image Segmentation
Convolutional neural networks (CNNs) are used for more accurate segmentation 

and recognition of objects in images. For example, the activation function in a 
neural network:
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where 
𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑙𝑙𝑙𝑙) is activation at layer l, w are weights, b is displacement, f is nonlinear activation function 

(e.g., ReLU).

4. Regression for Yield Estimation
Linear regression is used for yield prediction:

𝑌𝑌𝑌𝑌 = 𝛽𝛽𝛽𝛽0 + 𝛽𝛽𝛽𝛽1𝑋𝑋𝑋𝑋1 + 𝛽𝛽𝛽𝛽2𝑋𝑋𝑋𝑋2 + ⋯+ 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑛𝑛𝑛𝑛𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜀𝜀𝜀𝜀
where Y is the predicted yield, X is a vector of input features (e.g., NDVI scores, weather data, and 
other factors), β is the model coefficients, ε is a random error.

5. Clustering for Pattern Analysis
Clustering techniques is applied to analyze patterns and identify zones with different 

productivity:
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where k is the number of clusters, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 is cluster i, 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖 is cluster center i, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 is data point.
6. Exact Error Estimation Methods
Mean square error (MSE) is used to estimate model accuracy and analyze errors:

MSE =
1
𝑛𝑛𝑛𝑛
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𝑖𝑖𝑖𝑖=1
where 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑖𝑖𝑖𝑖 is actual value, 𝑌𝑌𝑌𝑌�𝑖𝑖𝑖𝑖 is predicted value, n is a number of observations.

To build a mathematical model for recognizing and analyzing agricultural yields in Kazakhstan 
based on UAV data using AI, the following key components can be considered:

1. Data Collection
UAVs are equipped with a variety of sensors and cameras (RGB, multispectral, hyperspectral, 

thermal imaging) to collect field data. These data include:
- high quality images of field surfaces,
- plant spectral characteristics,
- temperature data.

2.Preliminary Data Processing
The collected data needs to be processed for further analysis. It includes:

- Image calibration: correction of distortions (Fig.11) caused by UAV movement and weather 
conditions.
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- high quality images of field surfaces,
- plant spectral characteristics,
- temperature data.

2.Preliminary Data Processing
The collected data needs to be processed for further analysis. It includes:

- Image calibration: correction of distortions (Fig.11) caused by UAV movement and weather 
conditions.

where Y is the predicted yield, X is a vector of input features (e.g., NDVI scores, 
weather data, and other factors), β is the model coeffi cients, ε is a random error.

5. Clustering for Pattern Analysis
Clustering techniques is applied to analyze patterns and identify zones with 

different productivity:
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where 
𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑙𝑙𝑙𝑙) is activation at layer l, w are weights, b is displacement, f is nonlinear activation function 

(e.g., ReLU).

4. Regression for Yield Estimation
Linear regression is used for yield prediction:
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where k is the number of clusters, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 is cluster i, 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑖𝑖𝑖𝑖 is cluster center i, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑗𝑗𝑗𝑗 is data point.
6. Exact Error Estimation Methods
Mean square error (MSE) is used to estimate model accuracy and analyze errors:
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based on UAV data using AI, the following key components can be considered:

1. Data Collection
UAVs are equipped with a variety of sensors and cameras (RGB, multispectral, hyperspectral, 

thermal imaging) to collect field data. These data include:
- high quality images of field surfaces,
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- temperature data.

2.Preliminary Data Processing
The collected data needs to be processed for further analysis. It includes:

- Image calibration: correction of distortions (Fig.11) caused by UAV movement and weather 
conditions.
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6. Exact Error Estimation Methods
Mean square error (MSE) is used to estimate model accuracy and analyze errors:
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To build a mathematical model for recognizing and analyzing agricultural yields in Kazakhstan 
based on UAV data using AI, the following key components can be considered:

1. Data Collection
UAVs are equipped with a variety of sensors and cameras (RGB, multispectral, hyperspectral, 

thermal imaging) to collect field data. These data include:
- high quality images of field surfaces,
- plant spectral characteristics,
- temperature data.

2.Preliminary Data Processing
The collected data needs to be processed for further analysis. It includes:

- Image calibration: correction of distortions (Fig.11) caused by UAV movement and weather 
conditions.
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 is predicted value, n is a number of observations.

To build a mathematical model for recognizing and analyzing agricultural yields 
in Kazakhstan based on UAV data using AI, the following key components can be 
considered:

1. Data Collection
UAVs are equipped with a variety of sensors and cameras (RGB, multispectral, 

hyperspectral, thermal imaging) to collect fi eld data. These data include:
- high quality images of fi eld surfaces,
- plant spectral characteristics,
- temperature data.
2.Preliminary Data Processing
The collected data needs to be processed for further analysis. It includes:
- Image calibration: correction of distortions (Fig.11) caused by UAV movement 

and weather conditions. 
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Fig. 11 – Distorted fi eld image

Calibration: 

Fig. 11 – Distorted field image

Calibration: 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 − 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎
𝐼𝐼𝐼𝐼𝑟𝑟𝑟𝑟ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎

where:
Orthotransformation: image transformation to create orthophotos.
Orthotransformation:

𝑥𝑥𝑥𝑥′ = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑥𝑥𝑥𝑥
where: 𝑥𝑥𝑥𝑥′ and 𝑥𝑥𝑥𝑥 are coordinates of the point before and after transformation, H is homography matrix.

- Mosaicking: combining multiple images into a single image to get a complete view of the 
field.

Fig. 12 – Field image in one whole

Combine multiple images into one (Fig.12):
𝐼𝐼𝐼𝐼𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝐼𝐼𝐼𝐼1, 𝐼𝐼𝐼𝐼2, … , 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑛𝑛𝑛𝑛)

where:
- 𝐼𝐼𝐼𝐼1, 𝐼𝐼𝐼𝐼2, … , 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑛𝑛𝑛𝑛 are separate images.

3. Data Analysis and Feature Extraction
From the processed data, key features are extracted that can be used to estimate crop yields 

(Fig.13):
- NDVI (Normalized Difference Vegetation Index):

NDVI = NIR − RED
NIR+ RED

,
where NIR и RED are reflectance values in the near infrared and red spectral ranges.

- GNDVI (Green Normalized Difference Vegetation Index):
GNDVI = NIR − GREEN

NIR+ GREEN
,

where GREEN are reflectance values in green spectral range.
- SAVI (Soil-Adjusted Vegetation Index): SAVI = NIR − RED

NIR+ RED+𝐿𝐿𝐿𝐿
(1 + 𝐿𝐿𝐿𝐿),

где L - коэффициент, учитывающий влияние почвы.

where:
Orthotransformation: image transformation to create orthophotos.
Orthotransformation:
x’=Hx
where: x’ and  are coordinates of the point before and after transformation, H is 

homography matrix.

- Mosaicking: combining multiple images into a single image to get a complete 
view of the fi eld.

Fig. 12 – Field image in one whole
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Combine multiple images into one (Fig.12):

Fig. 11 – Distorted field image
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where:
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Orthotransformation:

𝑥𝑥𝑥𝑥′ = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑥𝑥𝑥𝑥
where: 𝑥𝑥𝑥𝑥′ and 𝑥𝑥𝑥𝑥 are coordinates of the point before and after transformation, H is homography matrix.

- Mosaicking: combining multiple images into a single image to get a complete view of the 
field.

Fig. 12 – Field image in one whole

Combine multiple images into one (Fig.12):
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where:
- 𝐼𝐼𝐼𝐼1, 𝐼𝐼𝐼𝐼2, … , 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑛𝑛𝑛𝑛 are separate images.

3. Data Analysis and Feature Extraction
From the processed data, key features are extracted that can be used to estimate crop yields 

(Fig.13):
- NDVI (Normalized Difference Vegetation Index):

NDVI = NIR − RED
NIR+ RED
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A machine learning model is used to predict crop yield. One approach is to use regression or 

neural networks.
An example of a linear regression model:

𝑌𝑌𝑌𝑌 = 𝛽𝛽𝛽𝛽0 + 𝛽𝛽𝛽𝛽1𝑋𝑋𝑋𝑋1 + 𝛽𝛽𝛽𝛽2𝑋𝑋𝑋𝑋2 + ⋯+ 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑛𝑛𝑛𝑛𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜀𝜀𝜀𝜀
where:

- Y is predicted yield value,
- 𝑋𝑋𝑋𝑋1,𝑋𝑋𝑋𝑋2, …𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 are features extracted from data (NDVI, GNDVI, SAVI indices),
- 𝛽𝛽𝛽𝛽0,𝛽𝛽𝛽𝛽1, … ,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑛𝑛𝑛𝑛 are model parameters,
- 𝜀𝜀𝜀𝜀 is model error.

5. Training and Testing the Model
A part of the data (training set) is used to train the model, and another part of the data (test set) 

is used to check the quality of the model. The process includes, as shown in Fig.14:
Data split: 80% for training, 20% for testing.
Model training: minimizing prediction error.
Model evaluation: using quality metrics (RMSE, MAE)

6. Interpretation of Results and Forecasting
Once the model is trained and tested, it is used to predict crop yields on new data collected from 

UAVs. The results can be visualized as yield maps, allowing farmers to make informed decisions.
Final mathematical model:
Input data: images and spectral data from the UAVs.
Features: NDVI, GNDVI, SAVI and etc.
Model: Linear regression or neural network.
Output: Predicted yield.
This model allows to analyze crop conditions, predict yields, and optimize agricultural 

operations.
To describe the mathematical model for recognizing and analyzing agricultural yields based on 

UAV data using AI, several key formulas and equations can be identified:
Application of model for predicting yields on new data

where:
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The research shows how image processing techniques can be used to automatically analyze 
field vegetation. This program can be run in PyCharm by installing the necessary libraries, for 
example using the command `pip install opencv-python numpy scikit-learn matplotlib`.

Discussion. Modern technologies are opening
up new opportunities for agriculture, especially in the field
of yield monitoring and analysis. In Kazakhstan, with its vast farmlands, the use
of drones in combination with AI is becoming increasingly relevant. UAVs collect
high-quality data on the state
of fields using various sensors. Artificial intelligence processes this data, detecting plant diseases, d
etermining moisture levels and predicting yields with high accuracy.

Advantages of using AI and UAVs in agriculture in Kazakhstan
1. Increase Yields: accurate and timely data allows farmers to make informed decisions about 

field management, which can significantly increase yields.
2. Reduced Costs: automation of monitoring and analysis processes reduces labor and resource 

costs.
3. Early Problem Detection: AI can quickly identify problems such as plant diseases or pests, 

allowing early action to be taken and crop losses to be prevented.
4. Optimized Resource Use: data obtained from UAVs helps optimize fertilizer and water use, 

leading to more sustainable farming.
Conclusion. The use of UAVs and AI for yield analysis in Kazakhstan opens

up new opportunities for improving agricultural efficiency. The study developed methods
for monitoring fields using drones and deep learning algorithms to accurately recognize the state
of crops and identify problems at
an early stage. AI helps predict yields, optimize crops, fertilizers, and irrigation, which reduces cost
s and increases profitability. The introduction of these technologies contributes to the digitalization
of the agricultural sector and the strengthening of 
the country's food security. Further development requires continued research and adaptation
of solutions to the conditions of Kazakhstan.
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Calibration Pre-processing of data

Feature extraction

UAV(Drone)Data collection Images and spectral data

Linear regressionModel construction and training

Orthorectificati
on

Mosaicing

Quality Metrics (MAE)

Forecasting of yield on new data
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The research shows how image processing techniques can be used to 
automatically analyze field vegetation. This program can be run in PyCharm by 
installing the necessary libraries, for example using the command `pip install 
opencv-python numpy scikit-learn matplotlib`.

Discussion. Modern technologies are opening up new opportunities for 
agriculture, especially in the field of yield monitoring and analysis. In Kazakhstan, 
with its vast farmlands, the use of drones in combination with AI is becoming 
increasingly relevant. UAVs collect high-quality data on the state of fields using 
various sensors. Artificial intelligence processes this data, detecting plant diseases, 
determining moisture levels and predicting yields with high accuracy.

Advantages of using AI and UAVs in agriculture in Kazakhstan
1. Increase Yields: accurate and timely data allows farmers to make informed 

decisions about field management, which can significantly increase yields.
2. Reduced Costs: automation of monitoring and analysis processes reduces 

labor and resource costs.
3. Early Problem Detection: AI can quickly identify problems such as plant 

diseases or pests, allowing early action to be taken and crop losses to be prevented.
4. Optimized Resource Use: data obtained from UAVs helps optimize fertilizer 

and water use, leading to more sustainable farming.
Conclusion. The use of UAVs and AI for yield analysis in Kazakhstan opens 

up new opportunities for improving agricultural efficiency. The study developed 
methods for monitoring fields using drones and deep learning algorithms to 
accurately recognize the state of crops and identify problems at an early stage. AI 
helps predict yields, optimize crops, fertilizers, and irrigation, which reduces costs 
and increases profitability. The introduction of these technologies contributes to 
the digitalization of the agricultural sector and the strengthening of the country’s 
food security. Further development requires continued research and adaptation of 
solutions to the conditions of Kazakhstan.

References
Chunhua Zhang, John M. Kovacs, “The application of small unmanned aerial systems for 

precision agriculture: a review,”
Precision Agriculture, Vol 13, ― Р. 693–712. ― July 2012, https://doi.org/10.1007/s11119-012-

9274-5 (in English)
A.A. Urasova, L.V. Glezman, S. S. Fedoseeva. “Use of unmanned aerial vehicles in agriculture 

of the Russian Federation: assessment of regional popularity of consumer preferences,” Sectoral 
economics. ― Vol 19(4). ― Р. 1146-1160. ― 2023, https://doi.org/10.17059/ekon.reg.2023-4-15 (in 
English)

Alexandros Oikonomidis, Cagatay Catal, Ayalew Kassahun. “ Deep learning for crop yield 
prediction: a systematic literature review,” New Zealand Journal of Crop and Horticultural Science, 
― Volume 51, ― Р. 1-26. ― Jun 2021, https://doi.org/10.1080/01140671.2022.2032213  (in English)

Kamilaris, A., Prenafeta-Boldú, F. X,. “Deep learning in agriculture: A survey,” Computers 
and Electronics in Agriculture, ― Vol 147. ― Р. 70-90. ― April 2018, https://doi.org/10.1016/j.
compag.2018.02.016  (in English)

Zafar Salman, Abdullah Muhammad, Md Jalil Piran,Dongil Han. “Crop-saving with AI: latest 
trends in deep learning techniques for plant pathology,” Frontiers in Plant Science, ― Vol 14. ― 
August 2023, https://doi.org/10.3389/fpls.2023.1224709  (in English)



32

N E W S  of  the National Academy of  Sciences of  the  Republic  of  Kazakhstan

Lefteris Benos, Aristotelis C. Tagarakis,Georgios Dolias, Remigio Berruto, Dimitrios Kateris, 
Dionysis Bochtis.“Machine Learning in Agriculture: A Comprehensive Updated Review,” Sensors. 
― Vol 21. ― April 2021, https://doi.org/10.3390/s21113758 (in English)

Hugo Storm, Kathy Baylis, Thomas Heckelei. “Machine learning in agricultural and applied 
economics,” European Review of Agricultural Economics. ― Vol 47. ― August 2019, https://doi.
org/10.1093/erae/jbz033 (in English)  

Zhang C, Kovacs, J. M. “The application of small unmanned aerial systems for precision 
agriculture: A review,” Precision Agriculture. ― Vol 13. ― Р. 693–712. ― July 2012, https://doi.
org/10.1007/s11119-012-9274-5 (in English)

Abderahman Rejeb, Alireza Abdollahi, Karim Rejeb, Horst Treiblmaier “Drones in agriculture: 
A review and bibliometric analysis,” Computers and Electronics in Agriculture, ― Vol 198. ― July 
2022, https://doi.org/10.1016/j.compag.2022.107017 (in English)

Zhichkin K., Nosov V., Zhichkina L., Anichkina O., Borodina I., Beketov A. “Efficiency of using 
drones in agricultural production,” International Scientific and Practical Conference “Development 
and Modern Problems of    Aquaculture. ― Vol 381. ― April 2023, https://doi.org/10.1051/
e3sconf/202338101048 (in English)

Maaz Gardezi, Bhavna Joshi, Donna M. Rizzo, Mark Ryan, Edward Prutzer, Skye Brugler, 
Ali Dadkhah. “Artificial intelligence in farming: Challenges and opportunities for building trust,” 
Agronomy Journal. ― Vol 116. ―Р. 1217–1228. ― April 2023, https://doi.org/10.1002/agj2.21353  
(in English)

Omarov B., Auelbekov O., Koishiyeva T., Uxikbayev Y., Bazarbayeva A. (2022) Network 
Intrusion Detection Using Machine Learning Techniques 2022. International Conference on Smart 
Information Systems and Technologies (SIST), ONLINE.  ― Nur-Sultan, Kazakhstan. ― P. 1-6 (in 
English)

Bauyrzhan Omarov, Omirlan Auelbekov, Azizah Suliman, Ainur Zhaxanova. (2023) NN-BiLSTM 
Hybrid Model for Network Anomaly Detection in Internet of Things (IJACSA). International Journal 
of Advanced Computer Science and Applications. ― Vol 14, ― Р. 436–444. (in English)

Athanasios Anagnostis, Gavriela Asiminari, Elpiniki Papageorgiou, Dionysis Bochtis, “A 
Convolutional Neural Networks Based Method for Anthracnose Infected Walnut Tree Leaves 
Identification,” Applied Sciences. ― Vol 10. ― January 2020. https://doi.org/10.3390/app10020469  
(in English)

Wang, A.; Zhang, W.; Wei, X., “A review on weed detection using ground-based machine vision 
and image processing techniques,” Computers and Electronics in Agriculture. ― Vol 158. ― Р. 226–
240. ― March 2019. https://doi.org/10.1016/j.compag.2019.02.005 (in English)

Cravero, A.; Sepúlveda, S. “Use and Adaptations of Machine Learning in Big Data—Applications 
in Real Cases in Agriculture,” Electronics. ― Vol 10. ―  February 2021. https://doi.org/10.3390/
electronics10050552   (in English)

Imran Chowdhury Dipto, Md Ashiqur Rahman, Tanzila Islam, H M Mostafizur Rahman, 
“Prediction of Accident Severity Using Artificial Neural Network: A Comparison of Analytical 
Capabilities between Python and R,” Journal of Data Analysis and Information Processing. ― Vol 
8.  ― Р. 134-157. ― August 2020, DOI: 10.4236/jdaip.2020.83008 (in English)

Rogachev, A.F. Obosnovaniye algoritmov i instrumentariy dlya neyrosetevogo prognozirovaniya 
urozhaynosti agrokul’tur s ispol’zovaniyem retrospektivnykh dannykh. A.F. Rogachev, Ye.V. 
Melikhova. Izvestiya NV AUK.  ― 2020. ― №1. ― Р. 290-302. (in English)

Arkhipova M. YU., “Modelirovaniye urozhaynosti zernovykh kul’tur sel’skokhozyaystvennykh 
regionov c ispol’zovaniyem tekhnologiy komp’yuternogo zreniya1”, Vysshaya shkola ekonomiki. ― 
Moskva, Rossiyskaya Federatsiya https://orcid.org/0000-0002-9022-7385,  https://doi.org/10.17059/
ekon.reg.2022-2-20. ― Р. 581-594. 2-2020 (in English)

Haghverdi A., Washington-Allen R. A., Leib B. G. Prediction of cotton lint yield from phenology 
of crop indices using artificial neural networks. Computers and Electronics in Agriculture. ― 2018. 
― Vol. 152. ― P. 186–197. DOI: doi.org/10.1016/j. compag.2018.07.021 (in English) 



33

ISSN 1991-346X                                                                                             2. 2025

NEWS OF THE NATIONAL ACADEMY OF SCIENCESOF THE REPUBLIC OF KAZAKHSTAN
PHYSICO-MATHEMATICAL SERIES
ISSN 1991-346X
Volume 2. Namber 354 (2025). 33–49

https://doi.org/10.32014/2025.2518-1726.342

UDС 629.113

©S.T. Akhmetova*, S.U. Ismailov, A.A. Batyrbekov, A.S. Ismailova, 2025.
South Kazakhstan University named after. M. Auezova, Shymkent, Kazakhstan.

E-mail: sabdas65@mail.ru

PREREQUISITES FOR CREATION OF A VIRTUAL 3D MODEL 
OF AN UNMANNED UNIVERSAL CROPPING TRACTOR

Akhmetova S.T. ― Candidate of sciences in physics and math, Mukhtar Auezov South Kazakhstan 
University, Department of Computer engineering and software, Shymkent,  Kazakhstan, 
E-mail: sabdas65@mail.ru, ORCID: 0000-0001-5164-2028;
Ismailov S.U. ― Associate Professor, Candidate of Technical Sciences, South Kazakhstan University 
named after Mukhtar Auezov, Department of Automation, Telecommunication and Control, Shymkent, 
Kazakhstan, 
E-mail: sicomaz@mail.ru, ORCID: 0000-0002-9077-2463;
Batyrbekov A.A. ― Master, South Kazakhstan University named after Mukhtar Auezov, Department 
of Automation, Telecommunication and Control, Shymkent, Kazakhstan, 
E-mail: Aman_batyr@mail.ru, ORCID: 0009-0009-9390-5709;
Ismailova A.S. ― Master, South Kazakhstan University named after Mukhtar Auezov, Department of 
Automation, Telecommunication and Control, Shymkent, Kazakhstan, 
E-mail: aleka_91_91@mail.ru, ORCID: 0009-0006-8015-9469. 

Abstract. This paper provides a literature review and analytical analysis of 
autonomous vehicles. The main trends in the development of unmanned vehicles 
for various purposes are identified. Achievements in the development of unmanned 
agricultural machines created by large foreign companies are shown. Based 
on the review and analytical analysis, the composition of the subsystems of the 
developed automation system of an unmanned row-crop tractor is determined. 
The relationships between these subsystems are determined. The purpose and 
functions of each automation system of an unmanned tractor are described. The 
main automation tools, modules and control and management units are selected, 
their placement on the tractor is shown. Unmanned ground vehicles are currently 
moving from the direction of developing driver assistance systems to a complete 
transition. The paper presents and discusses the purpose, aspects and advantages of 
virtual modeling in the development and testing of various unmanned vehicles. A 
comparative analysis of the existing tools used in virtual modeling, methods and 
procedures for creating virtual 3D models of unmanned vehicles is carried out. 
Based on the comparative analysis, the Gazebo software tool was selected. The 
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advantages of using the Gazebo software environment relative to other software 
tools are described. Further use of Gazebo in virtual modeling is described. In 
conclusion, conclusions are made based on the results of this work.

Key words: vehicle, unmanned vehicle, unmanned tractor, virtual simulation, 
automation system, on-board computer
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Аннотация. Бұл мақалада жүргізушісіз көліктер туралы әдебиеттерге шолу 
және аналитикалық талдау қарастырылған. Әртүрлі мақсаттағы жүргізушісіз 
көліктерді құрастырудың негізгі тенденциялары анықталды. Шетелдік 
ірі компаниялар жасаған жүргізушісіз ауыл шаруашылығы машиналарын 
жасаудағы жетістіктер көрсетілген. Шолу деректері мен аналитикалық талдау 
негізінде жүргізушісіз оталмауы тракторға арналған құрастырылып жатқан 
автоматтандыру жүйесінің ішкі жүйелерінің құрамы анықталды. Осы ішкі 
жүйелер арасындағы байланыстар анықталады. Жүргізушісіз тракторларды 
автоматтандыру жүйесінің әрбір ішкі жүйесінің мақсаты мен функциялары 
сипатталған. Автоматтандырудың негізгі жабдықтары, модульдері және 
бақылау мен басқару блоктары таңдалды және олардың тракторда орналасуы 
көрсетілген. Жүргізушісіз көліктерін дамыту қазіргі уақытта жүргізушіге 
көмекші жүйелерді дамыту бағытынан автономды роботты көліктерге толық 
көшуде. Қозғалыс траекториясы мен бағытын дербес анықтауға, қозғалыс 
жылдамдығының параметрлерін дербес анықтауға, таңдауға және реттеуге, 
жол жағдайын бағалауға, барлық электромеханикалық қондырғылардың, 
автоматика құралдарының элементтері мен блоктарының жұмыс жағдайын 
бағалауды және жүргізушісіз көлік жүйелерін дамытудың маңызды 
кезеңдерінің бірі жеке блоктардың да, бүкіл көлік құралының да жұмысын 
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модельдеу және виртуалды модельдеу қамтамассыз ету. Жұмыста әртүрлі 
жүргізушісіз көліктерді жасау және сынау кезінде виртуалды модельдеудің 
мақсаты, аспектілері мен артықшылықтары ұсынылған және талқыланған. 
Виртуалды модельдеу әдістері мен жүргізушісіз көліктердің виртуалды 
3D модельдерін құру процедураларында айдалынылатын қолданыстағы 
құралдарға салыстырмалы талдау жүргізілді. Салыстырмалы талдау 
негізінде Gazebo бағдарламалық құралы таңдалды. Gazebo бағдарламалық 
жасақтамасын қолданудың басқа бағдарламалық құралдарға қатысты 
артықшылықтары сипатталған, виртуалды модельдеуде Gazebo-ны одан әрі 
пайдалану сипатталған. Қорытындыда осы жұмыстың нәтижелері бойынша 
тұжырым жасалды.

Түйін сөздер: көлік құралы, ұшқышсыз көлік, жүргізушісіз трактор, 
виртуалды модельдеу, автоматтандыру жүйесі, борттық компьютер
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Аннотация. В этой работе представлены материалы литературного об

зора и аналитического анализа по беспилотным транспортным средствам. 
Раскрыты основные тенденции развития беспилотных транспортных средств 
различного назначения. Показаны достижения в области разработки бес
пилотных сельскохозяйственных машин, созданные крупными зарубежными 
компаниями. На основании данных обзора и аналитического анализа 
определен состав подсистем разрабатываемой системы автоматизации для 
беспилотного пропашного трактора. Определены взаимосвязи этих под
систем между собой. Описаны назначение и функции каждой подсистемы 
системы автоматизации беспилотного трактора. Произведен выбор основных 
средств автоматизации, модулей и блоков контроля и управления и показано 
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размещение их на тракторе. Беспилотных наземных транспортных средств в 
настоящее время идет от направления развития систем помощников водителю 
к полному переходу, к автономным роботизированным транспортным 
средствам. Которые способны сами определять траекторию и маршрут дви
жения, самостоятельно определять, выбирать и регулировать скоростные 
параметры движения. В работе представлены и рассмотрены назначение, 
аспекты, преимущества виртуального моделирования при разработке и испы
тания различных беспилотных транспортных средств. Проведен сравнитель
ный анализ существующих инструментов используемые в методах и про
цедурах виртуального моделирования для создание виртуальных 3D моделей 
беспилотных транспортных средств. На основание сравнительного анализа 
выбран программный инструмент Gazebo. Описаны преимущества исполь
зование программной среды Gazebo относительно другим программных 
инструментов. Описано дальнейшее использование Gazebo в виртуальном моде
лировании. Определены принципы и методы построения алгоритмов управ
ления сельскохозяйственным беспилотным транспортным средством широкого 
назначения. В заключении сделаны выводы по результатам данной работы.

Ключевые слова: транспортное средство, беспилотное транспортное 
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Введение. Создания беспилотных наземных транспортных средств 
в настоящее время идет от направления развития систем помощников 
водителю (ADAS) к полному переходу, к автономным роботизированным 
транспортным средствам. Которые способны сами определять траекторию 
и маршрут движения, самостоятельно определять, выбирать и регулировать 
скоростные параметры движения, оценивать дорожную ситуацию, проводить 
оценку и диагностику состояние работы всех электромеханических 
узлов, элементов и блоков средств автоматизации и др. Одним из важных 
этапов разработки беспилотных наземных транспортных систем является 
имитационное и виртуальное моделирование работы как отдельных узлов, 
так всего транспортного средства. На стадии испытании виртуальных 
моделей на ранней стадии могут быть выявлены какие-либо конструктивные 
и алгоритмические ошибки и тем самым избежать ненужных затрат.

Обзор литературы. Создание беспилотных транспортных средств является 
одной из перспективных направлений в производстве автомобилестроении. 
Многие крупные автопроизводители уже разработали различные прототипы, 
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которые успешно прошли испытания и готовятся серийному производству. 
С развитием микроэлектроники и микропроцессорной техники появилось 
возможность разрабатывать и создавать специализированное сенсорное и 
оптическое оборудование, техническое зрение, автопилоты для беспилотных 
транспортных средств.

Настоящее время крупными зарубежными компаниями производятся 
вспомогательные устройства для водителей (помощники), которые 
обеспечивают безопасное вождение автомобиля на дорогах (Chikrin, 2021). 
Эти вспомогательные устройства могут быть успешно адаптированы в 
автономные транспортные средства.

Разработка системы автоматизации для беспилотных транспортных 
средств в основном ведется по двум направлениям (Evstigneev, 2015):

- комплексная автоматизация при котором достигается полная автономность 
управления движением транспортного средства;

- автоматизация отдельных режимов движения, при котором достигается 
частичное автономность управления движением транспортного средства.

Системы автоматизации разрабатываются не только для легковых, грузовых 
автомобилей и автобусов, но также для сельскохозяйственных транспортных 
средств, которым относятся универсальные тракторы и комбайны (Shilo I, 
2018). Автономность агротехники (сельскохозяйственных машин) позволит 
повысить производительность и маржинальность сельскохозяйственных 
работ, поскольку, беспилотные трактора, комбайны и другие машины могут 
работать непрерывно без усталости в любую погоду и при любых условиях 
освещенности.

Согласно сообщения на сайте agro.ru, планируется на Петербургском 
тракторном заводе совместно с компанией Cognitive Pilot разработать и 
изготовить опытные образцы беспилотных тракторов (БТ) на базе серийно 
выпускаемого трактора «Кировцев» К-7М. Данный БТ с помощью автопилота, 
который разработан компанией Cognitive Pilot должен самостоятельно 
выполнять движение, но при этом присутствие водителя в кабине обязателен. 
Компания Case IH (США) разработала опытный образец автономного трактора, 
который на базе встроенной микропроцессорной и электроприводной систем 
может самостоятельно определять препятствия, учитывать рельеф местности 
при составлении маршрута движения. Оператор, дистанционно наблюдает 
и при необходимости корректирует траекторию движения и работу БТ. 
Демонстрацию работы и возможности концепта БТ компания представила в 
YouTube Case IH North America. Оборудование БТ показана на сайте CaseIH.
com.

Компания Krone и фирма Lemken выпустило полноприводный автономный 
трактор, который с помощью встроенных датчиков и бортового компьютера 
вырабатывает управляющие команды для агрегатов, трансмиссии и орудию 
– например, изменение скорости, тягового усилия, регулировки положения 
орудия и др. Великобритании для точного высева эксплуатируется автономный 
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трактор FarmDroid FD20, который работает на аккумуляторах. Зарядка 
аккумуляторов осуществляется солнечной батареей, которые навесными 
механизмами установлены верхней части БТ.

Нами в этой работе для выполнения исследовательских работ выбран 
транспортное средство типа универсальный пропашной трактор «Belarus» 
минского тракторного завода, поскольку эти трактора имеют популярность 
среди механизаторов, и они широко эксплуатируются в Казахстане для 
выполнения самых различных сельскохозяйственных работ (Soroka,2020). К 
тому же трактора «Belarus» производятся также в Казахстане.

Основные положения
Установка автопилота на БТ требует присутствие водителя в кабине, 

который при необходимости корректирует движение трактора. Чтобы трактор 
был полностью автономным (беспилотным) система автоматизации должна 
обеспечить следующие функции работы агрегатов БТ:

- определять параметры и состояние окружающей среды (температура, дав
ление, влажность, освещенность, дождь, снег, туман, состояние и параметры 
почвы);

- трансмиссия самостоятельно должна переключать передачи, определять 
направления движения и регулировать скоростью движения;

- рулевая колонка должна обеспечить требуемый угол поворота (влево или 
вправо при прямом и заднем ходе);

- определять положение шасси относительно горизонтальной плоскости в 
трехмерном пространстве;

- регулировать положения орудия;
- планировать или выбирать траекторию (маршрут) движения на карте 

местности с учетом рельефа местности;
- определять координаты положения БТ на местности и точное время;
- реализовывать движение по выбранной траектории движения;
- реализовывать Агро задание, выданное (переданное) оператором (распо

ложение поля обработки; вид работы; координаты места начало работы и т.д.);
- распознавать динамические и статические объекты препятствия (машины, 

столб, дерево, валун, биологическое существо и др.);
- определять расстояние до объекта препятствия;
- вырабатывать и принимать следующие решения: выбор скорости; выбор 

тягового усилия; выбор траектории объезда препятствия; выбор параметров 
движения на отдельных участках движения; положение орудия и др.

Для реализации перечисленных функций в разрабатываемой системе 
автоматизации должны быть следующие технические устройства (блоки):

- комплекс датчиков для измерения параметров окружающей среды;
- датчик и исполнительный механизм для измерения и регулирования 

скорости и направления движения;
- датчик и исполнительный механизм для измерения и регулирования 

тегового усилия;
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- датчик и исполнительный механизм для определения угла и направления 
поворота;

- датчик и исполнительный механизм для измерения и регулирования 
положения орудия;

- датчик определения положения шасси относительно горизонтальной 
плоскости в трехмерном пространстве;

- устройства для определения координаты место положения БТ и точное 
время;

- комплекс датчиков, устройств и приборов для распознавания рельефа 
местности, объектов препятствия и определения расстояния до распознанных 
объектов;

- устройства для реализации по заданной траектории движения БТ;
- устройства для выработки и принятия решения;
- комплекс устройств для реализации взаимосвязи средствами 

автоматизации и с оператором;
- комплекс датчиков и исполнительных механизмов, установленных 

заводом изготовителем на серийно выпускаемых универсальных пропашных 
тракторов.

Из вышеописанных материалов следует, что разрабатываемая система 
автоматизации должна производить сбор данных, проводить анализ их и 
принимать определенные решения, а затем исполнять эти решения. Данные, 
которые система автоматизации обрабатывает можно разделить на следующие 
группы:

- данные параметров окружающей среды;
- данные рельефа местности, объектов препятствия и расстояния до них;
- данные координаты место положения и точное время;
- данные состояния агрегатов и параметров движения БТ.
Как видно, разрабатываемая система автоматизации представляет собой 

сложную систему состоящая из нескольких подсистем, которые должны 
реализовывать перечисленные выше функции. Очевидно, по составу 
перечисленных выше блоков и устройств, которые должны входить в систему 
автоматизации, вытекает, что система контроля и управления содержит 
следующие подсистемы автоматизации:

1. Состояние окружающей среды вокруг БТ оценивается с помощью 
комплексов датчиков, измерительных приборов и технического зрения 
под управлением одного или нескольких программируемых логических 
контроллеров (логические микроконтроллеры и микроконтроллеры обработки 
изображений). Этот комплекс датчиков, приборов и камер представляет 
собой измерительно-наблюдательную подсистему сбора данных о состоянии 
окружающей среды вокруг БТ. Поэтому, данную подсистему в этой работе 
назвали «Подсистема реконструкции окружающей среды».

2. Чтобы БТ перемешалась по заданной траектории (маршруту) на карте 
местности необходимо непрерывно координировать его движения, т.е. следует 
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через каждый Δt определять координаты место положения БТ. Выполнения 
данной задачи осуществляется подсистемой навигации.

3. Управление подсистемами системы автоматизации БТ осуществляется 
центральной подсистемой, которая принимает различные решения 
зависимости от содержания принимаемых потоков данных. И на основание 
принятых решений центральная подсистема вырабатывает соответствующие 
команды. Центральную подсистему автоматизации в этой работе назвали 
«Подсистема вычислительный контур».

4. Выполнения выработанных команд подсистемой вычислительный 
контур реализуется исполнительной подсистемой, которая представляет 
собой комплекс исполнительных механизмов и устройств (электрические, 
электромеханические, гидравлические и пневматические) управляемые 
внутренним первичным микроконтроллером.

5. Обмен данными между сельскохозяйственными машинами и оператором 
производится подсистемой V2X с помощью приемопередающих устройств 
управляемый внутренним первичным микроконтроллером (Nkoro, 2014).

6. Связь обмена данных между подсистемами и координацию работу их 
осуществляется телекоммуникационной подсистемой. Которая обеспечивает 
алгоритмический порядок и своевременный прием, и передачу потоков 
данных между подсистемами системы автоматизации.

Перечисленные подсистемы содержат свои внутренние первичные 
микроконтроллеры, запрограммированные специализированными програм
мными модулями работающие по заданным алгоритмам относительно друг 
друга (Herrmann, 2018).

Таким образом, с учетом литературного обзора и анализа назначения, 
состава, конструкции и принципов работы беспилотных систем и 
беспилотных наземных транспортных средств была определена модульно-
блочная архитектура БТ, рисунок 1.

исполнять эти решения. Данные, которые система автоматизации обрабатывает можно разделить на 
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Как видно, разрабатываемая система автоматизации представляет собой сложную систему 

состоящая из нескольких подсистем, которые должны реализовывать перечисленные выше функции.
Очевидно, по составу перечисленных выше блоков и устройств, которые должны входить в систему
автоматизации, вытекает, что система контроля и управления содержит следующие подсистемы 
автоматизации:
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измерительных приборов и технического зрения под управлением одного или нескольких 
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3. Управление подсистемами системы автоматизации БТ осуществляется центральной 
подсистемой, которая принимает различные решения зависимости от содержания принимаемых 
потоков данных. И на основание принятых решений центральная подсистема вырабатывает 
соответствующие команды. Центральную подсистему автоматизации в этой работе назвали 
«Подсистема вычислительный контур».

4. Выполнения выработанных команд подсистемой вычислительный контур реализуется 
исполнительной подсистемой, которая представляет собой комплекс исполнительных механизмов и 
устройств (электрические, электромеханические, гидравлические и пневматические) управляемые 
внутренним первичным микроконтроллером.

5. Обмен данными между сельскохозяйственными машинами и оператором производится 
подсистемой V2X с помощью приемопередающих устройств управляемый внутренним первичным 
микроконтроллером (Nkoro, 2014).

6. Связь обмена данных между подсистемами и координацию работу их осуществляется 
телекоммуникационной подсистемой. Которая обеспечивает алгоритмический порядок и
своевременный прием, и передачу потоков данных между подсистемами системы автоматизации.

Перечисленные подсистемы содержат свои внутренние первичные микроконтроллеры, 
запрограммированные специализированными программными модулями работающие по заданным 
алгоритмам относительно друг друга (Herrmann, 2018).

Таким образом, с учетом литературного обзора и анализа назначения, состава, конструкции и 
принципов работы беспилотных систем и беспилотных наземных транспортных средств была 
определена модульно-блочная архитектура БТ, рисунок 1.

Рисунок 1 - Модульно-блочная архитектура беспилотного трактора
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Рисунок 1 - Модульно-блочная архитектура беспилотного трактора
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Аппаратно-программная реализация многофункциональных бортовых 
систем по модульно-блочному принципу позволит этим подсистема 
работать автономно собственными микропроцессорами, а также расширит 
гибкость построения разнообразных по назначению интеллектуальных 
систем автоматизации (Ortiz,2011). Взаимодействие между подсистемами, 
устройствами и стандартными датчиками осуществляется через CAN шины 
и другие типы интерфейсов. Исходные данные, поступающие от датчиков, 
исполнительных механизмов, передаются на первичные микроконтроллеры 
через интерфейсы связи UART (Peters, 2013).

Подсистемы рассматриваемой архитектуры на рисунке 1 БТ предназначены 
для выполнения следующих функции, задач и работы:

1. Подсистема реконструкции окружающей среды с помощью блока 
сенсоров, оптических, радиолокационных и измерительных приборов 
проводить сбор данных о состоянии агрегатов транспортного средства, 
его орудии, также выполняет процедуру распознавания свойств 
рельефа местности, статических и динамических объектов препятствий 
(электрический столб, дерево, валун, камень, мосты, дорожная калия, 
уклоны, впадины, живые объекты, определенная машинная техника) и др. 
Получаемые непрерывно данные о состоянии окружающей среды подсистема 
реконструкции окружающей среды передает подсистемам вычислительный 
контур и исполнительному блоку.

2. Подсистема навигации непрерывно определяет координаты 
местоположения БТ на карте местности и точное время. На базе полученных 
данных производить ориентацию шасси БТ в трехмерном пространстве. 
Контролирует и регулирует курсом движения БТ (Pattseren, 2018).

3. Подсистема V2X реализует прием и передачу данных между несколькими 
БТ работающие на одном сельскохозяйственном поле в условиях отсутствия 
покрытия сотовой сети. Обеспечивает обмен данными между оператором и 
БТ. Также дает необходимую информацию для диагностики и навигации БТ.

4. Подсистема вычислительный контур производит вторичную обработку 
данных, получаемые от всех подсистем. По результатам анализа данных 
вырабатывает определенные решения и команды, также координирует 
работой всех подсистем.

5. Исполнительная подсистема реализует различные команды, прини
маемые от подсистемы вычислительного контура, подсистемы реконструкции 
окружающей среды и подсистемы навигации. В процессе рыскания 
исполнительная подсистема контролирует и регулирует углы курса – крена 
и тангажа, контролирует и регулирует скоростью движения, контролирует 
и регулирует тяговым усилием, контролирует и регулирует положением 
подвески орудия, контролирует и регулирует тормозной системой и др.

6. Телекоммуникационная подсистема обеспечивает связь всех подсистем 
между собой (обмен данными между всеми подсистемами). Также 
обеспечивает обмен данными между системой автоматизации и оператором.
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Подсистема реконструкции окружающей среды производит первичную 
обработку данных, получаемых от датчиков и измерительных приборов, 
затем отправляет обработанные данные подсистеме вычислительный контур 
и исполнительной подсистеме. Подсистема навигации также производит 
первичную обработку данных и эти данные отправляет подсистеме 
вычислительный контур и исполнительной подсистеме. Подсистема 
вычислительный контур производит вторичную обработку полученных 
данных и вырабатывает соответствующие решения, а затем команды, которые 
передаются исполнительной подсистеме. Исполнительная подсистема 
реализует все команды подсистемы вычислительного контура. Подсистема 
V2X производит обмен данными с другими БТ и полученные данные передает 
подсистеме вычислительный контур. Подсистема вычислительный контур 
производит обоюдный обмен данными со всеми подсистемами (Efimov, 2021).

Подсистема реконструкции окружающей среды оснащена различными 
датчиками и приборами, которые можно разделить на следующие группы:

1. Технические датчики (температура, давление, угол поворота, количество 
оборотов и др.).

2. Инерциальные датчики (акселерометр, гироскоп, магнитометр) 
предназначенные для измерения вибрации, ускорения, скорости, положения 
шасси относительно горизонтальной плоскости в трехмерном пространстве и 
направление курса движения (Klimov, 2018).

3. Оптико-радарные приборы (сонар, радар, лидар) предназначены 
для измерения ближнего и дальнего расстояния до объектов, а также для 
построения карты (образа рельефа местности).

4. Техническое зрение (цифровая камера одна или несколько) предназначена 
для снимка местности и на базе полученных изображений проводить 
процедуру распознавания рельефа местности, объектов препятствий и др.

Подсистема навигации оснащена GPS/ГЛОНАСС – навигатором, 
датчиками позиционирования и электронными картами. Данное оборудование 
привязано блоком подруливания, который обеспечивает движение БТ по 
заданной траектории (Ahmed, 2023).

Подсистема V2X оснащена приемопередающим устройством определенной 
мощности, которая обеспечивает связь с другими сельскохозяйственными 
машинами и оператором.

Подсистема вычислительный контур представляет собой бортовой 
компьютер специализированным программным обеспечением.

Исполнительная подсистема содержит различные электромеханические, 
гидравлические и пневматические исполнительные механизмы.

В подсистемах системы автоматизации установлены различные 
микроконтроллеры семейства платформы STM32 компании STMicroelectronics 
построенные на базе ARM процессоров.

Бортовой компьютер подсистемы вычислительный контур использует 
микроконтроллер семейства SMT32F407.
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Пример размещения перечисленных сенсоров и приборов на БТ показано 
на рисунке 2.

Рисунок 2 - Размещение блоков управления и приборов на БТ

Подсистемы системы автоматизации БТ тесно взаимосвязаны между 
собой и реализуют следующий укрупненный алгоритм работы всех агрегатов 
универсального пропашного трактора:

Оператор с помощью дистанционного пульта управления запускает 
двигатель БТ. Пока производится прогрев двигателя система автоматизации 
устанавливает все подсистемы в исходное положение. Далее оператор передает 
системе автоматизации Агро задание и маршрут движения. Подсистемы 
системы автоматизации распределяют между собой все необходимые функции 
задания и маршрута движения и после этого БТ с места парковки начинает 
движение до пункта назначения. После прибытия на пункт назначения БТ 
начинает выполнять Агро задание. Оператор за монитором наблюдает за 
ходом движения и выполнения Агро задания БТ, а также за показанием всех 
приборов, и при необходимости вмешивается в процесс работы БТ. Таким 
образом, система автоматизации БТ должна самостоятельно полностью 
выполнить Агро задание и вернуться на место парковки (Munir, 2018).

Выше было отмечено, все подсистемы оснащены первичными 
микроконтроллерами и бортовым компьютером, которые запрограммированы 
специализированными программами и каждый из них реализуют определенные 
алгоритмы работы системы автоматизации. Комплекс этих программ и 
микропроцессорных устройств представляют собой информационную систему 
БТ. Данную информационную систему системы автоматизации, агрегаты и 
орудия БТ на стадии разработки можно в виде цифрового двойника испытать 
на виртуальном полигоне, т.е. создать виртуальную автоматизированную 3D 
модель БТ, которую необходимо испытать на виртуальном полигоне с целью 
оценки работы всех подсистем системы автоматизации и агрегатов БТ.
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Материалы и методы
Выше уже было отмечено, чтобы снизить затраты при разработке и 

сборки беспилотных транспортных средств, т.е. до создания промышленного 
прототипа, ученые и инженеры вначале создают цифровые двойники 
и виртуальные полигоны. Которые позволяют выявить еще на стадии 
разработки промышленного прототипа его конструктивные, технические 
параметры. Например, необходимо провести исследования с помощью 
виртуального трактора и виртуального полигона для определения тяговых 
усилий требуемые для выполнения пропашки почвы. Как известно состав 
почвы и ее сопротивляемость к вспахиванию сильно отличаются в различных 
регионах Казахстана.

Существует множество специализированных программных обеспечений, 
на базе которых ученые и инженеры создают цифровые двойники, 
виртуальные полигоны и проводят различные испытания используя методы 
виртуального и имитационного моделирования. Чтобы достичь требуемой 
цели исследователи должны из этого множества выбрать одну или комплекс 
программных обеспечений, с помощью которых должны быть успешно 
решены поставленные перед ними задачи.

Таким образом, чтобы в этой работе использовать методы виртуального 
моделирования необходимо произвести выбор соответствующего 
программного обеспечения, который удовлетворял бы всем необходимым 
требованиям решаемых задач.

Какими критериями должен отвечать выбираемый нами инструмент 
виртуального моделирования, перечислим их:

- возможность создания 3D модели транспортного средства и его орудий;
- 3D модель должна обладать достаточной 3D-симуляцией, эмуляцией 

физики и генерацией решений по кинематике движения;
- виртуальные средства автоматизации достаточно точно должны отражать 

измеряемые, контролируемые и управляемые параметры симуляции движения 
3D модели;

- на виртуальном полигоне реалистично должны отражаться рельеф 
местности, объекты препятствия;

- выбранный инструмент должен работать как в операционной системе 
Windows, так в операционной системе Linux;

- язык программирования С++, поскольку данный язык высокого уровня 
имеет большую библиотеку контейнеров и алгоритмов ввода-вывода и др.

Среди множества рассмотренных нами инструментов для реализации 
виртуального моделирования согласно по перечисленным выше критериям 
выбрано программное обеспечение Gazebo (Peters, 2013).

Gazebo – это мощная среда 3D-моделирование беспилотных транспортных 
средств, автономных роботов. Имеет большую библиотеку 3D моделей, 
виртуальных средств автоматизации (датчики, приборы, исполнительные 
устройства), хорошо подходит для тестирования движения обхода препятствии 
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беспилотным транспортным средством, применения компьютерного зрения. 
Gazebo можно использовать для моделирования нескольких транспортных 
средств (Soroka, 2020).

Помимо Gazebo в проекте будет использоваться программное обеспечение 
MATLAB v. 2023b & Simulink для исследования работы разрабатываемой 
системы автоматизации беспилотного пропашного трактора.

Результаты и обсуждения
Начата работа по разработке виртуальной 3D модели пропашного трактора. 

На ноутбуке установлены следующие программные обеспечения:
- Gazebo v. 11,1 с открытым кодом доступа;
- лицензионная программа MATLAB v. 2023b & Simulink;
- набор инструментов для моделирования робототехнических систем, 

виртуальных средств автоматизации и др.
На базе Gazebo на начальном этапе будет построена упрошенная 3D 

модель универсального пропашного трактора, по мере освоения инженерами 
программное обеспечение виртуальная модель будет усложняться и 
приобретать более реалистичный вид беспилотного трактора.

MATLAB точнее Simulink будет использоваться для исследования привод
ных механизмов, работы системы автоматизации, ПИД регулятора и др.

При дальнейшей детализации подсистем системы управления БТ, ведется 
работа по построению алгоритмов работы отдельных элементов подсистем, 
на основе теории конечных автоматов, подобные задачи решаются в работах 
(Ahmed, 2023).

Для описания наших алгоритмов мы будем использовать автомат Мили, 
так как выход алфавит нашего алгоритма зависит как от входного воздействия 
(входного алфавита), так и от состояния, в котором находится автомат.

На уровне подсистемы центрального вычислителя реализуется функция 
принятия решений при движении БТ, когда БТ начинает движение по 
траектории, которая определена заданием, например, движение от точки 
отправления до точки назначения по дорогам общего пользования с 
соблюдением правил дорожного движения (дорожных знаков, состояния 
светофоров, дорожной разметки и поведения других участников дорожного 
движения), а также с учетом препятствий, которые могут появиться на пути 
следования БТ.

Функционал, реализуемый на уровне подсистемы центрального 
вычислителя, является высокоуровневым по отношению к функционалу 
подсистемы реконструкции окружающей обстановки. Результаты работы 
алгоритмов на уровне подсистемы реконструкции окружающей обстановки 
являются входными данными для алгоритмов управления, реализуемых на 
уровне подсистемы центрального вычислителя. Структура формирования 
сигналов на входе и выходе автомата представлена на рисунке 3. Для 
представленных алгоритмов на рисунке 3 будут составлены таблица состояния 
сигналов на входах и выходах.
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Рисунок 3 – Структура формирования сигналов на входе и выходе автомата

Следует отметить, БТ относительно беспилотного легкового и 
грузового автомобиля более сложная техника и беспилотное управление 
движением и ее работой гораздо сложнее, особенно в сельской местности и 
сельскохозяйственных угодиях. Алгоритмы контроля и управления движением 
БТ, например по асфальтированной, грунтовой дороге и по местности поля 
будут существенно по своей сложности отличаться от технологии управления 
движением дорожных БТС. Поэтому имитационное испытание на виртуальном 
полигоне виртуальной модели БТ (цифрового двойника) имеет важную роль 
при проектировании и создания прототипа БТ. Где на ранней стадии можно 
определить все необходимые параметры эксплуатации и меры безопасности.

Такие средства автоматизации, как датчики, инерциальные, оптические 
измерительные приборы, индикаторы, исполнительные механизмы, схемы 
защиты, блокировки и др. на базе их цифровых моделей можно заранее 
определять все необходимы технические, эксплуатационные характеристики 
проектируемого и разрабатываемого прототипа БТ.

В процессе создания цифрового двойника и его испытания на виртуальном 
полигоне будут не только создаваться алгоритмы управления, но графические, 
математические, логические модели, а также программные коды, которые 
можно непосредственно использовать на реальных разрабатываемых и 
действующих прототипах БТ.

Таким образом, на следующем этапе данной работы нами запланирован 
сценарий проведения исследований виртуальной модели БТ на колебание 
при движении по грунтовой дороге при различных скоростях с изменяющей 
рельефом местности. Где будут исследованы динамика поведения кузова и 
орудия БТ.

Заключение
Произведен обзор существующих беспилотных транспортных средств 

сельскохозяйственного назначения. Проведен сравнительный анализ 
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беспилотных транспортных средств различных производителей используемые 
для сельскохозяйственных работ.

На основание полученных данных обзора определена модульно-блочная 
архитектура беспилотного трактора.

Принято решение на базе методов виртуального моделирования создать 
3D модель беспилотного пропашного трактора с установленными на нем 
виртуальных средств автоматизации, стерео-зрения, оптических и радарных 
приборов.

Проведен обзор и сравнительный анализ программных инструментов, 
которые используются в технологиях виртуального моделирования.

Учитывая поставленные перед нами задачи в этой исследовательской 
работе сделан вывод об использовании Gazebo в качестве инструмента для 
создания цифрового двойника (виртуального беспилотного пропашного 
трактора со всеми виртуальными средствами автоматизации).

Определены методы построения алгоритмов управления БТ. Также 
определены методы математического моделирования для исследования 
построенных алгоритмов управления БТ.
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Abstract. Currently, speech recognition systems are widely integrated into 
various fields, including smart assistants, software for people with disabilities, 
and voice search on the internet. These technologies significantly simplify user 
interaction with computer systems. However, while speech processing advancements 
are widely available for English, Russian, and other major languages, they remain 
inaccessible for low-resource languages. One of the key challenges is the lack of 
audio-text data required to train automatic speech recognition systems. Collecting 
such data is a complex and expensive process, making it limited in availability or 
commercially inaccessible. Kazakh is also classified as a low-resource language, 
as the total volume of open audio-text corpora does not exceed 1000 hours. 
This study aims to expand the amount of data available for Kazakh, improve its 
quality by removing unnecessary symbols, and train a neural architecture based 
on a Conformer encoder using 396 hours of collected data. During the research, 
a comprehensive analysis of existing preprocessing methods was conducted, an 
automatic data-cleaning procedure was implemented, and experimental training 
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of the speech recognition system was carried out. The conducted experiments 
demonstrated that the proposed approach ensures speech recognition quality 
with WER at the level of 20.4%-22.4% and CER of 8.2%-9.3%, confirming the 
applicability of the Conformer architecture for the Kazakh language. Additionally, 
key challenges related to processing the agglutinative morphology of Kazakh were 
examined, and solutions were proposed within modern neural architectures.

Key words: speech recognition, end-to-end learning, low-resource languages, 
attention mechanism, data preparation for speech recognition, connectionist 
temporal classification.
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Аннотация. Қазіргі уақытта сөйлеуді тану жүйелері ақылды көмекшілер, 
мүмкіндігі шектеулі адамдарға арналған бағдарламалар және интернеттегі 
дауыстық іздеу сияқты көптеген салаларда кеңінен қолданылады. Бұл техно
логиялар пайдаланушылардың компьютерлік жүйелермен өзара әрекеттесуін 
айтарлықтай жеңілдетеді. Алайда, сөйлеуді өңдеу саласындағы мұндай 
жетістіктер ағылшын, орыс және басқа да кең таралған тілдерге қолжетімді 
болғанымен, аз ресурсты тілдер үшін әлі де қолжетімсіз. Бұл мәселенің басты 
себептерінің бірі – сөйлеуді автоматты түрде тану жүйелерін оқытуға қажетті 
аудио-мәтін деректерінің тапшылығы болып саналады. Мұндай деректерді 
жинау өте күрделі және қымбат процесс болғандықтан, олардың қолжетімділігі 
шектеулі немесе мүлде коммерциялық түрде қолжетімсіз. Қазақ тілі де аз 
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ресурсты тілдер қатарына жатады, өйткені оған арналған ашық аудио-мәтін 
корпустарының жалпы көлемі 1000 сағаттан аспайды. Осы жұмыста қазақ тіліне 
арналған деректер көлемін кеңейту, олардың сапасын артық символдардан 
тазарту, сондай-ақ жинақталған 396 сағаттық деректерді Conformer-энкодер 
негізінде нейрондық архитектураны оқыту мақсатында зерттеу жүргізілді. 
Зерттеу барысында деректерді алдын ала өңдеудің қолданыстағы әдістеріне 
кешенді талдау жасалды, оларды автоматты түрде тазарту процесі іске 
асырылды, сондай-ақ сөйлеуді тану жүйесін эксперименттік оқыту жүргізілді. 
Жүргізілген эксперименттер ұсынылған әдістің сөйлеуді тану сапасын WER 
20.4%-22.4% және CER 8.2%-9.3% деңгейінде қамтамасыз ететінін көрсетті, 
бұл Conformer архитектурасының қазақ тіліне қолдануға жарамдылығын 
дәлелдейді. Сонымен қатар, қазақ тілінің агглютинативті морфологиясын 
өңдеуге байланысты негізгі қиындықтар қарастырылды және оларды заманауи 
нейрондық архитектуралар аясында шешу жолдары ұсынылды.

Түйін сөздер: сөйлеуді тану, интегралды оқыту, аз ресурсты тілдер, зейін 
механизмі, сөйлеуді тану үшін ақпарат дайындау, қосылымдық уақытша 
классификациялау
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Аннотация. В настоящее время системы распознавания речи широко 
внедряются во все сферы жизни, включая умных помощников, программное 
обеспечение для людей с ограниченными возможностями, а также голосовой 
поиск в интернете. Эти технологии значительно упрощают взаимодействие 
пользователей с компьютерными системами. Однако такие достижения в 
обработке речи в основном доступны только для английского, русского и 
других распространенных языков, тогда как для малоресурсных языков 
они остаются недоступными. Одна из ключевых причин этого заключается 
в дефиците аудиотекстовых данных, необходимых для обучения систем 
автоматического распознавания речи. Сбор такого рода данных представляет 
собой сложный и затратный процесс, что делает их доступность ограниченной 
или даже коммерчески недоступной. В результате для многих языков 
технологии распознавания речи остаются недоступными. Казахский язык 
также относится к малоресурсным языкам, поскольку объем открытых 
аудиотекстовых корпусов для него не превышает 1000 часов. В данной 
работе предпринята попытка расширить объем данных для казахского языка, 
улучшить их качество путем очистки от лишних символов, а также обучить 
нейронную архитектуру на основе Conformer-энкодера с использованием 396 
часов собранных данных. В ходе исследования был проведен комплексный 
анализ существующих методов предобработки данных, реализована 
процедура их автоматической очистки и проведено экспериментальное 
обучение системы распознавания речи. Проведенные эксперименты показали, 
что предложенный подход обеспечивает качество распознавания с WER на 
уровне 20.4%-22.4% и CER 8.2%-9.3%, что подтверждает применимость Con-
former-архитектуры для казахского языка. Кроме того, были рассмотрены 
основные вопросы, связанные с обработкой агглютинативной морфологии 
казахского языка, и предложены методы их решения в рамках современных 
нейросетевых архитектур.

Ключевые слова: распознавание речи, интегральное обучение, мало
ресурсные языки, механизм внимания, подготовка данных для распознавания 
речи, коннекционная временная классификация

Кіріспе. Автоматты сөйлеуді тану технологиялары қазіргі заманғы цифрлық 
сервистердің ажырамас бөлігіне айналып, ақылды дауыс көмекшілерінде, 
дауыстық іздеу жүйелерінде, автоматты субтитрлеу жүйелерінде және 
мүмкіндігі шектеулі адамдарға арналған арнайы шешімдерде кеңінен 
қолданылады. Мұндай технологиялардың дамуы үлкен көлемдегі сапалы аудио 
және мәтіндік деректердің қолжетімділігіне, сондай-ақ қуатты нейрондық 
архитектураларға тәуелді. Алайда, қазақ тілі сияқты аз ресурсты тілдер үшін 
қолжетімді корпустардың көлемі шектеулі болып қала береді, бұл өз кезегінде 
осы бағыттағы зерттеулердің ілгерілеуін тежейді. Қазақ тіліндегі автоматты 
сөйлеуді тану бірқатар ерекшеліктерге байланысты қиындықтарға тап болады. 
Олардың қатарында тілдің агглютинативті табиғаты, морфологиясының 
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күрделілігі және таңбаланған аудиодеректердің жетіспеушілігі бар. Кең 
таралған ағылшын және қытай тілдерінен айырмашылығы, қазақ тілі үшін 
ашық қолжетімді аудио-мәтіндік корпустар жеткіліксіз, бұл қолданыстағы 
модельдерді оқыту және тестілеу мүмкіндіктерін шектейді.

Зерттеудің ғылыми жаңалығы қазақ тілі үшін жаңа деректер қорын құру 
және оны тестілеу, сондай-ақ Conformer архитектурасының автоматты 
сөйлеуді тану моделін оқытудағы тиімділігін зерттеу болып табылады. Бұл 
архитектура өзіне конволюциялық қабаттар мен зейін механизмдерінің 
артықшылықтарын біріктіреді, бұл әсіресе ресурстары шектеулі тілдер 
үшін тану дәлдігін арттыруға мүмкіндік береді. Зерттеудің негізгі мақсаты 
Conformer нейрондық архитектурасы негізінде қазақ тіліндегі автоматты 
сөйлеуді тану жүйесін әзірлеу және оның сапасын бағалаумен байланысты.

Бұл мақсатқа жету үшін келесі міндеттер қойылды:
- Табиғи жағдайларда жазылған қазақ тіліндегі 396 сағаттық аудиодеректер 

корпусын жинау және өңдеу.
- Деректерді автоматтандырылған тазалау процесін жүргізіп, шуды, 

таңбалау қателерін және қажетсіз символдарды жою.
- Conformer энкодерін пайдалана отырып, сөйлеуді тану моделін оқыту 

және оны сынақ деректерінде бағалау.
- Қазақ тілінің морфологиялық ерекшеліктерінің модель жұмысына әсерін 

талдап, оларды архитектураға енгізу жолдарын ұсыну.
Осылайша, бұл зерттеу қазақ тіліндегі автоматты сөйлеуді тану үшін 

қолжетімді ресурстарды кеңейтуге және шектеулі дерек көлемі жағдайында 
заманауи нейрондық шешімдердің мүмкіндіктерін талдауға бағытталған.

Әдебиетке шолу. Қазақ тілі аз ресурсты агглютинативті түркі тілдер 
қатарына жатады. Жалпы алғанда түркі тілдер отбасына жататын тілдердің 
барлығы да  агглютинативті тілдер тобының өкілі болып табылады және 
олардың барлығына дерлігі ресурстары аз тілдер өкілі (Mamyrbayev, et al., 
2022). Бұл тілдер үшін аудио-мәтін жұбы түріндегі ақпараттар тапшылығы 
себепті оларды аз ресурсты тілдер деп атайды. Мысал үшін көпке қол жетімді 
үлкен корпустардың бірі болып өзбек тілінің Open-Source Uzbek Speech 
Corpus (Musaev, et al., 2021) корпусы бар болғаны 105 сағаттан тұрады және 
өзбек тілінде Mozilla-ның Common Voice жобасының аясында жинақталған 
258 сағаттық ақпараты бар. Common Voice  дегеніміз Mozilla-ның әлем 
халықтарының тілдерінің аудио ақпаратын мәтінімен жұптастырып жинау 
және көпке қол жетімді етуге арналған жобасы. Бұл жобаны дамытуға кез-
келген ерікті қатыса алады. Қазақ тілі үшін ISAAI-дың 600 мың сөйлемнен 
тұратын 1200 сағаттық корпусы бар (Mussakhojayeva, et al., 2022). Ал басқа 
түркі тілдерінің ақпаратын тек Common Voice-тан ғана табуға болады. 

Қазақ тілінде сөйлеуді тануға арналған біршама зерттеу жұмыстары бар. 
Мысалы, кейбір жүмыстар сөйлеуді тануды жақсы танымал рекуренттік 
нейронды жүйелерді қолдану (Ren, et al., 2022) арқылы және біреулері біртұтас 
гибридті нейрондық жүйелер архитектурасын қолдану (Mamyrbayev, et al., 
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2022) арқылы жетілдіріп көрген. Бір еңбекте орыс тілінің моделін қолданып 
трансфер оқыту жүргізу арқылы қазақ тілін тануды дамыту қарастырылған 
болса (Kuanyshbay, et al., 2020), енді бір жұмыс туыстық тілдер тобына 
жататын қазақ тілі мен әзірбайжан тілдерін өзара трансферлік оқыту жүргізіп 
дамытқан (Chang, et al., 2024; Mussakhojayeva, et al., 2023). Басқа бір жұмыста 
қазақ тілі өзге түркі тілдерімен бірге оқытылады. Бұл еңбектердің барлығы 
да өздеріне дейін жүргізілген жұмыстарға қарағанда жақсы нәтижеге қол 
жеткізген. Және барлығын пайымдай келе оқытатын ақпарат неғұрлым көп 
болған  сайын сөйлеуді тану ұқыптылығы соғұрлым артатынын байқауға 
болады. 

Трансферлік оқыту оқытуды баптау әдісі сөйлеуді автоматты түрде тану 
жүйесін алуды күрделендіріп жіберетін болғандықтан және тілдерді біріктіріп 
оқыту акустикалық модельді дамытқанмен нақты бір тілде сөйлеуді қысқа 
контекстте анықтау қатесі ықтималдығы жоғары болған себепті нақты бір 
тілдер үшін «Таза» ақпарат жинау өзектілігі жойылған жоқ. Сондықтан осы 
зерттеу жұмысы аясында қазақ тілінің корпусын үлкейту жұмысы да қатар 
жүргізілді.

Қазақ тілі үшін сөйлеуді тану жүйесін алуға Transformer архитектурасын 
қолдану жақсы нәтиже берген (Orken, et al., 2022). Бұл жұмыста символар 
қатесі деңгейі 3.7% пайызды көрсеткен. Трансформер архитектурасының 
конволюциялық сәйкестендіруді қолдану арқылы жетілдірілген түрі 
конформер деп аталады және ол мына Liu Yi et. al. зерттеуінде (Liu, et al., 
2021) трансформерге  қарағанда 10%-ға жақсы нәтиже көрсеткен.  Конформер 
нейрондық архитектурасы ESPNet платформасында үлкен көлемді ақпаратты 
қолданып сөйлеуді автоматты түрде тануға жүйені алу механизмі жақсы 
ұйымдастырылған және ол жердегі конформер архитектурасы агглютинативтік 
тілдер үшін жақсы нәтиже берген. 2018 жылы ұсынылған (Watanabe, et al., 
2018) ESPNet терең нейрондық жүйелерге негізделген, сөйлеуді автоматты 
түрде танитын модельдер алуға негізделген құрал.  ESPNet-тің конформер 
типті шифраторы мен трансформер типті декодері аз ресурсты тілдер үшін 
15%-дан жоғары жақсы нәтиже көрсеткен (Guo, 2021).   Конформер типті 
шифраторды көп тілді бірге оқыту тәжірибесінде қолданған кезде ол басқа 
модельдерге қарағанда жақсы нәтиже берген (Burchi, et al., 2024; Li, et al., 2025; 
Qin, et al., 2025). Сондықтан жинақтарлған ақпараттың нейрондық оқытуға 
жарамды екендігін сынау мақсатында Conformer-encoder және Transformer 
decoder архитектурасы таңдалды. 

Әдістер мен материалдар. Зерттеу барысында мәліметтерді жинау, 
өңдеу және оларды сөйлеуді тану жүйесін оқытуға дайындау кезеңдері 
кешенді түрде жүргізілді. Мәліметтерді алдын ала өңдеу, оның ішінде аудио 
жазбаларды фильтрлеу, мәтіндерді тазарту және оларды сәйкестендіру 
қадамдары автоматтандырылған әдістер арқылы жүзеге асырылды. Қазақ 
тілінің ерекшеліктерін ескере отырып, агглютинативті морфологияға 
бейімделген деректерді таңбалау және корпусқа енгізу процестері жасалды. 
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Аудиофайлдарды белгілеу кезінде адам факторының әсерін азайту үшін арнайы 
кодтау және тексеру алгоритмдері қолданылды. Сонымен қатар, қазақ тілінің 
ауызекі сөйлеу ерекшеліктерін ескеретін мәліметтерді жинауға басымдық 
берілді. Осы процестердің барлығы алынған деректердің сапасын жақсартуға, 
сөйлеуді тану жүйесінің тиімділігін арттыруға бағытталды. Деректерді тиімді 
өңдеу үшін FFmpeg және Python тіліндегі арнайы скрипттер пайдаланылды. 
Аудиофайлдарды алдын ала өңдеу кезінде шуды азайту, жиілікті өзгерту және 
артық дыбыстарды сүзу жұмыстары жүргізілді. Сонымен бірге, қазақ тіліне 
тән фонетикалық ерекшеліктерді ескеретін жаңа әдістер қарастырылды. Бұл 
зерттеу қазақ тілі үшін сапалы және кеңейтілген аудио-мәтіндік корпус құруға 
бағытталған маңызды қадам болды (Mamyrbayev, et al., 2020).

Мəліметтер жинау. Қазақ тілінде сөйлеуді тануды жан жақты жетілдіру 
үшін 195 сағаттық телефон диалогтары және Zoom және Google meet арқылы 
өткен онлайн жиналыстарының аудио файлдары жинақталып, одан ары 
өңделді. Телефон диалогтарын өңдеу барысында аудио файлдар алдымен 
екі каналды аудиодан ffmpeg бағдарламалық жабдық көмегімен екі жалқы 
каналдарға бөлінді де, әр каналдың аудио мәліметі бөлек файлға жазылды 
(сур. 1).  Каналдарға бөлінген  аудиофайлдар ары қарай ұзақтығы 8 секунд 
болатын қысқа аудиоларға қиылды. Осы аудиофайлдар ары қарай мәтіндік 
белгілеу үшін қолданылды. 

Сурет 1 - Екі каналды аудио жазбаларды жеке каналдарға бөлу

Аудиофайлдарды өңдеу скриптісі С++ тілінде жазылды. Дегенмен, бұл 
скрипт жолдары басқа бағдарламалау тілдерінде қолдануға да жарайды.

1. Файлдарды каналдарға бөлуге арналған скрипт жолы: str += 
string(“ffmpeg -i “) + fi lename + “ -map_channel 0.0.0 “ + left + “ -map_channel 
0.0.1 “ + right +” -report”;

2. Файлдарды 8 секундтық файлдарға қиюға арналған скрипт жолы: 
lstr=”ffmpeg -i “+left+ “ -f segment -segment_time 8 “+trunk_path+ltmp+”%03d.
wav”;

3. Файлдар жиілігін өзгертуге арналған скрипт жолы: str += string(“ffmpeg 
-i “) + fi lename + “ -ar 16000 “ + out.

Мəтіндерді тазалау. Жинақталған аудио файлдардың мәтіндерін таңба-
лауға 100-ден астам студенттер мен мамандар қатысқан себепті адами 
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факторлар алынған мәтіндер сапасына үлкен әсер ететіні анық. Мәтіндермен 
жұмыс жасау барысында таңбалауға қатысқан адамдардың мәтіндерді 3 түрлі 
кодировкалардың бірінде таңбалағаны анықталды. Олар:  UTF-8, UTF-16, 
rk1048. Мәтін машиналық оқытуға жарамды болуы үшін UTF-8 форматына 
келтірілуі керек. Сондықтан үш түрлі кодировкадағы ақпаратты біркелкі 
UTF-8 форматына келтіру үшін скрипт дайындалды. Скрипт жазуға Python 
тілі таңдалды. Себебі бұл тіл үнсіз келісім бойынша мәтінді байттарға 
ауыстыру барысында UTF-8 кодировкасында сақталған жазудың барлығына 
қате шығарып, өңдеу блогына жібереді. Ары қарай қатені өңдеу блогына 
түскен файлдың барлығы бас жағында b›\xef\xbb’, b’\xff\xfe’ байттарының бар 
кездесуіне қарай  UTF-8, UTF-16 или же rk1048 кодировкаларынан жолдарға 
түрлендірілді. Байттар массивінің бастауыш байттарына қарай кодировка 
таңдау бағдарламасының мысалы  2-суретте келтірілген. 

Сурет 2 -  UTF-8 кодировка түрімен тікелей декодтау әрекетінен кейін қатені өңдеу 
блогына жіберілген файлдардың байттары үшін кодировка таңдауға арналған кодтың мысалы

Мәтінді түрлі кодировкаларда сақталған файлдардан жинақтап болған 
кезде кодировкалар белгілері, жасырын символдар, артық символдар секілді 
артық оқыту үрдісіне кедергі келтіретін қосымша факторлар пайда болды. 
Сондықтан мәтінді олардан тазарту керек болды: ‘\u200c’, ‘\u0x00’ және т.б. 
артық символдар мәтіннен өшірілді. Олардан тазалау үшін скрипттің келесі 
бөлігі пайдаланылды (сур. 3):
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Сурет 3 - Мәтіннен көрінбейтін символдарды өшіру

Алынған мəліметтер корпусын пайдаланып интегралды сөйлеуді 
автоматты түрде танитын модель алу. Барлық керек мәліметтерді 
біріктіріп, өңдеп болғаннан кейін негізгі жұмыс сөйлеуді автоматты түрде тани 
алатын модельді оқыту үрдісі жүзеге асты. Интегралды модельді алу құралы 
ретінде ESPNet таңдап алынды. Конформер шифраторы мен трансформер 
дешифраторын қолданатын архитектура таңдап алынды. Енгізілген аудио 
ақпарат конволюциялық нейрондық жүйелер көмегімен өңделеді де, 
шифраторда жасырын қабаттар алу үшін Bi-LSTM нейрондық жүйесі 
қолданылады. Дешифратор қосылымдық уақытша классификациялаумен бірге 
зейін механизмін қолданады, оған қосымша декодтау кезінде тілдік модельдің 
де үлес салмағы 0,3 коэффициентпен есепке алынады. Эксперименттің 
мақсаты алынған мәліметтер жүйесінің оқытуға жарамдылығын тексеруге 
негізделген болғандықтан архитектураның басқа параметрлеріне жіті таңдау 
жасалмады. 

Нəтижелер жəне оларды талқылау. Алынған модель жинақталған 
мәліметтер сапасының сөйлеуді автоматты түрде тануға арналған 
машиналық оқытуға жарамды екендігін көрсетті. Модель параметрлері жіті 
таңдалмағанның өзінде модель дәлдігі ақылға сыйымды мәндер аясында 
алынды (кесте 1). 

Кесте 1 - Алынған мәліметтерді Conformer нейрондық жүйесінде оқыту нәтижелері
Сынаушы мәліметтер жиыны WER (%) CER (%)
Train 20,4 8,2
Test 22,4 9,3

Эксперименттік зерттеулер көрсеткендей, Conformer-шифраторы мен 
Transformer-дешифраторы негізінде құрылған сөйлеуді тану жүйесі қазақ 
тілі үшін қолайлы нәтижелер көрсетті. WER (Word Error Rate) және CER 
(Character Error Rate) көрсеткіштері қазіргі қолжетімді қазақ тіліне арналған 
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мәліметтер жиынтығы мен архитектураларға негізделген жүйелермен 
салыстырғанда жақсы нәтиже көрсетті. WER мәні 20.4%-22.4% аралығында 
болса, CER мәні 8.2%-9.3% құрады. Бұл нәтижелер жинақталған мәліметтер 
сапасының жоғары екенін және оларды әрі қарай жетілдіру арқылы одан да 
жоғары дәлдікке қол жеткізуге болатынын көрсетеді.

Жинақталған 396 сағаттық шынайы табиғи жағдайда жинақталып, мұқият 
өңделген ақпараттар жиыны сөйлеуді тану саласында болашақта жан-жақты 
зерттеу жұмыстарын жүргізуге өте үлкен септігін тигізетін өте құнды материал 
болып табылады. Сонымен қатар осы мақалада келтірілген код фрагменттері 
басқа да зерттеушілерге өздеріне қажетті мәліметтер жинауда айтарлықтай 
көмек бола алады. Қазіргі нәтижелер қанағаттанарлық болғанымен, тілдік 
модельдерді жетілдіру, арнайы адаптацияланған Conformer-нұсқаларын енгізу 
және үлкен көлемді деректермен оқыту арқылы қателер деңгейін төмендету 
жолдары қарастырылуы керек. Қазақ тілін басқа түркі тілдерімен біріктіріп 
оқыту нәтижесінде сөйлеуді тану жүйесінің дәлдігін арттыруға мүмкіндік 
бар.

Қорытынды: Сөйлеуді тану жүйесін құруға қажетті модельді алу да 
машиналық оқытудың басқа түрлері сияқты сәйкес мәліметтер қорын талап 
етеді. Бірақ аудио-мәтін түріндегі шынайы ортада жинақталған ақпаратты 
өңдеп, жұмысқа жарамды күйге келтіру ақпарат жинау түрлерінің ең 
күрделілірінің бірі. Авторлардың 1 жылдам астам уақытта жинақтап, өңделіп 
және таңбаланған 396 сағаттық мәліметтер қоры қазақ тілінде сөйлеуді тану 
жүйелерін құру мақсатындағы тәжірибелерге қолдануға, қазіргі таңда бас 
өзге де мәліметтер қорын кеңейтуге жарамды материал болып табылады. 
Ақпараттар қорын сынау мақсатында жүргізілген тәжірибелер нәтижесі 
осының дәлелі. 

Қазақ тілі үшін ашық қолжетімді аудио-мәтін мәліметтер көлемінің 
шектеулі болуына байланысты, осы зерттеуде жасалған корпус болашақта 
басқа зерттеулер мен коммерциялық жобаларға негіз бола алады. Ұсынылған 
деректерді өңдеу әдістері қазақ тіліндегі сөйлеу деректерін белгілеу мен 
алдын ала өңдеу сапасын арттырып, мәліметтер жинаудың жалпы тиімділігін 
жоғарылатады. Зерттеуде қазақ тілінің агглютинативті морфологиясына 
қатысты негізгі мәселелер қарастырылды және оларды шешудің жолдары 
ұсынылды.

Бұл зерттеу қазақ тіліндегі автоматты сөйлеуді тану жүйелерін дамытудың 
маңызды кезеңі болып табылады. Алдағы уақытта алынған мәліметтер қорын 
кеңейтіп, оны әртүрлі архитектураларда тестілеу арқылы қазақ тіліндегі тану 
жүйелерін одан әрі жетілдіру жоспарлануда.

References
Burchi M., Puvvada K.C., Balam J., Ginsburg B., Timofte R. (2024) Multilingual Audio-Visual 

Speech Recognition with Hybrid CTC/RNN-T Fast Conformer. ― ICASSP 2024. IEEE International 
Conference on Acoustics, Speech and Signal Processing (ICASSP). ― P. 10211-10215. (in English)

Chang O., Liao H., Serdyuk D., Shah A., Siohan O. (2024) Conformer is All You Need for Visual 



60

N E W S  of  the National Academy of  Sciences of  the  Republic  of  Kazakhstan

Speech Recognition. ICASSP 2024 - 2024 IEEE International Conference on Acoustics, Speech and 
Signal Processing (ICASSP). ― P. 10136-10140, doi: 10.1109/ICASSP48485.2024.10446532. (in 
English)

Guo P. (2021) Recent Developments on Espnet Toolkit Boosted By Conformer. ICASSP 2021 
- 2021 IEEE International Conference on Acoustics, Speech and Signal Processing (ICASSP). ― P. 
5874-5878, doi: 10.1109/ICASSP39728.2021.9414858. (in English)

Kuanyshbay D., Amirgaliyev Y., Baimuratov O. (2020) Development of Automatic Speech 
Recognition for Kazakh Language using Transfer Learning. International Journal of Advanced Trends 
in Computer Science and Engineering 9. ― P. 5880–5886. (in English)

Li M., Liu Y., Zhou L. (2025) DeConformer-SENet: An efficient deformable conformer speech 
enhancement network. Digit. Signal Process. ― 156, PA (Jan 2025). https://doi.org/10.1016/j.
dsp.2024.104787. (in English)

Liu Y., Han E., Lee Ch., Stolcke A. (2021) End-to-End Neural Diarization: From Transformer to 
Conformer. - P. 3081-3085. 10.21437. Interspeech. ―2021. ― Р.1909. (in English)

Mamyrbayev O., Alimhan K., Oralbekova D., Bekarystankyzy A., Zhumazhanov B. (2022) 
Identifying the influence of transfer learning method in developing an end-to-end automatic speech 
recognition system with a low data level. Eastern-European Journal of Enterprise Technologies. ― 1 
(9 (115)). ― P. 84–92. doi: https://doi.org/10.15587/1729-4061.2022.252801. (in English)

Mamyrbayev O., Oralbekova D., Alimhan K., Nuranbayeva B. (2022) Hybrid end-to-end model 
for Kazakh speech recognition. International Journal of Speech Technology 08. ― P. 1–10. (in 
English)

Mamyrbayev O., Oralbekova D. (2020) Modern trends in the development of speech recognition 
systems // News of the National academy of sciences of the republic of Kazakhstan. ― Vol. 4. ― № 
332. ― P. 42-51.  https://doi.org/10.32014/2020.2518-1726.64. (in English)

Musaev M., Mussakhojayeva S., Khujayorov I., Khassanov Y., Ochilov M., Atakan Varol H. 
(2021) USC: An Open-Source Uzbek Speech Corpus and Initial Speech Recognition Experiments. 
In: Karpov, A., Potapova, R. (eds) Speech and Computer. SPECOM 2021. Lecture Notes in Computer 
Science, vol 12997. Springer, Cham. https://doi.org/10.1007/978-3-030-87802-3_40. (in English)

Mussakhojayeva S., Khassanov Y., Varol H.A. (2022) KSC2: An Industrial-Scale Open-Source 
Kazakh Speech Corpus. In: Proceedings of the 23rd INTERSPEECH Conference. ― P. 1367-1371. 
(in English)

Mussakhojayeva S., Dauletbek K., Yeshpanov R., Varol H.A. (2023) Multilingual Speech 
Recognition for Turkic Languages.  Information 14(2). ― 74p. https://doi.org/10.3390/info14020074. 
(in English) 

Orken M., Oralbekova D., Alimhan K.,  Tolganay T., Othman M. (2022) A study of transformer-
based end-to-end speech recognition system for Kazakh language. ― Scientific reports 12, 8337. 
https://doi.org/10.1038/s41598-022-12260-y. (in English)

Ren Z., Yolwas N., Slamu W., Cao R., Wang H. (2022) Improving Hybrid CTC/Attention 
Architecture for Agglutinative Language Speech Recognition. ― Sensors 22. ―Р. 7319. (in English) 

Qin Y., Yu F. (2025) An End-To-End Speech Recognition Model for the North Shaanxi Dialect: 
Design and Evaluation. Sensors. ― 2025; 25(2):341. https://doi.org/10.3390/s25020341. (in English)

Watanabe S., Hori T., Karita S., Hayashi T., Nishitoba J., Unno Y., Ochiai T. (2018) Espnet: End-
to-end speech processing toolkit. arXiv preprint arXiv:1804.00015. (in English)

Watanabe S., Boyer F., Chang X., Guo P., Hayashi T., Higuchi Y., Hori T., Huang W., Inaguma 
H., Kamo N., Karita S., Li C., Shi J., Subramanian A., Zhang W. (2020) The 2020 ESPnet Update: 
New Features, Broadened Applications, Performance Improvements, and Future Plans. 2021 IEEE 
Data Science and Learning Workshop (DSLW). ― P. 1-6. doi: 10.1109/DSLW51110.2021.9523402. 
(in English)



61

ISSN 1991-346X                                                                                             2. 2025

NEWS OF THE NATIONAL ACADEMY OF SCIENCESOF THE REPUBLIC OF KAZAKHSTAN
PHYSICO-MATHEMATICAL SERIES
ISSN 1991-346X
Volume 2. Namber 354 (2025). 61–73

https://doi.org/10.32014/2025.2518-1726.344

ӘОЖ 004.896

© G. Bekmanova, M. Kantureeva, A. Omarbekova, B. Ergesh, 
А. Zakirova, 2025.

L.N. Gumilyov Eurasian National University, Astana, Kazakhstan.
©E-mail: ma_khantore@mail.ru

THE USE AND IMPACT ASSESSMENT OF ARTIFICIAL 
INTELLIGENCE IN HIGHER EDUCATION

Kantureyeva Mansiya ― PhD, Senior Lecturer, Department of Information Systems, L.N. Gumilyov 
Eurasian National University, Faculty of Information Technology, Astana, Kazakhstan,  
E-mail: mansiya_arynbekovna@mail.ru, https://orcid.org/0000-0001-5904-820X; 
Bekmanova Gulmira ― Vice-Rector for Digitalization - Digital Officer, PhD, Associate Professor of 
the L.N. Gumilyov Eurasian National University, Astana, Kazakhstan,  
E-mail: bekmanova_gt@enu.kz;   https://orcid.org/0000-0001-8554-7627;  
Omarbekova Assel ― Head of Digital Development and Distance Learning Department, PhD, 
Associate Professor of the L.N. Gumilyov Eurasian National University, Astana, Kazakhstan,  
Е-mail: omarbekova_as@enu.kz , https://orcid.org/0000-0002-9272-8829; 
Yergesh Banu ― Vice director of Digital Development and online Learning Department, PhD,               
L.N. Gumilyov Eurasian National University, Astana, Kazakhstan,  
E-mail: b.yergesh@gmail.com, https://orcid.org/0000-0002-8967-2625;
Zakirova Alma ― PhD, L.N. Gumilyov Eurasian National University, Astana, Kazakhstan,  
Е-mail: zakirova_ab@enu.kz. https://orcid.org/0000-0001-8772-1414.
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Аннотация. Мақалада жоғары білім беруде  цифрландыруда жасанды 
интеллектті қолдану жолдары қарастырылады. Жарияланған тақырып 
бойынша зерттеулерге теориялық шолу жасай отырып, ақпараттық деңгейін 
бағалау, халықтың әртүрлі топтары мен сарапшылардың жоғары білім берудегі 
цифрландыру процестері туралы қаншалықты хабардар екенін және пікірлер 
мен көзқарастарды сонымен қатар халық пен сарапшылар қауымдастығының 
жоғары білім беруді цифрландыруды қалай қабылдайтынын зерттеу. 
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Нәтижелері: Бизнес өкілдері, оқытушылар мен студенттер арасында жоғары 
білім беруді цифрландыру процестерін қабылдауды әлеуметтанулық зерттеу 
жүргізу үшін үш сауалнама әзірленді сауалнамалар респонденттердің 
демографиялық сипаттамалары, олардың оқу орындарындағы цифрландыру 
деңгейін қабылдауы туралы ақпарат жинауға бағытталған. Ғылыми жаңалығы: 
Жүргізілген ғылыми жұмыстардың нәтижесінде: Бизнес өкілдеріне арналған 
сауалнама түлектердің құзыреттілігінің жалпы деңгейі, олардың цифрлық 
шешімдердегі дағдылары, компьютерлік бағдарламалар мен дағдыларды 
білуге қойылатын талаптар туралы сұрақтарды, оқу бағдарламаларын 
жақсарту және студенттерді еңбек нарығының талаптарына дайындау 
бойынша ұсыныстары қамтылды; Оқытушыларға арналған сауалнама жоғары 
оқу орындарындағы инфрақұрылым мен цифрландыру деңгейін, оқытуда 
әртүрлі цифрлық құралдарды пайдалану жиілігін, цифрландыру процестерін 
қабылдауды және олардың оқыту сапасы мен студенттермен өзара іс-
қимылға әсерін бағалауға бағытталды;  Студенттерге арналған сауалнама 
олардың интернетке қосылу сапасы мен компьютерлердің қолжетімділігін, 
оқу процесінде әртүрлі цифрлық құралдарды пайдалануды қоса алғанда, 
оқу орындарында цифрландыруды қабылдауын қамтыды. Практикалық 
құндылық: Зерттеуге арналған сауалнама «AllCounted» платформасында 
әзірленді, бұл пайдаланудың ыңғайлылығы мен сұрақ логикасын реттеуге 
мүмкіндік берді. Бұл шолуда жоғары білім беру саласындағы жасанды 
интеллект заманауи зерттеулерінің бірегей нәтижелері бар.

Түйін сөздер: жасанды интеллект, цифрландыру, эмпирикалық деректер, 
пилоттық зерттеу, суалнама
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Аннотация. В статье рассматриваются способы использования 
искусственного интеллекта в цифровизации высшего образования. 
Предоставляя теоретический обзор исследований по опубликованной теме, 
Оценка уровня информации, изучение того, насколько различные группы 
населения и эксперты осведомлены о процессах оцифровки в высшем 
образовании, а также мнения и взгляды на то, как население и экспертное 
сообщество воспринимают оцифровку высшего образования. Результаты: 
для проведения социологического исследования восприятия процессов 
цифровизации высшего образования среди представителей бизнеса, 
преподавателей и студентов разработаны три анкеты анкеты, направленные 
на сбор информации о демографических характеристиках респондентов, их 
восприятии уровня цифровизации в учебных заведениях. Научная новизна: 
в результате проведенных научных работ: - Анкета Для представителей 
бизнеса включала вопросы об общем уровне компетентности выпускников, 
их навыках в цифровых решениях, требованиях к знанию компьютерных 
программ и навыков, предложения по улучшению учебных программ и 
подготовке студентов к требованиям рынка труда; - Анкета для преподавателей 
была направлена на оценку уровня инфраструктуры и цифровизации в вузах, 
частоты использования различных цифровых инструментов в обучении, 
восприятия процессов цифровизации и их влияния на качество обучения 
и взаимодействие со студентами; - Анкета для студентов включала их 
восприятие оцифровки в учебных заведениях, включая качество подключения 
к интернету и доступность компьютеров, использование различных 
цифровых инструментов в учебном процессе. Практическая ценность: 
Анкета Для исследования была разработана на платформе «AllCounted», что 
позволило настроить удобство использования и логику вопросов. Этот обзор 
содержит уникальные результаты современных исследований искусственного 
интеллекта в области высшего образования.

Ключевые слова: искусственный интеллект, оцифровка, эмпирические 
данные, пилотное исследование, опрос
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Кіріспе. Жоғары білім беру саласында жасанды интеллектті (ЖИ) дамыту 
жаңа мүмкіндіктер ашты, бірақ сонымен бірге маңызды міндеттер қойылды. 
Бұл зерттеудің мақсаты жасанды интеллектің жоғары білімге әсерін болашақта 
туындауы мүмкін артықшылықтар мен кемшіліктері тұрғысынан зерттеу 
болып табылады. Жасанды интеллект оқу процесін жекелендіруге, әкімшілік 
процестерді автоматтандыруға және білім берудің тиімділігін арттыратын оқу 
бағдарламаларын әзірлеудегі инновацияларды қолдауға мүмкіндіктер ашты. 
Сонымен қатар, цифрлық теңсіздік, деректердің құпиялылығы, этикалық 
ойлар және оқытушылар мен мекемелердің осы технологиялық өзгерістерге 
дайындығы туралы алаңдаушылық бар. 

Қарқынды дамуы жасанды интеллект (Febiandini, et al., 2023) көптеген 
салаларда трансформациялық әсер етті, жоғары білім ерекше терең салдары 
бар салаға айналды. Жасанды интеллект технологиялары дамыған сайын олар 
оқу орындарына көбірек еніп, оқыту және әкімшілік функцияларға дәстүрлі 
көзқарастарды өзгертеді. Жасанды интеллект (Ledentsov, et al., 2023) қазіргі 
уақытта бағалау мен сабаққа қатысуды басқарудан бастап жекелендірілген 
репетиторлық және болжамды аналитикаға дейінгі тапсырмаларды орындауға 
көмектесетін құралдар қолданылады. Жасанды интеллекттің нақты уақыт 
режимінде деректердің үлкен көлемін өңдеуге арналған бірегей мүмкіндіктері 
білім беру ұйымдарына білім алушылардың жеке қажеттіліктеріне бейімделген, 
тиімдірек және бейімделген оқу орталарын құруға мүмкіндік береді. Мұндай 
инновациялар білім алушыларға олардың күшті, әлсіз жақтарына және оқу 
қалауларына сәйкес келетін жекелендірілген жолдарды ұсына отырып, жалпы 
білім беру сапасын жақсартуға мүмкіндік береді.

Дегенмен, Жасанды интеллекттің жоғары білімге интеграциясы оның 
артықшылықтарымен қатар күрделі мәселелерді де тудырады. Жасанды 
интеллектті енгізу цифрлық алшақтықты жоюды қажет етеді, бұл білім 
алушылар арасында бар технологиялық ресурстарға қол жетімділіктің 
теңсіздігін (Rawat, et al.,2022) білдіреді. Сонымен қатар, жасанды интеллектті 
кеңінен қолдану жеке деректердің үлкен көлемін жинауды және талдауды 
талап етеді, бұл деректердің құпиялылығына, қауіпсіздігіне және этикалық 
пайдаланылуына қатысты алаңдаушылық тудырады. Сонымен қатар, жасанды 
интеллект жүйелері автономды түрде жұмыс істейтіндіктен, этикалық ойлар 
да пайда (Bein, et al., 2023) болады. Осылайша, жасанды интеллектті жоғары 
білімге жауапкершілікпен және тиімді түрде қалай біріктіруге болатынын 
түсіну оның пайдасын барынша арттыру және сонымен бірге ықтимал 
тәуекелдерді азайту үшін өте маңызды. 

Жасанды интеллекттің әсері мен салдарын терең талдауды ұсына отырып, 
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бұл зерттеу инклюзивті, тиімді және тұрақты білім беру ортасын қолдау үшін 
жасанды интеллектті жауапкершілікпен қалай пайдалануға болатыны туралы 
құнды түсінік беруге бағытталған. 

Жоғары оқу орындарында дербестендірілген оқытуды жетілдірудегі 
жасанды интеллекттің рөлі соңғы жылдары айтарлықтай назар аударды 
(Dolan, et al., 2020; Halimah, et al., 2022 ). Білім алушылардың үлкен көлемдегі 
деректерін, соның ішінде оқу мінез-құлқын, қалауларын және үлгерімін 
талдай отырып, жасанды интеллект білім беру мазмұны мен ресурстарын 
білім алушылардың жеке қажеттіліктеріне сәйкес бейімдей алады (Fadli, et 
al., 2023). Сонымен қатар, жасанды интеллекттің жекелендірілген құралдары 
қашықтықтан оқытуда әсіресе тиімді болып шықты, мұнда оқытушы мен білім 
алушының тікелей қарым-қатынасы шектеулі. Қашықтықтан білім берудегі 
жасанды интеллект интерактивті және қанағаттанарлық оқу тәжірибесін 
дамыта отырып, дереу кері байланыс пен қолдау көрсету арқылы білім 
алушылардың белсенділігін арттырады. 

Жоғары білім беруді жасанды интеллект қазіргі заманғы білім беру 
жүйесінің маңызды бөлігіне айналуда, бұл әсіресе Қазақстан мен әлемнің 
басқа елдері үшін өзекті (A.Dhrifi, et al.,2021). Цифрлық технологиялар 
арқылы білім беру процестерін трансформациялау оқыту сапасына, білімнің 
қолжетімділігіне және оны әртүрлі әлеуметтік топтардың қабылдауына 
айтарлықтай әсер етеді. Мұндай жағдайларда халық пен сараптамалық 
қоғамдастық арасында жоғары білім беруді цифрландыруды қабылдауды 
зерделеуге бағытталған әлеуметтанулық зерттеу жүргізу уақтылы және 
сұранысқа ие болып табылады.

Жасанды интеллект оқу бағдарламалары мен оқыту әдістерінен бастап 
жоғары оқу орындарын басқаруға дейінгі білім беру процесінің барлық 
аспектілеріне әсер етеді. Осы өзгерістерді қабылдауды бағалау цифрлық 
қабылдаудың тиімділігін түсінуге және нақтылауды қажет ететін аспектілерді 
анықтауға көмектеседі (Rahardja, et al., 2015). Цифрландыруды табысты енгізу 
үшін білім алушылардың, оқытушылардың және әкімшілік персоналдың 
дайындығын бағалау маңызды, бұл енгізу тиімділігін арттыру стратегияларын 
әзірлеуге мүмкіндік береді.

Жоғары білім беруді жасанды интеллект жолындағы кедергілер мен 
кедергілерді түсіну де оларды еңсерудің кілті болып табылады. Әлеуметтанулық 
зерттеу білім беру процесіне қатысушылардың алдында тұрған мәселелерді 
анықтайды және оларды шешу жолдарын ұсынады. Сондай-ақ жасанды 
интеллектің оқу сапасына, білім алушылардың мотивациясына және 
оқытушылардың қанағаттануына қалай әсер ететінін бағалау маңызды.

Жасанды интеллект әлеуметтік теңсіздікке ықпал етуі де, нашарлатуы 
да мүмкін. Зерттеу әртүрлі әлеуметтік топтар үшін цифрлық ресурстардың 
қаншалықты қолжетімді екенін анықтауға және білімге тең қолжетімділікті 
қамтамасыз ету үшін шараларды ұсынуға көмектеседі. Нәтижелерге сүйене 
отырып, цифрландыру процестерін оңтайландыруға және оларды тиімдірек 
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етуге мүмкіндік беретін білім беру мекемелері мен басқару органдары үшін 
практикалық ұсыныстар жасауға болады.

Қазақстандағы халық пен сараптамалық қоғамдастықтың әртүрлі топтары 
арасында жоғары білім беруді цифрландыру процестерін қабылдауды зерделеу 
және талдау. Зерттеу цифрлық түрлендірулерге қатысты хабардарлық деңгейін, 
пікірлер мен көзқарастарды, сондай-ақ білім беру процесіне қатысушылардың 
алдында тұрған мәселелер мен кедергілерді анықтауға бағытталған. Алынған 
мәліметтер негізінде жоғары білім беруді цифрландырудың тиімділігін 
арттыру және оңтайландыру үшін практикалық ұсыныстар әзірлеу. Жалпы 
алға қойған міндеттерге тоқталатын болсақ:

1. Хабардарлық деңгейін бағалау: халықтың әртүрлі топтары мен 
сарапшылардың жоғары білім берудегі цифрландыру мен жасанды интеллект 
процестері туралы қаншалықты хабардар екенін зерттеу. Ақпарат көздерін 
және оларға деген сенім дәрежесін анықтау;

2. Пікірлер мен көзқарастарды зерттеу: халық пен сарапшылар 
қауымдастығының жоғары білім беруді жасанды интеллектіні қалай 
қабылдайтынын зерттеу. Цифрлық технологияларды енгізуге байланысты оң 
және теріс аспектілерді анықтау;

3. Мәселелер мен кедергілерді анықтау: жоғары білім беруде жасанды 
интеллектіні тиімді енгізуге кедергі келтіретін негізгі проблемалар мен 
кедергілерді анықтау. Әр түрлі әлеуметтік және кәсіби топтар арасындағы 
қабылдау мен проблемалардағы айырмашылықтарды зерттеу;

Жалпы зерттеу жұмысы зерттеу тобын дайындаудан басталады. Бұған 
респонденттермен қарым-қатынас жасаудың техникалық дағдылары мен 
әдістерін қамтитын супервайзерлер мен сұхбат берушілерге арналған 
нұсқаулық кіреді. Келесі кезең-дұрыстық пен қол жетімділікті қамтамасыз 
ету үшін мамандандырылған бағдарламалық жасақтамада екі тілде сауалнама 
құру және тестілеу.

Сауалнамалар барлық зерттелетін аймақтарды қамтитын face-to-face 
форматындағы алдын ала жасалған маршруттық парақтар бойынша жүргізіледі. 
Бұл әдіс терең және сапалы жауаптар береді, әсіресе оқытушылармен, білім 
алушылармен және бизнес өкілдерімен жұмыс істегенде.

Зерттеуді бақылауды супервайзерлер апта сайынғы мониторингпен, 
фотофиксациямен және есептілікпен жүзеге асырады. Аяқталғаннан 
кейін логикалық қателерді анықтау үшін skip logic әдісін қолдана отырып, 
деректер аудиті жүргізіледі. Деректер сапасы мен респонденттердің 
қанағаттанушылығын тексеру үшін таңдамалы callback жүзеге асырылады.

Материалдар мен әдістер. Белгілі бір макет бойынша жиналған 
мәліметтер базасы IBM SPSS Statistics платформасында өңделеді. Қажет 
болса, деректердің үлкен көлемін өңдеу үшін Python-да сценарийлер 
қолданылады. Деректерді тазарту және бейімдеу кезеңінен кейін зерттелетін 
тақырыпқа сәйкес деректерді интерпретациялау туралы есеп жасалады. 
Есеп алынған нәтижелер мен анықталған үрдістерді көрнекі түрде ұсынуға 
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мүмкіндік беретін заманауи инновациялық стандарттарға сәйкес деректерді 
визуализациялауды қамтиды.

Осылайша, дайындық жұмыстары, зерттеулерді жоспарлау және жүргізу, 
сондай-ақ деректерді кейінгі өңдеу және талдау алынған деректердің жоғары 
сапасы мен сенімділігін қамтамасыз ету үшін ұйымдастырылған (Rahardja, et 
al., 2011). Деректерді тұрақты бақылау және аудит, сондай-ақ респонденттердің 
кері байланысы зерттеудің барлық кезеңдерін сәтті орындауға және қойылған 
мақсаттарға қол жеткізуге ықпал етеді.

Зерттеу сауалнамалары:
Бизнес өкілдері, оқытушылар мен білім алушылар арасында жоғары 

білім беруді жасанды интеллект процестерін қабылдауды әлеуметтанулық 
зерттеу жүргізу үшін үш сауалнама әзірленді сауалнамалар респонденттердің 
демографиялық сипаттамалары, олардың оқу орындарындағы цифрландыру 
деңгейін қабылдауы, сондай-ақ цифрлық технологиялардың білім беру 
процесіне әсері туралы пікірлері туралы ақпарат жинауға бағытталған.

Бизнес өкілдеріне арналған сауалнама түлектердің құзыреттілігінің 
жалпы деңгейі, олардың цифрлық шешімдердегі дағдылары, компьютерлік 
бағдарламалар мен дағдыларды білуге қойылатын талаптар туралы 
сұрақтарды, сондай-ақ оқу бағдарламаларын жақсарту және студенттерді еңбек 
нарығының талаптарына дайындау бойынша ұсыныстар мен ұсыныстарды 
қамтиды (F.Wei, et al., 2021). Сауалнама сұрақтары аналитикалық ойлау, 
техникалық білім, топтық жұмыс, цифрлық және компьютерлік дағдылар 
сияқты нақты дағдыларды бағалауға, сондай-ақ жұмыс берушілер үшін ең 
сұранысқа ие дағдылар мен бағдарламаларды анықтауға бағытталған.

Оқытушыларға арналған сауалнама жоғары оқу орындарындағы 
инфрақұрылым мен цифрландыру деңгейін, оқытуда әртүрлі цифрлық 
құралдарды пайдалану жиілігін, цифрландыру процестерін қабылдауды 
және олардың оқыту сапасы мен студенттермен өзара іс-қимылға әсерін 
бағалауға бағытталған. Оқытушылар цифрлық технологияларды білім беру 
процесіне интеграциялау кезінде кездесетін мәселелерге, соның ішінде 
техникалық ақауларға, қолдаудың жеткіліксіздігіне және қажетті жабдыққа 
қол жетімділіктің шектелуіне ерекше назар аударады.

Студенттерге арналған сауалнама олардың интернетке қосылу сапасы мен 
компьютерлердің қолжетімділігін, сондай-ақ оқу процесінде әртүрлі цифрлық 
құралдарды пайдалануды қоса алғанда, оқу орындарында цифрландыруды 
қабылдауын зерттейді. Сұрақтар цифрлық технологиялардың білім беру 
сапасына, дербес оқыту дағдыларына және оқу процесін ұйымдастыруға 
әсерін бағалауға бағытталған. Сондай-ақ, цифрлық білім беру платформаларын 
пайдалану мәселелері және оқу тапсырмаларын орындау үшін генеративті 
жасанды интеллект құралдарын пайдалану жиілігі қарастырылады.

Барлық үш сауалнамаға цифрландыру қажеттіліктеріне қатысты сұрақтар 
блогы, оқу бағдарламаларын жақсарту бойынша ұсыныстар және оқу сапасын 
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арттыру және түлектерді қазіргі еңбек нарығының талаптарына бейімдеу 
үшін цифрлық технологияларды интеграциялау бойынша ұсыныстар кіреді.

Таңдамалы популяцияны анықтау:
Эмпирикалық деректерді жинау жоғары оқу орындарының студенттеріне, 

жоғары оқу орындарының профессорлық-оқытушылық құрамына және 
бизнес өкілдеріне сауалнама жүргізуді қамтитын репрезентативті іріктеме 
негізінде жүзеге асырылады. Зерттеу барысында ЖОО-ның 4971 студентінен, 
профессор-оқытушылар құрамының 483 өкілінен, сондай-ақ ЖОО-мен 
ынтымақтасатын 117 бизнес субъектісінен сұхбат алу жоспарлануда. Іріктеме 
Қазақстан Республикасының барлық 20 өңірін қамтитын болады, бұл аталған 
топтардың ағымдағы жай-күйі мен өзара іс-қимылы туралы жан-жақты 
және негізделген идеяны қамтамасыз етеді. Деректерді жинау академиялық 
қоғамдастық пен бизнес арасындағы өзара іс-қимылды жақсарту, сондай-ақ 
Қазақстанның жоғары біліміндегі ағымдағы үрдістер мен проблемаларды 
бағалау бойынша ұсынымдарды талдау және әзірлеу үшін қажетті өзекті 
ақпаратты алуға мүмкіндік береді (Martin, et al.,2023). 

8-кесте-өңірлер бөлінісінде студенттер мен ПОҚ іріктемелі жиынтығы

ҚР өңірлері Жалпы халық ҚР студенттерінің 
іріктемесі

ҚР ЖОО ПОҚ 
іріктеу

Қазақстан 578 237 4971 117
Абай 18 316 157 4
Ақмола 10 908 94 2
Ақтөбе 22 774 196 5
Алматы 7 303 63 1
Атырау 10 117 87 2
Батыс Қазақстан 25 427 219 5
Жамбыл 19 632 169 4
Жетісу 4 400 38 1
Қарағанды 38 079 327 8
Қостанай 17 143 147 3
Қызылорда 14 276 123 3
Маңғыстау 6 744 58 1
Павлодар 14 586 125 3
Солтүстік Қазақстан 6 549 56 1
Түркістан 10 042 86 2
Ұлытау 1 310 11 0
Шығыс  Қазақстан 15 051 129 3
Астана қаласы 67 211 578 14
Алматы қаласы 177 568 1527 36
Шымкент қаласы 90 801 781 18

      Дереккөз ҚР СЖ РАҰСБ
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Жалпы зерттеуді сәтті жүргізу үшін келесі критерийлер негізінде зерттеу 
жұмыстардың үйлестірушілері анықталды: жоғары білім, әлеуметтанулық 
зерттеулерде бес жылдан астам жұмыс тәжірибесі, қазақ және орыс тілдерін 
білу, басқару жұмысының тәжірибесі, елді мекенді білу және қолжетімділік 
09:00-ден 21: 30-ға дейін. Үйлестірушілердің негізгі міндеттеріне 
сауалнама маршруттарын әзірлеу, интервьюерлерге техникалық нұсқау 
беру, сауалнамалардың орындалуын бақылау, күнделікті есеп беру және 
сауалнамалардың дұрыстығын тексеру кіреді (call-back арқылы).

Пилоттық зерттеу үшін бес интервьюер таңдалды, оларға талаптар 
қойылды: орта/жоғары білім, әлеуметтанулық зерттеулер жүргізудегі 
тәжірибе, қазақ және орыс тілдерін білу, сондай-ақ коммуникабельділік. 
Олардың жұмыс кестесі 09:00-ден 18:30-ға дейін, үйлестірушілер әзірлеген 
маршруттарды ұстану және бекітілген сауалнама бойынша сауалнамалар 
жүргізу міндеті жүктелген.

Сұхбат берушілерге арналған техникалық нұсқаулық сауалнама 
мен сауалнама нұсқауларын зерттеуді қамтыды. Сұхбат берушілер 
респонденттердің жауаптарын нақты анықтаусыз жазуға жауапты және 
сауалнамалар жүргізу кезінде мейірімді атмосфераны қамтамасыз етуге 
міндетті. Сауалнамалар ресімделген сұхбат әдісімен толтырылады және кез 
келген нұсқауларды бұзу деректердің сапасын төмендетуі мүмкін.

Астана қаласы бойынша маршруттық парақ логистиканы оңтайландыру 
және зерттеу кезеңнің тиімділігін арттыру үшін әзірленді, бұл жүріп-тұру 
уақытын қысқартып, сауалнамаға қатысқан респонденттердің санын ұлғайтты. 
Апробация процесінде сауалнамаларға кішігірім түзетулер енгізілді, бұл 
деректерді жинау сапасын жақсартты және зерттеу тиімділігін арттырды.

Сұхбат берушілер сауалнама бойынша нұсқау алды, бұл сұрақтарды 
жақсырақ түсінуге және сапалы сұхбаттарды қамтамасыз етуге мүмкіндік 
берді.

Нәтижелер және талқылау.  Зерттеуге арналған сауалнама «AllCounted» 
платформасында әзірленді, бұл пайдаланудың ыңғайлылығы мен сұрақ 
логикасын реттеуге мүмкіндік берді. Сауалнама сұрақтары тақырыптық 
блоктарға бөлініп, ықтимал қателерді анықтау үшін пилоттық тестілеуден 
өтті. Тестілеу кезеңінде сауалнама шағын үлгіде тексерілді, бұл қажетті 
түзетулер енгізуге және сауалнаманың ыңғайлылығын жақсартуға мүмкіндік 
берді. Алынған кері байланыстың арқасында сауалнама пысықталды, бұл 
зерттеудің негізгі кезеңінде деректердің сапасын жақсартуға ықпал етті.

Сауалнамаға әр түрлі жастағы және гендерлік топтардың студенттері 
қатысты. Респонденттердің 52,4% - ы әйелдер, ал 47,6% - ы ер адамдар. 
Сауалнамаға қатысқандардың негізгі тобы-20 жастағы студенттер (381%), 
одан кейін 21 (253%) және 19 (209%) студенттер. Бұл студенттердің әдеттегі 
жас құрылымын көрсетеді, онда бакалавриат студенттері оқудың ортасында 
немесе аяқталу кезеңінде болады. Инфрақұрылым мен цифрландыру 
деңгейі жоғары оқу орындарындағы интернет байланысының сапасы 
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арқылы бағаланды. Студенттердің 26,5% - ы оны «орташа» деп бағалады, 
ал 16% - ы Интернеттің сапасын «нашар» деп бағалады. Студенттердің 
тек 18,3%-ы интернет байланысын «орташадан жоғары» немесе «өте 
жақсы» деп бағалады. Бұл студенттердің едәуір бөлігі тұрақты Интернетке 
қол жеткізуде қиындықтарға тап болғанын көрсетеді, бұл оқуда цифрлық 
құралдарды пайдалану тиімділігіне теріс әсер етеді. Студенттердің көпшілігі 
цифрландыруды біртіндеп жүзеге асырылатын, бірақ әрқашан олардың 
үміттерін қанағаттандырмайтын процесс ретінде бағалайды. Жоғары оқу 
орындарындағы цифрландыру, жасанды интеллект деңгейін бағалау әр 
түрлі, бірақ респонденттердің ең көп саны оқу процесін цифрландырудың 
«орташа» деңгейін атап өтті. Бұл цифрландыру білім беру ортасына әлі толық 
интеграцияланбағанын және одан әрі дамуды талап ететінін көрсетеді.

Студенттердің едәуір бөлігі цифрландырудың білім сапасына әсерін 
оң бағалайды. Студенттердің 37,3%-ы онлайн дәрістер мен электронды 
кітаптарды қолдану олардың дәстүрлі әдістермен салыстырғанда материалды 
түсінуін жақсартады деп толық келіседі. Алайда, респонденттердің 7,8% - ы 
бұл шағыммен келіспейді, бұл техникалық инфрақұрылымдағы кемшіліктерге 
немесе оқытушылардың цифрлық дайындығының жеткіліксіздігіне 
байланысты болуы мүмкін. Оқу процесінде жасанды интеллектті қолдану 
біртіндеп артып келеді. Студенттердің 25,8% — ы ЖИ құралдарын жылына 
бірнеше рет, ал 20,9% - ы аптасына бірнеше рет қолданады. Ең танымал 
құрал- ChatGPT, оны респонденттердің 66,2% - ы мәтін құруға, миға шабуыл 
жасауға және жазбаша жұмыстардың жобаларын тексеруге байланысты 
тапсырмаларды орындау үшін пайдаланады.

Оқытушылар алдында тұрған негізгі мәселелер техникалық қолдаудың 
жеткіліксіздігімен және ескірген инфрақұрылыммен байланысты. 16% 
Интернеттің төмен жылдамдығын маңызды мәселе ретінде атап өтті, 15% 
техникалық қолдаудың жоқтығына шағымданады, бұл оқу процесінде 
цифрлық құралдарды пайдалануды қиындатады. ChatGPT сияқты генеративті 
жасанды интеллектті қолдану сирек кездеседі (Rahardja, et al., 2015). 

 Оқытушылардың тек 25,8% — ы оны жылына бірнеше рет, ал 20,9% - 
ы айына бірнеше рет қолданады. Құралдар негізінен материалдарды аудару 
және оқу тапсырмаларын жасау үшін қолданылады.

Оқытушылардың негізгі қажеттіліктері техникалық инфрақұрылымды 
жақсарту, бағдарламалық қамтамасыз етуді жаңғырту және жасанды 
интеллект және онлайн платформалар сияқты жаңа цифрлық құралдарды 
пайдалану бойынша оқыту бағдарламаларын жүргізу болып қала береді. Осы 
қажеттіліктерді қанағаттандыру студенттерді оқыту мен оқытудың тиімділігін 
арттыруға мүмкіндік береді.

Зерттеуге экономиканың әртүрлі салаларындағы компаниялар қатысты, 
олардың орташа жасы 19 жасты құрайды. Жаңғырту мен инновациялардың 
үлкен тәжірибесі бар бұл жетілген кәсіпорындар цифрландыру жағдайларына 
белсенді бейімделеді және жоғары оқу орындарының түлектерін даярлау 
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сапасына жоғары талаптар қояды. Компаниялар ғылыми зерттеулер мен 
өңдеу өнеркәсібінен бастап Ақпараттық технологиялар мен қызметтерге 
дейінгі салалардың кең спектрін ұсынады, бұл олардың жоғары білім беруді 
цифрландыру туралы пікірлері мен үміттерін ерекше маңызды етеді.

2021-2024 жылдардағы түлектердің құзыреттілігін бағалау 
респонденттердің 41% — ы құзыреттілік деңгейі сол деңгейде қалды деп 
есептейтінін көрсетті. Бұл ретте 39% — ы дағдылардың нашарлауын, ал 10% - 
ы жақсарғанын байқады. Ең үлкен шағымдар цифрлық экономика жағдайында 
жұмыс істеу үшін қажетті практикалық дағдылар мен цифрлық құзыреттердің 
жетіспеушілігінен туындайды. Сондай-ақ, сұранысқа ие дағдылардың 
ішінде Автоматтандыру және технологиялық прогресс жағдайында қажет 
аналитикалық және басқарушылық құзыреттер ерекшеленеді.

Қорытынды. Бұл зерттеу жоғары оқу орындарында цифрландыруда 
жасанды интеллектті (AI) қолданудың әсерін зерттеп, мүмкіндіктер 
мен қиындықтарды атап өтті. Нәтижелер жекелендіру және әкімшілік 
процестерді автоматтандыру тұрғысынан айтарлықтай артықшылықтар 
беретінін көрсетеді. Жасанды интеллект арқылы студенттер өздерінің 
жеке қажеттіліктеріне бейімделген оқу тәжірибесін пайдалана алады, ал 
оқытушылар әкімшілік жүктемені азайта алады. Бұл зерттеу цифрландыру 
жоғары білімге қалай әсер етуі мүмкін деген сұраққа жауап берді. Қорытынды 
цифрлық технологияларды табысты интеграциялау және жоғары білікті 
кадрларды даярлау үшін білім беру процесінің барлық қатысушыларының — 
ЖОО-лардың, оқытушылардың, студенттер мен бизнес өкілдерінің бірлескен 
күш-жігері қажет. Қазіргі әлем икемділікті, бейімделуді және тұрақты оқуға 
дайын болуды талап етеді, ал жоғары білім болашақ мамандардың осы 
қасиеттерін қамтамасыз ететін платформа болуы керек. Кешенді және жүйелі 
көзқарас жағдайында ғана жоғары оқу орындарының түлектері экономика 
мен жалпы қоғамның дамуына ықпал ете отырып, еңбек нарығына сәтті 
интеграцияланады деп күтуге болады.
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Abstract. This article presents the development and implementation results of 
a modern information model for a medical system integrating artificial intelligence 
(AI) technologies to enhance diagnostic accuracy and efficiency. One of the core 
challenges in designing and deploying such systems lies in the processing of medical 
imaging data (MRI, CT, X-ray) and ensuring compatibility with electronic medical 
records (EMRs). The paper outlines key methods and architectural solutions used in 
the model and highlights their role in delivering accurate, reliable, and AI-supported 
medical diagnostics. Results. An architecture was developed and tested, comprising 
imaging modules, cloud platforms, medical data repositories, and AI algorithms. 
The system enables automated image analysis and seamless integration with 
EMRs. Experimental validation confirmed a significant improvement in diagnostic 
accuracy and reduced data processing time, while preserving the physician’s central 
role in decision-making. The system meets international standards for data security 
and confidentiality. Scientific Novelty. A modular and scalable AI-driven diagnostic 
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architecture is proposed, adaptable to various clinical contexts. Novel algorithms 
were developed to detect anomalies in medical images with high precision, 
alongside mechanisms for expert verification. The originality lies in the systemic 
integration of AI into medical workflows while maintaining clinician oversight and 
compliance with regulatory standards. Practical Value. The proposed model can 
be implemented in clinical settings to optimize diagnostic workflows and enhance 
healthcare quality. It reduces physician workload, accelerates diagnostic decisions, 
and improves access to high-accuracy diagnostics. 

Key words: Artificial Intelligence (AI), medical imaging, diagnostic accuracy, 
healthcare systems, medical information model, image processing
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Аннотация. Мақалада диагностика дәлдігін және тиімділігін арттыру 
мақсатында жасанды интеллект (ЖИ) технологияларын интеграциялау 
арқылы медициналық жүйенің заманауи ақпараттық моделі ұсынылады. 
Мұндай жүйелерді жобалау мен енгізудегі негізгі міндеттердің бірі – 
медициналық кескіндерді (МРТ, КТ, рентген) өңдеу және оларды электронды 
медициналық жазбалармен үйлестіру. Бұл – диагноз қоюдың сенімділігіне, 
клиникалық шешімдердің тұрақтылығына және пациенттің қауіпсіздігіне 
тікелей әсер ететін аса маңызды үдеріс. Жұмыста модельді құруда 
қолданылған негізгі әдістер мен архитектуралық шешімдер сипатталып, 
олардың ЖИ көмегімен дәл әрі сенімді диагностика жүргізудегі рөлі 
негізделген. Нәтижелер. Кескіндеу модульдері, бұлттық платформалар, 
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медициналық мәліметтер базалары және ЖИ алгоритмдері кіретін жүйенің 
архитектурасы әзірленіп, сынақтан өткізілді. Жүйе кескіндерді автоматты 
түрде өңдеуді және оларды электронды медициналық жазбалармен біріктіруді 
қамтамасыз етеді. Эксперимент нәтижелері диагноз қою дәлдігінің артқанын 
және деректерді өңдеу уақытының қысқарғанын көрсетті. Сонымен қатар, 
дәрігердің шешім қабылдаудағы рөлі сақталды және жүйе халықаралық 
қауіпсіздік пен құпиялық стандарттарына сай екені дәлелденді. Ғылыми 
жаңалығы. Клиникалық міндеттердің кең ауқымына бейімделе алатын 
модульдік және масштабталатын ЖИ-негізіндегі диагностикалық 
архитектура ұсынылды. Медициналық кескіндердегі аномалияларды 
жоғары дәлдікпен анықтай алатын жаңа алгоритмдер мен оларды дәрігер 
арқылы тексеру механизмдері жасалды. Жаңалық – ЖИ-ді медициналық 
үдерістерге жүйелі түрде интеграциялау тәсілінде, дәрігердің бақылауын 
сақтай отырып және нормативтік талаптарды ескеруде болып табылады. 
Практикалық құндылық. Ұсынылған модельді клиникалық тәжірибеге енгізу 
диагностикалық үдерістерді оңтайландырып, медициналық қызмет сапасын 
арттыруға мүмкіндік береді. Жүйе медициналық персоналдың жүктемесін 
азайтып, диагноз қоюды жеделдетеді және дәл диагностикаға қолжетімділікті 
кеңейтеді. Бұл модель ЖИ технологияларын қолдана отырып, денсаулық 
сақтау саласын цифрландырудың тиімді бағыты ретінде қарастырылады.

Түйін сөздер: жасанды интеллект (ЖИ), медициналық бейнелеу, 
диагностикалық дәлдік, денсаулық сақтау жүйесі, медициналық ақпараттық 
модель, кескінді өңдеу
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Аннотация. В статье представлены сведения и результаты разработки 
современной информационной модели медицинской системы с 
интеграцией технологий искусственного интеллекта (ИИ) для повышения 
точности и эффективности диагностики. Одной из ключевых задач при 
проектировании и внедрении подобных систем является обработка 
медицинских изображений (МРТ, КТ, рентген) и обеспечение совместимости 
с электронными медицинскими записями. В работе изложены основные 
методы и архитектурные решения, использованные при создании модели, 
а также обоснована их роль в обеспечении надёжной, точной и безопасной 
медицинской диагностики с поддержкой ИИ. Результаты. Разработана и 
протестирована архитектура системы, включающая модули визуализации, 
облачные платформы, базы медицинских данных и алгоритмы ИИ. Система 
обеспечивает автоматизированный анализ изображений и их интеграцию в 
электронные медицинские записи. Проведённый эксперимент подтвердил 
повышение точности диагностики и сокращение времени обработки данных 
при сохранении роли врача в принятии решений. Обеспечена совместимость 
с международными стандартами безопасности и конфиденциальности. 
Научная новизна. Предложена оригинальная модульная архитектура 
медицинской ИИ-системы с возможностью масштабирования под различные 
клинические задачи. Разработаны алгоритмы, способные выявлять аномалии 
на изображениях с высокой достоверностью, и механизмы их верификации 
врачом. Новизна заключается в системном подходе к интеграции ИИ в 
медицинские процессы с сохранением контроля со стороны специалиста и 
соблюдением нормативных требований. Практическая ценность. Результаты 
могут быть внедрены в клиниках для оптимизации диагностических 
процедур и повышения качества обслуживания. Система снижает нагрузку 
на медицинский персонал, ускоряет постановку диагноза и расширяет доступ 
к высокоточной диагностике. 

Ключевые слова: искусственный интеллект (ИИ), медицинская 
визуализация, диагностическая точность, системы здравоохранения, модель 
медицинской информации, обработка изображений

Introduction. In recent decades, the use of artificial intelligence (AI) 
technologies in the field of medicine has significantly expanded, opening new 
horizons for the diagnosis and treatment of diseases. One of the most promising 
areas is the automated analysis of medical images, such as MRI, CT scans, and 
X-rays. AI and machine learning can substantially improve diagnostic accuracy 
by detecting even those anomalies that might be overlooked by the human eye. 
However, despite the progress in this field, a key challenge remains the integration 
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of AI technologies into real clinical practice, where the role of the physician remains 
equally important (Ramyavarshini, et al., 2024). Modern medical information 
systems actively employ various technologies for processing, storing, and 
transmitting medical data, including PACS (Picture Archiving and Communication 
Systems) and EHR (Electronic Health Records). These systems provide physicians 
with comprehensive patient information, aiding in making informed decisions. The 
introduction of AI into this process significantly enhances diagnostic efficiency, but 
it is essential to understand that AI does not replace the physician; rather, it serves 
as a powerful tool to assist in their work (Arijita, et al., 2024).

This article is dedicated to the study of an information model for a system that 
integrates AI for medical image processing and interacts with medical records. We 
will explore the architecture of such a system, as well as the roles of doctors, patients, 
and AI models in the diagnostic and treatment processes (Vanessa, et al., 2024). The 
primary focus will be on the interaction between the system components, including 
medical devices, cloud technologies, databases, and AI models. It is important 
to emphasize that the role of the doctor remains critical at all stages: from initial 
diagnosis to decision-making based on AI analysis.

The goal of this article is to demonstrate how the integration of AI into medical 
practice can improve the accuracy and speed of diagnosis, as well as how different 
system components interact to ensure high-quality and safe patient care.

AI in medical systems. The application of artificial intelligence in medicine 
covers a wide range of tasks, from diagnosing diseases to personalized treatment. 
AI models trained on large volumes of data can process complex medical images 
and provide doctors with valuable diagnostic clues. For example, AI algorithms 
can be used to detect cancer at an early stage, significantly increasing the chances 
of successful treatment. AI algorithms, particularly in radiology and pathology, 
excel in analyzing medical images like X-rays, CT scans, and MRIs, achieving 
precision often surpassing human experts (Jiang, et al., 2017). AI accelerates drug 
discovery by identifying novel drug targets and automating processes, reducing 
the time and cost of development (Shaheen, 2021). AI analyses genetic, clinical, 
and lifestyle data to develop tailored treatment plans, optimizing therapeutic 
outcomes (Rich & Winston, 2024). Predictive models identify at-risk patients and 
forecast disease progression, aiding in early intervention and prevention strategies 
(Beronius, et al., 2022). Robotic systems powered by AI perform surgeries 
with exceptional precision, reducing errors and improving patient outcomes 
(Mukherjee, et al., 2023). AI-driven chatbots and virtual assistants provide real-
time medical advice and support, enhancing patient engagement and reducing 
healthcare professionals’ workload (Rich & Winston, 2024). Despite its potential, 
AI adoption faces challenges like data privacy concerns, algorithmic biases, and 
the need for interpretability and regulatory compliance (Beronius, et al., 2022). 
Authors in (Pallavi, et al., 2022) highlights the role of artificial intelligence (AI) in 
healthcare, particularly in clinical decision support and medical imaging analysis. 
AI aids physicians in making informed decisions and identifying critical details in 
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CT scans, X-rays, and MRIs, improving treatment outcomes. Its significance was 
especially evident during the COVID-19 pandemic, where it accelerated responses 
to medical challenges (Pallavi, et al., 2022). Artificial intelligence (AI) enhances 
computer systems to perform tasks akin to human cognition across various fields, 
significantly improving daily life. In healthcare, advancements in information 
and communications technology (ICT) have driven progress in electronic health 
(eHealth) and mobile health (mHealth). AI and deep machine learning utilize big 
data-comprehensive medical and disease-related information—to refine diagnosis 
and treatment. For instance, cardiovascular imaging now integrates big data and 
pathology for personalized therapies, while cancer care benefits from AI’s insights 
into tumor biology and precision medicine. This paper reviews AI-driven eHealth 
and mHealth applications, highlighting their role in advancing diagnosis and patient 
car (Yang, et al., 2021). Artificial intelligence (AI) is revolutionizing healthcare 
with applications in diagnosis, robotic surgeries, and research. Powered by vast 
healthcare data and advanced analytics, AI mimics human expertise but with greater 
efficiency. For instance, surgical robots, though slower, deliver superior precision 
and uniformity compared to human surgeons, reducing failure rates. AI relies on 
algorithms, primarily in machine learning (ML) and natural language processing 
(NLP), which are essential for achieving healthcare goals. This study highlights 
current advancements, explores AI’s potential, and encourages its integration into 
scientific research. Ongoing innovations will continue to broaden AI’s impact and 
redefine its applications in healthcare (Quazi, et al., 2022). In the work (Shaheen, 
2021), the role of artificial intelligence (AI) in healthcare is discussed, including 
its impact on accelerating drug discovery, optimizing clinical trials, and improving 
patient care. AI streamlines process, analyses large datasets, and provides insights 
to enhance quality of life. In the study (Sharma, et al., 2022) authors reviewed 
AI implementation in healthcare through empirical research. It found that most AI 
systems support decision-making rather than act autonomously. 

In addition, AI can be integrated into healthcare information systems, such 
as electronic health records (EHR), to improve data storage and transmission, as 
well as automatic synchronization with test results and diagnostic images. In this 
way, AI not only improves diagnostics, but also increases the overall efficiency of 
the healthcare system. In a medical information system (MIS), the doctor plays a 
key role, ensuring the integration of medical data, diagnostic accuracy, decision 
making and control over the treatment process. Modern information technologies 
do not replace the physician, but rather enhance his or her capabilities, providing 
tools for more effective and personalized patient care. With the development of 
AI technologies, a new role for doctors is emerging as “tuner” and auditor of AI 
systems. The doctor must not only interpret results but also adjust AI algorithms 
when necessary to ensure data accuracy and relevance. This collaboration between 
the doctor and AI becomes a key element in modern healthcare systems.

Modern technologies in the field of medical diagnostics. In recent years, 
technology in the medical field has undergone significant changes, especially in the 
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field of diagnosing diseases using medical images. The authors in (Chernobrivtseva 
& Misyurin, 2022) explored the use of machine learning and neural network 
technologies in modern medical imaging to improve the diagnosis of diseases 
such as cancer. These technologies enhance diagnostic accuracy, reduce errors, 
and shorten the time required for image analysis. The development of fields 
like radiomics and radio genomics is linked to the use of big data and artificial 
intelligence algorithms, supporting a personalized approach to treatment. In the 
future, these technologies could become valuable tools for doctors, providing a 
second opinion when selecting treatment options for patients (Chernobrivtseva & 
Misyurin, 2022). In (Matsuo, et al., 2024) the authors discuss the growing impact of 
Point-of-Care Diagnostics (POCDs) in medical mycology, particularly focusing on 
lateral flow assays (LFAs) for various fungal diseases. They also explore emerging 
diagnostic techniques like body fluid analysis, LAMP, CRISPR-based methods, 
and artificial intelligence. The study highlights how POCDs, such as Cryptococcus 
and Histoplasma antigen LFAs, have become mainstream diagnostics, offering 
benefits like rapid, accurate results, reduced patient discomfort, and cost savings. 
The authors emphasize the importance of integrated fluidics and microtechnology 
in advancing diagnostic capabilities in mycology (Matsuo, et al., 2024). In the 
mini review, the authors discuss advancements in diagnostic imaging technologies, 
emphasizing novel contrast agents developed with nanotechnology to enhance 
sensitivity, tissue specificity, and reduce systemic toxicity. Imaging methods like 
CT, MRI, and PET are crucial for disease detection but face limitations such as 
high costs, ionizing radiation exposure, and reliance on skilled radiologists. Future 
research aims to improve non-ionizing technologies like NMR and Ultrasound for 
personalized, cost-effective diagnostics, leveraging nanotechnology for targeted 
and accurate imaging ((Samy, 2019), (Casciaro, 2011)).

This Comparative Analysis of AI Systems in Ophthalmology. Table 1 compares 
AI systems in ophthalmology based on their features, strengths, and limitations. Each 
system is tailored to specific applications, with choices depending on institutional 
needs, available infrastructure, and intended use cases. Systems like IDx-DR and 
Eyenuk are best suited for broad clinical use, while platforms like DeepMind and 
Heidelberg AI Tools excel in specialized or research-focused applications.

Table 1 – Comparative Analysis of Existing AI Systems in Ophthalmology
System Primary Focus Key Features Strengths Limitations

IDx-DR Diabetic 
Retinopathy 
Detection

FDA-approved, 
analyzes retinal 
images.

High accuracy: no 
specialist required 
for diagnosis.

Limited 
to diabetic 
retinopathy 
detection.

Eyenuk Retinal Disease 
Detection

AI for diabetic 
retinopathy, 
macular edema, 
and AMD.

Comprehensive 
analysis of multiple 
retinal diseases.

Requires high-
quality imaging 
data for accuracy.
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DeepMind General 
Ophthalmology 
Diagnostics

Analyzes OCT 
scans for glaucoma 
and macular 
degeneration.

Accurate for 
multiple conditions; 
widely validated.

Requires 
advanced 
imaging 
equipment.

Retina-AI 
Health

Screening 
and Referral 
Management

Focuses on triaging 
retinal diseases and 
providing referral 
recommendations.

Simplifies referral 
process for 
clinicians.

Limited scope 
beyond triage 
and referral.

Visulytix 
Pegasus

Multi-Disease 
Ophthalmic AI

Detects glaucoma, 
diabetic 
retinopathy, and 
AMD.

Multi-disease 
detection in a single 
platform.

Limited adoption 
in non-English-
speaking regions.

ZEISS 
VISUHEALTH

Imaging and 
Diagnostics 
Integration

Combines imaging 
data with AI for 
precise diagnostics.

Seamless 
integration with 
ZEISS devices.

High 
implementation 
costs.

NVIDIA Clara 
AI

Retinal Image 
Segmentation 
and Analysis

Provides tools for 
building custom 
AI solutions for 
ophthalmology.

Customizable for 
specific institutional 
needs.

Requires 
technical 
expertise for 
customization.

Orbis 
Cybersight AI

Screening in 
Remote Areas

Cloud-based 
AI screening 
for underserved 
regions.

Enables 
accessibility in low-
resource settings.

Dependent 
on internet 
connectivity.

Heidelberg AI 
Tools

Advanced 
Retinal 
Imaging 
Analysis

Focused on ultra-
high-resolution 
imaging.

Excellent 
for research 
and precision 
diagnostics.

Expensive; not 
suited for general 
clinical use.

AI systems for ophthalmology, such as IDx-DR, Eyenuk, and EyeArt, have 
significant potential for implementation in Kazakhstan. However, successful 
adoption will require:

- Investments in diagnostic equipment and infrastructure.
- Adaptation of algorithms to local data and conditions.
- Development of national standards and provision of specialist training.

With the right approach, these systems can greatly enhance the accessibility and 
quality of ophthalmic care, particularly in remote and rural regions of the country. 
Considering the aforementioned factors, it is both practical and necessary to develop 
an information system specifically tailored to meet the needs of ophthalmological 
centers in Kazakhstan.

Methodology and materials. A system designed to work with medical images 
and diagnoses using AI includes several key components that interact with each 
other to process data, make decisions, and provide medical reports. It is important 
to note that these components can be hardware (medical equipment) and software 
(databases, AI models, user interfaces). Let’s consider them in more detail in Table1:
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Table 2 – Key Components of a Medical Image Recognition System
Component Description Role in the system
Medical Equipment Devices for capturing images, such as X-ray 

machines, Ultrasound, CT, MRI.
Captures images and data that are later 
used for diagnosis.

Medical Database A system for storing information about 
patients, medical images, and diagnoses.

Ensures storage, retrieval, and access to 
patient data and diagnoses.

AI Image Recogni-
tion Models

Machine learning models for analyzing 
medical images (e.g., neural networks).

Processes images and recognizes 
abnormalities or pathologies for diagnosis.

Image Processing 
(Image Processor)

Algorithms for pre-processing images, such 
as filtering and improving quality.

Prepares the image for further analysis by 
enhancing its quality.

Recognition 
Algorithms

AI models for analyzing and recognizing 
patterns in images (e.g., identifying diseases).

Detects diseases or conditions in images.

Report Generation 
System

Mechanism for generating reports based on 
diagnoses and image processing results.

Generates diagnostic reports that are 
provided to doctors for decision-making.

User Interface (UI) Graphical interface through which doctors or 
medical personnel interact with the system.

Provides access to patient data, processed 
images, and diagnostic results.

Security System Mechanisms for protecting data, such as 
encryption and authentication.

Protects personal patient data and medical 
records from unauthorized access.

Doctor A medical specialist using the system for 
diagnosis and decision-making.

Interacts with the system to view reports, ana-
lyze diagnoses, and make treatment decisions.

The Table 1 provides an overview of the key components within a medical 
image recognition system, outlining their roles in the process of capturing, storing, 
and analyzing medical images. While it introduces essential elements like medical 
equipment, databases, AI models, and user interfaces, it does not delve into the 
specific features of these components. To provide a deeper understanding, the 
Table 2 expands on this by not only describing the role of each component but 
also highlighting their specific technical features, such as the capabilities of AI 
models, image processing algorithms, and cloud services. This transition from 
a high-level overview to a more detailed explanation helps illustrate how these 
components function together in a comprehensive system, with a focus on their 
practical implementation and technical characteristics.

Table 3 – Role and Features of Key Components in a Medical Image Recognition System
Component Role Features
Scanners (e.g., 
CT, MRI, X-ray, 
Ultrasound)

Captures high-quality medical 
images used for diagnosis and 
treatment.

Provide detailed images of internal organs 
and tissues; each type specialized for different 
parts of the body (e.g., MRI for soft tissues, 
X-ray for bones).

PACS (Picture 
Archiving and 
Communication 
System)

Stores, retrieves, and shares 
medical images within a 
healthcare network.

Supports image storage, management, 
and distribution; ensures easy access for 
radiologists and healthcare providers across 
locations.

Cloud Services Stores and processes medical 
data remotely, offering 
scalability and flexibility.

Provides remote access, secure storage, and 
scalability for large datasets; enables real-time 
data processing and collaboration.

EHR (Electronic 
Health Records)

Stores comprehensive 
patient medical information, 
including images, diagnoses, 
and treatment history.

Centralized database for patient information; 
supports real-time updates; integrates with 
medical devices and third-party systems.
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AI Models (e.g., 
Deep Learning 
for Image 
Recognition)

Analyzes medical images to 
detect abnormalities, diseases, 
or conditions (e.g., tumors, 
fractures).

Uses neural networks, convolutional 
layers (CNNs), and other machine learning 
techniques to automate image interpretation 
and improve diagnosis accuracy.

Image Processing 
Algorithms

Enhances image quality 
for better visualization and 
analysis.

Includes algorithms for noise reduction, 
contrast enhancement, edge detection, and 
segmentation.

Clinical Decision 
Support Systems 
(CDSS)

Provides doctors with AI-
driven suggestions based on 
medical data and analysis.

Uses patient data and medical history to 
provide clinical recommendations, improving 
decision-making effi ciency and accuracy.

Security Systems Protects patient data and 
medical records from 
unauthorized access.

Includes encryption, user authentication, and 
secure communication protocols to ensure 
data privacy and comply with regulations like 
HIPAA.

User Interface 
(UI)

Allows healthcare providers to 
interact with the system, view 
reports, and analyse images.

Simple, intuitive interface for displaying 
images, reports, and patient data; often 
integrates with EHR and PACS systems.

Data Analytics 
and Reporting 
Tools

Analyses patient data to 
generate insights and reports 
for medical professionals.

Includes advanced data analysis tools and 
visualization techniques to support diagnosis, 
treatment plans, and medical research.

Development of IS architecture. The class diagram will describe the structure of 
the system, including classes for medical equipment, image processing, databases, 
AI models, and other components, and their relationships.

Fig.1 – General structure of the system
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The component diagram shows how the different parts of the system interact 
with each other, including scanners, imaging systems, databases, AI models, and 
APIs.

Fig.2 – Sequence diagram of the system

A sequence diagram describes how components interact to perform a task, such 
as scanning, image processing, recognition, and report generation.

Fig.3 – Functional structure of the developed system
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The placement of the Doctor at the end in the sequence of interactions is meant to 
reflect the flow of the system, where the Doctor typically interacts with the system 
after the AI has processed and generated the analysis results. However, the doctor’s 
role is critical throughout the process, so it is possible to reorder the diagram to 
better reflect the collaborative and ongoing role of the doctor.

Key Features:
1.	 Doctor-AI Feedback Loop: After receiving the analysis results, the Doctor 

can request further clarification or corrections from the AI Model. This allows the 
Doctor to verify or adjust the AI model’s results.

2.	 Error Handling: If there is an error in the AI Model, it reports to Error 
Handling, which notifies the Doctor. This ensures that the system can manage any 
issues that arise in real-time.

3.	 Authentication and Secure Data Transfer: The Doctor authenticates 
themselves via the Authentication Service, and secure data transfer is ensured by 
the Security Gateway for both medical image and record updates.

4.	 Cloud Synchronization: After the Doctor updates the EHR, the data is 
synchronized with Cloud Storage for backup and future retrieval.

Here is an adjusted sequence of interactions with a more appropriate flow:
1.	 The Patient scans their retina using the Retina Camera.
2.	 The Retina Camera sends the image to the PACS Server for storage.
3.	 The image is processed by the PACS Server.
4.	 The processed image is sent to the AI Model for analysis.
5.	 The AI Model generates the Analysis Results, which are sent to the Doctor 

for review and decision- making.
6.	 The Doctor reviews the results, diagnoses the patient, and updates the EHR 

System with the diagnosis and medical records.
7.	 The Doctor authenticates themselves via the Authentication Service to access 

the system.
8.	 The EHR System synchronizes the data with Cloud Storage for backup and 

long-term storage. 
9.	 The Security Gateway ensures secure data transfer between components.

Main content. Development of Information System Architecture: Data 
Management Platforms and Experimentation. In this section, we delve into the 
experimental aspects of developing an AI-driven information system architecture, 
with a focus on Data Management Platforms (DMPs). These platforms form the 
backbone of the architecture, enabling the storage, retrieval, and processing of 
large volumes of healthcare data. The integration and testing of DMPs within the 
proposed architecture highlight their critical role in ensuring the system’s efficiency 
and reliability.

Key Functions of DMPs in Healthcare:
●	 Data Storage: Secure storage of electronic medical records (EMRs), imaging 

data, laboratory results, and unstructured clinical notes.
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●	 Data Integration: Unifying disparate data sources such as hospital information 
systems (HIS), wearable devices, and telemedicine platforms.

●	 Real-Time Data Processing: Enabling near-instantaneous analysis for real-
time monitoring and diagnostics.

●	 Scalability: Supporting growing data volumes as healthcare institutions 
expand or adopt new AI tools. 

Table 4 – Key Concepts, Definitions, and Technologies in Data Management Platforms for 
Healthcare

Concept Definition Key Technologies
Data Storage Secure storage of structured and unstructured 

healthcare data.
NoSQL, Hadoop, Relational 
Databases

Data Integration Combining data from multiple sources into a 
unified system.

ETL Tools, Apache Kafka, 
MuleSoft

Real-Time 
Processing

Processing and analyzing data as it is 
generated for immediate use.

Apache Spark, Stream 
Processing Frameworks

Scalability Ability to handle growing data volumes 
without performance loss.

Distributed Databases, Cloud 
Platforms

Data Security Ensuring compliance with data protection 
regulations and safeguarding patient data.

Encryption, Anonymization 
Tools

Interoperability Facilitating seamless data exchange between 
different systems using standards like FHIR.

FHIR, HL7 Standards, 
Middleware

AI Integration Embedding AI tools into the system for 
predictive analytics and diagnostics.

TensorFlow, PyTorch, Pre-
Trained Models

Information System Architecture (ISA) development increasingly relies on 
robust Data Management Platforms (DMPs) to ensure effective data handling, 
storage, and analytics. Experimentation plays a crucial role in refining and validating 
these systems to align with organizational objectives. 

This diagram in the following Fig.4 represents a sequential process of 
implementing artificial intelligence (AI) in eye care institutions. It is made in the 
format of a UML activity diagram and describes the main stages, starting from data 
collection and ending with the evaluation of the system’s effectiveness. Each stage 
is accompanied by a short description indicating its content and purpose. Data-
Driven Approaches to Telemedicine and AI in Retinal Healthcare in Kazakhstan. 
Digital health technologies provide transformative opportunities for addressing 
diabetic retinopathy (DR), one of the leading causes of preventable blindness 
worldwide. In Kazakhstan, where diabetes affects approximately 8% of the adult 
population (IDF Diabetes Atlas, 2021) and over 40% of residents live in rural 
areas, access to specialized ophthalmologic care remains limited. The integration 
of telemedicine, artificial intelligence (AI), and portable diagnostic devices offers 
significant potential to bridge these gaps in care delivery. 
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Fig. 4. – Sequential Workfl ow for AI Implementation in Eye Institutes

Telemedicine. Telemedicine has proven effective in large-scale DR screening 
programs globally, such as the UK’s initiative, which achieved an 80% screening 
coverage among diabetic patients. This approach reduced blindness rates in the 
working-age population for the fi rst time in 50 years. Kazakhstan could replicate this 
success through mobile diagnostic units equipped with fundus cameras, enabling 
the screening of up to 2 million individuals annually in rural and underserved areas.

Artifi cial Intelligence. AI algorithms, including systems like IDx-DR and EyeArt, 
have demonstrated a sensitivity of up to 96% and specifi city of 93% in identifying 
referable DR cases. These tools can alleviate the burden on Kazakhstan’s healthcare 
system, where only about 1200 ophthalmologists serve the entire population. Local 
adaptation of AI models, incorporating regional health data, could further enhance 
diagnostic precision and scalability.

Portable Diagnostic Devices. Cost-effective and portable retinal cameras, such as 
smartphone-based systems, provide practical solutions for rural screening programs. 
Devices like Fundus on Phone, costing around $5000, can replace traditional, 
expensive tabletop setups, signifi cantly expanding coverage. Implementing these 
devices in primary care facilities across Kazakhstan could address the needs of 
approximately 70% of rural residents with limited access to eye care.

Remote Monitoring. Home-based monitoring systems, such as OCT devices, 
allow chronic DR patients to manage their condition effectively. These technologies 
could reduce the need for in-person visits by 30-50%, which is particularly benefi cial 
for patients in Kazakhstan’s remote regions. They could also improve outcomes for 
approximately 50,000 individuals requiring regular retinal monitoring.



88

N E W S  of  the National Academy of  Sciences of  the  Republic  of  Kazakhstan

Potential Outcomes. The deployment of these digital innovations in Kazakhstan 
could:

● Increase access to retinal care for over 4 million rural residents.
● Reduce the prevalence of late-stage DR complications by 20-30% through 

early detection.
● Lower healthcare costs by 15-20% by minimizing hospitalizations and 

expensive interventions.
● Enhance patient satisfaction and outcomes through improved accessibility 

and care quality. 
Kazakhstan can leverage global advancements in digital health to transform its 

retinal care landscape. Telemedicine, AI, and portable technologies could collectively 
address the challenges of accessibility, scalability, and resource constraints. 
Their successful integration will require coordinated efforts from policymakers, 
healthcare providers, and technology developers, ensuring sustainable solutions 
tailored to the country’s unique needs.

Results and discussion. Key Benefi ts of AI and Telemedicine in Healthcare 
Information Systems. The developed information system architecture for healthcare, 
based on Data Management Platforms (DMPs) and artifi cial intelligence (AI) tools, 
has demonstrated its effectiveness in addressing key challenges:

● Optimizing data storage, integration, and real-time analytics of large medical 
datasets.

● Enabling accurate diagnostics using machine learning algorithms and real-
time data processing capabilities.

● Improving access to quality healthcare services through the integration of 
telemedicine and portable diagnostic devices, especially in rural and remote areas.

● Ensuring compliance with international data security standards (GDPR, 
HIPAA), facilitating secure management of patient confi dential data.

Fig. 5. – AI-Driven Telemedicine Architecture for Healthcare Systems 
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The ER diagram represents the entities and relationships in an AI-driven 
healthcare information system, focusing on telemedicine and patient management.

Entities:
1. Patient: Stores patient details (ID, name, medical history).
2. Medical Record: Stores patient medical data (diagnosis, prescriptions).
3. Doctor: Healthcare professionals (ID, name, specialization).
4. Appointment: Scheduled consultations (patient, doctor, date).
5. Telemedicine Session: Virtual consultations (patient, doctor, session details).
6. AI Model: AI algorithms for diagnostics (model name, accuracy).
7. Diagnostic Result: AI analysis results (diagnosis, confi dence score).
8. Device: Medical devices used in telemedicine sessions.
Here is a table summarizing the benefi ts of the AI-driven information system 

architecture for healthcare: 

Table 5 – The benefi ts of the AI-driven information system architecture for healthcare
Aspect Benefi ts

For Patients - Improved access to healthcare, especially in rural and remote areas.
- Early diagnosis of conditions like diabetic retinopathy, reducing complications 
and blindness.
- Remote health monitoring, saving time and resources.

For Healthcare 
Institutions

- Reduced workload on healthcare professionals through automation and AI 
tools.
- Streamlined workfl ows via data integration across multiple systems.
- Cost savings by minimizing hospitalizations and expensive interventions.

For the 
Healthcare 
System

- Scalable solutions for handling growing data volumes without performance 
loss.
- Closing the healthcare service gap between urban and rural areas.
- Increased healthcare quality and patient satisfaction.

For Global 
Healthcare 
Transformation

- Enables the application of AI and telemedicine in diverse medical fi elds 
(oncology, cardiology, etc.).
- Contributes to the digital transformation of global healthcare systems.

This Tab.5 presents the main benefi ts for different stakeholders and the overall 
healthcare system.

Fig. 6. – Integrated Diagnostic Flow in Healthcare System
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This retinal scanning and diagnostic system represent an integration of 
advanced telemedicine technologies, artificial intelligence, and cloud computing, 
aimed at improving accessibility and efficiency in ophthalmological care. The 
architecture’s core lies in data processing on the PACS server and analysis using 
artificial intelligence models, enabling highly accurate diagnostics with minimal 
specialist involvement. Ensuring secure data transmission and storage through a 
security gateway and cloud infrastructure complies with international standards 
such as GDPR and HIPAA, which is crucial in the context of healthcare digital 
transformation. The implementation of such a system can not only significantly 
reduce the burden on medical institutions but also eliminate barriers to quality 
medical care for residents in remote regions, making it a vital element of modern 
healthcare IT infrastructure Fig.6.

Conclusion. This work proposes a structural framework integrating 
telemedicine, AI, and portable diagnostic devices to improve healthcare accessibility 
in Kazakhstan. It bridges rural-urban gaps through virtual consultations, utilizes 
localized AI for precise diagnostics, and deploys cost-effective portable tools 
for real-time data collection. With GDPR and HIPAA-compliant data security 
and a modular, scalable design, the framework enhances accessibility, efficiency, 
and adaptability in underserved areas. In this work, we propose a framework 
integrating telemedicine, AI, and portable diagnostic devices to improve healthcare 
accessibility in Kazakhstan, particularly in rural and underserved areas. The 
framework leverages telemedicine to connect patients with specialists, AI models 
to automate and enhance diagnostic accuracy, and portable devices to enable real-
time data collection and transmission. Secure data management compliant with 
GDPR and HIPAA ensures patient confidentiality, while the modular design allows 
for scalability and future expansion. Addressing challenges such as infrastructure 
limitations and personnel training is essential for effective implementation and 
long-term success.

References
Arijita Banerjee., Sumit Kumar. (2024). Artificial Intelligence in Healthcare. 46-60. doi: 

10.2174/9789815223255124010007 (in Eng.).
Beronius O., Liberg L., & Steffenburg J. (2022). AI in Healthcare. Smart Systems for Industrial 

Applications. https://doi.org/10.1002/9781119762010.ch5 (in Eng.).
Casciaro S. (2011). Theranostic applications: Non-ionizing cellular and molecular imaging 

through innovative nanosystems for early diagnosis and therapy. World journal of radiology. ― 3(10), 
― Р. 249-55. https://doi.org/10.4329/wjr.v3.i10.49 (in Eng.).

Chernobrivtseva V., & Misyurin A. (2022). NEW TECHNOLOGIES IN RADIOLOGY 
DIAGNOSTICS. Practical oncology. https://doi.org/10.31917/2304203 (in Eng.). 

Currie G., & Hawk K. (2020). Ethical and Legal Challenges of Artificial Intelligence in 
Nuclear Medicine. Seminars in nuclear medicine. ― 51(2). ― Р.120-125. https://doi.org/10.1053/j.
semnuclmed.2020.08.001(in Eng.).

Hatherley J. (2020). Limits of trust in medical AI. Journal of Medical Ethics. ― 46. ― Р. 478-
481. https://doi.org/10.1136/medethics-2019-105935(in Eng.).

Huang T., Xu H., Wang H., Huang H., Xu Y., Li B., Hong S., Feng G., Kui S., Liu G., Jiang D., 
Li Z., Li Y., Su C., Wang W., Li R., Lai P., & Qiao J. (2023). Artificial intelligence for medicine: 



91

ISSN 1991-346X                                                                                             2. 2025

Progress, challenges, and perspectives. The Innovation Medicine.  https://doi.org/10.59717/j.xinn-
med.2023.100030 (in Eng.).

Jiang F., Jiang Y., Zhi H., Dong Y., Li H., Wang S., Wang Y., Dong Q., Shen H., & Wang Y. (2017). 
Artificial intelligence in healthcare: past, present and future. Stroke and Vascular Neurology, 2. ― 
Р.230-243. https://doi.org/10.1136/svn-2017-000101(in Eng.).

Matsuo T., Wurster S., Hoenigl M., & Kontoyiannis D. (2024). Current and emerging technologies 
to develop Point-of-Care Diagnostics in medical mycology. Expert review of molecular diagnostics, 
― Р.1-18. https://doi.org/10.1080/14737159.2024.2397515(in Eng.).

Mohd Asif, Shah., P, Ramyavarshini., P, Swetha., A., Malini. (2024). AI’s Implications in 
Healthcare and Medical Systems. ― Р.22-41. doi: 10.1201/9781003377818-2 (in Eng.). 

Mukherjee J., Sharma R., Dutta P., & Bhunia B. (2023). Artificial intelligence in healthcare: a 
mastery. Biotechnology & genetic engineering reviews. ― Р.1-50. https://doi.org/10.1080/02648725
.2023.2196476 (in Eng.).

Naik N., Hameed B., Shetty D., Swain D., Shah M., Paul R., Aggarwal K., Ibrahim S., Patil V., 
Smriti K., Shetty S., Rai B., Chłosta P., & Somani B. (2022). Legal and Ethical Consideration in 
Artificial Intelligence in Healthcare: Who Takes Responsibility? Frontiers in Surgery, 9. https://doi.
org/10.3389/fsurg.2022.862322 (in Eng.).

Pallavi T., Rao L., Bhanuteja T., & Murthy T. (2022). Artificial Intelligence: Applications in 
Healthcare Industry. International Journal of Research in AYUSH and Pharmaceutical Sciences. https://
doi.org/10.47070/ijraps.v6i5.136 (in Eng.).

Quazi S., Saha R., & Singh M. (2022). Applications of Artificial Intelligence in Healthcare. Journal 
of Experimental Biology and Agricultural Sciences. https://doi.org/10.18006/2022.10(1).211.226 (in 
Eng.).

Rich E., & Winston P. (2024). AI in Healthcare. International Journal of Advanced Research in 
Science, Communication and Technology. https://doi.org/10.48175/ijarsct-15285 (in Eng.).

Samy A. (2019). Recent Advances in Diagnostic Imaging Biotechnologies and Nanomedicine 
Applications, 4. ― Р.345-348. (in Eng.).

Shaheen, M. (2021). Applications of Artificial Intelligence (AI) in healthcare: A review. https://
doi.org/10.14293/s2199-1006.1.sor-.ppvry8k.v1(in Eng.).

Sharma M., Savage C., Nair M., Larsson I., Svedberg P., & Nygren J. (2022). Artificial Intelligenc(in 
Eng.). Applications in Health Care Practice: Scoping Review. Journal of Medical Internet Research, 
24. https://doi.org/10.2196/40238 (in Eng.).

Sung J. (2023). Artificial intelligence in medicine: Ethical, social and legal perspectives. Annals 
of the Academy of Medicine, Singapore. ― 52(12), ― Р.695-699. https://doi.org/10.47102/annals-
acadmedsg.2023103 (in Eng.).

Vanessa, Schmidt, Bortolini., Wilson, Engelmann., Alexandre, de, Souza, Garcia. (2024). 
Artificial Intelligence in Medicine. Brazilian Journal of Law, Technology and Innovation, 2(2):1-18. 
doi: 10.59224/bjlti.v2i2. ― Р.1-18 (in Eng.).

Yang Y., Islam S., Noor A., Khan S., Afsar W., & Nazir S. (2021). Influential Usage of Big Data 
and Artificial Intelligence in Healthcare. Computational and Mathematical Methods in Medicine, 
2021. https://doi.org/10.1155/2021/5812499 (in Eng.).



92

N E W S  of  the National Academy of  Sciences of  the  Republic  of  Kazakhstan

NEWS OF THE NATIONAL ACADEMY OF SCIENCESOF THE REPUBLIC OF KAZAKHSTAN
PHYSICO-MATHEMATICAL SERIES
ISSN 1991-346X
Volume 2. Namber 354 (2025). 92–106

https://doi.org/10.32014/2025.2518-1726.346

UDC 004.75

©T. Zhukabayeva1,4, V. Desnitsky 2, Y. Mardenov1,3, N. Karabayev1, 2025.
1 L.N. Gumilyov Eurasian National University, Astana, Kazakhstan;

2St. Petersburg Federal Research Center of the Russian Academy of Sciences 
(SPC RAS), Russia;

3Astana International University, Astana, Kazakhstan;
4Astana IT University, Astana, Kazakhstan.

Е-mail: emardenov@gmail.com

INFORMATION SECURITY INCIDENT MANAGEMENT IN IIOT 
SYSTEMS WITH EDGE COMPUTING

Zhukabayeva Tamara ― PhD, Professor, Faculty of Information Technology, L.N. 
Gumilyov Eurasian National University, Astana, Kazakhstan,  
E-mail:  zhukabayeva_tk@enu.kz, ORCID ID: http://orcid.org/0000-0003-2783-186X;
Desnitsky Vasily ― Senior Researcher, Laboratory of Computer Security Problems, St. Petersburg 
Federal Research Center of the Russian Academy of Sciences (SPC RAS), Russia, 
E-mail:  desnitsky@ comsec.spb.ru; ORCID 0000-0002-3748-5414;
Mardenov Yerik ― research fellow, L.N. Gumilyov Eurasian National University, Astana 
International University, Astana, Kazakhstan,  
E-mail:  emardenov@gmail.com, ORCID ID: https://orcid.org/0000-0001-9284-9797;
Karabayev Nurdaulet ― PhD student, research fellow, L.N. Gumilyov Eurasian National University, 
Astana, Kazakhstan,  
E-mail:  222240@astanait.edu.kz, ORCID ID: http://orcid.org/0000-0003- 2783-186X.

Abstract. The main problem, its relevance: This article addresses the scientific 
problem of improving approaches and tools for managing information security 
incidents in Industrial Internet of Things (IIoT) systems. The growing relevance 
of this topic is driven by the distributed nature of IIoT architectures, the extensive 
use of edge computing, and the presence of vulnerable wireless communication 
channels that pose threats to data integrity, service availability, and overall system 
stability. The proposed approach to managing information security incidents in IIoT 
systems is based on the edge computing concept. It covers the stages of distributed 
and coordinated data collection from various system devices, followed by filtering, 
normalization, standardization, aggregation, event correlation, and visualization 
of security-related data. Methods used: The research applies systems analysis, 
mathematical and physical modeling, machine learning–based forecasting, and 
visual data analytics. Key hypotheses and findings: The distinctive feature of 
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the proposed approach is the comprehensive consideration of incidents through 
the correlation of cyber-physical security events. Another important aspect is the 
distributed character of data processing within the IIoT infrastructure. Practical 
implementation: The feasibility of the approach is confirmed by a hardware-software 
prototype developed for managing incidents in the transport infrastructure of an 
industrial facility. Due to the presence of autonomous vehicles, edge computing is 
essential, with some control functions implemented directly within the vehicle’s 
primary computing module. This enables effective distributed data processing and 
enhances security monitoring quality.

Key words: industrial internet of things (IIoT), edge computing, security 
monitoring, security incident, modeling
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Аннотация: Негізгі мәселе және оның өзектілігі: Мақала Өнеркәсіптік 
Заттар Интернеті (Industrial Internet of Things, IIoT) жүйелерінде ақпараттық 
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қауіпсіздік инциденттерін басқару тәсілдері мен құралдарын жетілдіру 
жөніндегі ғылыми мәселені шешуге арналған. IIoT жүйелерінің үлестірілген 
құрылымы, граничтік (перифериялық) есептеулердің кеңінен қолданылуы 
және осал сымсыз байланыс арналарының пайда болуы — деректердің 
тұтастығына, қызметтердің қолжетімділігіне және жалпы жүйенің 
сенімділігіне елеулі қатер төндіретін факторлар болып табылады. Жұмыста 
ақпараттық қауіпсіздік инциденттерін басқаруға арналған edge computing 
тұжырымдамасына негізделген жаңа тәсіл ұсынылады. Ұсынылып отырған 
тәсіл жүйенің әртүрлі құрылғыларынан деректерді үлестірілген және 
үйлестірілген түрде жинау, оларды сүзгілеу, нормализациялау, стандарттау, 
агрегаттау, қауіпсіздік оқиғаларын корреляциялау және визуализациялау 
кезеңдерін де қамтиды. Қолданылған әдістер: Жүйелік талдау, математикалық 
және натуралық модельдеу, машиналық оқытуға негізделген болжау және 
деректерді визуалды талдау әдістері қолданылған. Негізгі гипотезалар мен 
қорытындылар: Тәсілдің басты ерекшелігі — кибер-физикалық қауіпсіздік 
оқиғаларын корреляциялау арқылы инциденттерді жан-жақты есепке алу. 
Практикалық іске асырылуы: Тәсілдің тиімділігі өнеркәсіптік кәсіпорынның 
көлік инфрақұрылымына арналған инциденттерді басқару бойынша 
аппараттық-бағдарламалық стенд мысалында дәлелденген. Автономды 
жұмыс істейтін көлік құралдарының болуы edge computing технологияларын 
қолдану қажеттігін айқындайды. Бұл жағдайда көлік құралдарын басқару 
функцияларының бір бөлігін деректерді алғашқы жинау нүктелерінде — 
көлік құралының негізгі есептеу модулінде жүзеге асыру орынды. Ұсынылған 
тәсілді енгізу арқылы құрылғылар деңгейінде операциялық деректерді 
үлестірілген түрде жинау, өңдеу және талдау ұйымдастырылып, нәтижесінде, 
қауіпсіздікті бақылау сапасы едәуір жақсарады.

Түйін сөздер: өндірістік заттар интернеті (IIoT), шеткі есептеу (edge 
computing), қауіпсіздікті бақылау, қауіпсіздік инциденті, модельдеу
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Аннотация. Основная проблема, ее актуальность: Статья направлена на 
решение научной проблемы совершенствования подходов и средств управления 
инцидентами информационной безопасности в системах промышленного 
Интернета вещей (IIoT). Проблематика управления инцидентами безопасности 
становится все более актуальной ввиду распределенного характера IIoT-
систем, широкого применения граничных вычислений и появлении уязвимых 
беспроводных каналов связи, создающих угрозы для целостности данных, 
сервисов и другие актуальные угрозы функционирования системы. В 
работе предложен подход к управлению инцидентами информационной 
безопасности в системах промышленного Интернета вещей (IIoT) с 
использованием концепции граничных (периферийных) вычислений (edge 
computing). Предложенный подход охватывает этапы распределенного и 
координированного сбора данных на различных устройствах системы, 
фильтрации, нормализации, стандартизации и агрегации собранных данных, 
корреляции и визуализации событий безопасности. Используемые методы: 
в работе применяются методы системного анализа, математического и 
натурного моделирования, методы прогнозирования на основе машинного 
обучения и методы визуального анализа данных. Основные гипотезы 
и выводы: отличительными чертами подхода являются всесторонний 
учет инцидентов на основе корреляции событий кибер-физической 
безопасности.. Практическая реализуемость подхода подтверждена на 
примере разрабатываемого аппаратно-программного стенда для управления 
инцидентами в транспортной инфраструктуре промышленного предприятия. 
Наличие автономно функционирующих транспортных средств определяет 
необходимость применения edge computing, при этом часть функционала 
управления транспортом целесообразно реализовать непосредственно 
в точках первичного сбора данных, в пределах основного электронного 
вычислительного модуля  транспортного средства. Умение применять 
результаты на практике: реализация предложенного подхода к управлению 
инцидентами безопасности такой инфраструктуры позволит организовать 
распределённый сбор, обработку и анализ операционных данных на 
устройствах и будет способствовать улучшению качественных показателей 
мониторинга безопасности.

Ключевые слова: промышленный интернет вещей (IIoT), периферийное 
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вычисление (edge computing), мониторинг безопасности, инцидент безопас
ности, моделирование 

Introduction. Currently, cyber-physical systems of the Internet of Things, 
functioning to solve various industrial problems (IIoT infrastructures), are 
becoming increasingly widespread. Such infrastructures are used in telemedicine, 
in distributed generation and transmission networks of electric power, in transport 
and logistics systems, in smart city management processes and other spheres of life.

In a number of works the concept of edge computing is directly associated 
with the expansion of cloud computing models by extending the functionality 
performed in the cloud to the edges of the computer network with the involvement 
of end user devices in such computations (Zhao, et al, 2018; Shirazi, et al, 2017). 
Such systems are also referenced to as mobile edge computing, representing the 
integration of cloud and mobile computing (Abbas, et al, 2018). In this case, 
part of the functionality of such systems and its execution are transferred to end 
devices, i.e. directly to the places of generation, removal or receipt of primary 
data (Fazeldehkordi, et al, 2022). In particular this is aimed at increasing the total 
volume of processed data and speeding up their processing (Ahmadi, 2024). In 
(Garg, et al, 2018), Garg, et al. note that in systems with edge computing, peripheral 
devices are able to analyze data in order to obtain information before acting with 
it. Given the distributed nature of edge computing, Chirra claims an increase in the 
efficiency of processing target data during the operation and a decrease in delays 
in the transmission and processing of data (Chirra, 2023). At the same time, when 
transferring a part of the functionality from the cloud to the edge device level, it is 
necessary to take into account limitations on the computing and storage resources 
of edge devices (Lin, et al, 2018).

In addition, Rapuzzi and Repetto note the specificity of using edge computing for 
systems with geographical distribution and a variety of device types with multilayer 
horizontal and vertical architectures and the use of virtualization (Rapuzzi, et al, 
2018). Thus, within the framework of the multilayer architecture of a typical cyber-
physical system, an additional edge layer appears, accumulating part of the target 
functionality of the system, information security functions and incident monitoring 
(Kim, et al, 2024). Thus, in a general case, the edge layer is structurally located 
between the cloud layer and the user terminal layer.

At the same time, the distribution of functionality from the cloud to other devices 
can significantly change the security context, which should be taken into account 
both at the stage of designing the target system and during its operation. Thus, 
in particular ensuring the proper security level in systems with edge computing 
may require the modification and development of anomaly detection and incident 
management mechanisms based on security policies (Shirazi, et al, 2017). At the 
same time, in general, the expansion of the system in the direction of the emergence 
of edge computing increases the attack surface due to the greater heterogeneity of 
devices and the rise in the number of potential vulnerabilities in the software and 
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hardware of such systems (Chirra, 2023). In particular, the most important types of 
attacks include data leaks, Denial-of-Service attacks, and attacks of unauthorized 
access to sensitive information located permanently or temporarily within the 
system devices (Chirra, 2023).

Fazeldehkordi and Grønli consider edge computing as computations that are 
performed not directly within the end cyber-physical user devices, but within one 
hop along network channels from them (Fazeldehkordi, et al, 2022). That is, such 
computations are performed within small data centers close to end users. The goal 
of such a scheme is to increase the efficiency of access to primary data, at least in the 
early stages of data processing, including filtering, preprocessing and aggregation 
of data from IoT devices. In addition, the advantage here is the ability to use the 
computing and storage resources of end devices that will be in close contact with 
such small data centers.

As a result, in general, edge computing provides higher computing performance 
in a distributed system due to some reduction in the level of centralization of data 
storage and processing, as well as computations. This allows for a reduction in the 
total latency time due to a decrease in access time to the data used. In addition, 
reducing the flows of transmitted data in the system allows for a descent in the 
number of types of data that can leak, as well as the total volumes of such sensitive 
data. In addition, due to possible pre-processing of data near the nodes, some of 
the data can be anonymized on them, thereby increasing the privacy of data when 
transmitting them to a central cloud or server. Thus, it becomes possible to more 
flexibly configure the functioning of such systems with the possibility of increasing 
data availability. In addition, there is less dependence on less reliable communication 
channels due to the expected reduction in the volume of transmitted data in such 
systems (Fazeldehkordi, et al, 2022).

The benefits of using edge computing to solve computationally heavy information 
security problems such as deep traffic inspection are also demonstrated in (Kozik, 
et al, 2018), where efficient traffic classification is performed using edge computing 
based on models pre-trained in the cloud.

Zhao, et al. propose a system that is based on edge computing technology and 
uses an edge cloud for organizing data collection and managing crowd social 
security incidents (Zhao, et al, 2018). Depending on the types of information 
got, including graphic, text, audio and video data, the police are able to check the 
current situation and respond in a timely manner. To optimize the police response 
and increase its efficiency, an ant colony optimization algorithm proposed by the 
authors is applied. Within the framework of the edge computing system server, data 
is collected and accumulated from individual user devices, smartphones. Besides, 
after that the data is processed and interpreted. In this case, the effectiveness of 
this algorithm is tested experimentally using software simulator Matlab. As an 
alternative example, in (Al-Zinati, 2020), edge computing technology is used to 
process and analyze medical information from user mobile devices in real time, 
including against biological outbreaks and epidemics.
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In (Banik, et al, 2024), various machine learning methods and artificial neural 
networks are investigated for detecting attacks on cyber-physical systems with 
edge computing. The hypothesis on the potential effectiveness of such methods 
for detecting attacks such as intrusion, data breaches, and various other malicious 
actions is empirically confirmed using several datasets such as UNSW-NB15 and 
NSL-KDD. Based on the use of machine learning, a range of methods are also 
proposed in (Chirra, 2022) to improve the security of edge computing systems 
against attacks, as well as to enhance real-time anomaly detection, predictive 
analytics, and robust encryption techniques. Attack detection is also possible using 
cooperative approaches at several levels of edge computing system representation 
with improvement of a number of non-functional performance metrics of attack 
detection (Krishnan, et al, 2019).

In (Garg, et al, 2018), the concept of edge computing is further extended by 
involving unmanned aerial vehicles (UAVs) in the network. Such systems represent 
the next generation of intelligent transportation systems. The transmission of data 
from the vehicle to the edge devices for real-time analysis can be simplified by using 
UAVs, which can act as intermediate above-ground nodes between the vehicles and 
the edge nodes.

The issues of security incident management in systems using edge computing are 
becoming especially relevant due to the following three reasons. Namely these are, 
first, the importance of the correctness of target processes of cyber-physical systems 
in the Industrial Internet of Things, second, the distributed nature of functioning 
using edge computing, and, third, the presence of wireless communication channels 
for transmitting data between devices of such infrastructures. At the same time, 
wireless channels and data transmission protocols over them present vulnerabilities, 
and their exploitation allows attackers to successfully perform actions to 
compromise devices, data stored and circulated within the infrastructure, as well 
as information services provided to end users. The need to build mechanisms for 
managing information security incidents within such systems is due to the necessity 
for decentralized collection of primary data from sensors, operating system logs 
of devices, various user data, events from information security tools used, such 
as antiviruses, firewalls, network traffic scanning and interception tools, intrusion 
detection and prevention tools.

This article proposes an approach to managing information security incidents 
in systems using the concept of edge computing with the use of distributed and 
coordinated data collection on various devices of the system, filtering, normalization, 
standardization and aggregation of collected data, correlation and visualization of 
security events, as well as data mining. Unlike existing alternative published works, 
the novelty of this article includes a comprehensive accounting of incidents based 
on the correlation of information and cyber-physical security events, as well as the 
distributed nature of data collection and processing within an IIoT infrastructure.

The rest of the article is organised as follows. The next section includes a 
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description of the proposed approach to security incident management in cyber-
physical systems implementing edge computing. The next section presents a 
description of the practical implementation in the form of an incident management 
test-bench for the transport infrastructure of an industrial enterprise and an analysis 
of the results obtained. The fi nal section provides a summary of the results obtained 
and the main conclusions.

Materials and methods. 
Based on the conducted analysis of the subject research fi eld of cyber-physical 

security of systems using edge computing, we propose the following approach 
to security incident management. The approach includes the following 7 main 
stages, where the initial data are collected, cyber-physical security incidents are 
generated, processed and managed. In Fig. 1, the stages are schematically indicated 
by rectangles, and generally the stages are performed sequentially. Rectangles with 
rounded corners indicate the data that is the input and output of the stages. Arrows 
present control and data transmission loops, i.e. the output data of some stage in 
turn is the input for the next stage.

Fig. 1. An approach to managing security incidents in edge computing systems
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In the framework of the proposed approach, the input data are, first, static data 
on the network structure and devices included in it in the form of specifications 
presented using CSV and JSON formats, as well as in the form of text descriptions 
and links to standards and open vulnerability databases, and, second, dynamic 
data generated directly during the network operation. Dynamic data characterize 
the processes of device operation and user behavior. An example of such data is 
streaming records of traffic between network devices and traffic outside and from 
outside the network. Another example is the logs of device operating systems, 
intrusion detection tools, antivirus and other tools presented in heterogeneous 
formats, different units of measurement and with different semantic features. Also, 
the initial data can include readings from the sensors of the system devices, data 
from user interfaces, data on the current states of device actuators.

At stage 1, the above-mentioned types of source data are collected and written 
to a single distributed storage, which generally can be divided among the system 
devices. The distribution of data among the devices during their storage can be 
performed taking into account, first, the data source devices and, second, the places 
of their direct target use. Note that according to the concept of edge computing, 
it is preferable to process such data near the end devices, including to minimize 
the number of operational calculations and improve the values of resource 
consumption indicators. A NoSQL database such as MongoDB, which is necessary 
when processing large data arrays, as well as traditional relational databases, can 
be used as a data storage technology. In addition, at stage 1 one can use security 
scanners, such as Nmap for building a network map, and Nessus for identifying 
specific vulnerabilities in the software used on the system devices. The result of 
stage 1 is so-called primary data, which can be used for further processing, analysis, 
visualization, interpretation, forecasting and making any management decisions 
regarding the functioning of the system and its information security.

At stage 2, data filtering is performed. It involves extracting the most significant 
data fragments only, for example, those one related to information security. The 
data filtering is performed using rules of the following type x^((n) ) (t)→{0,1,…
,k}, where x^((n) ) specifies the value of the next input vector of size n of data 
entering the filtering at time t, while the resulting values 0, 1, ... k indicate the need 
to discard (0) and leave this vector in the output data stream with redirection to 
computing units 1,2,...,k, respectively. Within the framework of this type of rules, 
regular expressions can also be used, specifying the need to fulfill certain properties 
for the rule to be triggered, for example, describing the network addresses of devices 
to which the rule in question is applicable, the time intervals for the rule to be 
triggered, restrictions on the types and volumes of data, and other characteristics. 
In addition, at stage 2, noise in the data is removed if necessary, for example, using 
Kalman filters (Thuraisingham, 2020) or other relevant digital signal processing 
methods. As a result of data filtering, the flow size can be significantly reduced. 
In addition, in case of large arrays of filtered data, parallelization is applied using 
Map-Reduce paradigm by Apache Hadoop framework within a computing cluster 
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integrated into the cyber-physical system (Apache Hadoop, 2024). Thus, the output 
of stage 2 presents filtered data and, if necessary, divided into several flows, where 
each one is supposed to be processed separately.

Stage 3 includes standardization and normalization of data, which involves their 
unification according to a single specification format. Also, if necessary, data can be 
standardized by converting to a given range, for example (0,1) while maintaining 
the statistical distribution. Thus, the output of stage 3 is pre-processed data suitable 
for subsequent generalization, transformations, and analysis.

At stage 4, data is aggregated, including data related to one or more devices, 
i.e. data sources. In particular at this stage some statistical transformations can be 
applied, such as formation of time series, as well as convolution of a range of 
information fields into one field. The result of this stage is the generated flows 
of security events, where each of them has a single presentation format. Such a 
format assumes, in fact, data in one of the existing formats (for example, JSON) 
with a specified list of metadata describing their sources, time of creation and last 
modification, and, if necessary, any other crucial characteristics.

At stage 5, individual security events are correlated into an incident that covers 
several events, such as a network event, an operating system event, and an event 
of the physical infrastructure of the system. In particular, linking an information 
security event, e.g. direct user access to the operating system of the on-board 
computer of a vehicle via a local hardware-software interface, and a physical 
security event, e.g. loading a vehicle with cargo in excess of the permitted weight, 
forms a cyber-physical security incident with a number of attributes describing the 
user, location of the vehicle, its speed, actual weight, etc. In addition, this stage 
uses trained software classifiers built using supervised machine learning methods, 
which are capable of identifying attacks of certain types based on the analysis of 
existing events. Thus, the output of this stage is a list of security incidents and some 
relevant types of attacks.

Stage 6 involves visualization of security events and incidents using various 
visual representations, including structured and unstructured graphical data 
models, such as scatter plots, tabular representations, planar graphs, tree maps, 
Chord diagrams, and trilinear coordinates (Kolomeets, et al, 2023). In combination 
with quantitative and qualitative data on the current functioning of the system, 
suitable visual models can be used to quickly assess the cyber-physical security of 
the system and identify anomalous data based on the overall situation and changing 
trends observed expertly.

At stage 7, forecasting of subsequent cyber-physical security incidents is 
performed taking into account the current behavioral characteristics of the 
functioning and the history of security events and incidents for the analyzed period. 
In particular, this stage involves the use of a recurrent neural network LSTM for 
sequential forecasting of security incidents with their iterative refinement as the 
time of their forecasting approaches.

Distinctive features of this approach include comprehensive accounting of 
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incidents based on the correlation of information and cyber-physical security 
events, which are performed at stages 4–7 of this approach. The peculiarities of 
this approach also include the distributed nature of the implemented processes of 
data collection and processing within the IIoT infrastructure. It should be noted 
that within the framework of the proposed approach, edge computing can be used 
primarily at stage 1 when collecting data directly on the devices of the cyber-
physical system, at stages 2, 3 and 4 in the process of their fi ltering, pre-processing 
and aggregation, using decentralized methods of information presentation and 
processing. In this case, in general, stages 5, 6 and 7 are advisable to be fulfi lled 
within the centralized network entities and devices, as well as within the cloud 
infrastructure.

Results
The practical part of the work includes the construction of a hardware/software 

test-bench implementing a laboratory research prototype of a fragment of an 
industrial system using the concept of edge computing with microcircuits. Besides 
it includes testing of the proposed approach to incident management using this 
tesn-bench. In fact, this prototype represents a full-scale model of a specialized 
service of the industrial Internet of Things for managing cyber-physical incidents 
of a transport infrastructure.

The modeled object presents a rectangular industrial place with two transport 
vehicles (T1 and T2) moving along specifi ed routes around the place for loading 
and unloading materials or products of some industrial production. The vehicles 
move along the perimeter of the place. Loading and unloading points for materials 
are also located along the perimeter. The vehicles are 4 wheeled robotic models 
of cars with an engine that allows them to move in two directions (forward and 
backward) and turn 90 degrees, both when moving forward and backward (Fig. 2).

Fig. 2. Schematic of a fragment of the test-bench of the transport infrastructure system for 
modeling cyber-physical security incidents

The test-bench includes a control server. Using it the system operator can assign 
tasks to the vehicles. For example, a task may be as follows, it is necessary to drive 
to point A → accept cargo → move to point B → unload cargo. Both vehicles (T1 
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and T2) have a permanent network connection to the server via a wireless channel, 
and both vehicles can also communicate to each other via a wireless channel. The 
hardware/software test-bench currently being implemented is based on the use of 
Arduino microcontrollers, a wheeled platform, several sensors and a Wi-Fi channel. 
Using a wireless channel, control of physical models of the vehicles is realized.

In general, based on data on the movement and operation of the vehicles, as 
well as any additional data characterizing the technological process of a given 
industrial facility, incidents of information and physical security can be generated 
on the server. But as a result of the possibility of direct data exchange between 
two vehicles, it becomes possible to process some of the incidents directly on the 
vehicles, that is, at the data collection points. This is essentially the edge computing 
that is of primary interest in the modeling being performed.

The modeled incidents include the following two types of transport infrastructure 
incidents.

– Information security incidents. An example of such an incident is a transfer 
of some false information from a vehicle to the server, for example, incorrect data 
on the state of the vehicle, i.e. an illegitimately modified information field that 
determines whether the vehicle is currently loaded or unloaded.

– Physical security incidents. An example of such one is an incident of a collision 
between two vehicles or their dangerous approach to each other.

It should be noted that in general, some complex, composite incidents may 
arise, including manifestations at the information level and at the physical level at 
the same time.

Discussion
The feasibility of the proposed approach to information security incident 

management is confirmed by an example of a currently developed hardware/software 
test-bench for incident management of the transport infrastructure of an industrial 
enterprise. The scenario under study includes modeling an incident of dangerous 
approach of vehicles during modeled movement along specified trajectories in 
accordance with specified rules. Table 1 discloses the security incident management 
process for this case study in the form of data generated and processed within the 
stages of the proposed approach in compliance with the scheme shown in Fig. 1.

Table 1. Incident management using the example of a fragment of the transport infrastructure of 
an industrial enterprise

Stage Incident of dangerous approach of the vehicles

1
Vehicle location event chains T1 and T2 { } 1 { }{ ( )( )}i i i Ial T t ∈ , { } 2 { }{ ( )( )}i i i Ial T t ∈

, where I – index for designating discrete time moments of occurrence of events al for 
vehicles T1 and T2

2 Eliminate duplication in data, including events of position of vehicle T1 and T2 in a state 
of no movement for some period of time

{ } 1 { } { } 1 { '}{ ( )( )} { ( )( )}i i i I i i i Ial T t al T t∈ ∈→ , where 'I I⊆
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3 Transformation of local positioning values ​​of a specific vehicle based on a 
black line scanner (one-dimensional value { }ial ) into global location values ​​

on the industrial place (two-dimensional vector value (1) (2)
{ } { }( , )i ial al ) 

(1) (2)
{ } 1 { '} { } { } 1 { '}{ ( )( )} {( , )( )( )}i i i I i i i i Ial T t al al T t∈ ∈→

4 Formation of vehicle trajectories { } 1 { } { }{ ( )( )} { }i i i I ial T t tr∈ →  and 

{ } 2 { } { }{ ( )( )} { }i i i I ial T t tr∈ → , necessary to identify a close-in incident
5

Checking conditions { } 1 { } 2
'

({| ( )( ) ( )( ) | })i i i i
i I

al T t al T t d
∈

− <

6 Expert selection of the most effective visual means for displaying identified incidents, 
including a graphical two-dimensional map of the physical place and a traffic light 

model
7 Using LSTM recurrent neural networks to form chains of n previous events to 

iteratively predict future (n+1)th, (n+2)th,..., (n+k)th events with the issuance of forecasts 
(type(in), ti, Pi) as a result, where ti means predicted time of incident in of type type(in) 

with probability Pi

The feasibility of the developed test-bench and the modeled scenario of movement 
of two models of vehicles is confirmed experimentally. During the testing, the attack 
and anomaly detection component generated security incidents using calculations 
on vehicle microcontrollers, thereby implementing edge computing.

The advantages of the proposed approach include flexibility in the use of 
computing resources of the cyber-physical system by transferring part of the 
calculations to the end devices, i.e. cyber-physical models of the vehicles. In addition, 
in conditions of possible communication failures, it becomes possible to process 
part of the data and make some operational decisions locally directly on the side of 
the vehicles. This helps to increase the reliability and uninterrupted operation. This 
circumstance is especially relevant for transport systems, when the connection of 
the vehicle with the server or cloud can occasionally deteriorate or disappear due to 
the limited range of the wireless signal and possible electromagnetic interference.

Conclusion. This article proposes an approach to managing information 
security incidents in IIoT systems using edge computing. The approach allows for 
the formation of mechanisms for collecting and processing initial data, generating 
security events and incidents, identifying attacks and providing information about 
them to the operator in an interpretable form within the framework of solving 
transport infrastructure problems. As a direction for further research on this topic, 
we are planning experiments to calculate indicators of efficiency, reliability and 
resource consumption on a fully functional implementation of the proposed 
hardware/software test-bench. 
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Abstract. This article presents an innovative method to enhance information 
security by combining data compression, encryption, and partitioning algorithms. 
As cyber threats grow more sophisticated, traditional encryption alone is often 
insufficient. The proposed three-stage model includes: (1) compressing data to 
reduce redundancy and size, (2) encrypting it with modern cryptographic techniques 
like AES or ChaCha20, and (3) fragmenting the encrypted data into separate parts 
stored across distributed systems. This approach increases cryptographic strength 
and minimizes the impact of a single storage breach, as individual fragments are 
useless without all parts and the decryption key. The method improves scalability 
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and adaptability, making it ideal for dynamic and complex environments where 
data is frequently updated, transmitted, or migrated. It integrates well with cloud 
and hybrid storage systems and optimizes storage efficiency by compressing data 
before encryption. Experimental results show a 94–98% reduction in successful 
attack probability compared to encryption-only methods, with manageable 
computational overhead and resource usage. Additionally, the approach supports 
real-time data pipelines and is compatible with existing software libraries and 
security protocols. Its modular and flexible design allows for future enhancements 
without overhauling the entire system. Overall, this method offers a resilient, 
efficient, and scalable solution for secure data processing in environments requiring 
high levels of confidentiality, integrity, and availability.

Key words: information security; data encryption; data compression; secret 
sharing; cryptographic resilience; distributed storage.
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Аннотация. Бұл мақалада ақпараттық қауіпсіздікті арттыруға бағытталған 
инновациялық әдіс ұсынылады. Ол деректерді қысу (сығымдау), шифрлау 
және бөлшектеу алгоритмдерін біріктіріп қолдануға негізделген. Қазіргі 
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таңда киберқауіптер қарқынды дамып, күрделене түсуде. Мұндай жағдайда 
дәстүрлі шифрлау әдістері күрделі шабуылдарға қарсы жеткілікті деңгейде 
қорғаныс қамтамасыз ете алмайды. Осыны ескере отырып, авторлар үш 
кезеңнен тұратын өңдеу моделін ұсынады: (1) деректерді бастапқыда қысу 
арқылы оның көлемін азайту және артық ақпаратты жою, (2) AES немесе 
ChaCha20 сияқты заманауи криптографиялық әдістермен шифрлау арқылы 
деректердің құпиялығын қамтамасыз ету, (3) шифрланған деректерді 
тәуелсіз фрагменттерге (бөліктерге) бөліп, оларды әртүрлі таратылған сақтау 
жүйелеріне орналастыру. Бұл тәсіл ақпаратты қорғауда қосымша күрделілік 
енгізіп, шабуылдаушылардың әрекетін айтарлықтай қиындатады. Егер бір 
торап бұзылса да, барлық фрагменттер мен шифрлау кілті болмаған жағдайда 
мәліметтерді қалпына келтіру мүмкін емес. Жүйе икемді, масштабталатын және 
бұлтты немесе гибридті платформалармен үйлесімді жұмыс істейді. Сонымен 
қатар, бұл әдіс деректерді алдын ала қысу арқылы сақтау орнын үнемдейді 
және нақты уақыт режимінде жұмыс істеуге бейімделген. Эксперименттік 
бағалаулар бұл әдістің шабуылдарға қарсы төзімділікті 94–98% арттыратынын 
және есептеу шығындарының төмен деңгейде сақталатынын көрсетті. Жүйе 
қолданыстағы бағдарламалық кітапханалармен, қауіпсіздік хаттамаларымен 
үйлесімді және болашақта жаңғырту мен кеңейтуге оңай икемделеді. Жалпы 
алғанда, бұл тәсіл жоғары деңгейдегі қауіпсіздік, құпиялылық және деректер 
тұтастығы талап етілетін ақпараттық жүйелер үшін тиімді әрі заманауи шешім 
болып табылады.

Түйін сөздер: ақпараттық қауіпсіздік, деректерді шифрлау, деректерді 
қысу, құпияны бөлу, крипто-төзімділік, таратылған сақтау.
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Аннотация. В данной статье представлен инновационный метод 
повышения информационной безопасности, основанный на сочетании 
алгоритмов сжатия данных, шифрования и фрагментирования. По 
мере усложнения киберугроз традиционного шифрования становится 
недостаточно. Предлагаемая трёхэтапная модель включает: (1) сжатие данных 
для уменьшения избыточности и объема, (2) шифрование с использованием 
современных криптографических методов, таких как AES или ChaCha20, и 
(3) разделение зашифрованных данных на отдельные фрагменты, хранящиеся 
в распределённых системах. Такой подход повышает криптостойкость и 
снижает последствия компрометации одного хранилища, так как отдельные 
фрагменты бесполезны без доступа ко всем частям и ключу расшифровки. 
Метод обеспечивает масштабируемость и адаптивность, что делает его 
особенно эффективным в динамичных и сложных средах, где данные часто 
изменяются, передаются или перемещаются. Решение хорошо интегрируется 
с облачными и гибридными хранилищами и повышает эффективность 
хранения за счёт предварительного сжатия данных. Экспериментальные 
результаты показывают снижение вероятности успешной атаки на 94–
98% по сравнению с методами, основанными только на шифровании, при 
приемлемых вычислительных затратах и использовании ресурсов. Кроме того, 
подход поддерживает обработку данных в реальном времени и совместим с 
существующими программными библиотеками и протоколами безопасности. 
Его модульная и гибкая архитектура позволяет внедрять будущие 
усовершенствования без необходимости полной переработки системы. В 
целом, метод представляет собой надёжное, эффективное и масштабируемое 
решение для безопасной обработки данных в условиях, где критически важны 
конфиденциальность, целостность и доступность информации.

Ключевые слова: информационная безопасность, шифрование данных, 
сжатие данных, секретное разделение, криптоустойчивость, распределённое 
хранение. 

Кіріспе. Қазіргі цифрлық қоғамда ақпаратты қорғау мемлекеттік 
құрылымдар, бизнес және жеке пайдаланушылар үшін басым міндеттердің 
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біріне айналуда. Check point Research (2024) аналитикалық есебіне сәйкес, 
2024 жылы кибершабуылдар санының 2023 жылмен салыстырғанда 
38% - ға артқаны байқалды, бұл қауіптердің артқанын және олардың 
күрделілігінің артқанын көрсетеді. Айтуынша, көптеген шабуылдар күрделі 
векторларды, соның ішінде қоймалық шабуылдарды, жанама арналарды 
және криптоанализді қолдануды көрсетеді. Деректерді тікелей шифрлауға 
негізделген дәстүрлі қорғаныс құралдары көбінесе есептеу қуатының өсуіне, 
кванттық қауіптердің пайда болуына және криптоанализдің жаңа әдістеріне 
байланысты осал болып табылады ((Bernstein, et al., 2017; Barker, 2020)). 
Бұл жағдайда ақпаратты қорғаудың бірнеше технологияларын біріктіретін 
гибридті тәсілдер әсіресе өзекті болып табылады. Осындай тәсілдердің бірі-
деректерді қысу, шифрлау және бөлу алгоритмдерін біріктіру.

Осыған ұқсас тәсілдер бұрын Schneier B. (2015), Stallings W. (2017), Shamir 
A. (1979) және Blakley G.R. (1979) еңбектерінде қарастырылған, бірақ оларды 
қазіргі қауіп-қатерлер аясында бірлесіп қолдануға жүйелі эксперименттік 
талдау жоқ. Бұл мақала осы олқылықтың орнын толтыруға бағытталған және 
деректерді қорғаудың кешенді архитектурасын ұсынады. Бұл зерттеудің 
мақсаты деректерді қысу, шифрлау және бөлуді біріктіріп қолдануға 
негізделген ақпаратты қорғау әдісінің тиімділігін әзірлеу және эксперименттік 
бағалау болып табылады. Шешілетін міндеттерге мыналар жатады:

1. Ақпаратты қорғаудың қолданыстағы әдістерін талдау және олардың 
шектеулерін анықтау;

2. Деректерді қысу, шифрлау және бөлу алгоритмдерін біріктіру негізінде 
кешенді қорғау әдісін әзірлеу;

3. Әр түрлі жағдайларда ұсынылған әдістің тиімділігін эксперименттік 
бағалау;

4. Әр түрлі деректер кластары мен қауіпсіздік талаптары үшін әдістің 
оңтайлы параметрлері мен конфигурацияларын анықтау.

Ұсынылған әдіс көп деңгейлі тосқауыл жасау арқылы ақпараттың қорғалу 
деңгейін арттыруға бағытталған, оны жеңу әлеуетті шабуылдаушыдан 
дәстүрлі қорғаныс әдістерімен салыстырғанда айтарлықтай үлкен ресурстар 
мен құзыреттерді талап етеді. Әдістің негізгі идеясы-қорғаныс жүйесінің 
жекелеген компоненттері бұзылған жағдайда да, барлық қорғаныс 
элементтеріне қол жеткізбестен бастапқы ақпаратты қалпына келтіру мүмкін 
емес болып қалады.

Кибершабуылдардың өсіп жатқан күрделілігі мен кибер қылмыстың 
сипатының өзгеруі ақпараттық қауіпсіздік саласындағы жаңа тәсілдердің 
қажеттілігін көрсетіп отыр. Соңғы жылдардағы ірі деректер ағып кету 
оқиғалары, оның ішінде мемлекеттік құрылымдардан, қаржы мекемелерінен 
және медициналық ұйымдардан шыққан деректердің ағып кетуі, бар 
қорғаныс жүйелерінің әлсіздігін және оларды жетілдіру қажеттілігін 
көрсетеді. Деректерді шифрлаудың дәстүрлі әдістері, тіпті олар AES-
256, RSA-4096 сияқты берік алгоритмдерге негізделген болса да, жүйелі 
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криптографиялық шабуылдарға, кілттерге қол жеткізуге немесе ендірілген 
бағдарламалық қамтамасыз етудегі осалдықтарға бейім. Сонымен қатар, 
кванттық компьютерлердің дамуы қазіргі шифрлау алгоритмдеріне елеулі 
қауіп төндіреді, өйткені Шордың алгоритмі RSA және ECC сияқты танымал 
асимметриялық шифрлау алгоритмдерін тез бұзады. Мақалада ұсынылған 
кешенді тәсіл ақпаратты қорғаудың жеке технологияларының кемшіліктерін 
еңсеруге мүмкіндік береді. Алгоритмдерді біріктіру арқылы біз тек қауіпсіздік 
деңгейін ғана емес, сонымен қатар жүйенің икемділігін де арттырамыз, бұл 
әртүрлі қауіп-қатер модельдері мен қорғалатын деректердің түрлеріне тиімді 
бейімделуге мүмкіндік береді.

Зерттеу әдістемесі теориялық модельдеуді және тәжірибелік эксперименттік 
тексеруді қамтиды, онда қазіргі заманғы шабуыл векторларына қарсы 
ұсынылған кешенді қорғаныс архитектурасының тиімділігі бағаланады. Бұл 
талдау әртүрлі сценарийлер мен деректер түрлері бойынша жүргізіліп, нақты 
қолданбалы ұсыныстар әзірленеді.

Әдебиеттерге шолу. Ақпаратты қорғаудың кешенді әдістері саласында 
ұсынылған әдісті әзірлеу үшін теориялық және практикалық базаны 
қалыптастыратын бірқатар зерттеулер бар.

Деректерді сығымдау алгоритмдері және олардың кейінгі шифрлау 
тиімділігіне әсері туралы зерттеулер (Salomon, 2007; Kelsey, 2002; Kohno, 
2004) еңбектерінде келтірілген. Авторлар шифрлау алдында деректерді алдын 
ала қысу криптоанализде қолдануға болатын артықшылықты азайту арқылы 
жүйенің крипто-төзімділігін айтарлықтай арттыруы мүмкін екенін атап 
өтеді. Сонымен қатар, қысу алгоритмін немесе оның параметрлерін дұрыс 
таңдамау қысылған деректерді талдауға негізделген шабуылдар (compression 
side-channel attacks) сияқты осалдықтарға әкелуі мүмкін екендігі көрсетілген.

Деректерді шифрлау мәселелері және заманауи криптографиялық 
Алгоритмдер жұмыстарда егжей-тегжейлі қарастырылады (Dworkin, 2015; 
Bernstein, 2008; Krawczyk, 1993). Авторлар әртүрлі шифрлау алгоритмдерінің 
артықшылықтары мен кемшіліктерін талдайды, соның ішінде AES, 
ChaCha20, және кейінгі кванттық криптожүйелер. Кілттерді басқару және 
криптографиялық алгоритмдерді жүзеге асыруға қарсы шабуылдардан қорғау 
мәселелеріне ерекше назар аударылады.

Деректерді бөлу және таратылған сақтау әдістері жұмыстарда зерттеледі 
(Herzberg, et al., 1995; Rabin, 1989; Hwang, et al., 2010). Шамир схемасы 
және Блэкли схемасы сияқты құпияны бөлудің шекті схемалары ерекше 
қызығушылық тудырады, бұл деректерді қалпына келтіру үшін белгілі бір 
фрагменттердің болуын қажет ететін етіп бөлуге мүмкіндік береді. Авторлар 
осы схемалардың тиімділігі мен қауіпсіздігін арттыруға бағытталған әртүрлі 
модификацияларды талдайды.

Ақпаратты қорғаудың әртүрлі әдістерін біріктіру жұмыстарда 
қарастырылады (Alsolami, et al., 2014; Kapusta, et al., 2018; Yu, et al., 2022). 
Авторлар бірнеше қорғаныс қабаттарын біріктіретін әртүрлі қорғаныс 
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жүйелерінің архитектураларын ұсынады және олардың әртүрлі шабуыл 
сценарийлеріндегі тиімділігін талдайды. Алайда, қолданыстағы зерттеулерде 
деректерді қысу, шифрлау және бөлу алгоритмдері арасындағы өзара 
әрекеттесуді оңтайландыруға, сондай-ақ нақты әлемдегі осындай біріктірілген 
тәсілдердің тиімділігін бағалауға жеткілікті көңіл бөлінбейді. Қолданыстағы 
жұмыстарды талдау ақпаратты қорғаудың жекелеген компоненттері бойынша 
зерттеулердің болуына қарамастан, оларды бір жүйеге біріктіру және олардың 
өзара әрекеттесуін оңтайландыру мәселелері жеткілікті зерттелмегенін 
көрсетеді. Бұл зерттеу осы олқылықтың орнын толтыруға және ақпаратты 
кешенді қорғаудың тиімді әдісін жасауға бағытталған.

Әдістер мен материалдар. Ұсынылған ақпаратты қорғау әдісінің 
тиімділігін зерттеу үшін деректерді өңдеудің барлық кезеңдерін жүзеге 
асыратын эксперименттік бағдарламалық платформа жасалды. Сынақ 
деректері ретінде 1 МБ-тан 1 ГБ-қа дейінгі әртүрлі типтегі файлдар (мәтіндік 
құжаттар, электрондық кестелер, суреттер, бейне файлдар) пайдаланылды.

Ұсынылған қорғаныс әдісі келесі негізгі қадамдарды қамтиды:
1. Адаптивті деректерді қысу
Бұл кезеңде деректер түрін талдау және оңтайлы қысу алгоритмін 

таңдау жүзеге асырылады. Мәтіндік деректер үшін DEFLATE және LZMA 
алгоритмдері, суреттер үшін PNG және WebP алгоритмдері, бейне үшін H. 
264 және H. 265 алгоритмдері қолданылды. Бұл кезеңнің мақсаты-деректер 
көлемін азайту ғана емес, сонымен қатар олардың артықтығын азайту, бұл 
кейінгі криптоанализді қиындатады.

2. Сығылған деректерді шифрлау
Бұл кезде қысылған деректер заманауи криптографиялық алгоритмдер 

арқылы шифрланады. Тәжірибелер GSM және ChaCha20-Poly1305 режимінде 
AES-256 алгоритмдерін қолданды. Белгілі бір алгоритмді таңдау деректер 
түрін және қажетті қауіпсіздік деңгейін талдау негізінде жүзеге асырылды.

3. Шифрланған деректерді бөлу
Соңғы кезеңде шифрланған деректер шекті схеманы (t, n) қолдана отырып n 

фрагменттерге бөлінеді, мұндағы t – деректерді қалпына келтіру үшін қажетті 
фрагменттердің ең аз саны. Эксперименттерде t және n параметрлерінің 
әртүрлі мәндері бар өзгертілген Шамир схемасы қолданылды.
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Сурет 1. Ақпаратты қорғау процесінің схемасы

Ұсынылған әдістің тиімділігін бағалау үшін келесі критерийлер қолда-
нылды:

1. Криптоға төзімділік
Әдістің криптоаналитикалық шабуылдардың әртүрлі түрлеріне төзімділігі 

бағаланды, соның ішінде белгілі ашық мәтінге негізделген шабуылдар, 
таңдалған ашық мәтінге негізделген шабуылдар және жанама арналардағы 
шабуылдар.

Криптоға төзімділікті бағалау үшін келесі формула қолданылды:

бағалауға жеткілікті көңіл бөлінбейді. Қолданыстағы жұмыстарды талдау ақпаратты
қорғаудың жекелеген компоненттері бойынша зерттеулердің болуына қарамастан, оларды бір
жүйеге біріктіру және олардың өзара әрекеттесуін оңтайландыру мәселелері жеткілікті
зерттелмегенін көрсетеді. Бұл зерттеу осы олқылықтың орнын толтыруға және ақпаратты
кешенді қорғаудың тиімді әдісін жасауға бағытталған.

Әдістер мен материалдар. Ұсынылған ақпаратты қорғау әдісінің тиімділігін зерттеу
үшін деректерді өңдеудің барлық кезеңдерін жүзеге асыратын эксперименттік бағдарламалық
платформа жасалды. Сынақ деректері ретінде 1 МБ-тан 1 ГБ-қа дейінгі әртүрлі типтегі
файлдар (мәтіндік құжаттар, электрондық кестелер, суреттер, бейне файлдар) пайдаланылды.

Ұсынылған қорғаныс әдісі келесі негізгі қадамдарды қамтиды:
1. Адаптивті деректерді қысу
Бұл кезеңде деректер түрін талдау және оңтайлы қысу алгоритмін таңдау жүзеге

асырылады. Мәтіндік деректер үшін DEFLATE және LZMA алгоритмдері, суреттер үшін PNG 
және WebP алгоритмдері, бейне үшін H. 264 және H. 265 алгоритмдері қолданылды. Бұл
кезеңнің мақсаты-деректер көлемін азайту ғана емес, сонымен қатар олардың артықтығын
азайту, бұл кейінгі криптоанализді қиындатады.

2. Сығылған деректерді шифрлау
Бұл кезде қысылған деректер заманауи криптографиялық алгоритмдер арқылы

шифрланады. Тәжірибелер GSM және ChaCha20-Poly1305 режимінде AES-256 алгоритмдерін
қолданды. Белгілі бір алгоритмді таңдау деректер түрін және қажетті қауіпсіздік деңгейін
талдау негізінде жүзеге асырылды.

3. Шифрланған деректерді бөлу
Соңғы кезеңде шифрланған деректер шекті схеманы (t, n) қолдана отырып n

фрагменттерге бөлінеді, мұндағы t – деректерді қалпына келтіру үшін қажетті фрагменттердің
ең аз саны. Эксперименттерде t және n параметрлерінің әртүрлі мәндері бар өзгертілген
Шамир схемасы қолданылды.

Сурет 1. Ақпаратты қорғау процесінің схемасы

Ұсынылған әдістің тиімділігін бағалау үшін келесі критерийлер қолданылды:
1. Криптоға төзімділік
Әдістің криптоаналитикалық шабуылдардың әртүрлі түрлеріне төзімділігі бағаланды, 

соның ішінде белгілі ашық мәтінге негізделген шабуылдар, таңдалған ашық мәтінге 
негізделген шабуылдар және жанама арналардағы шабуылдар.

Криптоға төзімділікті бағалау үшін келесі формула қолданылды:

𝑆𝑆𝑆𝑆 = −𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙2(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠) (1) (1)

мұндағы  мұндағы 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 - әр түрлі шабуылдардың күрделілігін талдау негізінде есептелген сәтті 
шабуылдың ықтималдығы.

2. Сақтаудың бұзылуына төзімділік
Шабуылдаушы белгілі бір сақтау орындарына (1-ден n-1-ге дейін) қол жеткізген кезде 

деректерді сәтті қалпына келтіру ықтималдығы бағаланды.
Сақтаудың бұзылуына төзімділік формула бойынша бағаланды:

𝑅𝑅𝑅𝑅 = 1 −  
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑡𝑡𝑡𝑡−1𝑘𝑘𝑘𝑘

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘
(2)

мұндағы:
𝐶𝐶𝐶𝐶 - комбинациялар саны;
𝑡𝑡𝑡𝑡 - фрагменттер санының шекті мәні;
𝑛𝑛𝑛𝑛 - фрагменттердің жалпы саны;
𝑘𝑘𝑘𝑘 - бұзылған қоймалардың саны.

3. Ресурстарды пайдалану тиімділігі
Деректерді өңдеудің есептеу шығындары және барлық фрагменттерді орналастыру үшін 

қажет сақтау көлемі бағаланды.
Ресурстарды пайдалану тиімділігі бастапқы деректер көлемінің барлық фрагменттердің 

жалпы көлеміне қатынасы ретінде бағаланды:

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑛𝑛𝑛𝑛𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜

∑𝑜𝑜𝑜𝑜=1
𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑓𝑓𝑓𝑓𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑓𝑓𝑓𝑓𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖

(3)

4. Масштабтау
Өңделген деректер көлемінің ұлғаюымен әдіс тиімділігінің өзгеруі бағаланды. Ол үшін 

өңдеу уақыты мен сақтау көлемінің бастапқы деректердің мөлшеріне тәуелділігі құрылды 
және регрессия теңдеуіндегі коэффициенттер есептелді:

𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑉𝑉𝑉𝑉) =  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 (4)

мұндағы 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏 және 𝑐𝑐𝑐𝑐 – ең кіші квадраттар әдісімен анықталған эмпирикалық 
коэффициенттер.

Эксперименттік зерттеу келесі сипаттамалары бар компьютерде жүргізілді: Intel Core i9-
12900k процессоры, 64 Гб жедел жады, Ubuntu Linux операциялық жүйесі 22.04. 
Алгоритмдерді жүзеге асыру үшін OpenSSL, zlib, liblzma кітапханалары және деректерді 
бөлуге арналған арнайы жасалған бағдарламалық модульдер қолданылды.

Зерттеу барысында әртүрлі деректер түрлері үшін қысу алгоритмдерінің тиімділігі 
тереңірек талданды. Қысу коэффициенті мен өңдеу жылдамдығының деректер түрлеріне 
тәуелділігі анықталды. Оңтайлы қысу алгоритмдерін таңдау үшін деректерді алдын ала талдау 
әдістемесі әзірленіп, оған мыналар кірді:

1. Деректер энтропиясын есептеу: 
• Жоғары энтропия (>7.0) - өте аз немесе қысылмайтын деректер (шифрланған, 

архивтелген)
• Орташа энтропия (5.0-7.0) - бинарлық деректер немесе аралас мазмұн
• Төмен энтропия (<5.0) - мәтіндік немесе құрылымдық деректер
2. Файл сигнатурасын талдау: 
• Танымал форматтарды анықтау (PDF, DOCX, JPG, MP4, т.б.)
• Бұрыннан қысылған форматтарды табу (ZIP, RAR, 7Z, т.б.)
3. Деректер құрылымын талдау: 
• Қайталанатын үлгілерді анықтау

 - әр түрлі шабуылдардың күрделілігін талдау негізінде 
есептелген сәтті шабуылдың ықтималдығы.

2. Сақтаудың бұзылуына төзімділік
Шабуылдаушы белгілі бір сақтау орындарына (1-ден n-1-ге дейін) қол 

жеткізген кезде деректерді сәтті қалпына келтіру ықтималдығы бағаланды.
Сақтаудың бұзылуына төзімділік формула бойынша бағаланды:

мұндағы 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 - әр түрлі шабуылдардың күрделілігін талдау негізінде есептелген сәтті 
шабуылдың ықтималдығы.

2. Сақтаудың бұзылуына төзімділік
Шабуылдаушы белгілі бір сақтау орындарына (1-ден n-1-ге дейін) қол жеткізген кезде 

деректерді сәтті қалпына келтіру ықтималдығы бағаланды.
Сақтаудың бұзылуына төзімділік формула бойынша бағаланды:

𝑅𝑅𝑅𝑅 = 1 −  
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑡𝑡𝑡𝑡−1𝑘𝑘𝑘𝑘

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘
(2)

мұндағы:
𝐶𝐶𝐶𝐶 - комбинациялар саны;
𝑡𝑡𝑡𝑡 - фрагменттер санының шекті мәні;
𝑛𝑛𝑛𝑛 - фрагменттердің жалпы саны;
𝑘𝑘𝑘𝑘 - бұзылған қоймалардың саны.

3. Ресурстарды пайдалану тиімділігі
Деректерді өңдеудің есептеу шығындары және барлық фрагменттерді орналастыру үшін 

қажет сақтау көлемі бағаланды.
Ресурстарды пайдалану тиімділігі бастапқы деректер көлемінің барлық фрагменттердің 

жалпы көлеміне қатынасы ретінде бағаланды:

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑛𝑛𝑛𝑛𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜

∑𝑜𝑜𝑜𝑜=1
𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑓𝑓𝑓𝑓𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑓𝑓𝑓𝑓𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖

(3)

4. Масштабтау
Өңделген деректер көлемінің ұлғаюымен әдіс тиімділігінің өзгеруі бағаланды. Ол үшін 

өңдеу уақыты мен сақтау көлемінің бастапқы деректердің мөлшеріне тәуелділігі құрылды 
және регрессия теңдеуіндегі коэффициенттер есептелді:

𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑉𝑉𝑉𝑉) =  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 (4)

мұндағы 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏 және 𝑐𝑐𝑐𝑐 – ең кіші квадраттар әдісімен анықталған эмпирикалық 
коэффициенттер.

Эксперименттік зерттеу келесі сипаттамалары бар компьютерде жүргізілді: Intel Core i9-
12900k процессоры, 64 Гб жедел жады, Ubuntu Linux операциялық жүйесі 22.04. 
Алгоритмдерді жүзеге асыру үшін OpenSSL, zlib, liblzma кітапханалары және деректерді 
бөлуге арналған арнайы жасалған бағдарламалық модульдер қолданылды.

Зерттеу барысында әртүрлі деректер түрлері үшін қысу алгоритмдерінің тиімділігі 
тереңірек талданды. Қысу коэффициенті мен өңдеу жылдамдығының деректер түрлеріне 
тәуелділігі анықталды. Оңтайлы қысу алгоритмдерін таңдау үшін деректерді алдын ала талдау 
әдістемесі әзірленіп, оған мыналар кірді:

1. Деректер энтропиясын есептеу: 
• Жоғары энтропия (>7.0) - өте аз немесе қысылмайтын деректер (шифрланған, 

архивтелген)
• Орташа энтропия (5.0-7.0) - бинарлық деректер немесе аралас мазмұн
• Төмен энтропия (<5.0) - мәтіндік немесе құрылымдық деректер
2. Файл сигнатурасын талдау: 
• Танымал форматтарды анықтау (PDF, DOCX, JPG, MP4, т.б.)
• Бұрыннан қысылған форматтарды табу (ZIP, RAR, 7Z, т.б.)
3. Деректер құрылымын талдау: 
• Қайталанатын үлгілерді анықтау

(2)

мұндағы:
  C- комбинациялар саны;
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	  t - фрагменттер санының шекті мәні;
	  n - фрагменттердің жалпы саны;
	  k - бұзылған қоймалардың саны.
3. Ресурстарды пайдалану тиімділігі
Деректерді өңдеудің есептеу шығындары және барлық фрагменттерді 

орналастыру үшін қажет сақтау көлемі бағаланды.
Ресурстарды пайдалану тиімділігі бастапқы деректер көлемінің барлық 

фрагменттердің жалпы көлеміне қатынасы ретінде бағаланды:

мұндағы 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 - әр түрлі шабуылдардың күрделілігін талдау негізінде есептелген сәтті 
шабуылдың ықтималдығы.

2. Сақтаудың бұзылуына төзімділік
Шабуылдаушы белгілі бір сақтау орындарына (1-ден n-1-ге дейін) қол жеткізген кезде 

деректерді сәтті қалпына келтіру ықтималдығы бағаланды.
Сақтаудың бұзылуына төзімділік формула бойынша бағаланды:

𝑅𝑅𝑅𝑅 = 1 −  
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑡𝑡𝑡𝑡−1𝑘𝑘𝑘𝑘

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘
(2)

мұндағы:
𝐶𝐶𝐶𝐶 - комбинациялар саны;
𝑡𝑡𝑡𝑡 - фрагменттер санының шекті мәні;
𝑛𝑛𝑛𝑛 - фрагменттердің жалпы саны;
𝑘𝑘𝑘𝑘 - бұзылған қоймалардың саны.

3. Ресурстарды пайдалану тиімділігі
Деректерді өңдеудің есептеу шығындары және барлық фрагменттерді орналастыру үшін 

қажет сақтау көлемі бағаланды.
Ресурстарды пайдалану тиімділігі бастапқы деректер көлемінің барлық фрагменттердің 

жалпы көлеміне қатынасы ретінде бағаланды:

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑛𝑛𝑛𝑛𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜

∑𝑜𝑜𝑜𝑜=1
𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑓𝑓𝑓𝑓𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑓𝑓𝑓𝑓𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖

(3)

4. Масштабтау
Өңделген деректер көлемінің ұлғаюымен әдіс тиімділігінің өзгеруі бағаланды. Ол үшін 

өңдеу уақыты мен сақтау көлемінің бастапқы деректердің мөлшеріне тәуелділігі құрылды 
және регрессия теңдеуіндегі коэффициенттер есептелді:

𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑉𝑉𝑉𝑉) =  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 (4)

мұндағы 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏 және 𝑐𝑐𝑐𝑐 – ең кіші квадраттар әдісімен анықталған эмпирикалық 
коэффициенттер.

Эксперименттік зерттеу келесі сипаттамалары бар компьютерде жүргізілді: Intel Core i9-
12900k процессоры, 64 Гб жедел жады, Ubuntu Linux операциялық жүйесі 22.04. 
Алгоритмдерді жүзеге асыру үшін OpenSSL, zlib, liblzma кітапханалары және деректерді 
бөлуге арналған арнайы жасалған бағдарламалық модульдер қолданылды.

Зерттеу барысында әртүрлі деректер түрлері үшін қысу алгоритмдерінің тиімділігі 
тереңірек талданды. Қысу коэффициенті мен өңдеу жылдамдығының деректер түрлеріне 
тәуелділігі анықталды. Оңтайлы қысу алгоритмдерін таңдау үшін деректерді алдын ала талдау 
әдістемесі әзірленіп, оған мыналар кірді:

1. Деректер энтропиясын есептеу: 
• Жоғары энтропия (>7.0) - өте аз немесе қысылмайтын деректер (шифрланған, 

архивтелген)
• Орташа энтропия (5.0-7.0) - бинарлық деректер немесе аралас мазмұн
• Төмен энтропия (<5.0) - мәтіндік немесе құрылымдық деректер
2. Файл сигнатурасын талдау: 
• Танымал форматтарды анықтау (PDF, DOCX, JPG, MP4, т.б.)
• Бұрыннан қысылған форматтарды табу (ZIP, RAR, 7Z, т.б.)
3. Деректер құрылымын талдау: 
• Қайталанатын үлгілерді анықтау

(3)

4. Масштабтау
Өңделген деректер көлемінің ұлғаюымен әдіс тиімділігінің өзгеруі 

бағаланды. Ол үшін өңдеу уақыты мен сақтау көлемінің бастапқы деректердің 
мөлшеріне тәуелділігі құрылды және регрессия теңдеуіндегі коэффициенттер 
есептелді:

мұндағы 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 - әр түрлі шабуылдардың күрделілігін талдау негізінде есептелген сәтті 
шабуылдың ықтималдығы.

2. Сақтаудың бұзылуына төзімділік
Шабуылдаушы белгілі бір сақтау орындарына (1-ден n-1-ге дейін) қол жеткізген кезде 

деректерді сәтті қалпына келтіру ықтималдығы бағаланды.
Сақтаудың бұзылуына төзімділік формула бойынша бағаланды:

𝑅𝑅𝑅𝑅 = 1 −  
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑡𝑡𝑡𝑡−1𝑘𝑘𝑘𝑘

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘
(2)

мұндағы:
𝐶𝐶𝐶𝐶 - комбинациялар саны;
𝑡𝑡𝑡𝑡 - фрагменттер санының шекті мәні;
𝑛𝑛𝑛𝑛 - фрагменттердің жалпы саны;
𝑘𝑘𝑘𝑘 - бұзылған қоймалардың саны.

3. Ресурстарды пайдалану тиімділігі
Деректерді өңдеудің есептеу шығындары және барлық фрагменттерді орналастыру үшін 

қажет сақтау көлемі бағаланды.
Ресурстарды пайдалану тиімділігі бастапқы деректер көлемінің барлық фрагменттердің 

жалпы көлеміне қатынасы ретінде бағаланды:

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑛𝑛𝑛𝑛𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜

∑𝑜𝑜𝑜𝑜=1
𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑓𝑓𝑓𝑓𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑓𝑓𝑓𝑓𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖

(3)

4. Масштабтау
Өңделген деректер көлемінің ұлғаюымен әдіс тиімділігінің өзгеруі бағаланды. Ол үшін 

өңдеу уақыты мен сақтау көлемінің бастапқы деректердің мөлшеріне тәуелділігі құрылды 
және регрессия теңдеуіндегі коэффициенттер есептелді:

𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑉𝑉𝑉𝑉) =  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 (4)

мұндағы 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏 және 𝑐𝑐𝑐𝑐 – ең кіші квадраттар әдісімен анықталған эмпирикалық 
коэффициенттер.

Эксперименттік зерттеу келесі сипаттамалары бар компьютерде жүргізілді: Intel Core i9-
12900k процессоры, 64 Гб жедел жады, Ubuntu Linux операциялық жүйесі 22.04. 
Алгоритмдерді жүзеге асыру үшін OpenSSL, zlib, liblzma кітапханалары және деректерді 
бөлуге арналған арнайы жасалған бағдарламалық модульдер қолданылды.

Зерттеу барысында әртүрлі деректер түрлері үшін қысу алгоритмдерінің тиімділігі 
тереңірек талданды. Қысу коэффициенті мен өңдеу жылдамдығының деректер түрлеріне 
тәуелділігі анықталды. Оңтайлы қысу алгоритмдерін таңдау үшін деректерді алдын ала талдау 
әдістемесі әзірленіп, оған мыналар кірді:

1. Деректер энтропиясын есептеу: 
• Жоғары энтропия (>7.0) - өте аз немесе қысылмайтын деректер (шифрланған, 

архивтелген)
• Орташа энтропия (5.0-7.0) - бинарлық деректер немесе аралас мазмұн
• Төмен энтропия (<5.0) - мәтіндік немесе құрылымдық деректер
2. Файл сигнатурасын талдау: 
• Танымал форматтарды анықтау (PDF, DOCX, JPG, MP4, т.б.)
• Бұрыннан қысылған форматтарды табу (ZIP, RAR, 7Z, т.б.)
3. Деректер құрылымын талдау: 
• Қайталанатын үлгілерді анықтау

(4)

мұндағы  

мұндағы 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 - әр түрлі шабуылдардың күрделілігін талдау негізінде есептелген сәтті 
шабуылдың ықтималдығы.

2. Сақтаудың бұзылуына төзімділік
Шабуылдаушы белгілі бір сақтау орындарына (1-ден n-1-ге дейін) қол жеткізген кезде 

деректерді сәтті қалпына келтіру ықтималдығы бағаланды.
Сақтаудың бұзылуына төзімділік формула бойынша бағаланды:

𝑅𝑅𝑅𝑅 = 1 −  
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑡𝑡𝑡𝑡−1𝑘𝑘𝑘𝑘

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘
(2)

мұндағы:
𝐶𝐶𝐶𝐶 - комбинациялар саны;
𝑡𝑡𝑡𝑡 - фрагменттер санының шекті мәні;
𝑛𝑛𝑛𝑛 - фрагменттердің жалпы саны;
𝑘𝑘𝑘𝑘 - бұзылған қоймалардың саны.

3. Ресурстарды пайдалану тиімділігі
Деректерді өңдеудің есептеу шығындары және барлық фрагменттерді орналастыру үшін 

қажет сақтау көлемі бағаланды.
Ресурстарды пайдалану тиімділігі бастапқы деректер көлемінің барлық фрагменттердің 

жалпы көлеміне қатынасы ретінде бағаланды:

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑛𝑛𝑛𝑛𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜

∑𝑜𝑜𝑜𝑜=1
𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑓𝑓𝑓𝑓𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑓𝑓𝑓𝑓𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖

(3)

4. Масштабтау
Өңделген деректер көлемінің ұлғаюымен әдіс тиімділігінің өзгеруі бағаланды. Ол үшін 

өңдеу уақыты мен сақтау көлемінің бастапқы деректердің мөлшеріне тәуелділігі құрылды 
және регрессия теңдеуіндегі коэффициенттер есептелді:

𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑉𝑉𝑉𝑉) =  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 (4)

мұндағы 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏 және 𝑐𝑐𝑐𝑐 – ең кіші квадраттар әдісімен анықталған эмпирикалық 
коэффициенттер.

Эксперименттік зерттеу келесі сипаттамалары бар компьютерде жүргізілді: Intel Core i9-
12900k процессоры, 64 Гб жедел жады, Ubuntu Linux операциялық жүйесі 22.04. 
Алгоритмдерді жүзеге асыру үшін OpenSSL, zlib, liblzma кітапханалары және деректерді 
бөлуге арналған арнайы жасалған бағдарламалық модульдер қолданылды.

Зерттеу барысында әртүрлі деректер түрлері үшін қысу алгоритмдерінің тиімділігі 
тереңірек талданды. Қысу коэффициенті мен өңдеу жылдамдығының деректер түрлеріне 
тәуелділігі анықталды. Оңтайлы қысу алгоритмдерін таңдау үшін деректерді алдын ала талдау 
әдістемесі әзірленіп, оған мыналар кірді:

1. Деректер энтропиясын есептеу: 
• Жоғары энтропия (>7.0) - өте аз немесе қысылмайтын деректер (шифрланған, 

архивтелген)
• Орташа энтропия (5.0-7.0) - бинарлық деректер немесе аралас мазмұн
• Төмен энтропия (<5.0) - мәтіндік немесе құрылымдық деректер
2. Файл сигнатурасын талдау: 
• Танымал форматтарды анықтау (PDF, DOCX, JPG, MP4, т.б.)
• Бұрыннан қысылған форматтарды табу (ZIP, RAR, 7Z, т.б.)
3. Деректер құрылымын талдау: 
• Қайталанатын үлгілерді анықтау

 және  

мұндағы 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 - әр түрлі шабуылдардың күрделілігін талдау негізінде есептелген сәтті 
шабуылдың ықтималдығы.

2. Сақтаудың бұзылуына төзімділік
Шабуылдаушы белгілі бір сақтау орындарына (1-ден n-1-ге дейін) қол жеткізген кезде 

деректерді сәтті қалпына келтіру ықтималдығы бағаланды.
Сақтаудың бұзылуына төзімділік формула бойынша бағаланды:

𝑅𝑅𝑅𝑅 = 1 −  
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑡𝑡𝑡𝑡−1𝑘𝑘𝑘𝑘

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘
(2)

мұндағы:
𝐶𝐶𝐶𝐶 - комбинациялар саны;
𝑡𝑡𝑡𝑡 - фрагменттер санының шекті мәні;
𝑛𝑛𝑛𝑛 - фрагменттердің жалпы саны;
𝑘𝑘𝑘𝑘 - бұзылған қоймалардың саны.

3. Ресурстарды пайдалану тиімділігі
Деректерді өңдеудің есептеу шығындары және барлық фрагменттерді орналастыру үшін 

қажет сақтау көлемі бағаланды.
Ресурстарды пайдалану тиімділігі бастапқы деректер көлемінің барлық фрагменттердің 

жалпы көлеміне қатынасы ретінде бағаланды:

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑛𝑛𝑛𝑛𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜

∑𝑜𝑜𝑜𝑜=1
𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑓𝑓𝑓𝑓𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑓𝑓𝑓𝑓𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖

(3)

4. Масштабтау
Өңделген деректер көлемінің ұлғаюымен әдіс тиімділігінің өзгеруі бағаланды. Ол үшін 

өңдеу уақыты мен сақтау көлемінің бастапқы деректердің мөлшеріне тәуелділігі құрылды 
және регрессия теңдеуіндегі коэффициенттер есептелді:

𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑉𝑉𝑉𝑉) =  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑉𝑉𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 (4)

мұндағы 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏 және 𝑐𝑐𝑐𝑐 – ең кіші квадраттар әдісімен анықталған эмпирикалық 
коэффициенттер.

Эксперименттік зерттеу келесі сипаттамалары бар компьютерде жүргізілді: Intel Core i9-
12900k процессоры, 64 Гб жедел жады, Ubuntu Linux операциялық жүйесі 22.04. 
Алгоритмдерді жүзеге асыру үшін OpenSSL, zlib, liblzma кітапханалары және деректерді 
бөлуге арналған арнайы жасалған бағдарламалық модульдер қолданылды.

Зерттеу барысында әртүрлі деректер түрлері үшін қысу алгоритмдерінің тиімділігі 
тереңірек талданды. Қысу коэффициенті мен өңдеу жылдамдығының деректер түрлеріне 
тәуелділігі анықталды. Оңтайлы қысу алгоритмдерін таңдау үшін деректерді алдын ала талдау 
әдістемесі әзірленіп, оған мыналар кірді:

1. Деректер энтропиясын есептеу: 
• Жоғары энтропия (>7.0) - өте аз немесе қысылмайтын деректер (шифрланған, 

архивтелген)
• Орташа энтропия (5.0-7.0) - бинарлық деректер немесе аралас мазмұн
• Төмен энтропия (<5.0) - мәтіндік немесе құрылымдық деректер
2. Файл сигнатурасын талдау: 
• Танымал форматтарды анықтау (PDF, DOCX, JPG, MP4, т.б.)
• Бұрыннан қысылған форматтарды табу (ZIP, RAR, 7Z, т.б.)
3. Деректер құрылымын талдау: 
• Қайталанатын үлгілерді анықтау

– ең кіші квадраттар әдісімен анықталған 
эмпирикалық коэффициенттер.

Эксперименттік зерттеу келесі сипаттамалары бар компьютерде 
жүргізілді: Intel Core i9-12900k процессоры, 64 Гб жедел жады, Ubuntu Linux 
операциялық жүйесі 22.04. Алгоритмдерді жүзеге асыру үшін OpenSSL, zlib, 
liblzma кітапханалары және деректерді бөлуге арналған арнайы жасалған 
бағдарламалық модульдер қолданылды.

Зерттеу барысында әртүрлі деректер түрлері үшін қысу алгоритмдерінің 
тиімділігі тереңірек талданды. Қысу коэффициенті мен өңдеу жылдамдығының 
деректер түрлеріне тәуелділігі анықталды. Оңтайлы қысу алгоритмдерін 
таңдау үшін деректерді алдын ала талдау әдістемесі әзірленіп, оған мыналар 
кірді:

1.	 Деректер энтропиясын есептеу: 
•	 Жоғары энтропия (>7.0) - өте аз немесе қысылмайтын деректер 

(шифрланған, архивтелген)
•	 Орташа энтропия (5.0-7.0) - бинарлық деректер немесе аралас мазмұн
•	 Төмен энтропия (<5.0) - мәтіндік немесе құрылымдық деректер
2.	 Файл сигнатурасын талдау: 
•	 Танымал форматтарды анықтау (PDF, DOCX, JPG, MP4, т.б.)
•	 Бұрыннан қысылған форматтарды табу (ZIP, RAR, 7Z, т.б.)
3.	 Деректер құрылымын талдау: 
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•	 Қайталанатын үлгілерді анықтау
•	 Біркелкі емес таралуын бағалау
Талдау нәтижелеріне сүйене отырып, деректер келесі санаттарға жіктелді 

және әр санат үшін оңтайлы қысу алгоритмдері анықталды:

Кесте 1 – Деректер түрлері үшін оңтайлы қысу алгоритмдері

Деректер түрі Оңтайлы қысу 
алгоритмі

Орташа қысу 
коэффициенті

Орташа өңдеу 
жылдамдығы 
(МБ/с)

Мәтіндік құжаттар (TXT, DOC, 
PDF)

LZMA (деңгей 6) 4.2:1 28.4

Бағдарламалық код DEFLATE (деңгей 8) 3.8:1 42.6
Құрылымдық деректер (XML, 
JSON)

Brotli (деңгей 5) 5.1:1 35.7

Қысылмаған суреттер (BMP, 
TIFF)

WebP (шығын 
деңгейі 85%) 8.3:1 45.2

Қысылған суреттер (JPEG, PNG) Өзгеріссіз 1.0:1 120.5
Бейне файлдар H.265 (көптеген 

негізгі профиль) 6.5:1 12.4

Дыбыстық файлдар Opus (битрейт 96 
кбит/с) 4.7:1 38.9

Аралас мазмұн Zstandard (деңгей 3) 2.9:1 65.3

Зерттеу нәтижелері қысу алгоритмдерінің параметрлерін деректер 
сипаттамаларына қарай динамикалық түрде таңдау экономикалық тиімді 
екенін көрсетті, бұл қысу коэффициентін орта есеппен 23,5%-ға арттырады 
және өңдеу жылдамдығын 17,8%-ға арттырады.

Зерттеу барысында қауіпсіздік пен өнімділік талаптарына жауап 
беретін шифрлау алгоритмдерінің оңтайлы конфигурациялары анықталды. 
Симметриялық шифрлау алгоритмдерінің түрлі режимдерінің қауіпсіздігі 
мен өнімділігіне салыстырмалы талдау жүргізілді.

Шифрлау алгоритмдерінің нәтижелілігі мен тиімділігін арттыру үшін 
мынадай оңтайландырудың қосымша әдістері қолданылды:

1.	 Аппараттық жеделдету: 
•	 Intel AES-NI технологиясын пайдалану
•	 AVX2 және SSE4 нұсқауларын қолдау
2.	 Параллель өңдеу: 
•	 CTR және GCM режимдерінде блоктарды параллель шифрлау
•	 Көп ағынды өңдеу
3.	 Кілттерді басқару оңтайландыру: 
•	 Кілттер иерархиясын енгізу (негізгі кілттер және сессиялық кілттер)
•	 Кілт туындылары үшін HKDF қолдану
Бұл әдістерді қолдану шифрлау және дешифрлау операцияларының 



117

ISSN 1991-346X                                                                                             2. 2025

өнімділігін айтарлықтай арттырды және кілттердің қауіпсіздігін қамтамасыз 
етті.

Деректерді бөлу әдістемесінің жетілдірілген нұсқасы
Шамир құпиялар бөлісу схемасының негізгі нұсқасына қосымша, келесі 

жетілдірулер енгізілді:
1.	 Проактивті бөлісу - фрагменттерді мерзімді түрде жаңарту механизмі, 

бұл фрагменттердің ұзақ мерзімді компрометациясына қарсы қосымша 
қорғаныс қабатын қамтамасыз етеді.

2.	 Жергілікті түзетудің орындылығы - фрагменттердің шектеулі санын 
зақымдауға мүмкіндік беретін, бірақ олардың құндылығын бұзбайтын әдіс.

3.	 Гомоморфты шифрлауды қолдану - фрагменттерді дешифрлаусыз 
біріктіруге мүмкіндік беретін әдіс.

Бұл жетілдірулер ұсынылған қорғаныс әдісінің тұрақтылығын айтарлықтай 
арттырды, оның икемділігін және ықтимал қолдану салаларын кеңейтті.

Нәтижелер және талқылау. Ұсынылған ақпаратты қорғау әдісінің 
эксперименттік зерттеу нәтижелері оның барлық бағаланатын критерийлер 
бойынша жоғары тиімділігін көрсетті.

Әдістің крипто-төзімділігін талдау дәстүрлі шифрлау әдістерімен 
салыстырғанда криптоаналитикалық шабуылдарға төзімділіктің айтарлықтай 
жақсарғанын көрсетті. Шифрлау алдында деректерді алдын ала қысуды 
пайдаланған кезде деректер энтропиясы артады, бұл криптоанализдің 
статистикалық әдістерін қолдануды қиындатады. Сонымен қатар, шекті 
схеманы қолдана отырып, шифрланған деректерді фрагменттерге бөлу 
қосымша қорғаныс қабатын жасайды, өйткені сәтті шабуыл жасау үшін кем 
дегенде t фрагменттеріне қол жеткізу керек.

Әр түрлі қорғаныс әдістерінің криптографиялық төзімділігін салыстырмалы 
талдау 2-кестеде келтірілген.

Кесте 2 – Әр түрлі қорғаныс әдістерінің криптографиялық төзімділігін салыстыру

Қорғау әдісі Криптоға төзімділікті 
бағалау (бит)

Салыстырмалы 
криптоға төзімділік

Тек AES-256 шифрлау 256 1,00
Сығу + шифрлау 271 1,06
Шифрлау + бөлу (3,5) 384 1,50
Ұсынылған әдіс (қысу + шифрлау + бөлу) 402 1,57

Кестеден көріп отырғаныңыздай, ұсынылған әдіс дәстүрлі шифрлаумен 
салыстырғанда крипто-төзімділіктің шамамен 57% жоғарылауын қамтамасыз 
етеді. Криптоға төзімділікті арттыруға ең үлкен үлес деректерді бөлу 
компоненті болып табылады, ол шабуылдаушыдан бір уақытта бірнеше 
тәуелсіз қоймаларға қол жеткізуді талап ететін қосымша қорғаныс қабатын 
қосады.

Ұсынылған әдістің бөлігі ретінде кванттық тұрақты шифрлау алгоритмдерін 
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(мысалы, Kyber-1024) пайдаланған кезде жүйенің жалпы криптоға 
төзімділігі одан да жоғары болатынын атап өту маңызды, бұл оны кванттық 
компьютерлердің пайда болуы жағдайында қолдануға перспективалы етеді.

Сақтаудың бұзылуына төзімділікті талдау ұсынылған әдіс сақтаудың едәуір 
бөлігі бұзылған кезде де жоғары қорғаныс деңгейін қамтамасыз ететіндігін 
көрсетті. Шекті схеманы (3,5) пайдаланған кезде деректерді қалпына келтіру 
5-тен кемінде 3 фрагмент болған жағдайда ғана мүмкін болады.

2-суретте әртүрлі сақтау нөмірлері бұзылған кезде деректерді сәтті қалпына 
келтіру ықтималдығы көрсетілген.

Сурет 2. Сақтауды бұзу кезінде деректерді сәтті қалпына келтіру ықтималдығы

Графиктен көріп отырғаныңыздай, 5-тен 1 немесе 2 сақтау орны бұзылған 
кезде деректерді сәтті қалпына келтіру ықтималдығы нөлге тең. 3 сақтау орны 
бұзылған жағдайда сәтті қалпына келтіру ықтималдығы 0,1, 4 сақтау орны 
0,6, ал барлық 5 сақтау орны бұзылған жағдайда ғана 1,0 – ге жетеді.

Бұл сипаттама жүйені маңызды ақпаратты қорғауда әсіресе тиімді етеді, 
оны сақтау жүйесінің кейбір компоненттері бұзылған жағдайда да рұқсатсыз 
кіруден қорғау керек.

Ресурстарды пайдалану тиімділігін бағалау деректерді алдын ала қысу 
барлық фрагменттерді орналастыру үшін қажетті сақтау көлемін айтарлықтай 
төмендететінін көрсетті. Әр түрлі мәліметтер типтері үшін орташа қысу 
коэффициенті 3-суретте көрсетілген.
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Сурет 3. Деректердің әртүрлі түрлеріне арналған қысу коэффициенттері

Ең үлкен қысу коэффициенттеріне мәтіндік құжаттар (3,2-4,5) және 
электрондық кестелер (2,8-3,9) үшін қол жеткізіледі, бұл осы деректер 
түрлерінің артықтығының жоғары дәрежесімен түсіндіріледі. Әдетте 
тиісті форматтармен қысылған кескіндер мен бейне файлдар үшін қысу 
коэффициенттері төмен болады (сәйкесінше 1,5-2,3 және 1,2-1,8).

Шекті схеманы (3,5) пайдаланған кезде барлық фрагменттердің жалпы 
көлемі бастапқы шифрланған деректердің көлемінен шамамен 1,67 есе көп. 
Дегенмен, алдын ала қысу арқылы сақтаудың жалпы көлемі сақтық көшірмені 
қамтитын дәстүрлі қорғау әдістерімен салыстырғанда салыстырмалы немесе 
одан да аз болып шығады.

Есептеу шығындарын талдау ұсынылған әдіс дәстүрлі шифрлаумен 
салыстырғанда деректерді өңдеуге қосымша уақытты қажет ететіндігін 
көрсетті. Алайда, бұл өсім маңызды емес және қауіпсіздік деңгейінің 
жоғарылауымен өтеледі. Әр түрлі көлемдегі деректерді өңдеудің орташа 
уақыты 3-кестеде келтірілген.

Кесте 3 – Деректерді өңдеудің орташа уақыты (мс)
Деректер көлемі Тек шифрлау Ұсынылған әдіс Қатынас
1 МБ 8,2 12,4 1,51
10 МБ 82,6 118,7 1,44
100 МБ 812,3 1124,5 1,38
1 ГБ 8245,9 10987,3 1,33

Кестеден көріп отырғанымыздай, өңдеу уақытының салыстырмалы ұлғаюы 
деректер көлемінің ұлғаюымен төмендейді, бұл ұсынылған әдістің жақсы 
масштабталуын көрсетеді. 1 ГБ файлдарды өңдеу кезінде өңдеу уақытының 
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қатынасы тек 1,33 құрайды, бұл көптеген практикалық қосымшалар үшін 
қолайлы.

Әдістің масштабталуын талдау оның тиімділігі өңделген деректер 
көлемінің ұлғаюымен сақталатынын көрсетті. Өңдеу уақыты деректер 
көлемінің ұлғаюымен сызықты түрде өседі, бұл үлкен көлемдегі ақпаратты 
қорғау әдісін қолдануға мүмкіндік береді. 4-суретте өңдеу уақытының әртүрлі 
қорғау әдістері үшін деректер көлеміне тәуелділігі көрсетілген.

Сурет 4. Өңдеу уақытының деректер көлеміне тәуелділігі

График ұсынылған әдіс өңдеу уақытының деректер көлеміне тәуелділігінің 
сызықтық сипатын сақтайтынын көрсетеді, бұл оның жақсы масштабталуын 
көрсетеді. Сонымен қатар, деректер көлемінің ұлғаюымен әдістің 
салыстырмалы тиімділігі артады, өйткені өңдеудің үстеме шығындары жалпы 
өңдеу уақытымен салыстырғанда азаяды.

Эксперименттік зерттеулер сонымен қатар өңдеу ағындарының саны 
артқан сайын әдіс жақсы масштабталатынын көрсетті. Көп ядролы жүйелерде 
қолданылатын процессор ядроларының санын көбейту кезінде сызықтық 
үдеуге қол жеткізіледі, бұл әдісті жоғары өнімді жүйелерде қолдану үшін тиімді 
етеді. Ұсынылған әдісті практикалық қолданудың маңызды аспектілерінің 
бірі-оны ақпаратты қорғаудың қолданыстағы жүйелеріне біріктіру мүмкіндігі. 
Әдіс қолданыстағы шифрлау және қол жетімділікті шектеу механизмдерінің 
үстінен қосымша қорғаныс қабаты ретінде жүзеге асырылуы мүмкін.

Әдісті енгізу арнайы жабдықты қажет етпейді және оны стандартты 
есептеу платформаларында жасауға болады. Әдістің модульдік архитектурасы 
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қолданылатын қысу және шифрлау алгоритмдерін, сондай-ақ шекті бөлу 
схемасының параметрлерін өзгерту арқылы оны әртүрлі қауіпсіздік пен 
өнімділік талаптарына бейімдеуге мүмкіндік береді.

Үлкен көлемдегі деректері бар жүйелердегі өнімділікті оңтайландыру 
үшін заманауи көп ядролы процессорлардың есептеу ресурстарын тиімді 
пайдалануға мүмкіндік беретін көп ағынды әдісті қолдану ұсынылады. 
Сонымен қатар, ерекше сезімтал деректер үшін ұсынылған әдістің 
комбинациясы көп факторлы аутентификация және тұтастықты бақылау 
сияқты қосымша қорғаныс механизмдерімен қолданылуы мүмкін. Әдісті 
практикалық қолданудың маңызды аспектісі-шекті бөлу схемасының (t, n) 
оңтайлы параметрлерін таңдау. Бұл таңдау деректердің қауіпсіздігі мен қол 
жетімділігіне қойылатын талаптарды ескеруі керек. T мәнінің жоғарылауы 
қауіпсіздікті арттырады, бірақ қол жетімділікті төмендетеді, ал бекітілген 
t-де n-нің жоғарылауы қол жетімділікті арттырады, бірақ сақтау мен есептеу 
шығындарын арттырады.

Экперименттерді кеңейте отырып, әдістің тиімділігін одан әрі жоғарылату 
үшін бірқатар қосымша факторлар зерттелді. Нақты қолдану жағдайларында 
ұсынылған әдісті іске асыру кезінде ескеру қажет мынадай аспектілер 
анықталды:

1.	 Қысу алгоритмдері параметрлерінің әсері: Зерттеу барысында 
қысу алгоритмдерінің әртүрлі параметрлері бағаланды. Мәтіндік деректер 
үшін LZMA алгоритмі (деңгей 6) ең тиімді болып шықты, ол деректерді 
өңдеу жылдамдығы мен қысу коэффициенті арасындағы оңтайлы теңгерімді 
қамтамасыз етті. Бұл ретте LZMA параметрлерін деңгей 9-ға дейін арттыру 
қысу коэффициентін тек 8-12%-ға арттырды, бірақ өңдеу уақытын 3,5 есе 
арттырды, бұл көптеген практикалық қолданбалар үшін тиімсіз.

2.	 Бөлу схемасының кеңейтілген параметрлері: Шамир құпиялар 
бөлісу схемасының әртүрлі конфигурацияларын тестілеу ең тиімді 
конфигурацияларды анықтауға мүмкіндік берді. 

3.	 Аппараттық жеделдетуді пайдалану: Заманауи процессорлардың 
арнайы нұсқауларын пайдалану шифрлау және дешифрлау операцияларының 
жылдамдығын айтарлықтай арттырды: 

•	 Intel AES-NI технологиясын пайдалану AES шифрлау жылдамдығын 
4,2 есе арттырды

•	 AVX2 нұсқауларын қолдану фрагменттерді біріктіру процесін 2,8 есе 
жылдамдатты

4.	 Бөлінген деректерді оңтайлы орналастыру: Фрагменттерді 
географиялық бөлінген сақтау жүйелерінде орналастыру деректердің 
қауіпсіздігін одан әрі арттырды. Симуляциялық эксперименттер көрсеткендей, 
фрагменттерді әртүрлі континенттерде орналасқан серверлерде сақтау кезінде 
бірнеше қоймаларға шоғырланған шабуыл жасау ықтималдығы стандартты 
жергілікті жүйелермен салыстырғанда 89%-ға төмендеді.
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5.	 Метадеректерді қорғау: Эксперименттер метадеректерді (қысу 
параметрлері, шифрлау параметрлері, бөлу схемасы) қорғау әдістің жалпы 
қауіпсіздігі үшін өте маңызды екенін көрсетті. Метадеректерді жеке 
асимметриялық алгоритммен шифрлау және оларды негізгі деректерден 
бөлек сақтау ұсынылды.

6.	 Әдіс өнімділігін жақсарту: Өңдеу жылдамдығын арттыру үшін келесі 
оңтайландырулар жүзеге асырылды: 

•	 Деректерді өңдеу кезінде жадты басқаруды оңтайландыру
•	 Бөлінген деректер фрагменттерін параллель өңдеу
•	 Деректер ағындарының динамикалық балансталған теңгерімі
Осы оңтайландыруларды енгізу нәтижесінде ұсынылған әдістің жалпы 

өнімділігі стандартты тест жиынтығында орта есеппен 42%-ға артты, ал 
қауіпсіздік деңгейі сақталды.

Қорытынды. Бұл жұмыс деректерді қысу, шифрлау және бөлу 
алгоритмдерін біріктіріп қолдануға негізделген ақпаратты қорғаудың 
инновациялық әдісін ұсынады. Эксперименттік зерттеу ұсынылған әдіс 
қолайлы есептеу шығындарымен дәстүрлі әдістермен салыстырғанда 
ақпараттың қорғалу деңгейінің айтарлықтай жоғарылауын қамтамасыз 
ететінін көрсетті.

Ұсынылған әдістің негізгі артықшылықтары:
1.	 Дәстүрлі шифрлаумен салыстырғанда криптоға төзімділікті 57% 

арттыру;
2.	 Жеке сақтаудың бұзылуына жоғары төзімділік;
3.	 Деректерді алдын ала қысу арқылы сақтау ресурстарын тиімді 

пайдалану;
4.	 Өңделген деректер көлемін ұлғайту кезінде жақсы масштабтау.
Ұсынылған әдісті қолданыстағы ақпаратты қорғау жүйелеріне тиімді 

біріктіруге және әртүрлі қауіпсіздік пен өнімділік талаптарына бейімдеуге 
болады. Ол қаржы жүйелері, медициналық ақпараттық жүйелер, мемлекеттік 
ақпараттық жүйелер және жеке деректерді өңдеу жүйелері сияқты ақпараттың 
құпиялылығы мен тұтастығына қойылатын талаптары жоғары жүйелерде 
қолдану үшін ұсынылуы мүмкін.

Осы саладағы зерттеудің келесі бағыттары мыналарды қамтуы мүмкін:
1.	 Әртүрлі деректер түрлері үшін деректерді қысу, шифрлау және бөлу 

алгоритмдерін оңтайландыру;
2.	 Қауіпсіздік пен өнімділік талаптарына байланысты деректерді бөлу 

схемасының параметрлерін таңдаудың адаптивті әдістерін әзірлеу;
3.	 Бұлтты сақтау жүйелерінде ұсынылған әдісті қолдану мүмкіндіктерін 

зерттеу;
4.	 Жүйенің ақауларға төзімділігін арттыру үшін деректер фрагменттерін 

динамикалық қайта бөлу әдістерін әзірлеу.
Жүргізілген зерттеу нәтижелері заманауи киберқауіпсіздік саласындағы 

өзекті мәселелерді шешуге бағытталған кешенді тәсілдің тиімділігін 
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көрсетеді. Ұсынылған әдіс ақпаратты қорғаудың бірнеше технологияларының 
артықшылықтарын біріктіреді және қауіпсіздік, қол жетімділік және өнімділік 
арасындағы оңтайлы теңгерімді қамтамасыз етеді.

Зерттеудің ерекше практикалық құндылығы жүйелердің әртүрлі 
компоненттерінің бұзылуына тұрақтылығын арттыру болып табылады, бұл 
ақпараттық қауіпсіздік саласында «тереңдікте қорғаныс» принципін тиімді 
жүзеге асыруға мүмкіндік береді. Сонымен қатар, әдістің модульдік құрылымы 
оны түрлі қосымшаларға және қауіпсіздік талаптарына оңай бейімдеуге 
мүмкіндік береді. Бұл зерттеудің нәтижелерін заманауи киберқауіпсіздік 
стандарттарына интеграциялау перспективалы бағыт болып табылады. 
Ұсынылған әдіс негізінде ақпаратты қорғаудың кешенді шешімдерін құру 
ақпараттық қауіпсіздік мәселелерін стратегиялық деңгейде шешуге мүмкіндік 
береді және ұйымның киберқауіпсіздігінің жалпы деңгейін арттырады. 
Қорыта келгенде, ұсынылған әдіс киберқауіптердің күшеюі мен ақпараттық 
қауіпсіздік саласындағы қазіргі заманғы сын-қатерлер жағдайында ақпаратты 
қорғаудың тиімді және перспективалы тәсілі болып табылады. Оны одан әрі 
дамыту және тәжірибеде қолдану ақпараттық қауіпсіздік саласындағы қазіргі 
заманғы шешімдердің тиімділігін арттыруға және цифрлық деректердің 
құпиялылығы мен тұтастығын жаңа деңгейге көтеруге ықпал етеді.
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Abstract. In this work, an innovative and highly efficient approach to designing 
an integrated six-element antenna array together with an Earth remote sensing 
camera for CubeSat-standard nanosatellites was demonstrated. One of the main 
challenges in designing subsystems for nanosatellites, including antenna systems, 
is the miniaturization and versatility of the product. The presented antenna 
system meets the main requirements and is a viable option for solving given 
tasks. Results. The proposed antenna, with a reflection coefficient of -17 dB at 
the resonant frequency and a narrow beamwidth of 62 degrees, provides optimal 
characteristics for CubeSat satellite systems. In particular, it is known that one of 
the main requirements for CubeSat antennas is to demonstrate high-level directivity 
properties. It ensures efficient and reliable operation in the frequency range from 2.31 
GHz to 2.67 GHz, with a resonance at 2.49 GHz and a communication bandwidth 
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of 360 MHz. The antenna’s gain in the main direction is 10.14 dB, meeting the 
requirements for compact spacecraft with directional characteristics. Scientific 
novelty. The new design of the six-element antenna array, which optimizes antenna 
placement by integrating it with the camera on the same side of the CubeSat, marks a 
significant advancement in CubeSat antenna technology. This feature may simplify 
the operation of the spacecraft’s attitude control system, thereby improving the 
overall energy efficiency and reliability of the system. Practical value. The results 
obtained for the design of antennas for CubeSat, including scientific missions, 
remote sensing of the Earth, testing new technologies, as well as in all situations 
where high-speed data transmission is required.
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Аннотация. Бұл жұмыста CubeSat стандартына сай наноспутниктерге 
арналған Жерді қашықтықтан зондтау камерасымен біріктірілген алты 
элементті антенна торын жобалаудың инновациялық және жоғары тиімді 
тәсілі көрсетілді. Наноспутниктерге арналған қосалқы жүйелерді, соның 
ішінде антенналық жүйелерді жобалаудағы негізгі міндеттердің бірі — 
өнімнің шағындығы мен әмбебаптығы. Ұсынылған антенна жүйесі осы 
талаптарға сәйкес келеді және бұл мәселелерді шешудің бір нұсқасы 
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бола алады. Нәтижелер. Ұсынылған антенна резонанстық жиілікте -17 дБ 
шағылысу коэффициентіне және 62 градус болатын тар сәуле еніне ие бола 
отырып, CubeSat жүйелері үшін оңтайлы сипаттамаларға ие. Атап айтқанда, 
CubeSat антенналарына қойылатын негізгі талаптардың бірі - жоғарғы 
деңгейлі бағыттаушылық және күшейту қасиеттерін көрсетуі талап етілетіні 
белгілі. Ол 2,31 ГГц пен 2,67 ГГц аралығындағы жиілік диапазонында, 2,49 
ГГц резонанстық жиілігі мен 360 МГц байланыс арнасының енімен тиімді 
және сенімді жұмыс істей алады. Антеннаның негізгі бағыттағы күшейту 
коэффициенті — 10,14 dB, бұл шағын ғарыш аппараттары антенналарының 
бағытталған сипаттамаларына қойылатын талаптарға сай келеді. Ғылыми 
жаңалығы. Алты элементті антенна торының жаңа конструкциясы антеннаны 
CubeSat-тың сол жағында орналасқан камерамен біріктіре отырып, оның 
орналасуын оңтайландырады. Бұл CubeSat антенна технологиясындағы 
елеулі жетістік болып табылады. Антеннаның бұл ерекшелігі аппараттың 
бағдарлау жүйесінің жұмысын жеңілдетуге және бүкіл жүйенің энергетикалық 
қауіпсіздігін арттыруға көмектесуі мүмкін. Практикалық маңыздылығы. 
Алынған нәтижелер шағын ғарыш аппараттарына арналған тиімді антенна 
жүйелерін жобалауда, соның ішінде соңғы жылдары белең алған, ғылыми 
зерттеу миссияларында, Жерді қашықтықтан зондтауда, жаңа технологиялық 
құралдарды тексеруде, сондай-ақ жоғары жылдамдықты деректерді жеткізу 
қажет болатын барлық жағдайларда пайдаланылуына мүмкіндік бар.

Түйін сөздер: антенна, CubeSat, антенна торлары, жерді қашықтықтан 
зондтау, S-диапазон
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Аннотация. В данной работе было продемонстрировано инновационный 
и высокоэффективный подход к проектированию интегрированной 
шестиэлементной антенной решетки вместе с камерой дистанционного 
зондирования Земли для наноспутников стандарта CubeSat. Одной из 
основных задач при проектировании подсистем для наноспутников, в том 
числе антенных систем, является миниатюризация и универсальность 
продукта. Представленная антенная система отвечает данным запросам и 
поможет является вариантом решения представленных задач. Результаты. 
Предложенная антенна, обладая коэффициентом отражения -17 дБ на 
резонансной частоте и узкой шириной луча в 62 градуса, обеспечивает 
оптимальные характеристики для спутниковых систем CubeSat, в частности, 
высоких направленных свойств и усиления. Антенна эффективно и надёжно 
работает в диапазоне частот от 2,31 ГГц до 2,67 ГГц с резонансом на частоте 
2,49 ГГц и шириной канала связи 360 МГц. Коэффициент усиления антенны 
по основному направлению 10,14 dB показывает соответствие требуемым для 
малых космических направленных характеристик. Научная новизна. Новая 
конструкция шестиэлементной антенной решетки, которая оптимизирует 
размещение антенны за счет интеграции ее с камерой на той же стороне CubeSat, 
знаменует собой значительный прогресс в технологии антенн CubeSat. Данная 
особенность антенны может помочь упростить работу системы ориентации 
космического аппарата, тем самым повысив энергетическую безопасность 
всей системы. Практическая ценность. Полученные результаты могут быть 
использованы при проектировании эффективных антенных систем для 
малых космических аппаратов, в том числе для научно-исследовательских 
миссий, которые становятся все более популярными в последние годы, в 
дистанционном зондировании Земли, тестировании новых технологических 
средств, а также во всех ситуациях, когда требуется высокоскоростная 
передача данных.

Ключевые слова: антенна, CubeSat, антенные решетки, дистанционное 
зондирование земли, S-диапазон
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Введение. Малые космические аппараты (МКА) становятся все более 
значимыми в космической индустрии благодаря своей экономичности, 
гибкости и возможностям быстрого развертывания. Различные типы и 
конфигурации МКА позволяют решать широкий спектр задач, от научных 
исследований и образовательных проектов до коммерческих и военных 
приложений (Le Moigne, et al., 2020). CubeSat является одним из самых 
популярных и широко используемых форматов МКА (Shiroma, et al., 2011). 
CubeSat (1U) представляет собой куб с ребром 10 см и массой до 1.33 кг. В 
зависимости от задачи, CubeSat могут быть составлены в конфигурации 1U, 
3U, 6U и даже 12U, где «U» означает «unit» (Cappelletti, et al., 2021; García-
Sánchez, et al., 2024). 

Дистанционное зондирование Земли (ДЗЗ) представляет собой одну 
из наиболее востребованных областей применения CubeSat (Maciel, et al., 
2019). Благодаря своим характеристикам, CubeSat позволяют осуществлять 
мониторинг и сбор данных с орбиты при относительно низких затратах, что 
делает их идеальными для многих задач, связанных с наблюдением Земли. 

Несмотря на многочисленные преимущества CubeSat-ы также имеют ряд 
недостатков, связанных с их конструктивными особенностями (ограниченные 
размеры, масса и возможности маневрирования) и ограничениями по 
энергоэффективности связанные с маленькой площадью солнечных панелей. 
Поэтому, размещение подсистем и полезных нагрузок в CubeSat требует 
особого внимания и тщательных расчетов.

Одним из таких подсистем являются антенны, критически важный элемент 
в конструкции CubeSat, поскольку они обеспечивают связь с Землей и другими 
космическими аппаратами. Эффективное проектирование и размещение 
антенн играет ключевую роль в успешном выполнении миссий CubeSat. 
Существует несколько типов антенн, такие как монопольные, дипольные, 
патч, спиральные и антенные решетки, которые широко используются в 
современных CubeSat, каждый из которых обладает своими уникальными 
характеристиками и преимуществами (Abulgasem, et al., 2021; Liu, et al., 2022; 
Saeed, et al., 2020). Монопольные и дипольные антенны просты в конструкции 
и изготовлении. Они состоят из одного или нескольких проводников, которые 
могут быть развернуты после выхода CubeSat на орбиту (Johnson, et al., 
2020). Развертывание таких антенн обычно осуществляется механически 
или с помощью пружинных механизмов. Но, подобные раскрывающиеся 
антенные системы с дополнительными автоматизированными механизмами 
и технологиями во многих случаях являются основной причиной статуса 
«DOA – Dead-on-Arrival» из-за сбоя развёртывания антенн. Используются 
в основном в VHF (30-300 МГц) и UHF (300 МГц - 3 ГГц) диапазонах, 
обеспечивая стабильную связь. Чаще всего имеют линейную поляризацию, 
что может быть полезно для определенных типов связи (Zhang et al., 2020). 

Патч-антенны обеспечивают направленное излучение, что увеличивает 
эффективность передачи данных. Обычно используются для S-диапазона 
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(2-4 ГГц) и выше (Samsuzzaman et al., 2018). Однако во многих случаях 
они занимают значительное пространство на поверхности CubeSat-ов, 
что ограничивает возможности размещения других полезных нагрузок. 
Спиральные антенны обеспечивают круговую поляризацию, что полезно для 
связи с устойчивостью к ориентации CubeSat и могут работать в широком 
диапазоне частот, от L (1-2 ГГц) до S (2-4 ГГц) диапазонов (Meirambekuly 
et al., 2023). На их положительные электродинамические характеристики, 
они могут быть неудобны в конструктивном плане для CubeSat-ов связанное 
со сложностями развёртываниия. Кроме того, спиральные антенны в 
геометрическом плане имеют очень чувствительные параметры такие как, 
расстояние между витками спирали вдоль оси, угол подъема и общая высота 
(Balanis, 2024). Не правильное восстановление этих параметров после 
развёртывания приведет к частотным смещениям, изменению направленности 
и рассогласованности входных сопротивлении на частоте расчетного канала 
связи.

Использование антенных решеток в CubeSat-ах имеет несколько 
преимуществ: улучшенная направленность диаграммой направленности, 
повышенное коэффициент усиления и возможность электронного 
сканирования без механических движущихся частей (Jiménez, et al., 2023; 
Buttazzoni, et al., 2017). Такие свойства делают их важным элементом в 
конструкциях CubeSat, особенно в контексте миссий по ДЗЗ. 

Выше рассмотренные антенны и различные антенные системы для CubeSat 
показали, что все они, включая антенные решетки не интегрируются с 
полезными нагрузками, несмотря на их хорошие технические характеристики. 
Если учесть, что одной из важных особенностей конструкции спутников 
CubeSat является их небольшие размеры и объемы (1U – 10см*10см*10см), 
то эффективное использование поверхности наноспутника для оптимального 
расположения подсистем является актуальной проблемой. В данной работе 
рассматривается дизайн четырехэлементной антенной решетки и возможность 
ее оптимальной интеграции с оптической камерой ДЗЗ. Рассматриваемая 
антенная решетка выполнена в виде патч-антенн, поскольку эта концепция 
не требует дополнительных механизмов развертывания и устойчива к 
различным механическим воздействиям и нагрузкам во время запуска и 
эксплуатации. Оптические камеры должны иметь прямой обзор на Землю, 
а антенны должны быть расположены так, чтобы не создавать затенения 
для камер и не блокировать их обзор. Особенностью рассматриваемой 
концепции является то, что антенная решетка и плоскость объектива 
оптической камеры будут размещены на одной стороне CubeSat. Это решение 
минимизирует необходимость маневрирования и, таким образом, повышает 
энергоэффективность. 

Материалы и методы
В данном разделе описаны основные характеристики рассматриваемой 

технологии, размеры, геометрия, методы проектирования и интеграции 
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антенной системы с камерой наноспутника. Геометрические параметры 
антенны

Проектирование рассматриваемой антенной системы включает в себя 
расчет их физических размеров и электрических характеристик, что напрямую 
связано с частотными характеристиками антенны и свойствами ее излучения. 
Основными параметрами, которые необходимо определить, являются длина и 
ширина полосового элемента, расстояние между элементами решетки.

На рисунке 1 показана схема антенной решетки, встроенной в одну из 
сторон спутника CubeSat. В левой части рисунка показан вид антенной решетки 
сверху (рис.1а). Конструкция включает в себя несколько ключевых элементов. 
Дипольные антенны, изготовленные из медных полосок на поверхности FR4, 
являются основными элементами решетки. Они расположены симметрично 
относительно центрального круглого отверстия, которое предназначено для 
обеспечения возможности получения изображений. Дипольные антенны, 
которые являются основными элементами решетки. Они расположены 
симметрично относительно центрального круглого отверстия диаметром 
d, которое предназначено для размещения оптической камеры. Четыре 
дипольные антенны расположены параллельно друг другу, в то время 
как две другие антенны расположены перпендикулярно относительно 
первых антенн. Такая конфигурация антенны обеспечивает излучение 
с круговой поляризацией. Все геометрические параметры композитных 
элементов приведены в таблице 1. На виде сбоку видно, насколько надежно 
закреплена антенна благодаря выступающим элементам, которые являются 
продолжениями каркасного элемента корпуса CubeSat (рис.1б). Эти выступы 
обеспечивают надежное крепление антенны, сводя к минимуму возможность 
смещения или деформации в процессе эксплуатации. Конструкция учитывает 
необходимость в прочном креплении, что особенно важно для поддержания 
стабильности системы при нагрузках в помещении и вибрациях. На рисунке 
2 показана 3D-модель антенны в интегрированном виде. При проектировании 
и расчете общих параметров антенной решетки были учтены геометрические 
размеры различных оптических камер для CubeSats (Pakartipangi et al., 2015; 
Khurshid et al., 2013; Wang et al., 2017). На рисунке 2b показана одна из таких 
камер от производителя GomSpace (GomSpace, 2018). Диаметр объектива этой 
камеры составляет 34 мм, что позволяет легко интегрировать такую полезную 
нагрузку с рассматриваемой моделью антенной решетки.
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Рисунок 1. Двухмерная модель антенны

Таблица 1. физические размеры антенны
Parameters Dimensions (mm) Parameters Dimensions (mm)

L1 28 W2 28
L2 20 W3 13,5
L3 4 W4 4
L4 13 W5 2,75
L5 22 W6 1
L6 6 W7 4
L7 8,5 d 38
W1 6,5

Рисунок 2. Дизайн интеграции антенны с камерой ДЗЗ

На рисунке 3 показаны различные варианты установки антенны 
относительно оптической камеры. Красная стрелка указывает направление 
обзора камеры, а синяя стрелка указывает направление максимального 
усиления антенны. Взаимная интеграция антенны и камеры экономит 
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место на поверхности Cubesat, что имеет решающее значение для SS. Это 
освобождает пространство для размещения других полезных устройств, 
таких как солнечные батареи или дополнительное оборудование. Учитывая, 
что спутники дистанционного зондирования всегда ориентированы в надире, 
такая интеграция позволяет передавать и принимать радиосигналы в нужном 
направлении. Поскольку антенна и камера направлены в одном направлении, 
это упрощает задачу ориентации спутника Cubesat в пространстве и может 
повысить его энергоэффективность.

Рисунок 3. Варианты установки антенны относительно оптической камеры

Определение частотных характеристик антенны
Рабочая частота полосковой антенны в значительной степени определяется 

длиной ее излучающего элемента. Для определения частоты работы 
рассматривоемой антенны использовано следующее уровнение:
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аспекты. Полученные данные позволяют выявить электродинамические 
особенности антенны, а также оценить её соответствие требованиям передачи 
данных в рамках миссий дистанционного зондирования Земли (ДЗЗ).

Компьютерное моделирование с использованием Ansys HFSS стало важным 
этапом оптимизации конструкции антенны. Оно позволило проанализировать 
распределение электромагнитных полей, уточнить геометрию элементов, а 
также провести согласование по импедансу для повышения эффективности 
излучения и приёма.

На рисунке 4 представлена частотная зависимость коэффициента отражения 
S11​, полученная в результате численного моделирования. Минимальное 
значение параметра S11​ наблюдается на частоте 2.49 ГГц, что соответствует 
резонансной (центральной) частоте антенны. Значения S11​ на уровнях ниже 
–10 дБ охватывают диапазон частот от 2.31 ГГц до 2.67 ГГц, что указывает на 
рабочую полосу пропускания антенны шириной 360 МГц.

Полученные результаты свидетельствуют о хорошем согласовании 
антенны с волноводной системой в этом диапазоне частот. Значение S11​ 
ниже –10 дБ означает, что более 90% энергии эффективно передаётся от 
фидера к антенне, минимизируя отражения и потери. Таким образом, антенна 
демонстрирует стабильную работу в пределах S-диапазона (2–4 ГГц), что 
делает её пригодной для приложений, связанных с беспроводной передачей 
данных и каналами связи CubeSat.

Рисунок 4.  Частотная зависимость коэффициента отражения S11​
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Рисунок 5. Частотная зависимость коэффициента стоячей волны по напряжению (VSWR)

На рисунке 5 показана зависимость коэффициента стоячей волны 
по напряжению (VSWR) от частоты. Минимум коэффициента VSWR 
достигается на частоте 2.49 ГГц и составляет 1.31, что свидетельствует 
о высоком уровне согласования антенны с линией питания. Рабочий 
диапазон антенны при уровне VSWR < 2 простирается от 2.30 ГГц до 
2.69 ГГц, что полностью согласуется с результатами анализа параметра 
S11​.

Диапазон значений VSWR от 1 до 2 считается приемлемым для 
антенн, обеспечивая передачу более 89% мощности в нагрузку без 
существенных отражений. Таким образом, антенна демонстрирует 
эффективную работу в пределах заявленного диапазона частот и 
удовлетворяет критериям согласования, необходимым для обеспечения 
стабильного канала передачи данных.

На рисунке 6 представлена пространственная диаграмма 
коэффициента осевого соотношения (Axial Ratio), позволяющая 
оценить тип поляризации антенны в различных направлениях. 
Минимальные значения Axial Ratio соответствуют зонам круговой 
поляризации, в то время как повышенные значения указывают на 
наличие линейной поляризации. Анализ показывает, что в направлении, 
перпендикулярном плоскости антенны (вверх по нормали) коэффициент 
Axial Ratio достигает минимальных значений, что свидетельствует 
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о наличии круговой поляризации в области главного лепестка. Это 
подтверждает, что антенна обеспечивает круговую поляризацию в 
основном направлении излучения, что особенно важно для приложений, 
где ориентация приёмного устройства может меняться во времени 
(например, в спутниковой связи CubeSat–Земля).

 
Рисунок 6. Трёхмерная диаграмма коэффициента осевого соотношения (Axial Ratio).

     
Рисунок 7. Трехмерная и двухмерная модели диаграммы направленности антенны

На рисунке 7 представлены трёхмерная и двумерная диаграммы 
направленности антенны. Распределение излучения указывает на выраженный 
главный лепесток, направленный вверх, вдоль нормали к плоскости 
антенны (θ = 0°), что подтверждает направленную структуру излучения. 
Максимальный коэффициент усиления в данном направлении составляет 
10.14 dB. Двумерная диаграмма, отображённая в полярных координатах, 
дополнительно демонстрирует форму главного лепестка и его ширину. 
Ширина диаграммы на уровне –3 дБ составляет приблизительно 62°, что 
указывает на узконаправленный характер излучения. Такая характеристика 
особенно важна для приложений, связанных с передачей данных с борта 
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CubeSat на наземную станцию, где важно минимизировать потери энергии за 
пределами основного направления.

На рисунке 8 представлены трёхмерные диаграммы направленности 
антенны при различных фазовых сдвигах между излучающими элементами. 
Во всех случаях сохраняется стабильная форма главного лепестка и его 
ориентация, а также практически одинаковое значение коэффициента 
усиления — от 42.8 до 43.4 в относительных единицах. Это указывает на 
высокую устойчивость направленных характеристик к фазовым возмущениям. 

  
a)    b)    c)

Рисунок 8 – влияние изменение фазы на направленность антенны. 
a) ∆φ = -45, b) ∆φ = 0, c) ∆φ = 45

На рисунке 9 проанализирована количественная зависимость усиления 
(в dB) от фазового сдвига. Видно, что при изменении фазы от 0° до 45° 
коэффициент усиления изменяется незначительно — в пределах от 10.3 до 
10.5 dB, без резких провалов или всплесков. Таким образом, результирующая 
диаграмма направленности и усиление антенны демонстрируют 
стабильность при варьировании фазового возбуждения, что важно для 
практических применений в условиях возможных аппаратных неточностей 
или динамической компенсации.

Рисунок 9. Зависимость коэффициента усиления от фазового сдвига.
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Заключение
В ходе данного исследования было продемонстрировано инновационный 

и высокоэффективный подход к проектированию интегрированной 
шестиэлементной антенной решетки вместе с камерой ДЗЗ для наноспутников 
CubeSat. Важно отметить, что такая интеграция была достигнута без 
увеличения физических размеров CubeSat, что имеет решающее значение 
в условиях ограниченных возможностей наноспутников. Работая в 
S-диапазоне, эта антенная система обеспечивает значительные преимущества 
перед наноспутниками, использующими антенны в UHF- и L-диапазонах. 
S-диапазон обеспечивает значительно более высокую пропускную 
способность, что необходимо для передачи больших объемов данных 
дистанционного зондирования, что является критическим требованием 
для миссий по наблюдению Земли. Кроме того, меньшая восприимчивость 
S-диапазона к атмосферным помехам по сравнению с UHF-диапазоном 
обеспечивает более стабильную и надежную связь, что жизненно важно 
для поддержания постоянной передачи данных во время полетов CubeSat. 
Это инновационное решение не только расширяет возможности спутника 
CubeSat для выполнения сложных задач дистанционного зондирования, но и 
упрощает управление ориентацией, снижает энергопотребление и позволяет 
избежать оптического затенения. Благодаря такой интеграции антенны и 
камеры предлагаемая система в полной мере использует ограниченную 
площадь поверхности спутника CubeSat, сохраняя при этом высокую 
производительность. Эти особенности делают антенную систему очень 
подходящей для современных приложений дистанционного зондирования, 
где надежность, полоса пропускания и стабильность имеют первостепенное 
значение. В результате этот подход представляет собой ценный вклад в 
технологию CubeSat, предлагая практичное и масштабируемое решение для 
будущих миссий по наблюдению Земли и других приложений на базе CubeSat.
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Abstract. The work describes the creation of a modular system of an integrated 
specialized medical information platform aimed at improving the organization and 
management of medical rehabilitation. The main goal of the project is to create an 
adaptive system that provides improvement of rehabilitation services by integrating 
medical components and adapting treatment approaches to individual patients. The 
platform is based on a modular design with a microservice architecture to ensure 
adaptability and easy expansion. To ensure system availability, the system uses 
cloud computing and Internet of Things (IoT) devices for real-time monitoring 
of patients, and machine learning algorithms for data analysis and generation 
of individual treatment recommendations. The method is based on existing 
research combined with practical experience to meet the specific requirements 
of the rehabilitation sector. The main novelty of this work is the implementation 
of modern Internet of Things technologies with cloud computing and advanced 
data analysis using machine learning methods to create a unified rehabilitation 
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platform. System aimed at working for medical institutions, also has the ability to 
effectively implement telemedicine and home rehabilitation services. The platform 
provides care to patients in various situations, resulting in significantly improved 
rehabilitation pathways tailored to individual needs. The proposed solution shows 
great potential for improving healthcare services through modern rehabilitation 
management and expanded access to personalized treatment. 
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Аннотация. Жұмыста медициналық оңалтуды ұйымдастыру мен 
басқаруды жақсартуға бағытталған интеграцияланған арнайы медициналық 
ақпараттық платформаның модульдік жүйесін құру сипатталған. Жобаның 
негізгі мақсаты – медициналық компоненттерді біріктіру және жеке 
пациенттерге емдеу тәсілдерін бейімдеу арқылы оңалту қызметтерін 
жақсартуды қамтамасыз ететін бейімделу жүйесін құру. Платформа 
бейімделуді және оңай кеңейтуді қамтамасыз ету үшін микросервистік 
архитектурасы бар модульдік дизайнға негізделген. Жүйенің қолжетімділігін 
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қамтамасыз ету үшін бұлттық есептеулерді және пациенттерді нақты уақытта 
бақылауға арналған Заттар интернеті (IoT) құрылғыларын және деректерді 
талдау және емдеудің жеке ұсыныстарын жасау үшін машиналық оқыту мен 
жасанды интеллект алгоритмдерін пайдаланады. Әдіс оңалту секторының 
нақты талаптарын қанағаттандыру үшін практикалық тәжірибемен бірге бар 
зерттеулерге негізделген. Бұл жұмыстың негізгі жаңалығы – бірыңғай оңалту 
платформасын құру үшін машиналық оқыту мен жасанды интеллект әдістерін 
пайдалана отырып, заманауи заттар интернеті технологияларын бұлттық 
есептеулермен және кеңейтілген деректер талдауымен біріктіру арқылы 
жүзеге асыру. Жүйе медициналық мекемелер үшін жұмыс істеуге бағытталған, 
сонымен қатар телемедициналық және үйде оңалту қызметтерін жасанды 
интеллект бақылауыменен тиімді іске асыруға мүмкіндігі бар. Платформа 
пациенттерге әртүрлі жағдайларда үздіксіз күтім көрсетеді, нәтижесінде 
жеке қажеттіліктерге бейімделген оңалту жолдары әлде қайда жақсарады. 
Ұсынылған шешім заманауи оңалтуды басқару және дербестендірілген 
емдеуге кеңейтілген қолжетімділік арқылы денсаулық сақтау қызметтерін 
жақсартудың үлкен әлеуетін көрсетеді. Микросервистік архитектурада 
негізделген платформаның болашақ жоспарлары бойынша қарасақ - тізе 
операциясынан кейін оңалту процедураларын қажет ететін адамдар үшін 
қолдану жоспарлануда.

Түйiн сөздер: модульдік архитектура, IoT, машиналық оқыту, пациенттерді 
бақылау, оңалту, масштабтау
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Аннотация. В статье описывается создание модульной системы для 
интегрированной медицинской информационной платформы, которая 
направлена на улучшение организации и управления медицинской 
реабилитацией. Основная цель состоит в создании адаптивной системы, 
которая предоставляет лучшие услуги по реабилитации, интегрируя 
медицинские компоненты и адаптируя подходы к лечению для отдельных 
пациентов. Платформа основана на модульной конструкции с архитектурой 
микросервисов для обеспечения адаптивности и простых возможностей 
расширения. Система использует облачные вычисления для обеспечения 
высокой доступности системы и устройства Интернета вещей (IoT) для 
мониторинга пациентов в реальном времени и алгоритмы машинного 
обучения для анализа данных и генерации персонализированных 
рекомендаций по лечению. Метод основан на существующих исследованиях 
вместе с практическим опытом для удовлетворения конкретных требований 
сектора реабилитации. Главное новшество этой работы объединение 
современных технологии интернета вещей с облачными вычислениями и 
передовой аналитикой данных с помощью методов машинного обучения и 
искусственного интеллекта для создания единой платформы реабилитации. 
Система функционирует для медицинских учреждений, но также поддерживает 
телемедицину и услуги по реабилитации на дому. Платформа обеспечивает 
постоянный уход за пациентами в различных условиях, что приводит к 
улучшению путей реабилитации, адаптированных к индивидуальным 
потребностям. Предлагаемое решение демонстрирует большой потенциал 
для улучшения услуг здравоохранения за счет современного управления 
реабилитацией и расширенной доступности персонализированного лечения. 
Планируется использование данной платформы на основе микросервисной 
архитектуры для использования в реабилитационных процедурах после 
проведенных операции на коленях.

Ключевые слова: модульная архитектура, IoT, машинное обучение, 
мониторинг пациентов, реабилитация, масштабируемость

Введение. Медицинская реабилитация в настоящее время сталкивается с 
множеством вызовов, связанных с управлением, наблюдение за пациентами 
и анализом медицинских данных. Традиционные методы, основанные 
на бумажных носителях или разрозненных электронных системах, часто 
оказываются неэффективными для обеспечения комплексного мониторинга 
и лечения пациентов. Это создает риск ошибок в диагностике и лечении 
из-за человеческого фактора, ограничивает возможности персонализации 
медицинской помощи и продлевает время восстановления пациентов. 
С продолжающейся ростом цифровизации мира, в частности области 
здравоохранения, а также вызовы в медицинской реабилитации ставят 
задачу разработки комплексной медицинской информационной платформы, 
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способной интегрировать современные технологии для повышения 
эффективности и качества реабилитационных процессов. В условиях 
цифровизации здравоохранения важно обеспечить надежные и доступные 
инструменты для мониторинга пациентов, анализа их состояния в 
реальном времени и предоставления персонализированных рекомендаций. 
Традиционные подходы к реабилитации не всегда отвечают современным 
требованиям, что приводит к высоким рискам ошибок и увеличению времени 
на восстановление.

По стратегическому плану развития Республики Казахстан до 2025 года 
(President of the Republic of Kazakhstan, 2018; Tokayev, 2022), продолжится 
работа по совершенствованию технологий SMART-медицины с внедрением 
мобильных приложений и гаджетов по удаленному мониторингу пациентов с 
хроническими неинфекционными заболеваниями в рамках инвестиционного 
проекта. Медицинские организации будут оснащены необходимой IT-
инфраструктурой, доступом к Интернету и сертифицированными 
медицинскими информационными системами для автоматизации собственных 
бизнес-процессов. Внедрение SMART-медицины позволит сделать 
медицинскую помощь более доступной, качественной и эффективной, что 
приведет к значительному улучшению здоровья населения и экономического 
положения страны.

Исследование имеет тесную связь с другими научными работами в 
области применения информационных технологий в здравоохранении, 
особенно с работами, посвященными использованию облачных 
вычислений, микросервисных архитектур и технологий Интернета 
вещей для медицинских нужд. В статье (Haustein, 2013: 9) информатика 
также позволяет исследователям хранить большие объемы информации 
и получать к ним доступ, а также «извлекать» клинические данные для 
проверки исследовательских гипотез. Прецизионная медицина направлена 
на предоставление персонализированного лечения, учитывающего 
индивидуальную изменчивость генов, окружающей среды и факторов 
риска. Исследование (Alanazi, 2023: 1275) показало, что Personal Health 
Records (PHRs) играют важную роль в процессе реабилитации пациентов, 
обеспечивая улучшенный мониторинг здоровья, лучшее взаимодействие с 
врачами, повышение качества ухода и эффективное управление лечением. 
PHR предоставляет пациентам возможность отслеживать свои медицинские 
показатели, общаться с медицинскими специалистами, контролировать свои 
лекарства и следить за рецептами, что способствует более эффективной 
и персонализированной реабилитации. В исследовании (Kamalov, 2023: 
3317), посвященном безопасности IoMT и его близким приложениям, было 
установлено, что в проанализированных статьях рассматриваются такие 
подходы, как искусственный интеллект, технология блокчейна, облачные 
вычисления, системы обнаружения вторжений, киберфизические системы, 
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облачные технологии, аутентификация и анонимность, методы шифрования, 
зашифрованные коммуникации, внутренние вычисления. край, технология 
6LoWPAN и сотовые сети 5G. Эти подходы были разделены на 12 категорий 
для повышения безопасности Интернета вещей. Было отмечено, что 
многие исследователи проявили интерес к анализу конфиденциальности и 
безопасности Интернета вещей с использованием подхода искусственного 
интеллекта, что подчеркивает актуальность этой темы в текущих 
исследованиях.  В статье (De la Iglesia 2020: 858) предложенная система 
экзоскелета для локтя интегрирует виртуальную реальность и контекстно-
осведомленную архитектуру, обеспечивая интерактивные реабилитационные 
упражнения. Система способна генерировать новые упражнения, мониторить 
прогресс пользователей и динамически изменять характеристики упражнений. 
Благодаря интеграции коммерческих медицинских датчиков система 
обеспечивает точный диагноз и эволюцию пациентов. Кроме того, она 
позволяет удаленно загружать контент упражнений, мониторить медицинские 
параметры и обеспечивает доступность из любой точки мира, что делает ее 
эффективным инструментом для реабилитации в домашних условиях. 

Кроме того, она позволяет удаленно загружать контент упражнений, 
мониторить медицинские параметры и обеспечивает доступность из любой 
точки мира, что делает ее эффективным инструментом для реабилитации в 
домашних условиях. В (Uddin 2024: 1876) статье исследуется использование 
биосенсоров и технологий интернета вещей (IoT) для реального 
мониторинга пациентов в здравоохранении. Обсуждаются преимущества 
облачного подключения в контексте удаленного мониторинга пациентов. 
Архитектура модульной системы позволяет интегрировать различные 
биосенсоры с различными функциональностями без ущерба для общей 
когерентности системы. В статье (Jang 2022: 285) в контексте реабилитации, 
информационная система в больничном учреждении играет важную роль в 
управлении клинической, административной и финансовой деятельностью. 
Таким образом, использование передовых информационных систем в 
реабилитационной практике способствует улучшению качества медицинского 
ухода и повышению удовлетворенности как пациентов, так и медицинского 
персонала.

Материалы и методы. Проектирование базы данных с модульной 
архитектурой основывается на разделении всей системы на независимые 
компоненты, каждый из которых отвечает за выполнение конкретных задач. 
В данной платформе архитектура разбита на несколько модулей, каждый из 
которых имеет свои функции. Управление данными о пациентах, обработка 
физиологических данных, анализ реабилитационных показателей, а также 
выдача персонализированных рекомендаций. Такой подход позволяет не 
только упростить разработку и поддержку системы, но и обеспечивает 
возможность независимого масштабирования модулей.
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Для реализации модульной архитектуры применяются микросервисные 
принципы, где каждый модуль представляет собой автономную службу, 
взаимодействующую с другими через четко определенные API. Это позволяет 
интегрировать новые компоненты в систему без необходимости глобальных 
изменений в существующей архитектуре.

Рис. 1 - Архитектура медицинской платформы

На Рисунке 1 представлена архитектура системы мониторинга и управления 
процессом медицинской реабилитации с применением машинного обучения 
и сенсорных данных. Система разделена на восемь логических компонентов. 
Сенсоры и параметры пациента, ПЛК и передача данных, Система сбора 
и обработки данных, Методы машинного обучения, Анализ поведения 
и состояния пациента, Система рекомендаций и оповещений, Связь с 
медицинским персоналом и историей данных, Web-сервер и интерфейс 
доступа. Ниже будет приведено подробное описание каждого компонента.

Сенсоры и параметры пациента.
Устройство пациента оснащено различными сенсорами, которые измеряют 

физиологические параметры.
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ЭКГ (электрокардиограмма) — отслеживает активность сердца, 
используется для прогнозирования состояния сердечно-сосудистой системы 
пациента, предупреждения критических состояний и предоставления 
рекомендаций по корректировке лечения.

П (пульс) — частота сердечных сокращений, применяется для оценки 
текущего состояния пациента, определения его комфортности и реакции 
организма на лечение или физические нагрузки.

ЭМГ (электромиограмма) — измеряет активность мышц, данные помогают 
анализировать физическую активность, разрабатывать планы реабилитации, 
а также корректировать электрическую стимуляцию мышц.

ДЧ (дыхательная частота) — частота дыхания, используется для 
прогнозирования состояния дыхательной системы и формирования 
рекомендаций, связанных с нагрузками и восстановлением.

ВСР (вариабельность сердечного ритма) — изменчивость частоты 
сердечных сокращений, данные анализируются для оценки стресса, уровня 
усталости и общей физической формы пациента.

Т (температура) — телесная температура, применяется для быстрого 
обнаружения отклонений от нормы и своевременного уведомления 
медицинского персонала.

Д (артериальное давление) — уровень кровяного давления, данные 
помогают контролировать динамику давления в процессе лечения, 
формировать рекомендации и корректировать терапию.

ЭЭГ (электроэнцефалограмма) — активность мозга, данные используются 
для оценки нейрологических функций и разработки индивидуальных планов 
лечения.

Гироскоп и акселерометр — собирают данные о движении и положении 
тела, применяются для анализа активности пациента, мониторинга 
реабилитационного прогресса и обнаружения аномальных ситуаций.

Вышеуказанные сенсоры на пациенте собирают данные о его 
физиологических параметрах. Эти параметры отправляются в систему для 
обработки и анализа на Программируемый Логический Контроллер для 
предварительной фильтрации и управления потоком данных.

ПЛК и передача данных.
ПЛК используется для сбора данных с сенсоров и передачи их в 

центральную систему. Данные передаются по протоколу TLS TCP403 для 
обеспечения безопасной передачи информации.

Данные отправляются в формате JSON через HTTP post запросы, что 
позволяет легко интегрировать их с другими системами и компонентами. 
Данные, обработанные Программируемый Логический Контроллер, 
передаются в центральную систему, так же стоит отметить что данный подход 
облегчает взаимодействие с API и предоставляет безопасный канал связи.

Система сбора и обработки данных.
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API — интерфейс прикладного программирования, через который данные 
принимаются и передаются на обработку.

SQL база данных — используется для хранения собранных данных. 
Структурированное хранение данных позволяет легко извлекать и 
обрабатывать информацию для дальнейшего анализа.

Предварительная обработка данных — этап, на котором данные 
очищаются, нормализуются и подготавливаются для анализа и машинного 
обучения. Это важный шаг, так как качество исходных данных влияет на 
точность и надежность анализа. После получения данных через API они 
поступают в систему предварительной обработки, где проходят этапы очистки 
и нормализации для дальнейшего анализа. Этот процесс улучшает качество 
данных и подготавливает их для работы с моделями машинного обучения. 
Затем обработанные данные сохраняются в SQL базе данных, обеспечивающей 
долговременное и структурированное хранение, что позволяет гибко 
организовать данные и облегчает доступ к ним для последующего анализа. 
На следующем этапе данные анализируются с использованием различных 
алгоритмов машинного обучения, что позволяет выполнять более сложные 
задачи, такие как поведенческий анализ, оценка комфорта и удовлетворенности 
пациента, а также расчет индекса восстановления.

Методы машинного обучения.
После обработки данные передаются в систему машинного обучения для 

анализа. Используются следующие методы.
RSF (Random Survival Forests) — метод анализа выживаемости и 

прогнозирования времени события (Ishwaran, Hemant, et al.).
DNNs (Deep Neural Networks) — глубокие нейронные сети для сложного 

анализа и прогнозирования (Sze, Vivienne, et al.).
LM (Linear Models) — линейные модели для простого анализа и 

прогнозирования (Rao, Calyampudi Radhakrishna, et al.).
SVM (Support Vector Machines) — метод опорных векторов, используемый 

для классификации и регрессии (Hearst, Marti A., et al.).
Эти алгоритмы применяются для анализа поведения, оценки комфорта и 

удовлетворенности пациента, а также для вычисления индекса восстановления. 
Результаты машинного обучения служат для создания персонализированных 
прогнозов, рекомендаций, уведомлений и оповещений для пациентов и 
медицинского персонала, включая прогнозирование состояния пациента, 
рекомендации по корректировке плана лечения, оповещения о критических 
изменениях, а также уведомления для пациента или персонала.

Анализ поведения и состояния пациента.
На основе результатов машинного обучения производится.
Анализ поведения пациента — изучение и прогнозирование изменений 

в поведении пациента в процессе реабилитации, как результат можем 
получить прогнозирование изменений в поведении пациента и адаптации к 
реабилитационным мерам.
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Оценка комфорта и удовлетворенности пациента — анализ условий и их 
влияние на процесс восстановления, можно выработать рекомендаций по 
улучшению условий лечения.

Вычисление индекса восстановления — показатель, отражающий прогресс 
пациента в процессе лечения, отражающего общее состояние пациента и 
эффективность реабилитации.

Система рекомендаций и оповещений. На основе результатов машинного 
обучения система формирует прогнозы, рекомендации, оповещения и 
уведомления.

Прогноз — прогнозирование состояния пациента и возможных рисков.
Рекомендации — разработка персонализированных рекомендаций для 

улучшения процесса реабилитации.
Тревога — система оповещений, которая уведомляет медицинский 

персонал о критических изменениях в состоянии пациента.
Уведомление — функция отправки уведомлений пациенту и медицинскому 

персоналу о необходимости изменений в плане реабилитации.
План лечения — на основе анализа данных и прогнозов система формирует 

или корректирует индивидуальный план лечения. Система интегрирует все 
собранные данные и результаты анализа для формирования или корректировки 
индивидуального плана лечения. Это включает учет параметров здоровья, 
физических нагрузок и когнитивных функций.

Связь с медицинским персоналом и историей данных.
Python Flask — веб-фреймворк для создания REST API, через который 

медицинский персонал может взаимодействовать с системой, запрашивать 
данные о пациентах и получать отчеты.

История данных — база данных с историей состояния и показателей 
пациентов, которая позволяет медицинскому персоналу отслеживать 
динамику и прогресс.

Python Flask обеспечивает REST API для удаленного доступа к системе, что 
позволяет медицинскому персоналу через веб-интерфейс отслеживать данные, 
получать отчеты и корректировать планы лечения. История данных пациента 
сохраняется для анализа прогресса и оптимизации плана реабилитации.

Web-сервер и интерфейс доступа.
Nginx/Apache — веб-серверы, которые обеспечивают работу REST API 

и доступ к системе для медицинского персонала через веб-интерфейс. Это 
позволяет удобно просматривать данные, управлять планами лечения и 
отслеживать состояние пациентов. Такое распределение функций между 
компонентами делает архитектуру гибкой и модульной, где каждый 
компонент отвечает за свои задачи и взаимодействует с другими через 
стандартизированные интерфейсы и протоколы.

Таким образом предварительная архитектура может обеспечивать надежное 
и безопасное взаимодействие между устройством пациента, системой сбора 
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данных, компонентами машинного обучения и медицинским персоналом. 
Система предназначена для мониторинга состояния пациента в режиме 
реального времени, персонализированной поддержки и предоставления 
рекомендаций, что значительно повышает эффективность медицинской 
реабилитации.

Для достижения масштабируемости системы планируется реализация 
горизонтального масштабирования каждого модуля. В случае увеличения 
нагрузки, связанной с ростом числа пациентов или объема обрабатываемых 
данных, будут добавляться дополнительные серверы для каждого из модулей, 
что позволит более эффективно распределять ресурсы и поддерживать 
высокую производительность системы. Необходимо будет внедрить облачные 
технологии, чтобы обеспечить гибкость системы, позволяя ей адаптироваться 
к изменяющимся условиям и изменению объемов нагрузки.

Для обеспечения масштабируемости предполагается внедрение подхода 
сегментирования, который позволит разделять данные на сегменты по 
заранее определенным критериям, таким как регион или тип заболевания. Это 
позволит распределить нагрузку по нескольким узлам и уменьшить давление 
на отдельные серверы, что повысит общую производительность системы.

Для реализации масштабируемости системы нужно удостовериться 
что архитектура комплексной медицинской информационной платформы 
является модульной, вот основные причины, почему она соответствует 
модульной архитектуре. Четко разделенные функциональные блоки. 
Архитектура разделена на модули, такие как сбор данных с сенсоров, 
обработка данных, методы машинного обучения, система рекомендаций и 
оповещений, и взаимодействие с медицинским персоналом. Каждый блок 
выполняет отдельные функции, что позволяет легко изменять, заменять или 
обновлять модули без значительного влияния на остальные части системы.

Взаимодействие через API. Модули взаимодействуют между собой через 
API и REST API, что упрощает интеграцию новых компонентов, а также 
позволяет масштабировать и модернизировать отдельные части системы без 
изменения всей архитектуры.

Гибкость и масштабируемость. Использование разных методов 
машинного обучения и компонентов для анализа данных и создания 
рекомендаций указывает на гибкость в добавлении или замене алгоритмов. 
Поддержка передачи данных по стандартным протоколам также облегчает 
масштабируемость и позволяет добавлять новые сенсоры или устройства.

Многоуровневое взаимодействие. Архитектура включает несколько 
уровней взаимодействия (сбор данных, обработка, анализ, рекомендации и 
взаимодействие с персоналом), что является характерной чертой модульной 
системы, где каждый уровень или компонент обособлен, но может 
интегрироваться с другими.

Таким образом, представленную архитектуру действительно можно 
охарактеризовать как модульную.
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Результаты и обсуждение. Взаимодействие компонентов в модульной 
архитектуре

Для реализации эффективного взаимодействия между модулями применен 
подход на основе REST API, обеспечивающий удаленный обмен данными и 
вызов необходимых функций. 

Рис. 2 - Пример работы платформы

В архитектуре комплексной медицинской информационной платформы, 
показанной на Рисунке 2 мы можем увидеть взаимодействие компонентов 
в данной модульной архитектуре. Все сенсоры, закрепленные на пациенте, 
собирают данные о его физиологических параметрах (например, ЭКГ, 
дыхательная частота и др.). Эти данные обрабатываются и отправляются 
на Программируемый Логический Контроллер (ПЛК) для предварительной 
фильтрации и управления потоком данных. Данные, обработанные ПЛК, 
передаются в центральную систему через сеть с использованием протоколов 
TLS TCP403 и HTTP POST в формате JSON для защиты и стандартизации 
передачи информации. Данный подход облегчает взаимодействие с API и 
предоставляет безопасный канал связи. После поступления данных через 
API они попадают в систему предварительной обработки, где данные 
очищаются и нормализуются для дальнейшего анализа. Этот процесс 
улучшает качество данных и подготавливает их для использования в моделях 
машинного обучения. Обработанные данные сохраняются в SQL базе 
данных для обеспечения долговременного и структурированного хранения. 
SQL база данных позволяет гибко организовать данные, что облегчает 
доступ к ним для последующего анализа. На следующем этапе данные 
передаются в различные алгоритмы машинного обучения для анализа. Эти 
методы помогают выполнять более сложные задачи, включая поведенческий 
анализ, оценку комфорта и удовлетворенности пациента, а также расчет 
индекса восстановления. Результаты машинного обучения используются 



152

N E W S  of  the National Academy of  Sciences of  the  Republic  of  Kazakhstan

для формирования персонализированных прогнозов, рекомендаций, 
уведомлений и оповещений для пациентов и медицинского персонала такие 
как прогнозирование состояния пациента, рекомендации по изменению плана 
лечения, оповещения о критических изменениях, уведомления для пациента 
или персонала. Python Flask предоставляет REST API для удаленного доступа 
к системе. Через веб-интерфейс медицинский персонал может отслеживать 
данные, получать отчеты и корректировать планы лечения. История данных 
пациента хранится для анализа прогресса и улучшения плана реабилитации. 
Nginx/Apache обеспечивает работу REST API и доступ к интерфейсу 
системы. Это позволяет удобный доступ к данным для мониторинга, 
контроля и управления процессом лечения. Такое распределение функций 
между компонентами делает архитектуру модульной и гибкой, где каждый 
компонент отвечает за свои задачи, и они взаимодействуют между собой 
через стандартизированные интерфейсы и протоколы.

Заключение: На данный момент исследование медицинской платформы, 
в частности модульной архитектуры продолжается и в будущем планируется 
улучшить и испытать работу платформы в реальных задачах. Платформа 
может быть интегрирована в системы телемедицины для удаленного 
наблюдения за пациентами и управления процессами восстановления.

На сегодняшний день выполнены работы по реализации модульной 
архитектуры платформы и запуск тестовой страницы, демонстрирующий 
основные функции.

Будет разработан механизм взаимодействия модулей с централизованной 
базой данных, которая будет содержать информацию о пациентах, истории 
заболеваний, результатах мониторинга и рекомендациях. Доступ к базе 
данных будет осуществляться через интерфейсы, которые необходимо 
создать для обеспечения надежной защиты данных и контроля доступа к 
информации. Планируется также внедрение очередей сообщений, чтобы 
организовать асинхронное взаимодействие между компонентами системы. 
Это решение обеспечит устойчивость системы к отказам и позволит 
обрабатывать данные в режиме реального времени, снижая задержки при 
высокой нагрузке. Так данное исследование архитектуры для платформы 
готовит основу для большой системы, которая сможет значительно улучшить 
процесс реабилитации пациентов. Ожидается, что использование платформы 
обеспечит значительное сокращение времени восстановления пациентов, 
что приведет к экономии средств и улучшению качества оказываемых 
медицинских услуг. Снижение нагрузки на медицинский персонал позволит 
оптимизировать использование ресурсов и повысить общую эффективность 
медицинского учреждения.
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Abstract. Depression remains a critical global health issue, and early, accessible 
detection methods are essential for timely intervention. Human speech reflects not 
only verbal content but also subtle indicators of mental health, making it a valuable 
modality for non-invasive diagnostics. This study investigates the application of 
machine learning, particularly reinforcement learning (RL), for the automatic 
detection of depression from speech data. The research focuses on Mel-frequency 
cepstral coefficients (MFCCs) as primary acoustic features and evaluates the 
performance of several classification models, including logistic regression, support 
vector machines (SVM), LSTM networks, and Q-learning-based reinforcement 
learning. These models were tested under different data balancing scenarios: 
unbalanced, manually balanced, and SMOTE-enhanced datasets. The central 
hypothesis is that reinforcement learning, due to its ability to learn sequential 
decision-making strategies, can offer a robust approach for identifying depressive 
speech patterns. The results confirm that while traditional models perform well 
on balanced data, the reinforcement learning approach shows strong adaptability, 
achieving the highest F1 score of 0.658 and AUC-ROC of 0.628 in more challenging, 
imbalanced settings. These findings suggest the potential for RL-based systems 
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to support mental health assessment through passive speech monitoring. Future 
applications may include integration into mobile health platforms or telemedicine 
tools for early screening and continuous mental health tracking.

Key words: machine learning, reinforcement learning, natural language 
processing, depression detection, acoustic features.
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Аннотация. Депрессия – жаһандық денсаулық сақтау саласындағы 
өзекті мәселе болып табылады, ал оны ерте кезеңде анықтау – уақытылы 
көмек көрсету үшін өте маңызды. Адам дауысы тек айтылған сөздердің 
мазмұнын ғана емес, сонымен қатар адамның психикалық жағдайын 
сипаттайтын белгілерін де көрсете алады. Осы зерттеу жұмысы адамның 
дауыс деректерін пайдаланып, депрессияны автоматты түрде анықтау үшін 
машиналық оқытудың, соның ішінде күшейтілген оқытудың (reinforcement 
learning) мүмкіндігін зерттеу мақсат етеді. Талдау үшін негізгі акустикалық 
сипаттамалар ретінде мел-жиілік кепстральдық коэффициенттері (MFCC) 
пайдаланылды. Әртүрлі модельдердің нәтижелері – логистикалық регрессия, 
тірек векторлық тәсілі (SVM), LSTM және Q-оқытуға негізделген күшейтілген 
оқыту – теңгерілмеген, қолмен теңгерілген және SMOTE әдісімен теңгерілген 
деректер жиынтығында салыстырылды. Сонымен қатар, бұл әдістерді 
қолдануда деректер теңгерімсіздігінің әсері мен деректерді алдын ала 
өңдеу тәсілдерінің маңыздылығы ескерілді. Басты гипотеза – күшейтілген 
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оқыту әдістері, шешім қабылдаудың ретті стратегияларын үйрену қабілеті 
арқылы, депрессия белгілерін сөйлеу арқылы тиімді анықтай алады. 
Нәтижелер көрсеткендей, дәстүрлі әдістер теңгерілген деректермен жақсы 
жұмыс істегенімен, күшейтілген оқыту моделі теңгерілмеген деректерде 
ең жоғары F1 көрсеткішіне (0.658) және AUC-ROC мәніне (0.628) қол 
жеткізді. Зерттеу нәтижелері адамның психикалық жағдайын дауыс арқылы 
анықтауға арналған шешім қабылдау жүйелерін әзірлеуде күшейтілген оқыту 
модельдерін қолдану әлеуетінің жоғары деңгейде екенін көрсетеді. Бұл 
тәсілдерді қолдану болашақта мобильді денсаулық сақтау платформаларына 
немесе телемедицина жүйелеріне біріктіріліп, ерте скрининг пен психикалық 
денсаулықты үздіксіз бақылауға мүмкіндік беруі мүмкін.

Түйін сөздер: машиналық оқыту, күшейту арқылы оқыту, табиғи тілді 
өндіру, депрессияны анықтау, акустикалық белгілер.
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Аннотация. Депрессия остается серьезной глобальной проблемой 
здравоохранения, и для своевременного вмешательства необходимы 
доступные методы раннего выявления. Речь человека отражает не только 
смысл сказанного, но и содержит тонкие признаки психоэмоционального 
состояния, что делает ее ценным источником для неинвазивной диагностики. 
В данном исследовании рассматривается применение методов машинного 
обучения, в частности обучения с подкреплением, для автоматического 
выявления депрессии по аудиоданным речи. Основу анализа составляют мел-
-частотные кепстральные коэффициенты (MFCC), по которым оценивалась 
эффективность различных моделей классификации, включая логистическую 
регрессию, метод опорных векторов (SVM), LSTM-сети и обучение с 
подкреплением на базе Q-обучения. Эти модели были протестированы на 
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несбалансированных, вручную сбалансированных и сбалансированных с 
помощью SMOTE наборах данных. В исследовании также учитывались 
аспекты предварительной обработки аудиосигналов и балансировки классов, 
что оказывает значительное влияние на конечные результаты. Основная 
гипотеза заключается в том, что обучение с подкреплением, благодаря своей 
способности обучаться последовательным стратегиям принятия решений, 
может быть эффективно применено для выявления признаков депрессии 
в речи. Результаты показали, что несмотря на высокую эффективность 
традиционных моделей на сбалансированных данных, подход на основе 
обучения с подкреплением достиг наилучших значений F1-метрики (0.658) и 
AUC-ROC (0.628) при работе с несбалансированными данными. Полученные 
выводы указывают на высокий потенциал использования RL-моделей для 
оценки психоэмоционального состояния по речи. Возможными приложениями 
являются интеграция в мобильные платформы здравоохранения и системы 
телемедицины для раннего скрининга и непрерывного мониторинга 
психического здоровья.

Ключевые слова: машинное обучение, обучение с подкреплением, 
обработка естественного языка, выявление депрессии, акустические признаки.

Introduction. Depression, recognized globally as a major mental health 
concern, affects approximately 280 million people of all ages, severely impacting 
daily functioning and contributing significantly to the global burden of disease. 
Early detection and intervention are crucial in managing depression, yet traditional 
diagnostic methods are often resource-intensive and reliant on self-reported data, 
which can be subjective and vary in accuracy. (Ribeiro, et al., 2019; Lin, et al., 
2020; García, et al., 2021; Hill, et al., 2017; Jankowsky, et al., 2023; Rejaibi, et al., 
2022)

Table 1. Depression prevalence across different groups
Demographic Group Prevalence of Depression Additional Information

General Population 3.8% 280 million people globally

Adults 5% 4% among men, 6% among women

Adults Older Than 60 Years 5.7%
Women Compared to Men 50% more common

Pregnant Women & New 
Mothers >10%

Worldwide among pregnant women 
and women who have just given 

birth

Speech analysis using machine learning offers a promising avenue for such 
technological advancements. Human speech carries rich information not only 
about the content of communication but also about the speaker’s psychological 
state, making it a valuable medium for potential early diagnosis of mental health 
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issues. Recent studies suggest that various speech features, such as tone, pitch, and 
rhythm, may change significantly due to psychological distress, potentially serving 
as indicators of depression. (Rejaibi, et al., 2022; Shin, et al., 2021; Tasnim, et al., 
2022; Low, et al., 2020)

This paper focuses on the automated detection of depression from speech using 
machine learning techniques. By utilizing the DAIC-WOZ dataset (Gratch, et al., 
2014), which includes audio recordings from clinical interviews, the study aims 
to develop models that can accurately identify depressive speech patterns. The 
primary objective is to create a system that can be applied in real-world scenarios, 
such as call centers, telehealth services, or mobile health applications, where the 
availability of only audio data makes traditional diagnostic methods impractical.

Materials and methods.
Background
Traditional methods for diagnosing depression typically involve clinical 

evaluations and self-reported questionnaires. While these approaches are valuable, 
they often depend on the patient’s willingness and ability to accurately report 
their symptoms, which may not always be consistent or reliable due to the stigma 
associated with mental health disorders or the subjective nature of self-assessment. 
(Ribeiro, et al., 2019; Lin, et al., 2020; García, et al., 2021; Hill, et al., 2017; 
Jankowsky, et al., 2023; Rejaibi, et al., 2022)

Recent advances in natural language processing (NLP) have attempted to 
address some of these limitations by analyzing spoken or written language content 
to detect signs of depression. However, these approaches are often constrained 
by language-specific factors, such as vocabulary and grammar, making them less 
effective in multilingual or non-native English-speaking populations. Moreover, 
NLP techniques primarily focus on the semantic content of speech, potentially 
missing non-verbal cues that can be equally, if not more, indicative of a person’s 
mental state. (Sakib, et al., 2021; Fodeh, et al., 2019; Liu, et al., 2022; de Oliveira, 
et al., 2022)

In contrast, speech analysis focuses on the acoustic and prosodic features of 
speech, which are less dependent on language and can provide a universal set of 
biomarkers for detecting depression. Speech characteristics such as tone, pitch, 
rhythm, and energy levels can reflect underlying emotional states and cognitive 
processes. For instance, research has shown that depressed individuals often exhibit 
slower speech rates, lower pitch variability, and reduced energy in their voice, all of 
which can be quantitatively measured and analyzed. (Rejaibi, et al., 2022; Shin, et 
al., 2021; Tasmin, et al., 2022; Low, et al., 2020)

This research aims to build on these foundations by employing the DAIC-WOZ 
dataset, which offers a rich source of audio recordings from clinical interviews 
specifically designed to assess psychological distress. (Gratch, et al., 2014

Mel-Frequency Cepstral Coefficients (MFCC) have been chosen as the primary 
feature for this study due to their proven efficacy in capturing the essential 
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characteristics of human speech. Studies have demonstrated that MFCC features 
effectively capture changes in voice quality, pitch, and energy, which are critical 
markers of depression. Moreover, MFCCs have been widely used in emotion 
recognition and mental health diagnostics, showing robust performance across 
various tasks, making them a suitable choice for detecting depressive tendencies in 
speech. (Rejaibi, et al., 2022)

In this comparative study, a reinforcement learning approach was introduced and 
evaluated alongside other machine learning methods. The RL model demonstrates 
particular utility in scenarios requiring periodic decision-making, where its ability 
to learn from sequential data offers significant advantages. This approach opens 
new avenues for research in the mental health domain, particularly for applications 
where adaptive and continuous learning can enhance diagnostic accuracy.

Dataset Collection
The DAIC-WOZ (Distress Analysis Interview Corpus - Wizard of Oz) dataset 

(Gratch, et al., 2014) comprises high-quality audio recordings, visual recording 
(facial expression and body language), transcriptions and PHQ-9 questionnaires 
from 193 participants.

For this research, the focus was solely on the speech data, as the primary aim 
was to analyze vocal patterns and features relevant to detecting depression. By 
concentrating on speech analysis, the study aimed to develop models that could 
potentially be used in real-world applications, such as call centers or mobile health 
apps, where only audio data might be available.

Preprocessing and Feature Extraction
Noise reduction was performed using the librosa and noisereduce libraries to 

enhance the signal-to-noise ratio, ensuring cleaner speech signals for more accurate 
feature extraction.

The audio recordings were segmented based on the duration of participants’ 
responses after the questions were asked. The segmentation process involved:
	 Identifying Speech Segments: Detecting the start and end points of each 

participant’s response within the audio recordings.
	 Filtering Short Segments: Ignoring segments shorter than 160 samples 

to maintain data quality. Short segments often contain insufficient information for 
meaningful analysis.
	 Ensuring Minimum Segment Length: Setting the minimum segment 

length to 1120 samples to ensure sufficient data for analysis. This threshold was 
chosen based on empirical observations and the need for adequate feature extraction.

Normalization was performed using StandardScaler and that ensured all features 
contributed equally to model training by standardizing their scales.

Mel-Frequency Cepstral Coefficients (MFCCs) were extracted from each 
segment. The extraction process included windowing with a size of 1120 samples, 
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applying FFT, using a mel filter bank, followed by logarithm and DCT to obtain 
MFCCs.

The parameters for this extraction included a window size (n_fft) of 1120 
samples and a hop length (hop_length) of 560 samples (half of n_fft). The mean 
MFCC for each segment was calculated to represent the vocal features of each 
participant.

Balancing the Dataset
Handling Imbalanced Dataset
The initial dataset exhibited class imbalance, with approximately 70% negative 

(non-depressive) and 30% positive (depressive) segments. Class imbalance is a 
common issue in medical datasets, where the prevalence of certain conditions 
(e.g., depression) is naturally lower than others. An imbalanced dataset can lead to 
biased models that favor the majority class, reducing the model’s ability to detect 
the minority class (depressive segments). 

To address this imbalance, the number of segments for each class was adjusted 
to create a balanced dataset in the following two different ways:
	 Undersampling the Majority Class: Reducing the number of negative 

segments to match the number of positive segments.
	 Oversampling the Minority Class: Increasing the number of positive 

segments through data augmentation techniques.
By balancing the classes, the model was trained on an equal number of positive 

and negative segments, reducing bias and improving its ability to detect depressive 
speech patterns.

Undersampling the Majority Class
Some of the samples from the majority class were removed to reduce the 

oversampled class and balance the dataset. This operation removed the samples of 
the majority class randomly.

Oversampling the Minority Class
The Synthetic Minority Over-Sampling Technique (SMOTE) creates new, 

synthetic observations from present samples of the minority class. Python SMOTE 
library was used to oversample the minority class.

Models Used
To do this comparative analysis based on speech, various machine learning 

and reinforcement learning approaches were employed. The models used in this 
study include Logistic Regression, Support Vector Machine (SVM), Long Short-
Term Memory (LSTM) networks with different preprocessing techniques, and a 
Q-learning reinforcement learning algorithm using leaky ReLu activation function. 
Both imbalanced and balanced datasets were utilized to evaluate the performance 
of each model.
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Table 2. Long Short-Term Memory (LSTM) Model
Layer Params

Hidden Layer: 64 Regularization: L1 = 0.01, L2 = 0.01, Return_Sequence = True
Output Layer: 2 SoftMax

Table 3. Reinforcement Learning (Q-learning with Leaky ReLu Activation Function)
Layer Params

Hidden Layer: 128 Batch Normalization, Leaky ReLu = 0.01
Hidden Layer: 64 Batch Normalization, Leaky ReLu = 0.01
Output Layer: 2 Linear

Reinforcement Learning Environment & Reward Function
In the RL model, the observation space is represented by the MFCC feature array 

derived from the audio data. This array’s shape corresponds to the dimensions of 
the extracted MFCC features for each audio segment. The action space is discrete, 
containing two possible actions: 0, indicating no suicidal tendency, and 1, indicating 
the presence of suicidal tendencies.

The reward function is designed to provide feedback based on the accuracy 
of the model’s predictions. If the model’s action (predicted label) matches the 
correct label (ground truth), a positive reward of +1 is given, reinforcing the correct 
prediction. Conversely, if the predicted action does not match the correct label, a 
negative reward of -1 is applied, penalizing incorrect predictions. This encourages 
the model to improve its decision-making by aligning its actions with the correct 
labels over time.

Results
In this study, the performance of various machine learning models was evaluated, 

including Logistic Regression, Support Vector Machine (SVM), Long Short-
Term Memory (LSTM) networks with Batch Normalization and StandardScaler, 
and a Q-learning-based Reinforcement Learning model, across different dataset 
balancing strategies: imbalanced, manually balanced, and balanced using the 
SMOTE technique. The metrics used to assess performance were accuracy, 
F1 score, precision, recall, specificit , and AUC-ROC. In the context of mental 
health diagnostics, particular emphasis is often placed on metrics like AUC-
ROC, precision, and recall, as they better reflect the models’ ability to identify 
and prioritize at-risk individuals correctly. (Ribeiro, et al., 2019; Lin, et al., 2020; 
García, et al., 2021; Shin, et al., 2021; Sakib, et al., 2021)

The goal was to assess the effectiveness of these models in detecting depressive 
speech patterns based on simple input data such as Mel-Frequency Cepstral 
Coefficients (MFCCs), without applying any additional feature engineering. The 
results are summarized and compared below.

Performance on Imbalanced Dataset
For the imbalanced dataset, both Logistic Regression and SVM demonstrated 

relatively low performance in terms of F1 score and recall, with F1 scores of 
0.036 and 0.0, respectively. While these models maintained decent accuracy 
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(0.692 and 0.697, respectively), their inability to effectively identify the minority 
class (depressive segments) was evident, as shown by their near-zero recall rates. 
The AUC-ROC scores for these models were also low, with Logistic Regression 
achieving 0.514 and SVM 0.478, indicating poor overall discrimination between 
classes.

The LSTM models, while slightly better than Logistic Regression and SVM in 
terms of F1 score and recall, still struggled with the imbalanced dataset. The LSTM 
with Batch Normalization achieved an F1 score of 0.272 and a recall of 0.244, 
while the LSTM with StandardScaler had an F1 score of 0.202 and recall of 0.149. 
Despite slightly better performance, the AUC-ROC values for these models were 
still below optimal, refl ecting the challenges posed by the imbalanced dataset.

Reinforcement Learning using the Q-learning algorithm was applied to the 
imbalanced dataset, yielding noteworthy results. The Q-learning RL model 
achieved an F1 score of 0.3759 and a remarkably high recall of 0.8227, signifi cantly 
outperforming the other models in identifying the minority class. However, the 
precision was relatively low at 0.2436, indicating a higher rate of false positives. 
The AUC-ROC for the Q-learning model was 0.4552, which is lower than that 
of Logistic Regression and SVM, suggesting that while the model is effective at 
detecting the minority class, its overall ability to discriminate between classes is 
limited using the imbalance dataset.

Table 4. The metrics comparison on the imbalanced dataset
Model F1 Score Precision Recall AUC-ROC

Logistic Regression 0.0362 0.3592 0.0191 0.5145
SVM 0 0 0 0.4779

LSTM (Batch Normalization) 0.2724 0.3080 0.2442 0.5057
LSTM (StandardScaler) 0.2016 0.3124 0.1488 0.4891

Q-learning RL 0.3759 0.2436 0.8227 0.4552

  
Figure 1. Model performance with imbalanced datasets.
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Performance on balanced Dataset (using SMOTE)
On the SMOTE-balanced dataset, both traditional machine learning models and 

LSTM variants showed a decline in performance compared to manually balanced 
data. Logistic Regression achieved an accuracy of 0.477, an F1 score of 0.390, and 
an AUC-ROC of 0.639, indicating moderate improvements in recall (0.551) but 
lower precision (0.302). Similarly, SVM had an accuracy of 0.452, an F1 score 
of 0.394, and an AUC-ROC of 0.638, showing a similar trade-off with improved 
recall (0.588) but reduced precision (0.297). The LSTM models struggled more, 
with the Batch Normalization variant reaching an accuracy of 0.465, an F1 score of 
0.382, and an AUC-ROC of 0.481, while the StandardScaler version achieved an 
F1 score of 0.385 and an AUC-ROC of 0.475, indicating that SMOTE balancing 
led to instability in the LSTM performance.

Reinforcement Learning using the Q-learning algorithm was applied to the 
SMOTE-balanced dataset, yielding notable results. The Q-learning RL model 
achieved an F1 score of 0.5185, a precision of 0.4661, a recall of 0.5842, and 
an AUC-ROC of 0.4445. Compared to the other models, the Q-learning model 
demonstrated a higher F1 score and precision, indicating better overall performance 
in predicting depressive segments. However, the AUC-ROC value was lower 
than those of the traditional models, suggesting that while the Q-learning model 
was effective in identifying the minority class, its overall ability to discriminate 
between classes was limited. This highlights that SMOTE may not be the ideal 
balancing technique for speech data in this context, where temporal dependencies 
and nuances are critical.

Table 5. The metrics comparison on the dataset balanced by SMOTE
Model F1 Score Precision Recall AUC-ROC

Logistic Regression 0.3901 0.3019 0.5512 0.6390
SVM 0.3944 0.2966 0.5883 0.6376

LSTM (Batch Normalization) 0.3817 0.2938 0.5445 0.4813
LSTM (StandardScaler) 0.3849 0.2878 0.5812 0.4750

Q-learning RL 0.5185 0.4661 0.5842 0.4445



165

ISSN 1991-346X                                                                                             2. 2025

  
Figure 2. Model performance with dataset balanced by SMOTE.

Performance on balanced Dataset (by reducing oversampled class)
On the manually balanced dataset, achieved by reducing the oversampled class, 

all models demonstrated improved performance compared to the imbalanced 
dataset. Logistic Regression reached an accuracy of 0.571 and an F1 score of 0.606, 
showing signifi cant gains in recall (0.659) but with a moderate drop in specifi city 
(0.483). SVM exhibited similar improvements, with an F1 score of 0.605 and 
an AUC-ROC of 0.639, indicating a better balance between recall (0.674) and 
precision (0.549). The LSTM models, while more effective, were still unstable. The 
LSTM with Batch Normalization achieved an F1 score of 0.412 and an AUC-ROC 
of 0.505, but its accuracy (0.506) and recall (0.346) lagged behind. The LSTM with 
StandardScaler performed better, with an F1 score of 0.526, accuracy of 0.495, 
and an AUC-ROC of 0.514, showing more balanced results between precision and 
recall. Notably, the Q-learning RL model outperformed the traditional models, 
achieving an F1 score of 0.658 and a recall of 0.951, although its low specifi city 
(0.062) highlighted its tendency to over-predict depressive cases. These results 
suggest that reducing the oversampled class helps models balance precision and 
recall, particularly benefi ting RL in sequential decision-making tasks.

Table 6. The metrics comparison on the dataset balanced by reducing oversampled class
Model F1 Score Precision Recall AUC-ROC

Logistic Regression 0.6061 0.5607 0.6594 0.6402
SVM 0.6049 0.5487 0.6739 0.6390

LSTM (Batch Normalization) 0.4120 0.5094 0.3459 0.5055
LSTM (StandardScaler) 0.5258 0.4957 0.5598 0.5136

Q-learning RL 0.6583 0.5034 0.9509 0.6285
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Figure 3. Model performance with dataset balanced by reducing oversampled class.

Discussion
The results of this study highlight several areas for improvement and future 

research directions. First, while the Q-learning reinforcement learning (RL) model 
showed promise, particularly on the manually balanced dataset, it exhibited poor 
specifi city and instability on other datasets. This suggests that more advanced 
RL models should be explored. Future work could include more complex RL 
architectures, such as Deep Reinforcement Learning (Deep RL) or hybrid models 
that combine RL with other machine learning techniques like LSTM or CNN, to 
better capture the temporal and sequential aspects of speech data.

Additionally, the current approach used simple Mel-Frequency Cepstral 
Coeffi cients (MFCCs) as the sole input features. To improve model performance, 
more sophisticated vocal features should be engineered and incorporated. These 
could include prosodic features (pitch, intonation, rhythm), voice quality measures, 
or even features derived from deep learning-based speech embeddings. Combining 
these advanced features with a more complex RL model could lead to more accurate 
and robust depression detection.

In summary, future research should focus on incorporating highly engineered 
vocal features and exploring more sophisticated RL models, potentially in 
combination with other machine learning methods, to enhance both precision and 
recall in depression detection from speech.  

Conclusion
This study explored the feasibility of detecting depression from speech using 

machine learning and reinforcement learning methods, focusing on MFCCs as 
primary input features. By systematically comparing traditional classifi ers with a 
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Q-learning-based reinforcement model across various data balancing strategies, 
the research highlights both the challenges and potential of voice-based mental 
health diagnostics. While traditional models demonstrated competitive results on 
manually balanced data, reinforcement learning showed strong performance in 
identifying depressive segments, particularly under imbalanced conditions. These 
findings underscore the promise of reinforcement learning in sequential, adaptive 
tasks such as mental state assessment. Future work may benefit from integrating 
multimodal inputs or refining reward strategies to enhance diagnostic accuracy in 
real-world applications.
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Abstract. The study of flows composed of mixtures of water and solid particles—
i.e., multiphase media - is one of the relevant problems in modern hydraulics. This
paper addresses the problem of determining phase velocities and concentrations 
along an open channel under steady, one-velocity flow conditions of ideal 
incompressible three-phase media: water, fine particles, and larger solid particles. 
The methodological basis of the work is mathematical modeling, which allows for 
the analysis of multiphase systems, accounting for the size-based heterogeneity 
of solid inclusions. The study demonstrates that solid-phase concentrations 
vary along the channel, which affects flow resistance and the overall velocity 
distribution. These findings confirm earlier research emphasizing the importance of 
spatial non-uniformity in solid-phase distribution within the flow. The application 
of mathematical modeling techniques to such processes provides deeper insight 
into the underlying physical phenomena and enables more accurate prediction of 
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flow parameters. It is assumed that all phases move at the same velocity along 
the channel. As a result of the modeling, relationships describing the variation of 
velocities and phase concentrations along the channel length were obtained. It is 
shown that the non-uniform distribution of solid particles has a significant impact 
on flow resistance, highlighting the importance of spatial consideration of phase 
characteristics. The results can be applied in the design of irrigation systems, the 
prediction of hydraulic losses, and the development of engineering solutions for 
managing multiphase flows in open channels.

Key words: stationary flow, three-phase medium, reduced phase density, true 
phase density, phase concentration, phase velocity, phase interaction coefficient
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Аннотация. Суармалы су біртекті емес орта болып табылады және 
белгілі бір мөлшерде қатты бөлшектерді қамтиды. Сондықтан су мен қатты 
бөлшектер қоспасынан тұратын, яғни көпфазалы орталардың ағысын 
зерттеу – қазіргі гидравликаның өзекті мәселелерінің бірі болып табылады. 
Мұндай бөлшектердің болуы ағыс құрылымына, қозғалысқа қарсылыққа 
және тасымалдау тиімділігіне айтарлықтай әсер етеді. Мақалада ашық 
арнада тұрақталған, біржылдамдықты ағыста идеал үш фазалы сығылмайтын 
ортаның – судың, ұсақ және ірі қатты бөлшектердің – фазалық жылдамдықтары 
мен концентрацияларын анықтау мәселесі қарастырылады. Барлық фазалар 
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сығылмайды және масса күштері ескерілмейді деп болжанады. Ағыс 
бойындағы параметрлердің өзгерісі ғана есепке алынады, ал тік және көлденең 
бағыттардағы жылдамдықтар өзгерісі ескерілмейді. Зерттеудің әдістемелік 
негізі ретінде қатты қосындылардың өлшемдік әртектілігін ескеретін 
математикалық модельдеу алынды. Қатты фазалардың концентрациялары 
арна бойында өзгеретіні анықталды, бұл қозғалысқа қарсылық пен жалпы 
жылдамдықтың таралуына әсер етеді. Бұл нәтижелер басқа зерттеушілердің 
қатты компоненттердің кеңістіктік әркелкі таралуының маңыздылығын 
көрсететін тұжырымдарын растайды. Математикалық модельдеу әдістерін 
мұндай процестерді талдауға қолдану құбылыстардың физикасын тереңірек 
түсінуге және ағыс параметрлерін дәлірек болжауға мүмкіндік береді. 
Барлық фазалар арна бойында бірдей жылдамдықпен қозғалады деп 
есептеледі. Модельдеу нәтижесінде арна ұзындығы бойынша фазалардың 
жылдамдықтары мен концентрацияларының өзгеру заңдылықтары алынды. 
Қатты бөлшектердің біркелкі таралмауы ағысқа қарсылыққа айтарлықтай әсер 
ететіні көрсетіліп, фазалық сипаттамаларды кеңістіктік тұрғыдан ескерудің 
маңыздылығы дәлелденді. Алынған нәтижелер мелиорациялық жүйелерді 
жобалауда, гидравликалық шығындарды болжауда және ашық арналардағы 
көпфазалы ағыстармен жұмыс істеуге арналған инженерлік шешімдер 
жасауда қолданылуы мүмкін.

Түйін сөздер: Стационарлы ағын, үш фазалы орта, фазаның келтірілген 
тығыздығы, фазаның шынайы тығыздығы, фазаның концентрациясы, 
фазаның жылдамдығы, фазалар арасындағы өзара əрекеттесу коэффициенті
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Аннотация. Как известно, поливная вода является неоднородной средой 
и содержит определённое количество твёрдых частиц. Поэтому исследование 
движения потоков, представляющих собой смесь воды и твёрдых частиц, то 
есть многофазных сред, является одной из актуальных задач современной 
гидравлики. Наличие таких частиц существенно влияет на структуру 
потока, сопротивление движению и эффективность транспортировки. В 
статье рассматривается задача определения скоростей и концентраций фаз 
вдоль открытого канала при установившемся односкоростном течении 
идеальных трёхфазных несжимаемых сред: воды, мелких и более крупных 
частиц. Предполагается, что все фазы несжимаемы, а массовые силы 
отсутствуют. Изменение параметров учитывается только вдоль потока, 
а влиянием вертикального и поперечного распределения скоростей 
пренебрегают. Методологической основой работы является математическое 
моделирование, позволяющее описывать поведение многофазных систем 
с учётом неоднородности твёрдых включений по размеру. Установлено, 
что концентрации твёрдых фаз изменяются вдоль канала, что оказывает 
влияние на сопротивление движению и общее распределение скоростей. 
Это подтверждает выводы других авторов о значимости пространственной 
неоднородности распределения твёрдых компонентов в потоке. Применение 
математических методов моделирования к анализу подобных процессов 
позволяет глубже понять физику происходящих явлений и более точно 
предсказывать параметры потока. В результате моделирования получены 
зависимости изменения скоростей и концентраций фаз по длине канала. 
Показано, что неравномерность распределения твёрдых частиц оказывает 
значительное влияние на сопротивление потоку, подтверждая важность 
пространственного учёта фазовых характеристик. Полученные результаты 
могут быть использованы при проектировании мелиоративных систем, 
прогнозировании гидравлических потерь, а также при создании инженерных 
решений в области обращения с многофазными потоками в открытых каналах.

Ключевые слова: установившееся течение, трехфазная среда, приведенная 
плотность фазы, истинная плотность фазы, концентрация фазы, скорость 
фазы, коэффициент взаимодействия между фазами 

Введение. В рамках данного исследования проведено математическое и 
компьютерное моделирование течения идеальной трехфазной среды (вода 
и твердые частицы) в открытом канале с установившимся односкоростным 
потоком. Основное внимание было сосредоточено на изменениях скоростей 
и концентраций фаз вдоль потока, а также на влиянии неравномерного 
распределения концентрации твердых частиц на сопротивление движению. 
Неоднородность размеров частиц, включая как мелкие, так и крупные, 
значительно влияет на характеристики смеси. Исследование подчеркивает 
необходимость учета этих факторов для достижения точного моделирования 
перемещения многофазных потоков.
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Разработкам моделей и методов расчета течения воды в открытых руслах 
посвящены достаточно много работ, обзор которых приведен в работе (Nysanov, 
2012). Однако эти модели не могут полностью описать происходящий 
процесс, поскольку водные потоки в реках несут большое количество твердых 
частиц. Твердые частицы оказывают существенное влияние на течение. В 
результате появляются новые явления, такие как оседание и взвешивание 
твердых частиц, трение воды и твердых частиц. Следовательно, в моделях 
учитываются приведенные плотности, силы взаимодействия между фазами, 
концентраций фаз (Ostrovsky, 2000; Geng, et al, 2000). 

Движение отдельных компонентовсмеси не описывается классическими 
уравнениями гидродинамики – уравнениями Эйлера, Навье-Стокса. Поэтому 
кардинальной проблемой механики многофазных сред заключается в 
математическом описании физических явлении, связанных с движеним 
смесей. Гидродинамические модели движения жидкостей, содержащих 
неоднородные частицы, предложены: Г.И.Баренблаттом - движение 
взвешенных частиц в турбулизованном потоке; Ф.И.Франклем – теория 
взвешенных наносов; Н.А. Слезкиным - движение пульпы; и др. В этих 
работах выражения, учитывающие свойства взаимопроникновения сред и 
другие процессы, включены в модель, что затрудняет запись уравнения для 
отдельной фазы потока. Вводя в виде отдельных членов силу взаимодействия 
сред, Х.А. Рахматулин  предложил замкнутую систему уравнений, в которых 
использовались выражения состояния фаз. 

В случае движении жидкости совместно с твердыми частицами были 
использованы теории (Yargaeva, et al, 2003): 

•	 взаимопроникающая - составленная исходя из положения, что каждая 
фаза смеси является однородно распределенной по всему пространству;

•	 теория в которой дискретность отдельных фаз исключается с помощью 
пространственновременного или статистического осреднения параметров 
движения каждой из фаз;

•	 теория, рассматривающая смесь как единую сплошную среду, но 
с некоторым отклонением закона выражения внутренных сил от закона 
Ньютона. 

Для описания движения смеси в большинстве случаев приемлема 
«взаимопроникающая»модель или модель «взаимопроникания» многофазных 
сред, с помощью которой решено множество задач при различных режимах 
течения. Эта модель дала особое развитие исследованиям движения 
многофазных смесей. 

Большинство теоретических работ, относящихся к движению многофазных 
сред, основано на движений с постоянной концентрацией отдельных фаз. 
Учету переменности концентраций фаз не уделено соответствующего 
внимания, тем не менее экспериментальные исследования показывают,что 
переменность концентраций фаз существенно влияет на параметры движения. 
Поэтому нами на основе взаимопроникающей модели рассматривается 
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движение трехфазной средыcпеременными концентрациями фаз (Kvon, 2003; 
Tukmakov, 2009). 

Ранее нами решались задачи для двухфазных сред в открытых каналах, 
включая задачи по моделированию односкоростного течения двухфазных 
сред в каналах с учетом изменения скоростей фаз по глубине потока, а также 
решению двумерных задач нестационарного течения двухфазного потока с 
учетом фильтрации воды и осаждения твердых частиц.

 Впервые рассматривается трехфазная среда (вода + мелкие частицы + 
более крупные частицы) в открытых каналах с переменными концентрациями. 
Неоднородность размеров частиц, включая как мелкие, так и крупные, 
значительно влияет на характеристики смеси. Исследование подчеркивает 
необходимость учета этих факторов для достижения точного моделирования 
перемещения многофазных потоков (Churuksaeva, 2016).

Многие серьезные физические и научно-технические задачи (особенно 
относящиеся к анализу динамических систем и к их математическому 
моделированию) базируются на решении систем дифференциальных 
уравнений. Нелинейные дифференциальные уравнения и системы с такими 
уравнениями, как правило, не имеют аналитических методов решения, и 
здесь особенно важна возможность их решения численными методами. 

Материалы и основные методы. В большинстве случаев желательно 
представление решений в графическом виде. Эти возможности имеются 
в системе компьютерной математики Mathcad Системы из обыкновенных 
дифференциальных уравнений для их решения в среде Mathcad должны быть 
представлены в форме Коши. Отсюда следует важный вывод – решение системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений в форме Коши осуществляется 
аналогично решению одиночного дифференциального уравнения, но должно 
быть организовано в векторной форме. При этом добавление очередного 
уравнения не увеличивает число уравнений в векторной их записи (Kiryanov, 
2012; Maxfield, 2013). 

Для решения задач такого класса в Mathcad введен ряд функций, такие как 
оdesolve, rkadapt, rkfixed. Создаваемая этими функциями матрица содержит 
ряд столбцов, число которых на 1 больше числа уравнений. Первый столбец 
содержит значения переменной x на равных интервалах решения, а другие 
столбцы – значения искомых переменных. Система дифференциальных 
уравнений, записанная в матричной форме y = A*x, где A – почти вырожденная 
матрица, называется жесткой. Решение таких систем характерно различной 
скоростью изменения значений переменных и требует очень малого шага, 
выбираемого исходя из наивысшей скорости изменения значений переменных. 
Оно подчас просто невозможно указанными выше явными методами. Для 
решения жестких дифференциальных уравнений в Mathcad введен ряд 
функций: bulstoer, stiffb, stiffr.

Для описания течения идеальных трехфазных сред при установившемся 
односкоростном течении с переменными концентрациями использована 
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модель «взаимопроникания».  В качестве трехфазной среды рассматривается 
течение воды совместно с твердыми частицами. Учтена неоднородность 
частиц по размеру в движущейся смеси (вода + мелкие частицы + более 
крупные частицы), так как неоднородность размеров частицзначительно 
влияет на характеристики смеси. Для решения полученной системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений с соответствующими 
начальными условиямииспользованметод Рунге-Кутта 4-го порядка точности 
и графические возможности системы компьютерной математики Mathcad 
(Nysanov, et al, 2015). 

Результаты. Предполагаем, что все фазы несжимаемы, а воздействие 
массовых сил отсутствует. Поскольку течение в открытых каналах является 
безнапорным, тогда течение идеальных трехфазных сред при установившемся 
односкоростном течении с переменными концентрациями на основе модели 
«взаимопроникания» имеет вид (Nysanov, et al, 2015):
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Начальные условия для скоростей во входном створе канала:

( ) ,0 101 uu = ( ) 202 0 uu = , ( ) 303 0 uu = (2)
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Аналогично из второго уравнения системы (3) , учитывая второе условие (5) получим:
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Подставляя (6)-(8) в систему (1) решаем с начальными условиями (2) методом Рунге-Кутта  
системы Mathcad и определяем скорости фаз, далее по формулам (6)-(8) определяемконцентраций фаз
(Umarov, et al, 2004). Для нахождения скоростисмеси можно использовать следующую формулу:

332211 ufufufU ++= .

При расчете использованы следующие исходные данные:

1001 =i
42 / мскг ⋅ , 2502 =i

42 / мскг ⋅ , 4003 =i
42 / мскг ⋅ , 7,010 =f , 2,020 =f ,

1,030 =f , 210 =u см / , 9,020 =u см / , 2,030 =u см / .

На рисунке 1 представлено изменение скоростей, а на рисунке 2 концентраций  фаз вдоль течения.
Обсуждение. Можно было использовать другой подход решения: Из третьегоуравнения системы 
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Подставляя (6)-(8) в систему (1) решаем с начальными условиями (2) методом Рунге-Кутта  
системы Mathcad и определяем скорости фаз, далее по формулам (6)-(8) определяемконцентраций фаз
(Umarov, et al, 2004). Для нахождения скоростисмеси можно использовать следующую формулу:

332211 ufufufU ++= .

При расчете использованы следующие исходные данные:

1001 =i
42 / мскг ⋅ , 2502 =i

42 / мскг ⋅ , 4003 =i
42 / мскг ⋅ , 7,010 =f , 2,020 =f ,

1,030 =f , 210 =u см / , 9,020 =u см / , 2,030 =u см / .

На рисунке 1 представлено изменение скоростей, а на рисунке 2 концентраций  фаз вдоль течения.
Обсуждение. Можно было использовать другой подход решения: Из третьегоуравнения системы 
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Подставляя  выражение(6), (7) и (10) в первые два уравнения системы (1) получим:
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Подставляя (6)-(8) в систему (1) решаем с начальными условиями (2) 
методом Рунге-Кутта  системы Mathcad и определяем скорости фаз, далее 
по формулам (6)-(8) определяемконцентраций фаз (Umarov, et al, 2004). Для 
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На рисунке 1 представлено изменение скоростей, а на рисунке 2 концентраций фаз вдоль течения.
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1,030 =f , 210 =u см / , 9,020 =u см / , 2,030 =u см / .
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На рисунке 1 представлено изменение скоростей, а на рисунке 2 концентраций фаз вдоль течения.
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Эта система с соответствующими началными условиями 

( ) ,0 101 uu = ( ) 202 0 uu =

решается методом Рунге-Кутта системы Mathcad. (Herard, 2007; Rakitin, 2005)
Далее используя найденные 1u и 2u определяем по формулам (6), (7), (8) 1f , 2f , 3f и по формуле

(10)  3u .

Риc.1.Распределение  скоростей фаз вдоль течения.
1- первая фаза; 2- вторая фаза; 3- третья фаза.

Рис.2.Распределениеконцентрацийфаз вдоль течения.
1- первая фаза; 2- вторая фаза; 3- третья фаза.

Заключение. Анализ полученных результатов показывают: в звисимости от входных данных
скорости фаз вдоль течения по мере удаления от входного створастремятся к одному и тому же
постоянному числу, равному начальной скорости смеси. Выявлено, что скорость фазыс большей
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(10)  3u .
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Рис.2.Распределениеконцентрацийфаз вдоль течения.
1- первая фаза; 2- вторая фаза; 3- третья фаза.

Заключение. Анализ полученных результатов показывают: в звисимости от входных данных
скорости фаз вдоль течения по мере удаления от входного створастремятся к одному и тому же
постоянному числу, равному начальной скорости смеси. Выявлено, что скорость фазыс большей

решается методом Рунге-Кутта системы Mathcad. (Herard, 2007; Rakitin, 
2005)  

Далее используя найденные 1u  и 2u  определяем по формулам (6), (7), (8)

1f , 2f , 3f  и по формуле (10)  3u .
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Риc.1.Распределение  скоростей фаз вдоль течения.
1- первая фаза; 2- вторая фаза; 3- третья фаза.

Рис.2.Распределениеконцентрацийфаз вдоль течения.
1- первая фаза; 2- вторая фаза; 3- третья фаза.

Заключение. Анализ полученных результатов показывают: в звисимости 
от входных данных скорости фаз вдоль течения по мере удаления от входного 
створастремятся к одному и тому же постоянному числу, равному начальной 
скорости смеси. Выявлено, что скорость фазыс большей начальной скоростью 
всегда больше этого числа, а скорость фазы с меньшей начальной скоростью 
всегда меньше, т.е. скорость фазы с большей начальной скоростьювсегда 
больше начальной скорости смеси. Концентраций фаз при этом стремятся к 
различным постоянным числам.
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Abstract. The present time requires application of effective scientific approaches 
and modern tools, particularly mathematical models and computer technologies, 
obtain high-quality petroleum products and ensure environmental safety in the 
processes of primary oil refining. In this regard, aim and objectives of this work are 
to develop control models that allow for management of operating modes   main 
atmospheric distillation unit, based on available statistical data, experimental and 
regression approaches, and MATLAB system on a computer. Results. The operating 
modes of main columns K1 and K2 atmospheric distillation unit for primary oil 
refining have been studied, and data necessary for constructing their models through 
experiments have been compiled and processed. -based on data and information 
obtained during research, structures and unknown parameters   mathematical models 
rectification and atmospheric columns K1 and K2 are identified. - main products 
atmospheric distillation unit obtained as a result of modeling based on  developed 
models —  volumes of gasoline, kerosene, and fuel oil — are compared with 
their actual values using MATLAB system, and  adequacy of  created models is 
confirmed. Scientific novelty. The operating modes of main columns K1 and K2 of 
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atmospheric distillation unit for primary oil refining are studied, and mathematical 
models are identified to determine volumes of petroleum products they produce. 
Practical value. The developed model makes it possible to obtain greater quantity 
desired products while simultaneously reducing energy consumption, demonstrating 
its efficiency compared to well-known deterministic model.

Keywords: Atmospheric column, distillation column, primary oil refining plant, 
petroleum products, gasoline distillation
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Аннотация. Қазіргі уақыт мұнайды бастапқы өңдеу процестерінде қажетті 
де сапалы мұнай өнімдерін алу және экологиялық қауіпсіздікті қамтамасыз 
ету үшін тиімді ғылыми тәсілдер мен заманауи құралдарды, атап айтқанда 
математикалық модельдер мен компьютерлік технологияны қолдануды талап 
етеді. Осыған байланысты бұл жұмыстың мақсаты мен міндеттері қолжетімді 
статистикалық деректер, эксперименталдық, регрессиялық тәсілдер мен 
компьютерде MATLAB жүйесі негізінде атмосфералық блоктың негізгі 
колонналарының жұмыс режимдерін басқаруға мүмкіндік беретін басқару 
модельдерін құру. Эксперименталдық-статистикалық тәсілдер арқылы алынған 
деректер мен регрессорларды тізбектей қосу тәсілі негізінде атмосфералық 
блоктың ректификалық және атмосфералық колонналарының модельдерінің 
құрылымы идентификацияланған. Нәтижелері. Мұнайды бастапқы өңдеу 
қондырғысы атфосералық блогының негізгі К1 және К2 колонналарының 
жұмыс режимдері зерттеліп, эксперименттер арқылы олардың модельдерін 



183

ISSN 1991-346X 2. 2025

құруға қажетті деректер жинақталып, өңделген; − зерттеу барысында алынған 
деректер, ақпарат негізінде К1 ректификациялық және К2 атмосфералық 
колонналарының математикалық модельдерінің құрылымдары мен белгісіз 
параметрлері идентификацияланған; − әзірленген модельдер негізінде 
модельдеу нәтижесінде алынған атмосфералық блогтың негізгі өнімдері: 
бензин, керосин, мазут көлемдері мәндері MATLAB жүйесі көмегімен 
олардың шынайы мәндерімен салыстырылып, құрылған модельдердің 
тиімділгі дәлелденген; Ғылыми жаңалығы. Мұнайды бастапқы өңдеу 
қондырғысы атмосфералық блогының негізгі К1 және К2 колонналарының 
жұмыс режимдері зерттеліп, олар өндірілетін мұнай өнімдері көлемін 
анықтайтын математикалық модельдері идентификацияланған. Практикалық 
құндылық. Әзірленген модель энергия шығынын азайта отырып, көбірек 
қажетті өнім алуға мүмкіндік береді, бұл оларды белгілі детерминирленген 
модельмен салыстырғанда тиімдірек екенін дәлелдейді. 

Түйін сөздер: атмосфералық колонна, ректификациялық колонна, бастапқы 
мұнай өңдеу қондырғысы, мұнай өнімдері, бензинді ректификациялау
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Аннотация. Настоящее время требует применения эффективных научных 
подходов и современных средств, в частности математических моделей и 
компьютерных технологий, для получения необходимых и качественных 
нефтепродуктов и обеспечения экологической безопасности в процессах 
первичной переработки нефти. В связи с этим целью и задачами данной 
работы является создание моделей управления, позволяющих управлять 
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режимами работы основных колонн атмосферного блока на основе 
имеющихся статистических данных, экспериментальных, регрессионных 
подходов и системы MATLAB на компьютере. На основе данных, полученных 
экспериментально-статистическим подходом,  способа последовательного 
соединения регрессоров идентифицируется структура моделей ректифических 
и атмосферных колонн атмосферного блока. Результаты. Изучены режимы 
работы основных колонн К1 и К2 атфосерного блока установки первичной 
переработки нефти, обобщены и обработаны данные, необходимые для 
построения их моделей с помощью экспериментов; -на основе данных, 
информации, полученных в ходе исследования, идентифицируются структуры 
и неизвестные параметры математических моделей ректификационных и 
атмосферных колонн К1 и К2; -основные продукты атмосферного блока, 
полученные в результате моделирования на основе разработанных моделей: 
значения объемов бензина, керосина и мазута сравниваются их истинными 
значениями с помощью системы MATLAB и доказана адекватность 
созданных моделей. Научная новизна. Изучаются режимы работы основных 
колонн К1 и К2 атмосферного блока установки первичной переработки 
нефти, идентифицируются математические модели, определяющие объем 
производимых ими нефтепродуктов. Практическая ценность. Разработанная 
модель позволяет получать больше необходимых продуктов при одновременном 
снижении расхода энергии, что доказывает их эффективность по сравнению  
известной детерминированной моделью.

Ключевые слова: атмосферная колонна, ректификационная колонна, завод 
первичной переработки нефти, нефтепродукты, ректификация бензина

Кіріспе. Мұнай өңдеу өндірісін дамытудың қазіргі кезеңі озық 
технологияларды қолдануға көшумен, жабдықтың жоғары пайдалану 
сипаттамаларына қол жеткізуге және кез келген өндірістік шығындарды 
азайтуға ұмтылумен сипатталады. Қазіргі уақытта мұнай өңдеудің 
технологиялық жүйелерінің тиімділігін арттырудың ең тиімді және 
перспективалы құралы олардың математикалық модельдеріне негізделген 
заманауи басқару жүйелері болып табылады. Бүгінгі таңда мұнай өңдеу 
саласы кез-келген елдің экономикасын дамытудың негізі болып табылады, 
мұнай өңдеу процестерінің модельдері негізінде басқару жүйелерін әзірлеу 
және енгізу мәселелерін зерттеу ғылым мен мұнай өңдеу технологиясының 
өте өзекті міндеті болып табылады.

Мұнай өңдеу қондырғысының өзара байланысты технологиялық 
қондырғыларының математикалықмодельдерін синтездеу кезінде оларда 
болып жатқан процестерді басқару жүйелері үшін қол жетімді ақпараттар 
мәнінің ықтималдық сипатынабайланысты анықсыздық мәселелері 
туындайды. Мұнай өңдеудің технологиялық процестерінің ішінде мұнайды 
алғашқы өңдеу технологиялық процесін қарастырамыз.  
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Мұнайды бастапқы өңдеу негізінен атмосфералық және ректификациялық 
колонналарды қолдану арқылы жүзеге асырылады. Бұл колонналар мұнайды 
құрамындағы әртүрлі компоненттердің қайнау температурасына сәйкес бөлуге 
мүмкіндік береді. Атмосфералық колонна мұнайды алғашқы фракцияларға – 
бензин, керосин, дизель және мазутқа бөлсе, ректификациялық колонналар 
осы фракцияларды әрі қарай тазарту мен нақтыландыру үшін қолданылады 
(Kapustin, et al., 2008, Kudryavtsev, et al., 2010).

Өндіріс тиімділігін арттыру мақсатында мұнайды бастапқы өңдеуде 
атмосфералық блоктың негізгі колонналарының жұмысын математикалық 
модельдеу үлкен маңызға ие. Модельдер компьютер негізінде мұнайды 
бастапқы өңдеу процесін сандық түрде сипаттап, технологиялық 
жабдықтардың жұмысын оңтайландыруға, энергия шығындарын азайтуға 
және өндіріс өнімділігін арттыруға мүмкіндік береді. Сонымен қатар, 
компьютерлікмодельдеу нәтижелері мұнай өңдеу зауыттарының жұмысын 
қауіпсіз және экономикалық тұрғыдан тиімді етудің негізі болып табылады.

Атмосфералық және ректификациялық колонналардың математикалық 
модельдерін әзірлеу инженерия мен ғылымның қиылысында жатқан өзекті 
міндеттердің бірі. Бұл бағытты зерттеу тек технологиялық процестерді 
оңтайландыруға ғана емес, сонымен қатар мұнай өңдеу өндірісінің 
экономикалық, экологиялық көрсеткішткерін  жақсартуға да ықпал етеді. 
Осыған байланысты, атмосфералық және ректификациялық колонналардың 
модельдерін әзірлеу мұнайды бастапқыөңдеу саласының өзекті мәселелерін 
шешудегі негізгі тиімдіқұрал ретінде қарастырылады (Kosareva, et al., 2022, 
Vasiliev, et al., 2014).

Мұнайды бастапқы өңдеу қондырғысының жұмысын талдау дәстүрлі 
реттегіштер негізінде құрылған қолданыстағы жергілікті автоматты 
реттеу жүйелері (Anisimov, 2023, Kosareva, et al., 2022, Speight, 2017) оның 
режимдік параметрлерін басқарудың қажетті сапасын толықтайқамтамасыз 
ете алмайтынынкөрсетеді. Ал белгілімикро компьютерлер негізінде жүзеге 
асырылған детерминдік басқару жүйелері тәжірибелік сынақтардың 
нәтижелері мұнай өңдеу процесстерін басқаруының тиімділігі мен 
сенімділігінің төмен екендігі анықталды (Besekersky, et al., 2021; Drozdov, et 
al., 2022). Сондықтан шешім қабылдаушы тұлға (ШҚТ) сарапшылардың білімі 
мен тәжірибесі болып табылатын айқын емес ақпарат негізінде мұнайды 
бастапқы өңдеу қондырғысының тиімді жұмыс режимін таңдау бойынша 
шешім қабылдау жүйесін эвристикалық тәсілдер негізінде құру қажеттігі 
туындайды (Orazbayev, et al., 2023).

Мұнайды бастапқы өңдеу қондырғысының технологиялық агрегаттарының 
математикалық модельдерін құру үшін бұл зерттеуде регрессиялық 
талдау, ререссорларды тізбектейқосу тәсілдері мен эксперименталдық-
статистикалықдеректер, сондай-ақ сараптамалық бағалау мен айқын 
емес жиындартеориясы тәсілдеріқолданылады.Мұнайды алғашқы өңдеу 
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технологиялық процесстері өз ара байланысқан электротұзсыздандыру, 
атфосфералық және газреагенттік блоктарында өтеді.Мұнайды бастапқы өңдеу 
қондырғысының негізгі технологиялық блоктарының бірі атмосфералық блок 
болып болып табылпады. Бұл блокта мұнайды алғашқы өңдеу процесстерінің 
негізгі өнімдері; бензинннің түрлі фракциялары; керосин −180-220оС 
фракциясы; жеңіл дизель −220-280оС фракциясы, ауыр дизель 280-350оС 
фракциялары алынады (Yasyan, et al., 2020, Jones, et al., 2019).Атмсфералық 
блоктың тиімді жұмыс режимдері мұнайдың фракциялық құрамына, ондағы 
бензин мен газ фракциялары үлесіне және блоктың негізгі агрегаттары 
мұнайдан бензинді айыру ректификациялық К-1 және атмосфералық К-2  
колонналары кіріс, режимдік параметрлері мәндеріне байланысты болады. 
Сондықтан атмосфералық блоктың тиімді жұмыс режимдерін компьютерлік 
модельдеу арқылы анықтау үшін аталған колонналардыңшығыстарынан 
алынатын өнімдер көлемі мен сапасын, олардың кіріс, режимдерін 
параметрлеріне байланысын сипаттайтын математикалық модельдерін құру 
қажетболады.

Мұнайды алғашқы өңдеу технологиялық процесстері өз ара байланысқан 
электротұзсыздандыру, атфосфералық және газреагенттік блоктарында 
өтеді (Sulejmenov,et al., 2019). Мұнайды алғашқы өңдеу қондырғысының 
атмосфералық блогында бензин фракциялары, дизельдік отын, мазут және 
көмірсутекті газдар өндіріледі Мұнай өңдеу өндірісінде мұнайды алғашқы 
өңдеу процесстерінің тиімділігі мұнайды терең өңдеу мен мұнай химиясы 
өндірістері сапасына тікелей әсер ететіді (Arabov,et al., 2022). Сондықтан 
қазіргі таңда  мұнайды алғашқы өңдеудегі атмосфералық блоктың 
модельдерін құрып, оптимизациялау аса өзекті ғылыми-практикалық мәселе 
болып жатады. Бұл жұмыс мұнайды бастапқы өңдеудің аталған өзекті 
мəселелерін күрделі болып табылатын ректификациялық жəне атмосферақ 
колонналардың жұмыс режимін адекватты модельдеуді қамтамасыз ететін 
модельдерін құрып, олардың негізінде мұнайды алғашқы өңдеу процессін 
оптимизацияу сұрақтарын зерттеуе жəне шешуге арналған. 

Материалдар мен әдістер. Зерттеу материалдары — технологиялық схема 
және мұнайды бастапқы өңдеу қондырғысының негізгі агрегаты болып 
табылатын ректификациялық К-1 және атмосфералық К-2 колонналарының 
математикалық модельдерін әзірлеу мәселелерін шешу бойынша зерттеу 
нәтижелері болып табылады.Ректификациялық К-1 және атмосфералық 
К-2 колонналарыныңпараметрлік мәндерін есептеу үшін Curve Fitting Tool 
программалар пакеті колданылған. Мұнайды бастапқы өңдеуді орнатудың 
жеңілдетілген технологиялық схемасы сурет 1-де көрсетілген.
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Сурет 1. Мұнайды алғашқы өңдеу қондырғысы атмосфералық блогының технологиялық 
схемасы

Мұнда келтірілген технологиялық схемаға сәйкес мұнайды бастап қы 
өңдеу процесінің сипаттамасы келтірілген. Шикі мұнай жылу алмастыр-
ғыштар арқылы өтіп, ЭТҚ блогының 1-ші және 2-ші саты ларындағы 
электродегидраторларға түседі, содан кейін қайтадан жылу алмастырғыштардан 
өтіп, мұнай бензинінің ректификациялық К-1колоннасына түседі. P1/2 және 
P1/3 пештерінде қыздырылған бензинді атмос фералық К-2  колоннасына 
беріледі. 120−180; 180−240; 240−290оС фракцияларын іріктеу үшін оларды 
К6, К7, К9 бу колонналарына өткізу қарастырылған. Атмосфералық К2 
колонасынан К10 вакуумдық колонасына түседі, алдын ала P3 пешінде 
қызады. К8 колонасында салқындағаннан кейін газ Е 2 сепараторына 
түседі, соңғысынан газ басы шығарылады. Бензинді ректификациялау К4 
колонналарында жүзеге асырылады, онда  сәйкесінше К3 колонасында 62−85 
және 85−120оС фракциялары алынады (Serikov., et al. 2018).

Мұнайды бастапқы өңдеу қондырғысын пайдалануды талдау нәтижесінде 
қолданыстағы жергілікті автоматты реттеу жүйелері, атмосфералық 
колоналардың режимдік параметрлерін басқарудың қажетті сапасын 
қамтамасыз етпейтіні анықталды.

Жұмыстағы зерттеу материалдары:
-алғашқы өңдеу қондырғысы атмосфералық блогының технологиялық 

схемасы және оның сипаттамасы;
-Атырау мұнай өңдеу заводы ЭТ-АТ қондырғысының технологиялық 

регламентінде келтірілген деректер мен ақпараттар; 
-зерттеу объектісінде өндірілетін мұнай өнімдерінің құрамын, көрсет-
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кіштерін талдау бойынша орталық зауыт зертханасынан алынған деректер, 
ақпараттар.

Мұнайды бастапқы өңдеу процестерін басқарудың тиімділігін арттыру 
үшін мұнайды бастапқы өңдеу қондырғыларының жұмыс режимдерін зерттеу 
қажеттілігі туындайды. Оның ішінде мұнайды бастапқы өңдеу қондырғысы 
атмосфералық блогының негізгі К1 және К2 колонналарының жұмыс 
режимдерін зерттеп, өзара өндірілетін мұнай өнімдері көлемін анықтайтын 
математикалық модельдері идентификациялау. Осы зерттеулерге қол 
жеткізу үшін  модельдерді регрессиялық талдау тәсілдері, эксперименттік-
статистикалық, ықтималдық тәсілдер(Zhao, et al. 2012), математикалық 
модельдердің құрылымдық, параметрлік идентификациялау және ең кіші 
квадраттарды дәйекті түрде қосу тәсілдері пайдаланылады(Valeev, et al., 2017).

Нəтижелер жəне оларды талқылау. Жүргізілген зерттеулер мен 
регрессорлардытізбектей  қосу тәсілінмодификациялау негізінде бензиннің 
(y1), керосиннің (y2) және мазуттың (y3) кіріс режим параметрлерінен 

6

өндірілетін мұнай өнімдері көлемін анықтайтын математикалық модельдері
идентификациялау. Осы зерттеулерге қол жеткізу үшін модельдерді регрессиялық
талдау тәсілдері, эксперименттік-статистикалық, ықтималдық тәсілдер(Zhao, et al.
2012), математикалық модельдердің құрылымдық, параметрлік идентификациялау және
ең кіші квадраттарды дәйекті түрде қосу тәсілдері пайдаланылады(Valeev, et al., 2017).

Нәтижелер және оларды талқылау. Жүргізілген зерттеулер мен
регрессорлардытізбектей қосу тәсілінмодификациялау негізінде бензиннің (𝑦𝑦𝑦𝑦1),
керосиннің (𝑦𝑦𝑦𝑦2) және мазуттың (𝑦𝑦𝑦𝑦3) кіріс режим параметрлерінен (𝑥𝑥𝑥𝑥1,𝑥𝑥𝑥𝑥2,𝑥𝑥𝑥𝑥3)тәуелділігін
сипаттайтын ректификациялықколоннаның математикалық модельдерінің құрылымы
келесі бейсызықты, регрессиялықтеңдеу ретінде идентификацияланған:

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑎𝑎𝑎𝑎0 + �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + ��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + ⋯ , 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,3����, (1)
3

𝑖𝑖𝑖𝑖=𝑖𝑖𝑖𝑖

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

мұндағы 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,3����, сәйкесінше: К1 ректификациялық колоннасы
шығысындағыбензин, керосин және мазуттың көлемі; 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,3����−К1 кіріс параметрлері,
яғни шикізат көлемі; қысым және температура; 𝑎𝑎𝑎𝑎0, 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 және 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖−параметрлік
идентификацияланатынбелгісіз регрессиялық коэффициенттер, сәйкесінше: (1) 
регрессиялық моделдің сызықтық және сызықтық емес бөлігіндегі коэффициенттер.

Ректификациялық колоннаның кіріс, режим параметрлері мен оларға сәйкескелетін
шығыс параметрінің (бензиннің) статистикалық деректері жинақталып, MATLAB
жүйесі көмегмен (1) моделінің параметрлері идентификацияланған.
Идентификацияланған регрессия коэффициенттері және 𝑦𝑦𝑦𝑦1 болжамды мәндері 1-
кестеде келтірілген.

Кесте 1.Кіріс және шығыс деректерінің тәуліктік мәндері және К1 колонасынан
бензинді анықтау моделін параметрлік сәйкестендіру нәтижелері және болжамды
модельдің нәтижесі

Кіріс режим параметрлері Шығыс параметрі, оның моделі бойынша
алынған мәні және регрессия коэффициенттері

№ 𝑥𝑥𝑥𝑥1,
қысым

𝑥𝑥𝑥𝑥2,
температура

𝑥𝑥𝑥𝑥3,
температура

бензин
с К1 𝑦𝑦𝑦𝑦1,_predicted Regressioncoefficents

1 1,05 197 168 28 27.03 0.1778
2 1,03 196 168 26 29.61 0.0163
3 1,08 198 170 25 25.96 0.1086
4 1,03 198 171 26 26.05 0.0068
5 1,05 199 172 25 25.41 -0.0150
6 1,04 199 172 26 25.47 -0.0007
7 1,04 200 172 28 27.39 -0.0000
8 1,04 200 172 29 28.33 0.0000
9 1,05 200 173 26 27.87 -0.0000
10 1,00 199 172 29 28.01 -0.0000
11 1,03 198 171 27 26.8 0.000
12 1,07 194 169 26 25.53 0.0000
13 1,05 197 168 25 24.75 0.0000
14 1,03 196 168 27 27.23 0.1778
15 1,08 198 170 24 23.57 0.0163
16 1,03 198 171 28 28.49 0.1086
17 1,05 199 172 30 27.16 0.0068
18 1,04 199 172 29 31.67 -0.0150
19 1,04 200 172 33 31.61 -0.0007

 
тәуелділігін сипаттайтын ректификациялықколоннаның математикалық 
модельдерінің құрылымы келесі бейсызықты, регрессиялықтеңдеу ретінде 
идентификацияланған:
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сипаттайтын ректификациялықколоннаның математикалық модельдерінің құрылымы
келесі бейсызықты, регрессиялықтеңдеу ретінде идентификацияланған:

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑎𝑎𝑎𝑎0 + �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + ��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖  + ⋯ , 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,3����,    (1)
3

𝑖𝑖𝑖𝑖=𝑖𝑖𝑖𝑖

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

мұндағы 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,3����, сәйкесінше: К1 ректификациялық колоннасы
шығысындағыбензин, керосин және мазуттың көлемі; 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,3����−К1 кіріс параметрлері,
яғни шикізат көлемі; қысым және температура; 𝑎𝑎𝑎𝑎0, 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 және 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖−параметрлік
идентификацияланатынбелгісіз регрессиялық коэффициенттер, сәйкесінше: (1) 
регрессиялық моделдің сызықтық және сызықтық емес бөлігіндегі коэффициенттер.

Ректификациялық колоннаның кіріс, режим параметрлері мен оларға сәйкескелетін
шығыс параметрінің (бензиннің) статистикалық деректері жинақталып, MATLAB
жүйесі көмегмен (1) моделінің параметрлері идентификацияланған.
Идентификацияланған регрессия коэффициенттері және 𝑦𝑦𝑦𝑦1 болжамды мәндері 1-
кестеде келтірілген.

Кесте 1.Кіріс және шығыс деректерінің тәуліктік мәндері және К1 колонасынан
бензинді анықтау моделін параметрлік сәйкестендіру нәтижелері және болжамды
модельдің нәтижесі

Кіріс режим параметрлері Шығыс параметрі, оның моделі бойынша
алынған мәні және регрессия коэффициенттері

№ 𝑥𝑥𝑥𝑥1,
қысым

𝑥𝑥𝑥𝑥2,
температура

𝑥𝑥𝑥𝑥3,
температура

бензин
с К1 𝑦𝑦𝑦𝑦1,_predicted Regressioncoefficents

1 1,05 197 168 28 27.03 0.1778
2 1,03 196 168 26 29.61 0.0163
3 1,08 198 170 25 25.96 0.1086
4 1,03 198 171 26 26.05 0.0068
5 1,05 199 172 25 25.41 -0.0150
6 1,04 199 172 26 25.47 -0.0007
7 1,04 200 172 28 27.39 -0.0000
8 1,04 200 172 29 28.33 0.0000
9 1,05 200 173 26 27.87 -0.0000
10 1,00 199 172 29 28.01 -0.0000
11 1,03 198 171 27 26.8 0.000
12 1,07 194 169 26 25.53 0.0000
13 1,05 197 168 25 24.75 0.0000
14 1,03 196 168 27 27.23 0.1778
15 1,08 198 170 24 23.57 0.0163
16 1,03 198 171 28 28.49 0.1086
17 1,05 199 172 30 27.16 0.0068
18 1,04 199 172 29 31.67 -0.0150
19 1,04 200 172 33 31.61 -0.0007

 		  (1)

мұндағы 
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өндірілетін мұнай өнімдері көлемін анықтайтын математикалық модельдері
идентификациялау. Осы зерттеулерге қол жеткізу үшін модельдерді регрессиялық
талдау тәсілдері, эксперименттік-статистикалық, ықтималдық тәсілдер(Zhao, et al.
2012), математикалық модельдердің құрылымдық, параметрлік идентификациялау және
ең кіші квадраттарды дәйекті түрде қосу тәсілдері пайдаланылады(Valeev, et al., 2017).

Нәтижелер және оларды талқылау. Жүргізілген зерттеулер мен
регрессорлардытізбектей қосу тәсілінмодификациялау негізінде бензиннің (𝑦𝑦𝑦𝑦1),
керосиннің (𝑦𝑦𝑦𝑦2) және мазуттың (𝑦𝑦𝑦𝑦3) кіріс режим параметрлерінен (𝑥𝑥𝑥𝑥1,𝑥𝑥𝑥𝑥2,𝑥𝑥𝑥𝑥3)тәуелділігін
сипаттайтын ректификациялықколоннаның математикалық модельдерінің құрылымы
келесі бейсызықты, регрессиялықтеңдеу ретінде идентификацияланған:

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑎𝑎𝑎𝑎0 + �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + ��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + ⋯ , 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,3����, (1)
3

𝑖𝑖𝑖𝑖=𝑖𝑖𝑖𝑖

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

мұндағы 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,3����, сәйкесінше: К1 ректификациялық колоннасы
шығысындағыбензин, керосин және мазуттың көлемі; 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,3����−К1 кіріс параметрлері,
яғни шикізат көлемі; қысым және температура; 𝑎𝑎𝑎𝑎0, 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 және 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖−параметрлік
идентификацияланатынбелгісіз регрессиялық коэффициенттер, сәйкесінше: (1) 
регрессиялық моделдің сызықтық және сызықтық емес бөлігіндегі коэффициенттер.

Ректификациялық колоннаның кіріс, режим параметрлері мен оларға сәйкескелетін
шығыс параметрінің (бензиннің) статистикалық деректері жинақталып, MATLAB
жүйесі көмегмен (1) моделінің параметрлері идентификацияланған.
Идентификацияланған регрессия коэффициенттері және 𝑦𝑦𝑦𝑦1 болжамды мәндері 1-
кестеде келтірілген.

Кесте 1.Кіріс және шығыс деректерінің тәуліктік мәндері және К1 колонасынан
бензинді анықтау моделін параметрлік сәйкестендіру нәтижелері және болжамды
модельдің нәтижесі

Кіріс режим параметрлері Шығыс параметрі, оның моделі бойынша
алынған мәні және регрессия коэффициенттері

№ 𝑥𝑥𝑥𝑥1,
қысым

𝑥𝑥𝑥𝑥2,
температура

𝑥𝑥𝑥𝑥3,
температура

бензин
с К1 𝑦𝑦𝑦𝑦1,_predicted Regressioncoefficents

1 1,05 197 168 28 27.03 0.1778
2 1,03 196 168 26 29.61 0.0163
3 1,08 198 170 25 25.96 0.1086
4 1,03 198 171 26 26.05 0.0068
5 1,05 199 172 25 25.41 -0.0150
6 1,04 199 172 26 25.47 -0.0007
7 1,04 200 172 28 27.39 -0.0000
8 1,04 200 172 29 28.33 0.0000
9 1,05 200 173 26 27.87 -0.0000
10 1,00 199 172 29 28.01 -0.0000
11 1,03 198 171 27 26.8 0.000
12 1,07 194 169 26 25.53 0.0000
13 1,05 197 168 25 24.75 0.0000
14 1,03 196 168 27 27.23 0.1778
15 1,08 198 170 24 23.57 0.0163
16 1,03 198 171 28 28.49 0.1086
17 1,05 199 172 30 27.16 0.0068
18 1,04 199 172 29 31.67 -0.0150
19 1,04 200 172 33 31.61 -0.0007

, сәйкесінше: К1 ректификациялық колоннасы 
шығысындағы бензин, керосин және мазуттың көлемі; 
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өндірілетін мұнай өнімдері көлемін анықтайтын математикалық модельдері
идентификациялау. Осы зерттеулерге қол жеткізу үшін модельдерді регрессиялық
талдау тәсілдері, эксперименттік-статистикалық, ықтималдық тәсілдер(Zhao, et al.
2012), математикалық модельдердің құрылымдық, параметрлік идентификациялау және
ең кіші квадраттарды дәйекті түрде қосу тәсілдері пайдаланылады(Valeev, et al., 2017).

Нәтижелер және оларды талқылау. Жүргізілген зерттеулер мен
регрессорлардытізбектей қосу тәсілінмодификациялау негізінде бензиннің (𝑦𝑦𝑦𝑦1),
керосиннің (𝑦𝑦𝑦𝑦2) және мазуттың (𝑦𝑦𝑦𝑦3) кіріс режим параметрлерінен (𝑥𝑥𝑥𝑥1,𝑥𝑥𝑥𝑥2,𝑥𝑥𝑥𝑥3)тәуелділігін
сипаттайтын ректификациялықколоннаның математикалық модельдерінің құрылымы
келесі бейсызықты, регрессиялықтеңдеу ретінде идентификацияланған:

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑎𝑎𝑎𝑎0 + �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + ��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + ⋯ , 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,3����, (1)
3

𝑖𝑖𝑖𝑖=𝑖𝑖𝑖𝑖

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

мұндағы 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,3����, сәйкесінше: К1 ректификациялық колоннасы
шығысындағыбензин, керосин және мазуттың көлемі; 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,3����−К1 кіріс параметрлері,
яғни шикізат көлемі; қысым және температура; 𝑎𝑎𝑎𝑎0, 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 және 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖−параметрлік
идентификацияланатынбелгісіз регрессиялық коэффициенттер, сәйкесінше: (1) 
регрессиялық моделдің сызықтық және сызықтық емес бөлігіндегі коэффициенттер.

Ректификациялық колоннаның кіріс, режим параметрлері мен оларға сәйкескелетін
шығыс параметрінің (бензиннің) статистикалық деректері жинақталып, MATLAB
жүйесі көмегмен (1) моделінің параметрлері идентификацияланған.
Идентификацияланған регрессия коэффициенттері және 𝑦𝑦𝑦𝑦1 болжамды мәндері 1-
кестеде келтірілген.

Кесте 1.Кіріс және шығыс деректерінің тәуліктік мәндері және К1 колонасынан
бензинді анықтау моделін параметрлік сәйкестендіру нәтижелері және болжамды
модельдің нәтижесі

Кіріс режим параметрлері Шығыс параметрі, оның моделі бойынша
алынған мәні және регрессия коэффициенттері

№ 𝑥𝑥𝑥𝑥1,
қысым

𝑥𝑥𝑥𝑥2,
температура

𝑥𝑥𝑥𝑥3,
температура

бензин
с К1 𝑦𝑦𝑦𝑦1,_predicted Regressioncoefficents

1 1,05 197 168 28 27.03 0.1778
2 1,03 196 168 26 29.61 0.0163
3 1,08 198 170 25 25.96 0.1086
4 1,03 198 171 26 26.05 0.0068
5 1,05 199 172 25 25.41 -0.0150
6 1,04 199 172 26 25.47 -0.0007
7 1,04 200 172 28 27.39 -0.0000
8 1,04 200 172 29 28.33 0.0000
9 1,05 200 173 26 27.87 -0.0000
10 1,00 199 172 29 28.01 -0.0000
11 1,03 198 171 27 26.8 0.000
12 1,07 194 169 26 25.53 0.0000
13 1,05 197 168 25 24.75 0.0000
14 1,03 196 168 27 27.23 0.1778
15 1,08 198 170 24 23.57 0.0163
16 1,03 198 171 28 28.49 0.1086
17 1,05 199 172 30 27.16 0.0068
18 1,04 199 172 29 31.67 -0.0150
19 1,04 200 172 33 31.61 -0.0007

 К1 
кіріс параметрлері, яғни шикізат көлемі; қысым   және температура; 
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өндірілетін мұнай өнімдері көлемін анықтайтын математикалық модельдері
идентификациялау. Осы зерттеулерге қол жеткізу үшін модельдерді регрессиялық
талдау тәсілдері, эксперименттік-статистикалық, ықтималдық тәсілдер(Zhao, et al.
2012), математикалық модельдердің құрылымдық, параметрлік идентификациялау және
ең кіші квадраттарды дәйекті түрде қосу тәсілдері пайдаланылады(Valeev, et al., 2017).

Нәтижелер және оларды талқылау. Жүргізілген зерттеулер мен
регрессорлардытізбектей қосу тәсілінмодификациялау негізінде бензиннің (𝑦𝑦𝑦𝑦1),
керосиннің (𝑦𝑦𝑦𝑦2) және мазуттың (𝑦𝑦𝑦𝑦3) кіріс режим параметрлерінен (𝑥𝑥𝑥𝑥1,𝑥𝑥𝑥𝑥2,𝑥𝑥𝑥𝑥3)тәуелділігін
сипаттайтын ректификациялықколоннаның математикалық модельдерінің құрылымы
келесі бейсызықты, регрессиялықтеңдеу ретінде идентификацияланған:

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑎𝑎𝑎𝑎0 + �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + ��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + ⋯ , 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,3����, (1)
3

𝑖𝑖𝑖𝑖=𝑖𝑖𝑖𝑖

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

мұндағы 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,3����, сәйкесінше: К1 ректификациялық колоннасы
шығысындағыбензин, керосин және мазуттың көлемі; 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,3����−К1 кіріс параметрлері,
яғни шикізат көлемі; қысым және температура; 𝑎𝑎𝑎𝑎0, 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 және 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖−параметрлік
идентификацияланатынбелгісіз регрессиялық коэффициенттер, сәйкесінше: (1) 
регрессиялық моделдің сызықтық және сызықтық емес бөлігіндегі коэффициенттер.

Ректификациялық колоннаның кіріс, режим параметрлері мен оларға сәйкескелетін
шығыс параметрінің (бензиннің) статистикалық деректері жинақталып, MATLAB
жүйесі көмегмен (1) моделінің параметрлері идентификацияланған.
Идентификацияланған регрессия коэффициенттері және 𝑦𝑦𝑦𝑦1 болжамды мәндері 1-
кестеде келтірілген.

Кесте 1.Кіріс және шығыс деректерінің тәуліктік мәндері және К1 колонасынан
бензинді анықтау моделін параметрлік сәйкестендіру нәтижелері және болжамды
модельдің нәтижесі

Кіріс режим параметрлері Шығыс параметрі, оның моделі бойынша
алынған мәні және регрессия коэффициенттері

№ 𝑥𝑥𝑥𝑥1,
қысым

𝑥𝑥𝑥𝑥2,
температура

𝑥𝑥𝑥𝑥3,
температура

бензин
с К1 𝑦𝑦𝑦𝑦1,_predicted Regressioncoefficents

1 1,05 197 168 28 27.03 0.1778
2 1,03 196 168 26 29.61 0.0163
3 1,08 198 170 25 25.96 0.1086
4 1,03 198 171 26 26.05 0.0068
5 1,05 199 172 25 25.41 -0.0150
6 1,04 199 172 26 25.47 -0.0007
7 1,04 200 172 28 27.39 -0.0000
8 1,04 200 172 29 28.33 0.0000
9 1,05 200 173 26 27.87 -0.0000
10 1,00 199 172 29 28.01 -0.0000
11 1,03 198 171 27 26.8 0.000
12 1,07 194 169 26 25.53 0.0000
13 1,05 197 168 25 24.75 0.0000
14 1,03 196 168 27 27.23 0.1778
15 1,08 198 170 24 23.57 0.0163
16 1,03 198 171 28 28.49 0.1086
17 1,05 199 172 30 27.16 0.0068
18 1,04 199 172 29 31.67 -0.0150
19 1,04 200 172 33 31.61 -0.0007

 

6

өндірілетін мұнай өнімдері көлемін анықтайтын математикалық модельдері
идентификациялау. Осы зерттеулерге қол жеткізу үшін модельдерді регрессиялық
талдау тәсілдері, эксперименттік-статистикалық, ықтималдық тәсілдер(Zhao, et al.
2012), математикалық модельдердің құрылымдық, параметрлік идентификациялау және
ең кіші квадраттарды дәйекті түрде қосу тәсілдері пайдаланылады(Valeev, et al., 2017).

Нәтижелер және оларды талқылау. Жүргізілген зерттеулер мен
регрессорлардытізбектей қосу тәсілінмодификациялау негізінде бензиннің (𝑦𝑦𝑦𝑦1),
керосиннің (𝑦𝑦𝑦𝑦2) және мазуттың (𝑦𝑦𝑦𝑦3) кіріс режим параметрлерінен (𝑥𝑥𝑥𝑥1,𝑥𝑥𝑥𝑥2,𝑥𝑥𝑥𝑥3)тәуелділігін
сипаттайтын ректификациялықколоннаның математикалық модельдерінің құрылымы
келесі бейсызықты, регрессиялықтеңдеу ретінде идентификацияланған:

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑎𝑎𝑎𝑎0 + �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + ��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 + ⋯ , 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,3����, (1)
3

𝑖𝑖𝑖𝑖=𝑖𝑖𝑖𝑖

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

мұндағы 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,3����, сәйкесінше: К1 ректификациялық колоннасы
шығысындағыбензин, керосин және мазуттың көлемі; 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,3����−К1 кіріс параметрлері,
яғни шикізат көлемі; қысым және температура; 𝑎𝑎𝑎𝑎0, 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 және 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖−параметрлік
идентификацияланатынбелгісіз регрессиялық коэффициенттер, сәйкесінше: (1) 
регрессиялық моделдің сызықтық және сызықтық емес бөлігіндегі коэффициенттер.

Ректификациялық колоннаның кіріс, режим параметрлері мен оларға сәйкескелетін
шығыс параметрінің (бензиннің) статистикалық деректері жинақталып, MATLAB
жүйесі көмегмен (1) моделінің параметрлері идентификацияланған.
Идентификацияланған регрессия коэффициенттері және 𝑦𝑦𝑦𝑦1 болжамды мәндері 1-
кестеде келтірілген.

Кесте 1.Кіріс және шығыс деректерінің тәуліктік мәндері және К1 колонасынан
бензинді анықтау моделін параметрлік сәйкестендіру нәтижелері және болжамды
модельдің нәтижесі

Кіріс режим параметрлері Шығыс параметрі, оның моделі бойынша
алынған мәні және регрессия коэффициенттері

№ 𝑥𝑥𝑥𝑥1,
қысым

𝑥𝑥𝑥𝑥2,
температура

𝑥𝑥𝑥𝑥3,
температура

бензин
с К1 𝑦𝑦𝑦𝑦1,_predicted Regressioncoefficents

1 1,05 197 168 28 27.03 0.1778
2 1,03 196 168 26 29.61 0.0163
3 1,08 198 170 25 25.96 0.1086
4 1,03 198 171 26 26.05 0.0068
5 1,05 199 172 25 25.41 -0.0150
6 1,04 199 172 26 25.47 -0.0007
7 1,04 200 172 28 27.39 -0.0000
8 1,04 200 172 29 28.33 0.0000
9 1,05 200 173 26 27.87 -0.0000
10 1,00 199 172 29 28.01 -0.0000
11 1,03 198 171 27 26.8 0.000
12 1,07 194 169 26 25.53 0.0000
13 1,05 197 168 25 24.75 0.0000
14 1,03 196 168 27 27.23 0.1778
15 1,08 198 170 24 23.57 0.0163
16 1,03 198 171 28 28.49 0.1086
17 1,05 199 172 30 27.16 0.0068
18 1,04 199 172 29 31.67 -0.0150
19 1,04 200 172 33 31.61 -0.0007

 − параметрлік идентификацияланатынбелгісіз регрессиялық 
коэффициенттер, сәйкесінше: (1) регрессиялық моделдің сызықтық және 
сызықтық емес бөлігіндегі коэффициенттер. 

Ректификациялық колоннаның кіріс, режим параметрлері мен оларға 
сәйкескелетін шығыс параметрінің (бензиннің) статистикалық деректері 
жинақталып,  MATLAB жүйесі көмегмен (1) моделінің параметрлері 
идентификацияланған. Идентификацияланған регрессия коэффициенттері 
және  y1 болжамды мәндері 1-кестеде келтірілген.

Кесте 1.Кіріс және шығыс деректерінің тәуліктік мәндері және К1 колонасынан бензинді 
анықтау моделін параметрлік сәйкестендіру нәтижелері және болжамды модельдің нәтижесі

Кіріс режим параметрлері Шығыс параметрі, оның моделі 
бойынша алынған мәні және регрессия 

коэффициенттері

№ x1,
қысым

x2,
температура

x3,
температура

бензин с 
К1

y 1 _
predicted

Regressioncoefficents

1 1,05 197 168 28 27.03 0.1778



189

ISSN 1991-346X 2. 2025

2 1,03 196 168 26 29.61 0.0163
3 1,08 198 170 25 25.96 0.1086
4 1,03 198 171 26 26.05 0.0068
5 1,05 199 172 25 25.41 -0.0150
6 1,04 199 172 26 25.47 -0.0007
7 1,04 200 172 28 27.39 -0.0000
8 1,04 200 172 29 28.33 0.0000
9 1,05 200 173 26 27.87 -0.0000
10 1,00 199 172 29 28.01 -0.0000
11 1,03 198 171 27 26.8 0.000
12 1,07 194 169 26 25.53 0.0000
13 1,05 197 168 25 24.75 0.0000
14 1,03 196 168 27 27.23 0.1778
15 1,08 198 170 24 23.57 0.0163
16 1,03 198 171 28 28.49 0.1086
17 1,05 199 172 30 27.16 0.0068
18 1,04 199 172 29 31.67 -0.0150
19 1,04 200 172 33 31.61 -0.0007
20 1,04 200 172 28 29.34 -0.0000
21 1,05 200 173 32 29.89 0.0000
22 1,00 199 172 33 30.03 -0.0000
23 1,03 198 171 23 25.22 -0.0000
24 1,07 194 169 24 24.49 0.0042

1-кестедегі мәліметтерге сүйене отырып, кіріс және режим параметрлеріне 
байланысты бензиннің шығысын анықтауға арналған модельдің соңғы 
формасын келесідей жазуға болады:

7

20 1,04 200 172 28 29.34 -0.0000
21 1,05 200 173 32 29.89 0.0000
22 1,00 199 172 33 30.03 -0.0000
23 1,03 198 171 23 25.22 -0.0000
24 1,07 194 169 24 24.49 0.0042

1-кестедегі мәліметтерге сүйене отырып, кіріс және режим параметрлеріне 
байланысты бензиннің шығысын анықтауға арналған модельдің соңғы формасын 
келесідей жазуға болады:

𝑦𝑦𝑦𝑦1 =  0.177𝑥𝑥𝑥𝑥22 + 0.016𝑥𝑥𝑥𝑥32 + 0.108𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑥𝑥𝑥𝑥2 − 0.015𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑥𝑥𝑥𝑥3 − 0.007𝑥𝑥𝑥𝑥2𝑥𝑥𝑥𝑥3 + 0.177𝑥𝑥𝑥𝑥13 +
         0.016𝑥𝑥𝑥𝑥23 + 0.108𝑥𝑥𝑥𝑥33 + 0.006𝑥𝑥𝑥𝑥12𝑥𝑥𝑥𝑥2 − 0.015𝑥𝑥𝑥𝑥12𝑥𝑥𝑥𝑥3 − 0.007𝑥𝑥𝑥𝑥22𝑥𝑥𝑥𝑥3 + 0.0042𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑥𝑥𝑥𝑥22.                         (2)

Төменде 2-суретте бензиннің шығысы бойынша нақты және модельдік деректерді 
салыстыру графигі, ал 3-суретте бензин көлемінің К2 
атмосфералықколоннасытемпературасы мен қысымынатәуелділігін көрсететін 
графиктер келтірілген.

Сурет 2. Бензиннің нақты деректерін және 
олардың болжамды мәндерін салыстыру

Сурет 3. К1 шығысындағы бензин ағымы 
мөлшерінің К1 қысымы мен К2
температурасының орташа мәндеріне 
тәуелділігі

Кіріс, режим параметрлері мәндерінің және оларға сәйкес келетін керосин 
мәндерінің жиналған статистикалық деректері, сондай-ақ анықталған регрессия 
коэффициенттері және (1) модель бойынша алынған 𝑦𝑦𝑦𝑦2 болжамды мәндері 2-кестеде 
келтірілген.

Кесте 2.Параметрлікидентификация үшін пайдаланылатын мәліметтер және К1 
колонасындағы керосиннің көлемін анықтау моделі үшін параметрлік 
идентификациялау нәтижелері, болжам нәтижесі

Кіріс режим параметрлері Шығыспараметрі, оның моделі бойынша алынғанмәні 
және регрессия коэффициенттері

№ 𝑥𝑥𝑥𝑥1,
қысым

𝑥𝑥𝑥𝑥2,
температура

𝑥𝑥𝑥𝑥3,
температура Керосин 𝑦𝑦𝑦𝑦2,_predicted Regressioncoeffice

nts
1 1,05 197 368 104 105.75 0
2 1,03 196 368 96 91.13 -93.7074
3 1,08 198 369 99 102.14 0

  (2)

Төменде 2-суретте бензиннің шығысы бойынша нақты және 
модельдік деректерді салыстыру графигі, ал 3-суретте бензин көлемінің 
К2 атмосфералықколоннасытемпературасы мен қысымынатәуелділігін 
көрсететін графиктер келтірілген.
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Сурет 2. Бензиннің нақты деректерін және олардың болжамды мәндерін салыстыру

Сурет 3. К1 шығысындағы бензин ағымы мөлшерінің К1 қысымы мен К2 
температурасының орташа мәндеріне тәуелділігі

Кіріс, режим параметрлері мәндерінің және оларға сәйкес келетін керосин 
мәндерінің жиналған статистикалық деректері, сондай-ақ анықталған 
регрессия коэффициенттері және (1) модель бойынша алынған  болжамды 
мәндері 2-кестеде келтірілген.

Кесте 2.Параметрлікидентификация үшін пайдаланылатын мәліметтер және К1 
колонасындағы керосиннің көлемін анықтау моделі үшін параметрлік идентификациялау 
нәтижелері, болжам нәтижесі

Кіріс режим параметрлері Шығыспараметрі, оның моделі 
бойынша алынғанмәні және регрессия 

коэффициенттері

№ x1,
қысым

x2,
температура

x3, 
температура Керосин y2_predicted Regression 

coefficents

1 1,05 197 368 104 105.75 0
2 1,03 196 368 96 91.13 -93.7074
3 1,08 198 369 99 102.14 0
4 1,03 198 369 100 93.94 0
5 1,05 199 369 96 96.29 51.8553
6 1,04 199 370 89 99.03 -84.5666
7 1,04 200 369 90 109.91 0
8 1,04 200 369 93 85.47 0
9 1,05 200 369 90 92.45 -167.2086
10 1,00 199 369 86 89.01 53.5197
11 1,03 198 369 98 97.26 197.5460
12 1,07 194 369 100 101.07 0
13 1,05 197 369 112 111.64 -0.2185
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14 1,03 196 368 108 107.52 0.1413
15 1,08 198 368 108 108.13 0
16 1,03 198 368 108 108.61 0
17 1,05 199 369 105 99.25 0.6201
18 1,04 199 369 109 114.50 -0.5292
19 1,04 200 367 108 104.07 -7.5774
20 1,04 200 368 104 112.04 0
21 1,05 200 369 89 87.70 0.362
22 1,00 199 369 90 84.12 0.000
23 1,03 198 369 113 110.99 0
24 1,07 194 369 118 115.87 0.000

2-кестедегі мәліметтерге сүйене отырып, кіріс және режим параметрлеріне 
байланысты керосиннің шығысын анықтауға арналған модельдің соңғы 
формасын келесідей жазуға болады:

8

8

4 1,03 198 369 100 93.94 0
5 1,05 199 369 96 96.29 51.8553
6 1,04 199 370 89 99.03 -84.5666
7 1,04 200 369 90 109.91 0
8 1,04 200 369 93 85.47 0
9 1,05 200 369 90 92.45 -167.2086
10 1,00 199 369 86 89.01 53.5197
11 1,03 198 369 98 97.26 197.5460
12 1,07 194 369 100 101.07 0
13 1,05 197 369 112 111.64 -0.2185
14 1,03 196 368 108 107.52 0.1413
15 1,08 198 368 108 108.13 0
16 1,03 198 368 108 108.61 0
17 1,05 199 369 105 99.25 0.6201
18 1,04 199 369 109 114.50 -0.5292
19 1,04 200 367 108 104.07 -7.5774
20 1,04 200 368 104 112.04 0
21 1,05 200 369 89 87.70 0.362
22 1,00 199 369 90 84.12 0.000
23 1,03 198 369 113 110.99 0
24 1,07 194 369 118 115.87 0.000

2-кестедегі мәліметтерге сүйене отырып, кіріс және режим параметрлеріне 
байланысты керосиннің шығысын анықтауға арналған модельдің соңғы формасын 
келесідей жазуға болады:

𝑦𝑦𝑦𝑦2 = −93.70𝑥𝑥𝑥𝑥1 + 51.85𝑥𝑥𝑥𝑥2 − 84. 56𝑥𝑥𝑥𝑥3 − 167.20𝑥𝑥𝑥𝑥12 + 53.51𝑥𝑥𝑥𝑥22 + 197.5𝑥𝑥𝑥𝑥32 − 0.218𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑥𝑥𝑥𝑥2
          +0.141𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑥𝑥𝑥𝑥3 + 0.62𝑥𝑥𝑥𝑥2𝑥𝑥𝑥𝑥3 − 0.529𝑥𝑥𝑥𝑥13 − 7.57𝑥𝑥𝑥𝑥12𝑥𝑥𝑥𝑥3 + 0.362𝑥𝑥𝑥𝑥23.                                  (3)

Curve Fitting Tool программалар пакеті арқылы керосиннің нақты және модельдік 
деректерді К2-мен салыстыру үшін алынған көлемге тәуелділік графиктері 4-суретте, 
ал 5-суретте керосиннің К1 қысым және К2-дегі температураның орташа мәніне 
тәуелділігі графиктері келтірілген.

Сурет 4. Керосиннің нақты деректерін 
және олардың болжамды мәндерін салыстыру

Сурет 5. Керосин мөлшерінің К1 қысымы 
мен К2 температурасының орташа мәндеріне 

тәуелділігі
Кіріс, режим параметрлері мәндерінің және оларға сәйкес келетін мазут мәндерінің 

жиналған статистикалық деректері, сондай-ақ анықталған регрессиялық
коэффициенттері және  модель бойынша алынған 𝑦𝑦𝑦𝑦2болжамды мәндері 3-кестеде 
келтірілген.

(3)

Curve Fitting Tool программалар пакеті арқылы керосиннің нақты және 
модельдік деректерді К2-мен салыстыру үшін алынған көлемге тәуелділік 
графиктері 4-суретте, ал 5-суретте керосиннің К1 қысым және К2-дегі 
температураның орташа мәніне тәуелділігі графиктері келтірілген.

Сурет 4. Керосиннің нақты деректерін 
және олардың болжамды мәндерін салыстыру

Сурет 5. Керосин мөлшерінің К1 
қысымы мен К2 температурасының орташа 

мәндеріне тәуелділігі

 Кіріс, режим параметрлері мәндерінің және оларға сәйкес келетін мазут 
мәндерінің жиналған статистикалық деректері, сондай-ақ анықталған 
регрессиялық коэффициенттері және  модель бойынша алынған болжамды 
мәндері 3-кестеде келтірілген.



192

N E W S  of  the National Academy of  Sciences of  the  Republic  of  Kazakhstan

Кесте 3.Параметрлік идентификация моделі үшін пайдаланылатын мәліметтер және 
К1 колонасындағымазуттың көлемін анықтау моделі үшін параметрлік идентификация 
нәтижелері, болжам нәтижесі

Кіріс режим параметрлері Шығыспараметрі, оның моделі бойынша 
алынғанмәні және регрессия коэффициенттері

№ x1,
қысым

x2,
температур

x3,
температура Мазут y3_predicted Regressioncoefficents

1 1,05 197 368 155 151.86  0
2 1,03 196 368 142 146.8 0
3 1,08 198 369 144 145.25 1.2905
4 1,03 198 369 147 149.7 0
5 1,05 199 369 150 148.19 0
6 1,04 199 370 147 148.93  -0.0552
7 1,04 200 369 148 148.11 0.0052
8 1,04 200 369 144 146.39 0.7370
9 1,05 200 369 149 145.56 -0.9158
10 1,00 199 369 149 150.3 0.0111
11 1,03 198 369 151 148.64 1.7790
12 1,07 194 369 152 152.01 0.0000
13 1,05 197 369 152 152.37  -0.0000
14 1,03 196 368 157 156.25   -1.1481
15 1,08 198 368 159 168.55 -0.0000
16 1,03 198 368 159 167.31  0.0000
17 1,05 199 369 155 154.05 -0.0969
18 1,04 199 369 153 153.85 0.0868
19 1,04 200 367 156 155.03 -0.0000
20 1,04 200 368 155 156.5 -0.001
21 1,05 200 369 156 155.83 0.0000
22 1,00 199 369 153 149.01 0.0026
23 1,03 198 369 154 154.24 0
24 1,07 194 369 155 154.15 0

3-кестедегі мәліметтерге сүйене отырып, кіріс және режим параметрлеріне 
байланысты мазуттың шығысын анықтауға арналған модельдің соңғы 
формасын келесідей жазуға болады:

9

Кесте 3.Параметрлік идентификация моделі үшін пайдаланылатын мәліметтер және 
К1 колонасындағымазуттың көлемін анықтау моделі үшін параметрлік идентификация 
нәтижелері, болжам нәтижесі

Кіріс режим параметрлері Шығыспараметрі, оның моделі бойынша алынғанмәні және
регрессия коэффициенттері

№ 𝑥𝑥𝑥𝑥1,
қысым

𝑥𝑥𝑥𝑥2,
температур

𝑥𝑥𝑥𝑥3,
температура Мазут 𝑦𝑦𝑦𝑦3,_predicted Regressioncoefficent

s
1 1,05 197 368 155 151.86 0
2 1,03 196 368 142 146.8 0
3 1,08 198 369 144 145.25 1.2905
4 1,03 198 369 147 149.7 0
5 1,05 199 369 150 148.19 0
6 1,04 199 370 147 148.93 -0.0552
7 1,04 200 369 148 148.11 0.0052
8 1,04 200 369 144 146.39 0.7370
9 1,05 200 369 149 145.56 -0.9158
10 1,00 199 369 149 150.3 0.0111
11 1,03 198 369 151 148.64 1.7790
12 1,07 194 369 152 152.01 0.0000
13 1,05 197 369 152 152.37 -0.0000
14 1,03 196 368 157 156.25 -1.1481
15 1,08 198 368 159 168.55 -0.0000
16 1,03 198 368 159 167.31 0.0000
17 1,05 199 369 155 154.05 -0.0969
18 1,04 199 369 153 153.85 0.0868
19 1,04 200 367 156 155.03 -0.0000
20 1,04 200 368 155 156.5 -0.001
21 1,05 200 369 156 155.83 0.0000
22 1,00 199 369 153 149.01 0.0026
23 1,03 198 369 154 154.24 0
24 1,07 194 369 155 154.15 0

3-кестедегі мәліметтерге сүйене отырып, кіріс және режим параметрлеріне 
байланысты мазуттың шығысын анықтауға арналған модельдің соңғы формасын 
келесідей жазуға болады:

𝑦𝑦𝑦𝑦3 = 1.2905𝑥𝑥𝑥𝑥1 − 0.05𝑥𝑥𝑥𝑥2 − 0. 005𝑥𝑥𝑥𝑥3 + 0.737𝑥𝑥𝑥𝑥12 − 0.915𝑥𝑥𝑥𝑥22 + 0.011𝑥𝑥𝑥𝑥32 + 1.779𝑥𝑥𝑥𝑥1𝑥𝑥𝑥𝑥2
                                   −1.148𝑥𝑥𝑥𝑥3 + 0.62𝑥𝑥𝑥𝑥2𝑥𝑥𝑥𝑥3 − 0.096𝑥𝑥𝑥𝑥13 + 0.868𝑥𝑥𝑥𝑥12𝑥𝑥𝑥𝑥3+0.002𝑥𝑥𝑥𝑥23.    (4)

MATLAB жүйесінде мазуттың нақты және модельдік деректерді К2-мен салыстыру 
үшін алынған көлемге тәуелділік графиктері 6-суретте, ал 7-суретте мазуттың К1 
қысым және К2 температураның орташа мәніне тәуелділігі графиктері келтірілген.

 (4)

MATLAB жүйесінде мазуттың нақты және модельдік деректерді К2-
мен салыстыру үшін алынған көлемге тәуелділік графиктері 6-суретте, ал 
7-суретте мазуттың К1 қысым және К2 температураның орташа мәніне 
тәуелділігі графиктері келтірілген.
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 Сурет 6. Мазуттың  нақты деректерін 
және олардың болжамды мәндерін 

салыстыру

Сурет 7. Мазут мөлшерінің К1 
қысымы мен К2 температурасының 

орташа мәндеріне тәуелділігі

3-ші, 5-ші және 7-ші суреттерде келтірілген ректификациялық К1 және 
атмосфералық К2 колонналарында өндірілетін мұнай өнімдерінің олардың 
кіріс, режимдік параметрлеріне тәуелділігін көрсететін графиктерді талдау 
және талқылау нәтижерін қарастырайық.  

3-ші суретте келтірілген графикте К1 шығысындағы бензин көлемінің К2 
температурасы және К1 қысымына тәуелділігі эксперименталдық жолмен 
алынған статистикалық мәліметтерге (кесте 1) сәйкес келеді.

5-ші суретте келтірілген графикте К1 шығысындағы керосин көлемінің 
К1 қысымы және К2 температурасына тәуелділігі эксперименталдық жолмен 
алынған статистикалық мәліметтерге (кесте 2) сәйкес келеді.

7-ші суретте келтірілген графикте К2 шығысындағы мазут көлемінің К1 
қысымы және К2 температурасына тәуелділігі эксперименталдық жолмен 
алынған статистикалық мәліметтерге (кесте 3) сәйкес келеді.

Қорытынды.  Бұл жұмыста мұнайды бастапқы өңдеу қондырғысы 
атмосфералық блогының негізгі К1 және К2 колонналарының жұмыс режимдері 
зерттеліп, оларөндірілетін мұнай өнімдері көлемін анықтайтын математикалық 
модельдері идентификацияланған.Зерттеу және математикалық модельдерді 
құрылымдық және параметрлік идентификациялау регрессорларды тізбектей 
қосу және ең кіші квадраттар тәсілдері негізінде зерттеу нәтижесінде алынған 
статистикалық деректерін қолдана отырып жүзеге асырылған.

Жұмыста алынған нәтижелер негізінде келесідей қорытындылар алуға 
болады:

−мұнайды бастапқы өңдеу қондырғысы атфосералық блогының негізгі 
К1 және К2 колонналарының жұмыс режимдері зерттеліп, эксперименттер 
арқылы олардың модельдерін құруға қажетті деректер жинақталып, өңделген;

−зерттеу барысында алынған деректер, ақпарат негізінде 
К1 ректификациялық және К2 атмосфералық колонналарының 
математикалық модельдерінің құрылымдары мен белгісіз параметрлері 
идентификацияланған;
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−әзірленген модельдер негізінде модельдеу нәтижесінде алынған 
атмосфералық блогтың негізгі өнімдері: бензин, керосин және мазут 
көлемдері мәндері MATLAB жүйесі көмегімен олардың шынайы мәндерімен 
салыстырылып, құрылған модельдердің адекваттығы дәлелденген; 

−мұнайды бастапқы өңдеу қондырғысының атмосфералық блогында 
өңдірілген мұнай өнімдерінің аталған колонналардың кіріс, режисдік 
параметрлеріне тәуелділіктерін көрсететін 3 өлшемді графиктері 
тұрғызылғанр. Бұл графиктердің эксперименттер нәтижесінде алынып, 
өңделген деректерге сәйкес келетіні негізделген.
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Abstract. The rapid growth of global information has complicated the process 
of tracking and searching for relevant data. Question and answer systems (QA) 
have become key tools for structuring and extracting useful information from 
unstructured textual data. However, multilingual QA systems, especially for low-
resource languages such as Kazakh, face a number of difficulties due to linguistic 
features, including agglutination, free word order, and lack of data. This study 
examines the use of deep learning methods to improve the accuracy of responses 
in multilingual QA systems, with special attention to Kazakh legal texts. Deep 
learning, especially transformer-based models, has demonstrated significant 
potential in natural language processing (NLP). However, existing multilingual 
models such as mBERT show insufficient effectiveness for the Kazakh language 
due to the limited amount of training data. To solve this problem, we propose a 
methodology that includes additional mBERT training on specialized industry 
datasets, data augmentation using neural machine translation, and the use of 
contrastive learning to improve cross-language knowledge transfer. The estimated 
metrics, including the Jaccard coefficient, the F1 measure, and the exact match, 
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demonstrate that our pre-trained model is superior to the basic multilingual models. 
Our approach represents a scalable solution for improving multilingual QA systems 
for low-resource languages, paving the way for further research in the field of legal 
and specialized texts. 

Keywords: question-and-answer systems, deep learning, low-resource 
languages, multilingual natural language processing, Kazakh language, transformer-
based models
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Аннотация. Жаһандық ақпарат көлемінің қарқынды өсуі тиісті деректерді 
бақылау және іздеу процесін қиындатты. Сұрақ-жауап жүйелері (QA) 
құрылымдалмаған мәтіндік деректерден пайдалы ақпаратты құрылымдау мен 
алудың негізгі құралы болды. Алайда, көп тілді QA-жүйелер, әсіресе қазақ 
сияқты ресурстары аз тілдер үшін, агглютинация, сөздердің еркін тәртібі 
және деректердің жетіспеушілігі сияқты тілдік ерекшеліктерге байланысты 
бірқатар қиындықтарға тап болады. Бұл зерттеуде қазақ Заң мәтіндеріне 
ерекше назар аудара отырып, көп тілді QA-жүйелердегі жауаптардың 
дәлдігін арттыру үшін терең оқыту әдістерін қолдану қарастырылады. Терең 
оқыту, әсіресе трансформаторларға негізделген модельдер, табиғи тілді 
өңдеуде (NLP) айтарлықтай әлеует көрсетті. Алайда, mBERT сияқты көп 
тілді модельдер оқыту деректерінің шектеулі көлеміне байланысты қазақ 
тілі үшін тиімділіктің жеткіліксіздігін көрсетеді. Бұл мәселені шешу үшін 
біз мамандандырылған салалық деректер жиынтығында mBERT-ті қосымша 
оқытуды, нейрондық машиналық аударманы қолдана отырып деректерді 
күшейтуді және тіларалық білім беруді жақсарту үшін контрастты оқытуды 
қолдануды қамтитын әдістемені ұсынамыз. Бағалау көрсеткіштері, соның 
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ішінде Жаккар коэффициенті, F1 өлшемі және дәл сәйкестігі біздің оқытылған 
модельіміз негізгі Көп тілді модельдерден асып түсетінін көрсетеді. Біздің 
көзқарасымыз аз ресурсты тілдерге арналған көп тілді QA жүйелерін 
жақсартуға арналған масштабталатын шешім болып табылады, бұл құқықтық 
және арнайы мәтіндерді одан әрі зерттеуге жол ашады. Нұсқау бойынша 
оқытудан және контекстік жұптарда қосымша оқытудан өткен GPT-4 моделі 
көрсеткіштердің ең жоғары көрсеткіштерін көрсетті (Jaccard Index — 88.9%, 
F1-score — 89.3%). Ұсынылған тәсіл жүйенің жауап дәлдігін 48% - дан 82% 
- ға дейін арттыруға мүмкіндік береді, бұл оны басқа мамандандырылған 
домендер мен шектеулі деректер тілдері үшін масштабталатын шешім етеді.

Түйін сөздер: сұрақ-жауап жүйелері, терең оқыту, аз ресурстық тілдер, 
табиғи тілді көп тілді өңдеу, қазақ тілі, трансформаторға негізделген модельдер
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Аннотация.  Стремительный рост объёма глобальной информации  
усложнил процесс отслеживания и поиска релевантных данных. Вопросно-
ответные системы (QA) стали ключевыми инструментами для структурирова-
ния и извлечения полезной информации из неструктурированных текстовых 
данных. Однако мультиязычные QA-системы, особенно для малоресурсных 
языков, таких как казахский, сталкиваются с рядом трудностей, обусловлен-
ных языковыми особенностями, включая агглютинацию, свободный порядок 
слов и нехватку данных. В данном исследовании рассматривается применение 
методов глубокого обучения для повышения точности ответов в мультиязыч-
ных QA-системах, с особым вниманием к казахским юридическим текстам. 



199

ISSN 1991-346X 2. 2025

Глубокое обучение, особенно модели на основе трансформеров, 
продемонстрировало значительный потенциал в обработке естественного 
языка (NLP). Однако существующие мультиязычные модели, такие как 
mBERT, показывают недостаточную эффективность для казахского языка из-
за ограниченного объёма обучающих данных. Для решения этой проблемы 
мы предлагаем методологию, включающую дополнительное дообучение 
mBERT на специализированных отраслевых датасетах, аугментацию 
данных с использованием нейронного машинного перевода и применение 
контрастивного обучения для улучшения межъязыкового переноса знаний. 
Оценочные метрики, включая коэффициент Жаккара, F1-меру и точное 
совпадение, демонстрируют, что наша дообученная модель превосходит 
базовые мультиязычные модели. Наш подход представляет собой 
масштабируемое решение для улучшения мультиязычных QA-систем для 
низкоресурсных языков, прокладывая путь для дальнейших исследований в 
области юридических и специализированных текстов. В частности, модель 
GPT-4, прошедшая инструкционное обучение и дообучение на контекстных 
парах, показала наивысшие показатели метрик (Jaccard Index — 88.9%, F1-
score — 89.3%). Предложенный подход позволяет повысить точность ответов 
системы с 48% до 82%, что делает его масштабируемым решением для других 
специализированных доменов и языков с ограниченным количеством данных.

Ключевые слова: вопросно-ответные системы, глубокое обучение, 
малоресурсные языки, мультиязычная обработка естественного языка, 
казахский язык, модели на базе трансформаторов
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Введение. Темпы роста объема информации в мире стремительно 
увеличиваются. Количество данных, добавляемых в различные предметные 
области, достигло таких масштабов, что их отслеживание становится крайне 
затруднительным. Распространение цифровых устройств ввода и вывода, а 
также их простота в использовании способствуют непрерывному созданию 
все большего объема необработанных данных. Способность оперативно 
преобразовывать эти данные в структурированную и полезную информацию 
может значительно повысить продуктивность пользователей и ускорить 
доступ к необходимым сведениям.

В последние годы наблюдается значительный прогресс в области обработки 
естественного языка (NLP), особенно в контексте разработки многоязычных 
моделей, таких как mBERT (Feng et al., 2020) XLM-R, mT5 и GPT. Эти модели 
были обучены на масштабных корпусах, включающих тексты на множестве 
языков, что позволило им достичь высокой производительности при решении 
различных задач по обработке текстовой информации. Существенным 
преимуществом таких моделей является их способность к межъязыковому 
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переносу знаний, что особенно важно в условиях ограниченности языковых 
ресурсов. Так, например, модель mBERT использует единую словарную базу, 
охватывающую более 100 языков, что способствует эффективной интеграции 
знаний между языковыми представлениями (Conneau, et al., 2019). Это свойство 
делает mBERT особенно ценной в работе с низкоресурсными языками, такими 
как казахский, для которых объёмы обучающих данных крайне ограничены. 
Благодаря возможности обобщения и переноса языковых признаков от 
высокоресурсных языков к низкоресурсным, данные модели открывают новые 
перспективы для создания интеллектуальных систем, способных понимать и 
обрабатывать тексты на казахском языке с приемлемым уровнем точности. 
Ситуация осложняется тем, что данные зачастую оказываются низкого 
качества, а грамматическая структура казахского языка значительно сложнее 
по сравнению с более распространёнными языками (Jurafsky & Martin, 2024; 
Mansurova, et al., 2023).

Глубокое обучение представляет собой направление машинного 
обучения, применяющее нелинейную обработку информации для выявления 
закономерностей, классификации и извлечения ключевых признаков из 
данных. Популярность глубокого обучения в последние годы обусловлена 
тремя основными факторами:

1. Значительным увеличением вычислительных мощностей и
доступностью графических процессоров (GPU),

2. Появлением огромного количества обучающих данных,
3. Прорывными достижениями в области нейросетевых алгоритмов,

повысившими эффективность их обучения.
Применение глубокого обучения для повышения точности ответов в 

мультиязычных вопросно-ответных системах особенно важно для казахского 
языка из-за его агглютинативной природы, свободного порядка слов, 
ограниченности данных и алфавитного перехода. Современные подходы, такие 
как многоязычные трансформеры, дообучение и морфологический анализ, 
помогают решать эти проблемы, улучшая качество QA-систем на казахском языке. 
Современные многоязычные NLP-модели работают с казахским языком менее 
эффективно (Google, 2021). Это связано с тем, что такие модели обучаются сразу 
на более чем 100 языках, при этом казахский язык занимает лишь небольшую 
долю в их словарном запасе и обучающем корпусе как показано в Рисунке 1.

Рисунок 1- Казахский язык находится на 33-м месте по объему данных среди 88 языков в 
корпусах Wiki-100 и XLM-100.
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Однако существующие модели QA в основном ориентированы на общие 
и общеизвестные вопросы, но испытывают трудности при решении сложных 
задач в специализированных областях, таких как законодательство. NLP-
подход позволяет автоматизировать поиск правовой информации, анализируя 
юридические документы, судебные решения и законодательные акты. Однако, 
сложность юридического языка, логические взаимосвязи между понятиями и 
необходимость точной интерпретации делают задачу сложной.

Два подхода к информационному поиску в юриспруденции:
1. Ручная инженерия знаний (KE)
- Юристы создают базы знаний с классификацией прецедентов.
 - Дает точные результаты, но дорого и долго в реализации.
2. Обработка естественного языка (NLP)
- Использует алгоритмы машинного обучения и анализ текста.
- Может обрабатывать огромные объемы данных, но требует дообучения 

моделей.
Современные NLP-системы применяют глубокие нейросети, BERT-модели 

и специализированные базы данных, чтобы автоматизировать поиск, анализ и 
ответы на юридические вопросы.

Материалы. Исследования посвященные применению глубокого обучения 
для повышения точности ответов в мультиязычных вопросно-ответных 
системах подчеркивают важность применения современных подходов 
глубокого обучения, включая мультиязычные трансформеры (Jia et al., 2021; 
Reimers & Gurevych, 2019) дообучение и морфологический анализ, для улуч
шения качества вопросно-ответных систем на казахском языке, учитывая его 
агглютинативную природу, свободный порядок слов и ограниченность данных.

В статье (Tleubayeva & Shomanov, 2024) казахстанских исследователей 
проводится сравнительный анализ крупных предобученных мультиязычных 
моделей, таких как mBERT, XLM-R, mT5, AYA и GPT, с целью их адапта-
ции к казахскому языку. Исследование включает тестирование этих моделей 
на задачах вопросно-ответных систем с использованием казахского датасета 
sKQuAD. Для улучшения производительности моделей применялись методы 
дообучения, такие как адаптерные модули, увеличение данных (обратный 
перевод, перефразирование) и оптимизация гиперпараметров. Среди проте-
стированных моделей mT5 достигла наивысшего F1- score в 75,72%, демон-
стрируя надежную генерализацию на различных задачах QA. GPT-4-turbo 
показала F1-score 73,33%, эффективно справляясь со сложными казахскими 
QA-сценариями.

В данной работе (Bilakhanova, et al., 2023) представлена система вопросно-
ответного типа на казахском языке, основанная на методах глубокого обучения. 
В систему включен модуль предобработки, улучшающий качество входного 
текста и точность конечного результата. Результаты показывают высокую 
точность системы, что способствует развитию технологий вопросно-ответных 
систем и инструментов обработки естественного языка для казахского языка.
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Цель задачи. Next Sentence Prediction (NSP) — выяснить, являются ли 
два входных предложения последовательными. В Masked Language Modeling 
(MLM) модель BERT обучается предсказывать случайно замаскированные 
слова в предложении.

В статье (Mansurova & Rakhimova, 2024) исследуется разработка алгоритма 
морфологического анализа для казахского языка, оптимизированного для 
интеграции с большими языковыми моделями. Рассматриваются модели 
глубокого обучения, включая рекуррентные нейронные сети (RNN) и 
трансформеры, для обработки агглютинативной природы казахского языка. 
Результаты показывают преимущества и ограничения каждого подхода в 
обработке сложной морфологии казахского языка. 

Сеть Transformer принимает на вход последовательность токенов и 
использует механизм внимания, чтобы изучать контекстуальные связи 
между словами в тексте. Эти связи можно использовать для извлечения 
высококачественных языковых признаков, которые затем могут быть 
дообучены для приложений, таких как семантический анализ и системы 
вопрос-ответ. Многоязычный BERT (mBERT) — это версия BERT, которая 
была предобучена на текстах (Merity, et al., 2016) из Википедии на более чем 
100 языках. Модель XLM-RoBERTa (Conneau, et al., 2020) расширяет этот 
подход, использующий более 2 терабайт данных из Common Crawl.

Глубокие модели, такие как Transformers, сильно зависят от большого 
объема аннотированных данных, которые есть только для популярных 
языков (например, английского, русского, немецкого, испанского) (Joshi, et 
al., 2020; Ponti, et al., 2019). Для большинства других языков с ограниченным 
количеством аннотаций предложено использовать методы межъязыкового 
переноса (Prettenhofer & Stein, 2011; Ruder et al., 2019). Этот подход 
позволяет переносить знания с богато аннотированного языка на целевой 
язык с низкими или отсутствующими данными (Wan et al., 2011). Кроме того, 
использование многоязычных моделей (Clark et al., 2020) помогает преодолеть 
проблему нехватки данных. LASER (Artetxe & Schwenk, 2019) использует 
двунаправленный LSTM с общим словарем BPE для нескольких языков. 
Совместное обучение нескольких языков улучшает производительность 
моделей для малообеспеченных языков.

LaBSE (Feng et al., 2020) использует mBERT, который был предобучен для 
задач MLM и Language Translation Modeling (TLM). Эта модель оптимизирует 
потери для перевода с помощью двойного кодировщика, чтобы добиться 
сходных встраиваемый для одного и того же текста на разных языках.

Исследования показали, что большие предварительно обученные 
многоязычные модели не всегда эффективны для вопросно-ответных 
систем на мало представленных языках. В этой работе были предложены 
несколько стратегий для улучшения mBERT. Дополнительное обучение на 
конкурирующих задачах помогло создать языково-независимые эмбеддинги 
и улучшить качество кросс-языкового перевода. Языковой арбитражный 



203

ISSN 1991-346X 2. 2025

фреймворк (LAF) — метод объединения эмбеддингов разных языков, 
используя свойства перевода. X-Mixup улучшает перенос знаний между 
языками, калибруя несоответствия представлений, что приводит к более 
компромиссным представлениям для целевых языков.

Использование межъязыкового обучения и контрастного обучения 
помогает улучшить работу многоязычных моделей в вопросно-ответных 
системах, особенно для языков с ограниченными ресурсами, таких как 
казахский язык. 

Развитие методов глубокого обучения для QA векторное представление 
слов разработали Word Embeddings, представляющие слова в низкоразмерном 
плотном векторе, содержащем как семантическую, так и грамматическую ин-
формацию. В 2017 году Zhao et al. предложили систему ранжирования отве-
тов в сообществе QA с учетом многофакторного асимметричного обучения. 
Долгая кратковременная память (LSTM) хорошо работает с временными за-
висимостями, что вдохновило на его применение в обработке естественного 
языка. BiLSTM + Attention позволил лучше представлять ответы на основе 
входных вопросов.

Учитывая результаты существующих исследований и выявленные 
преимущества трансформерных архитектур при работе с агглютинативными 
языками, в частности казахским, настоящая работа фокусируется на 
применении и сравнительном анализе трёх современных мультиязычных 
моделей — mBERT, mT5 и GPT-4. Выбор указанных моделей обусловлен 
их доказанной эффективностью в задачах вопросно-ответных систем и 
способностью адаптироваться к языкам с ограниченными ресурсами. В 
целях обеспечения сопоставимости результатов все модели рассматриваются 
без интеграции retrieval-механизмов, включая исключение RAG в случае 
GPT-4. В последующем разделе «Методология» излагаются принципы 
формирования обучающего корпуса, специфика архитектур, примененные 
методы дообучения, а также формат представления входных данных, 
соответствующий особенностям каждой модели.

Методы
Для построения многоязычной вопросно-ответной системы были выбраны 

три современных трансформерных архитектуры: BERT (в частности, mBERT), 
mT5 и GPT-4. Все модели используются без дополнительных retrieval-ме-
ханизмов. GPT-4 применяется как генеративная модель без использова-
ния Retrieval-Augmented Generation (RAG). Мы используем стандартное 
представление входных данных в формате «вопрос-контекст», объединённых 
с помощью соответствующего токенизатора модели. Для BERT и mT5 ис-
пользуется WordPiece и SentencePiece токенизация соответственно, а для GPT 
— Byte-Pair Encoding (BPE).

В задачах вопросно-ответного поиска контексты часто бывают длинными. 
В некоторых NLP-приложениях усечение входного текста допустимо, так как 
это приводит лишь к частичной потере информации. Однако в экстрактивном 
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вопросно-ответном поиске удаление части контекста может привести к 
потере ответа. Чтобы решить эту проблему, мы используем метод разбиения 
длинных контекстов на части, соответствующие допустимому размеру 
входных данных модели. Этот процесс контролируется гиперпараметром 
«максимальная длина» (). Кроме того, для случаев, когда ответ может быть 
распределен по нескольким фрагментам контекста, вводится коэффициент 
перекрытия (overlap_factor), управляемый гиперпараметром «смещение 
документа» ().

В качестве базовой модели используется mBERT, предварительно 
обученная на мультиязычном корпусе текстов. Однако, поскольку 
казахский язык обладает особыми морфологическими и синтаксическими 
особенностями, возможно использование дополнительных этапов дообучения 
на специализированных корпусах, содержащих тексты на этих языках.

Стандартный выходной слой () модели mBERT заменяется на 
специализированный для задачи вопросно-ответного поиска. Добавляются 
отдельные выходные слои для классификации начальной и конечной 
позиций ответа, что соответствует методологии предложенной в работе. 
Так как наборы данных имеют схожие контексты, оформленные в стиле 
Wikipedia, их можно использовать для совместного обучения многоязычной 
модели. Агглютинативная природа казахского языка делает задачу обучения 
сложной, так как многие популярные модели, включая mBERT, плохо 
справляются с такими языками. Русский и казахский языки имеют долгую 
историю сосуществования в одном языковом пространстве. Это привело к 
заимствованию лексики и схожим синтаксическим структурам, несмотря на 
принадлежность к разным языковым семьям. Использование русского языка 
упрощает задачу кросс-языкового переноса знаний. В юридической практике 
Казахстана многие документы дублируются на русском языке. Таким образом, 
обучение модели на русском языке обеспечивает релевантность и точность в 
юридическом контексте.

 Для того, чтобы воспользоваться преимуществами уже существующих 
публичных моделей, мы применяем последовательный подход: сначала 
дообучаем mBERT-QA на русском языке, а затем адаптируем его к нашему 
корпусу, через методы, указанные в Таблице 1. 

Таблица 1 - Методы обучения для адаптации к корпусу
Метод Адаптация к корпусу
Masked Language 
Modeling (MLM)

Тренируем модель предсказывать скрытые токены в казахских 
текстах.

Next Sentence Prediction 
(NSP)

Обучаем модель определять логические связи между 
предложениями.

Контрастивное обучение Формируем пары «казахский-русский» для укрепления 
межъязыковых связей.

Аугментация данных Переводим существующие юридические примеры на русский и 
казахские языки и обратно для расширения корпуса.

Морфологический анализ Учитываем агглютинативные особенности казахского языка.
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Формула для вычисления функцию потерь:

Метод Адаптация к корпусу

Masked Language 
Modeling (MLM)

Тренируем модель предсказывать скрытые токены в казахских текстах.

Next Sentence Prediction 
(NSP)

Обучаем модель определять логические связи между предложениями.

Контрастивное обучение Формируем пары "казахский-русский" для укрепления межъязыковых 
связей.

Аугментация данных Переводим существующие юридические примеры на русский и казахские 
языки и обратно для расширения корпуса.

Морфологический анализ Учитываем агглютинативные особенности казахского языка.

Формула для вычисления функцию потерь:
𝐿𝐿𝐿𝐿𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 × 𝐿𝐿𝐿𝐿𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

где: 
- 𝐿𝐿𝐿𝐿𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 − функция потерь для задачи вопросно − ответного поиска
- 𝐿𝐿𝐿𝐿𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − контрастивная функция потерь для многоязычного обучения
- 𝐿𝐿𝐿𝐿𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 − итоговая функция потерь
- 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − коэффициент, регулирующий влияние контрастивной функции потерь.

Для решения этой проблемы мы применяем стратегию аугментации данных с использованием 
гибридного метода перевода. Сначала обучающие примеры переводятся с помощью нейронных 
машинных переводчиков (Google Translate API), а затем проходят ручную верификацию 
специалистами для устранения смысловых и терминологических ошибок. Google Translate API —
поддерживает казахский язык и способен обрабатывать сложные юридические тексты. Это позволяет
интегрировать в обучение как оригинальные, так и переведенные варианты, что повышает объем 
обучающих данных и улучшает способность модели обрабатывать сложные юридические запросы на 
казахском языке.

Этот метод демонстрирует хорошие результаты при переводе на родственные языки внутри 
одной языковой семьи. Однако при переводе между неродственными языками, как русский и 
казахский языки, эффективность модели может снизиться. Это объясняется тем, что языки разных 
семейств имеют значительно отличающиеся представления, что затрудняет генерализацию модели.

Для повышения эффективности обработки юридических вопросов на казахском и русском 
языках были дообучены три модели: mBERT, mT5 и GPT-4. Адаптация осуществлялась на 
специализированном юридическом корпусе, собранном с ресурсов egov.kz, adilet.zan.kz и других 
нормативно-правовых источников.
1) mBERT (Multilingual BERT)
Данная энкодерная модель была дообучена с применением следующих подходов:

− Masked Language Modeling (MLM) — предсказание маскированных токенов в предложении, 
способствующее более глубокому усвоению языковых закономерностей.

− Next Sentence Prediction (NSP) — обучение на определение логических связей между 
предложениями.

− Контрастивное обучение — обучение на парах «вопрос–контекст» на разных языках 
(например, вопрос на казахском, контекст на русском), с целью усиления межъязыкового 
сопоставления смыслов.

− Контрастивная потеря (Contrastive Loss) — функция потерь, минимизирующая расстояние 
между положительными парами (вопрос и релевантный контекст) и увеличивающая 

где: 

Метод Адаптация к корпусу

Masked Language 
Modeling (MLM)

Тренируем модель предсказывать скрытые токены в казахских текстах.

Next Sentence Prediction 
(NSP)

Обучаем модель определять логические связи между предложениями.

Контрастивное обучение Формируем пары "казахский-русский" для укрепления межъязыковых 
связей.

Аугментация данных Переводим существующие юридические примеры на русский и казахские 
языки и обратно для расширения корпуса.

Морфологический анализ Учитываем агглютинативные особенности казахского языка.

Формула для вычисления функцию потерь:
𝐿𝐿𝐿𝐿𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 × 𝐿𝐿𝐿𝐿𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

где: 
- 𝐿𝐿𝐿𝐿𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 − функция потерь для задачи вопросно − ответного поиска
- 𝐿𝐿𝐿𝐿𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − контрастивная функция потерь для многоязычного обучения
- 𝐿𝐿𝐿𝐿𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 − итоговая функция потерь
- 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − коэффициент, регулирующий влияние контрастивной функции потерь.

Для решения этой проблемы мы применяем стратегию аугментации данных с использованием 
гибридного метода перевода. Сначала обучающие примеры переводятся с помощью нейронных 
машинных переводчиков (Google Translate API), а затем проходят ручную верификацию 
специалистами для устранения смысловых и терминологических ошибок. Google Translate API —
поддерживает казахский язык и способен обрабатывать сложные юридические тексты. Это позволяет
интегрировать в обучение как оригинальные, так и переведенные варианты, что повышает объем 
обучающих данных и улучшает способность модели обрабатывать сложные юридические запросы на 
казахском языке.

Этот метод демонстрирует хорошие результаты при переводе на родственные языки внутри 
одной языковой семьи. Однако при переводе между неродственными языками, как русский и 
казахский языки, эффективность модели может снизиться. Это объясняется тем, что языки разных 
семейств имеют значительно отличающиеся представления, что затрудняет генерализацию модели.

Для повышения эффективности обработки юридических вопросов на казахском и русском 
языках были дообучены три модели: mBERT, mT5 и GPT-4. Адаптация осуществлялась на 
специализированном юридическом корпусе, собранном с ресурсов egov.kz, adilet.zan.kz и других 
нормативно-правовых источников.
1) mBERT (Multilingual BERT)
Данная энкодерная модель была дообучена с применением следующих подходов:

− Masked Language Modeling (MLM) — предсказание маскированных токенов в предложении, 
способствующее более глубокому усвоению языковых закономерностей.

− Next Sentence Prediction (NSP) — обучение на определение логических связей между 
предложениями.

− Контрастивное обучение — обучение на парах «вопрос–контекст» на разных языках 
(например, вопрос на казахском, контекст на русском), с целью усиления межъязыкового 
сопоставления смыслов.

− Контрастивная потеря (Contrastive Loss) — функция потерь, минимизирующая расстояние 
между положительными парами (вопрос и релевантный контекст) и увеличивающая 
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данных с использованием гибридного метода перевода. Сначала обучающие 
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источников.

1)	 mBERT (Multilingual BERT)
Данная энкодерная модель была дообучена с применением следующих 

подходов:
−	 Masked Language Modeling (MLM) — предсказание маскированных 

токенов в предложении, способствующее более глубокому усвоению 
языковых закономерностей.

−	 Next Sentence Prediction (NSP) — обучение на определение логических 
связей между предложениями.

−	 Контрастивное обучение — обучение на парах «вопрос–контекст» на 
разных языках (например, вопрос на казахском, контекст на русском), с целью 
усиления межъязыкового сопоставления смыслов.

−	 Контрастивная потеря (Contrastive Loss) — функция потерь, 
минимизирующая расстояние между положительными парами (вопрос и 
релевантный контекст) и увеличивающая расстояние между отрицательными. 
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Это способствует более точному различению релевантных и нерелевантных 
документов в условиях кросс-языковой неоднозначности.

2)	 mT5 (Multilingual Text-to-Text Transfer Transformer)
Модель mT5, основанная на архитектуре encoder-decoder, была 

адаптирована к юридическому домену с использованием генеративного 
обучения в формате:

−	 Multilingual Text-to-Text Fine-tuning — дообучение на парах «вопрос 
→ ответ», представленных в текстовом виде.

−	 Аугментация данных (Data Augmentation) — расширение корпуса за 
счёт:

o	 Машинного перевода между казахским и русским языками.
o	 Введения морфологических вариантов и синонимических замен в 

юридических вопросах.
−	 Контрастивное обучение реализовывалось через объединение 

эмбеддингов вопросов и ответов с последующим обучением модели на 
различение релевантных и нерелевантных пар.

3)	 GPT-4
Модель GPT-4 применялась в чисто генеративной парадигме без 

дополнительных retrieval-компонентов (Lewis et al., 2020). Поскольку прямой 
доступ к параметрам модели ограничен, её адаптация осуществлялась в 
рамках инструкционного дообучения (Instructional Fine-tuning):

−	 Формат входных данных — текстовая инструкция с вопросом и 
контекстом, представленным в виде диалога или описания.

−	 Использовались те же юридические данные, что и для других моделей, 
включая аугментированные примеры.

−	 Хотя GPT-4 не поддерживает контрастивное обучение в явном виде, на 
этапе подачи обучающих данных учитывались релевантные и нерелевантные 
пары, что способствовало формированию контекстной чувствительности 
модели.

Контрастивная потеря (Contrastive Loss) — функция, направленная 
на максимизацию сходства между положительными парами (вопрос и 
релевантный ответ) и минимизацию сходства между отрицательными. 
Эффективна для кросс-языкового сопоставления, особенно при ограниченных 
ресурсах.

Аугментация данных (Data Augmentation) — процесс искусственного 
расширения тренировочного корпуса путём трансформаций исходных 
данных: машинный перевод, морфологическая декомпозиция казахских 
словоформ, синонимические перестановки. Это особенно важно в условиях 
ограниченности казахского языкового ресурса. Оригинальные казахские 
данные дополняются переводами на русский язык, создавая пары для 
контрастивного обучения. Это позволяет улучшить кросс-языковые связи и 
компенсировать нехватку данных для казахского языка, что соответствует 
подходу к многоязычному переносу знаний.
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Результаты. И обсуждение обучения модели был собран корпус 
юридических документов с сайтов egov.kz, adilet.kz, zan.kz. Использовался 
метод веб-скрейпинга (Crawling), который позволил извлечь релевантные 
тексты на казахском и русском языках. Общий объем данных составил 
234MB. Ниже на Рисунке 2 показаны этапы обработки данных обучения 
модели mBERT, сначала текст очищается от HTML-разметок и символов, 
после сделали токенизацию текста с помощью WordPiece. 

Рисунок 2 - Этапы обработки данных для обучения модели

В Таблице 2 показан один пример как система отвечала на вопрос до 
обучения и после, этот ответ после обучения является точным и полным, 
поскольку он ссылается на конкретный законодательный акт, регулирующий 
защиту данных.

Таблица 2 - Примеры вопросов до обучения и после

Вопрос Ответ до применения 
методологии

Ответ после применения 
методологии

«Қазақстанда 
жеке тұлғаның 
құпиялылығын 
қорғау қалай 
реттеледі?» (Как 
регулируется 
защита частной 
жизни личности в 
Казахстане?)

«Жеке өмірді қорғау түрлі 
заңдармен реттеледі, алайда 
нақты мәліметтерді Қазақстан 
Конституциясынан табуға 
болады.(Защита частной жизни 
регулируется различными 
законами, однако точные 
детали могут быть найдены в 
Конституции Казахстана.)»

«Қазақстан Республикасында 
жеке тұлғаның құпиялылығын 
қорғау ‘Жеке деректер және 
оларды қорғау туралы’ заңмен 
реттеледі. Бұл заң жеке тұлғаның 
деректерін қорғауды қамтамасыз 
етеді және деректерді жинау, 
сақтау, өңдеу және пайдалану 
тәртібін анықтайды.»

Это улучшение стало возможным благодаря применению улучшенной 
методологии с дообучением модели на юридических текстах, контекстным 
извлечением с использованием внимания и контрастивным обучением. 
Ниже на Рисунке 3 показано улучшение точности ответов, до применения 
методологии точность была 48%, после применения методологии точность 
стала 82%.
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Рисунок 3. Диаграмма точности до и после применения методологии

В качестве метрики оценки мы выбрали коэффициент Жаккара, так как 
он позволяет учитывать частичные совпадения между предсказанным и 
эталонным ответами, что особенно важно для агглютинативных языков, 
таких как казахский. Данная метрика эффективно оценивает семантическое 
совпадение независимо от порядка слов. Это делает коэффициент Жаккара 
оптимальным выбором для оценки качества извлечения ответов в юридических 
QA-системах. Этот показатель широко используется для измерения сходства 
между множествами или интервалами и рассчитывается по формуле J(A, B) 
= |A∩B| / |AƲB|, где A и B представляют собой множества или интервалы, а 
символы ∩ и Ʋ обозначают их пересечение и объединение соответственно.

В ходе экспериментов была проведена серия тестов с использованием трёх 
современных моделей глубокого обучения: mBERT, mT5 и GPT-4. Каждая из 
моделей была адаптирована к юридической предметной области посредством 
дообучения на корпусе казахско-русских юридических документов.

Для mBERT применялись стратегии Masked Language Modeling и 
контрастивное обучение с использованием аугментированных данных. Модель 
показала значительное улучшение метрик после включения переведённых и 
морфологически разнообразных примеров.

Модель mT5, как seq2seq-архитектура, была дообучена на парах «вопрос 
→ ответ» и также использовала стратегии контрастивного обучения путём 
объединения эмбеддингов и распознавания релевантных пар. Применение 
аугментации (переводы, синонимизация, морфологические преобразования) 
позволило повысить её генеративные способности.

GPT-4, как наиболее мощная генеративная модель, была адаптирована через 
инструкционное обучение. Она демонстрировала наивысшие показатели по 
метрикам благодаря своей способности к обобщению и контекстуализации 
даже в условиях ограниченного количества специализированных данных.
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Результаты в Таблице 3 показывают, что модели, дообученные с 
использованием контрастивной функции потерь и аугментации данных, 
демонстрируют значительное превосходство по метрикам Жаккара и F1-Score 
по сравнению с базовыми версиями. Использование переведённых текстов 
и морфологического обогащения обучающего корпуса оказалось особенно 
эффективным для казахского языка.

Таблица 3 - Данные результатов обучения

Модель Контрастивная 
потеря

Аугментация 
данных

Коэффициент 
Жаккара (%)

F1-
Score

Базовая mBERT-QA ❌ ❌ 62.4 62.0

Дообученная mBERT-QA ❌
 (переводы)

74.8 75.1

mBERT-QA + контрастивное 
обучение

81.2 82.0

Базовая mT5 ❌ ❌ 65.7 66.4

mT5 + аугментация ❌ 77.5 78.0

mT5 + контрастивное обу-
чение

83.1 83.6

GPT-4 (инструкционное об-
учение)

❌ 85.4 86.0

GPT-4 (контекстные
 пары)

Результаты показывают, что модели, дообученные с использованием 
контрастивной функции потерь и аугментации данных, демонстрируют 
значительное превосходство по метрикам Жаккара и F1-Score по 
сравнению с базовыми версиями. Использование переведённых текстов и 
морфологического обогащения обучающего корпуса оказалось особенно 
эффективным для казахского языка.

Заключение
В данной работе был продемонстрирован комплексный подход к адаптации 

и улучшению моделей глубокого обучения для задач юридического вопросно-
ответного (QA) анализа на казахском и русском языках. Использование 
корпуса юридических документов, собранного с официальных источников 
(egov.kz, adilet.kz, zan.kz) с применением веб-скрейпинга, позволило создать 
качественную основу для дообучения многоязычных моделей.Методология, 
основанная на многоступенчатой обработке текста, включающей очистку 
от HTML-разметки, токенизацию (WordPiece) и дальнейшее дообучение 
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с использованием стратегий Masked Language Modeling, контрастивного 
обучения и аугментации данных, продемонстрировала высокую 
эффективность.

Сравнительный анализ трёх моделей — mBERT, mT5 и GPT-4 — выявил, что 
даже базовые версии могут быть значительно усилены за счёт адаптации под 
специфическую предметную область. Наилучшие результаты достигнуты при 
объединении нескольких подходов: контрастивного обучения и разнообразной 
аугментации. В частности, модель GPT-4, прошедшая инструкционное 
обучение и дообучение на контекстных парах, показала наивысшие показатели 
метрик (Jaccard Index — 88.9%, F1-score — 89.3%). Предложенный подход 
позволяет повысить точность ответов системы с 48% до 82%, что делает 
его масштабируемым решением для других специализированных доменов и 
языков с ограниченным количеством данных.

Полученные результаты открывают перспективы для дальнейших 
исследований, включая расширение корпуса, интеграцию мультимодальных 
данных (например, сканированных документов) и разработку юридических 
диалоговых агентов, способных работать в реальном времени в 
государственных и правовых системах Казахстана.
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Abstract. This article presents a modular digital forensics system designed for 
processing multilingual messages and automatically detecting potentially harmful 
content in communication data. Its significance lies in the rising demand for 
rapid, automated analysis of unstructured text in law enforcement investigations, 
particularly across multilingual and jurisdictionally diverse regions. The 
system integrates the FastAPI server framework, Qdrant vector database, jina-
embeddings-v3 embedding model, and Llama-Guard-3-1B classification engine. Its 
pipeline covers data normalization, semantic vectorization, language identification, 
machine translation, semantic search, and multi-stage risk classification. The 
hypothesis suggests that combining dense text embeddings with hierarchical 
classification boosts the accuracy and scalability of forensic analysis for high-
risk text. Experiments reveal the system indexes over 7,000 messages in about 3 
seconds, processes translation-based queries in roughly 5.23 seconds, and achieves 
a classification accuracy of up to 75.19%. A visual analytics module generates 
insightful charts from metadata—such as application source, recipient frequency, 
message statuses, geolocation, and temporal patterns—helping investigators 
pinpoint social network hubs, activity surges, and jurisdictional markers. The user 
interface, built for ease of use, streamlines workflows and speeds up decision-
making. This solution applies to forensic analysis, cybercrime investigations, threat 
intelligence, and national security, offering scalability and adaptability for future 
expansion to multimodal data like audio, video, and images.
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Аннотация. Бұл мақалада көптілді мәтіндерді өңдеу мен семантикалық 
қауіптілік талдауына арналған цифрлық криминалистика жүйесінің 
заманауи архитектурасы ұсынылады. Негізгі мәселе – құрылымдалмаған 
хабарламалардан маңызды ақпаратты автоматты түрде бөліп алып, оны 
нақты қауіп категорияларына жатқызу қажеттілігі. Бұл мәселе құқық қорғау 
органдарының заманауи тергеу процестерінде жиі кездеседі және оны шешу 
жедел әрекет етуді, масштабталатын жүйелер мен көптілділікке төзімділікті 
талап етеді. Ұсынылған жүйе Python/FastAPI негізінде құрылған серверлік 
архитектураны, Qdrant векторлық дерекқорын, алдын ала үйретілген jina-
embeddings-v3 үлгісін және Llama-Guard-3-1B қауіп классификациялау 
моделін пайдаланады. Жүйе мәтінді векторизациялау, семантикалық 
іздеу, тілдерді автоматты анықтау және көптілді аударма, сонымен қатар 
қауіпті контентті санатқа бөлу сынды бірнеше кезеңнен тұрады. Негізгі 
гипотеза – семантикалық векторлық модельдер мен категориялық гибридті 
классификацияны біріктіру арқылы қауіпсіздік деңгейін жоғары дәлдікпен 
анықтауға болады. Эксперименттік нәтижелер жүйенің нақты уақытта өңдеу 
қабілетін көрсетті (7448 хабарлама ~3 секундта индекстеледі) және Llama-
Guard моделінің 75.19% дәлдікпен хабарламаларды қауіптілік деңгейі мен 
типі бойынша жіктей алатынын растады. Орташа жауап уақыты аудармасыз 
сұраныстарда ~0.45 сек және аударманы қажет ететін жағдайларда ~5.23 сек 
құрайды. Жүйенің визуалды модулі пайдаланушыға хабарламаларды топтар 
бойынша, қолданбалар, алушылар, геолокациялар және уақыттық үлгілер 
бойынша талдауға мүмкіндік береді. Бұл функционал криминалистикалық 
сараптаманың тиімділігін арттырып, тергеудің негізгі кезеңдерін 
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автоматтандыруға жағдай жасайды. Интерфейс жүйені ыңғайлы басқаруға, 
деректерді жеңілдетуге және шешім қабылдауды жылдамдатуға көмектеседі. 
Ұсынылған шешім құқық қорғау, ұлттық қауіпсіздік, ақпараттық қауіпсіздік 
және киберқылмысқа қарсы күрес салаларында практикалық қолдануға 
бейімделген және болашақта аудио/видео деректермен кеңейтілуі мүмкін.

Түйін сөздер:  табиғи тілдерді өңдеу (NLP), мәтінді векторизациялау, 
семантикалық іздеу, көптілді талдау, автоматты машиналық аударма, 
криминалистика, қатерлерді жіктеу.
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Аннотация. В статье представлена архитектура модульной системы 
цифровой криминалистики, ориентированной на обработку многоязычных 
текстов и автоматическое выявление потенциально опасного контента 
в пользовательских сообщениях. Актуальность проблемы обусловлена 
необходимостью быстрого анализа неструктурированных данных в условиях 
оперативных расследований, а также высокой значимостью автоматизации 
процессов категоризации угроз в киберпространстве. Предлагаемое решение 
реализовано на основе серверного фреймворка FastAPI с использованием 
векторной базы данных Qdrant, модели семантической векторизации jina-
embeddings-v3 и гибридного классификатора Llama-Guard-3-1B. Алгоритмы 
системы включают этапы: приведение сообщений к канонической форме, 
векторизацию текста, автоматическое определение языка, машинный перевод, 
семантический поиск и многоуровневую классификацию угроз. Гипотеза 
исследования заключается в том, что сочетание трансформерных моделей 
векторизации и многоступенчатых классификационных стратегий позволяет 
значительно повысить точность и масштабируемость анализа опасного 
текстового контента. Экспериментальные результаты показали, что система 
способна индексировать более 7000 сообщений за ~3 секунды, выполнять 
запросы с переводом за ~5.23 секунды и классифицировать сообщения с 
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точностью до 75.19%. Функциональность платформы дополнена визуальным 
модулем, обеспечивающим построение аналитических графиков: по 
приложениям, адресатам, статусам сообщений, географическим координатам 
и временным меткам. Это позволяет специалисту оперативно выявлять 
ключевые узлы взаимодействия, пики активности и потенциальные зоны 
риска. Кроме того, интерфейс системы обеспечивает удобное и интуитивно 
понятное взаимодействие с функционалом анализатора, что значительно 
упрощает работу с данными и ускоряет принятие решений в рамках 
расследования. Результаты работы могут быть практически применены 
в судебной экспертизе, киберрасследованиях, оперативно-розыскной 
деятельности и системах государственной информационной безопасности. 
Система адаптируема, масштабируема и может быть расширена для работы с 
мультимодальными данными (видео, аудио, изображения).

Ключевые слова: обработка естественного языка (NLP), векторизация 
текста, семантический поиск, многоязычный анализ, автоматический 
машинный перевод, криминалистика, классификация угроз

Благодарности. Данное исследование проведено при финансовой 
поддержке Комитета науки Министерства науки и высшего образования 
Республики Казахстан в рамках договора №388/ПЦФ-24-26 от 01.10.2024 
по научному проекту BR24993232 «Разработка инновационных технологий 
проведения цифровых криминалистических исследований с применением 
интеллектуальных программно-аппаратных комплексов».

Введение. Современные приложения для обмена сообщениями, такие 
как WhatsApp, Telegram и аналогичные платформы, существенно изменили 
способы общения, обеспечив пользователей удобным средством обмена 
текстовыми, голосовыми сообщениями и медиафайлами в реальном времени 
(Aburbeian et al., 2024; Ong et al., 2020; Gulecha et al., 2023). Несмотря на их 
повсеместное распространение и удобство использования, подобные сервисы 
становятся платформами для различного рода незаконной деятельности, 
включая мошенничество, террористические акты и киберпреступления. Это 
порождает острую необходимость в разработке и внедрении эффективных 
методов анализа коммуникаций пользователей для выявления и сохранения 
цифровых доказательств (Srivastava, 2024; Wani et al., 2024; Sarhan et al., 2022).

Цифровая криминалистика является ключевым инструментом в процессе 
выявления, анализа и документирования цифровых следов, которые могут 
быть обнаружены в различных электронных средах и системах. Тем не менее, 
со стремительным ростом объемов пересылаемых сообщений и разнообразием 
используемых языков, традиционные подходы к криминалистическим 
исследованиям уже не справляются с задачами анализа и извлечения важной 
информации из больших массивов данных (Lovanshi et al., 2019). Многие 
существующие решения и коммерческие платформы, такие как Cellebrite 
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UFED, Oxygen Forensic Suite или Мобильный Криминалист, успешно 
справляются с задачами извлечения данных с устройств, но не предоставляют 
необходимых расширенных аналитических возможностей для контекстного 
анализа, семантического поиска или обработки многоязычных сообщений 
(Cellebrite Ltd., 2024; Oxygen Forensics, 2023; Expert, n.d.).

В данной статье представлена инновационная разработка — 
специализированный модуль анализа переписок, основанный на 
современных технологиях искусственного интеллекта и векторных баз 
данных. Предлагаемая система решает проблему анализа большого 
количества сообщений путем использования методов семантического 
поиска, интеллектуальной классификации контента и автоматического 
перевода текстов, интегрируя возможности глубокого контекстного анализа 
и повышения точности криминалистических исследований. Данный подход, 
в отличие от традиционных инструментов, позволяет не просто извлекать 
текстовые данные, но и эффективно выявлять скрытый смысл сообщений, 
классифицировать их по категориям угроз, а также оперативно получать 
необходимые данные на нескольких языках, что существенно упрощает 
работу криминалистов и аналитиков.

Материалы и методы:
1.1 Используемые решения в цифровой криминалистике
На сегодняшний день многие платформы, применяемые цифровыми 

криминалистами для изучения пользовательского контента, способны 
восстанавливать сообщения из защищенных или скрытых источников, однако им 
зачастую недостает аналитических инструментов для глубокого анализа нюансов 
коммуникаций или выполнения высокоуровневых контекстных оценок.

Одним из широко используемых инструментов является Cellebrite Universal 
Forensic Extraction Device (UFED), известный широкой совместимостью с 
различными устройствами и наличием встроенного анализатора истории 
чатов, который предоставляет структурированные визуальные данные о 
коммуникациях и передаваемых медиафайлах (Cellebrite Ltd., 2024). Несмотря 
на свою эффективность в извлечении информации и визуализации временных 
данных, Cellebrite UFED не обеспечивает глубину аналитического анализа 
на основе машинного обучения, необходимого для точного исследования и 
удобного многоязычного поиска.

Комплексное решение «Мобильный Криминалист» от МКО Системы 
предоставляет программно-аппаратный набор, включающий анализ данных 
с мобильных устройств, облачных сервисов, дронов и персональных 
компьютеров, что делает его востребованным среди правоохранительных 
органов (MKExpert, n.d.). Однако его возможности в обработке текстовой 
информации ограничиваются стандартными подходами, такими как фильтрация 
по ключевым словам, регулярным выражениям и заранее установленным 
словарям, не поддерживая при этом контекстный и многоязычный анализ.

Oxygen Forensic Suite является признанным инструментом для извлечения 
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и анализа данных с мобильных устройств, включая данные, защищенные 
шифрованием или удаленные из популярных приложений обмена 
сообщениями, таких как WhatsApp и Telegram (Oxygen Forensics, 2023). Тем 
не менее, его функциональность ограничивается сбором «сырых» данных, а 
возможности смыслового анализа и выявления опасного контента, включая 
оценку смысловых связей в сообщениях, практически отсутствуют. В 
результате, многие аналитические задачи специалисты вынуждены выполнять 
вручную, затрачивая существенные временные и человеческие ресурсы.

1.2	 Интегрированные методы цифровой криминалистики
Современные исследователи и практики значительно расширили 

возможности цифровой криминалистики путем интеграции методов 
машинного обучения (NLP) и интерактивной визуализации (Sun et al., 2021; 
Hina et al., 2021; Karthick et al., 2018; John Shiny et al., 2024). Алгоритмы NLP 
обеспечивают не только извлечение целевых сообщений, но и продвинутую 
классификацию, кластеризацию и сетевой анализ для выявления взаимосвязей 
и подозрительных активностей.

На основе передовых достижений был разработан модуль анализа 
истории чатов, представленный на рисунке 1, который объединяет алгоритмы 
машинного обучения, векторную базу данных и многоязычный перевод 
для эффективной семантической обработки сообщений. Все компоненты 
модуля реализованы на базе микросервисной архитектуры с использованием 
контейнеризации Docker, что гарантирует простоту развертывания и 
масштабируемость.

Рисунок 1 демонстрирует схему работы анализатора чатов, включая 
ключевые компоненты: серверную часть на Python с использованием FastAPI, 
веб-интерфейс на React и специализированную векторную базу данных Qdrant 
для хранения эмбеддингов и выполнения семантического поиска.

В основе разработанного решения лежит единый сервис на Python-
фреймворке FastAPI, взаимодействующий через HTTP-запросы с отдельными 
конечными точками.

• /api/search - (метод GET) отвечает за поиск сообщений в чатах. Текстовые
данные преобразуются в векторы при помощи предварительно обученной 
нейросети «jina-embeddings-v3» на основе архитектуры трансформеров, 
фиксирующей контекстные и семантические нюансы сообщений (Sturua et 
al., 2024). Для хранения и поиска векторов используется специализированная 
база Qdrant, поддерживающая как смысловой, так и метаданные фильтры, что 
обеспечивает точность и эффективность поиска.

o	Функция геофильтрации позволяет вести поиск по географическим
координатам, что существенно расширяет спектр криминалистических 
сценариев.

o	Определение языка сообщений осуществляется автоматически с
помощью метода N-Gram-Based, с последующим переводом необходимых 
сообщений через многоязычную нейронную модель NLLB-200-600M. 
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Данный этап обеспечивает единообразие языкового представления для 
удобства дальнейшего анализа и визуализации.

•	 /api/guard - (метод POST) использует языковую модель Llama-Guard-
3-1B (модифицированную версию Llama-3.2-1B), которая категоризирует 
сообщения как безопасные или опасные. Для опасных сообщений 
предусмотрено определение одной из тринадцати специальных подкатегорий 
преступных или нежелательных действий (Inan et al., 2023).

•	 /api/analyze - (метод GET) сканирует коллекцию векторов для получения 
статистики коммуникации, используя библиотеку pandas для нормализации 
и вычисления таких параметров, как объем и частота сообщений, а также 
взаимодействие пользователей. Данные результаты сохраняются в формате 
JSON, обеспечивая удобный доступ для последующей визуализации.

Для интуитивного взаимодействия с системой разработан 
пользовательский интерфейс на фреймворке React. Он позволяет оперативно 
обращаться к конечным точкам API и динамически отображать результаты 
анализа, минимизируя технические препятствия и позволяя специалистам 
сосредоточиться непосредственно на расследовании.

Рис. 1. Схема работы анализатора чатов.
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1.3	 Подробное описание методов анализатора
Предлагаемая система реализует модульный подход, последовательно 

охватывающий сбор, хранение, фильтрацию, анализ и визуализацию 
цифровых сообщений. Ниже детально описаны все этапы обработки данных, 
от предварительного форматирования до определения и оценки рисков в 
содержимом сообщений.

На первом этапе каждое сообщение конвертируется в стандартизированный 
JSON-формат, включающий текст сообщения, сведения об отправителе и 
получателе, источник, время, статус отправки и тип приложения: 

Пример структурированного представления приведен в выражении 1. : 

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥   =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

Message: сообщение𝑥𝑥𝑥𝑥,
Sender: имя отапрвителя𝑥𝑥𝑥𝑥 из локации отправления𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receivers: имя получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Receiveremail: электронный адрес почты получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receiverphone: телефонный номер получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Status: статус сообщения𝑥𝑥𝑥𝑥,

Timestamp: временная метка𝑥𝑥𝑥𝑥,
Type: тип𝑥𝑥𝑥𝑥,

App: приложение𝑥𝑥𝑥𝑥 ⎭
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

(1.)
После стандартизации сообщение 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 преобразуется в плотный вектор при помощи

предварительно обученной нейросетевой модели векторизации:

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑒𝑒𝑒𝑒,
(2.)

где d обозначает размерность пространства для встраивания.
Теперь более подробно рассмотрим процесс генерации векторов в функции 𝑓𝑓𝑓𝑓embed:
Входной текст разбивается на последовательность токенов:

𝑇𝑇𝑇𝑇 = [𝑡𝑡𝑡𝑡1 , 𝑡𝑡𝑡𝑡2 , … , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛]
(2.1.)

Для этого используется токенизатор XLM-RoBERTa, основанный на SentencePiece,
который применяет разбиение на подслова с помощью Byte Pair Encoding или Unigram
Language Model. Затем каждый токен 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 преобразуется в векторное представление 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 с 
помощью матрицы вложений E:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝐸𝐸 ⋅ 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒 ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.2.)

где 𝐸𝐸𝐸𝐸 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑉𝑉𝑉𝑉∗𝑒𝑒𝑒𝑒 — матрица вложений,  V — размер словаря.
Следующим шагом jina-embeddings-v3 использует ротационные позиционные

вложения (RoPE), применяя ротационные матрицы для включения позиционной 
информации:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′ = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑜𝑜𝑜𝑜𝑅𝑅𝑅𝑅𝐸𝐸𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒𝑣𝑣𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 cos(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 sin(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.3.)

где (θi) = 10000 − 2(𝑖𝑖𝑖𝑖//2)
𝑒𝑒𝑒𝑒

.
Преобразованные векторы 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′ проходят через слои трансформера, дополненные

адаптерами Low-Rank Adaptation (LoRA):

ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑇𝑇𝑇𝑇𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)� + 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)�,

(2.4.)
где l — индекс слоя.
Итоговое векторное представление сообщения формируется усреднением по всем

токенам после последнего слоя трансформера:

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑ ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝐿𝐿𝐿𝐿)𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 ,

(2.5.)

(1.)

После стандартизации Sx сообщение  ​преобразуется в плотный вектор при 
помощи предварительно обученной нейросетевой модели векторизации:

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

Message: сообщение𝑥𝑥𝑥𝑥,
Sender: имя отапрвителя𝑥𝑥𝑥𝑥 из локации отправления𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receivers: имя получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Receiveremail: электронный адрес почты получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receiverphone: телефонный номер получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Status: статус сообщения𝑥𝑥𝑥𝑥,

Timestamp: временная метка𝑥𝑥𝑥𝑥,
Type: тип𝑥𝑥𝑥𝑥,

App: приложение𝑥𝑥𝑥𝑥 ⎭
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

(1.)
После стандартизации сообщение 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 преобразуется в плотный вектор при помощи

предварительно обученной нейросетевой модели векторизации:

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 =  𝑓𝑓𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ,  𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑒𝑒𝑒𝑒,
(2.)

где d обозначает размерность пространства для встраивания.
Теперь более подробно рассмотрим процесс генерации векторов в функции 𝑓𝑓𝑓𝑓embed:
Входной текст разбивается на последовательность токенов:

𝑇𝑇𝑇𝑇 = [𝑡𝑡𝑡𝑡1 , 𝑡𝑡𝑡𝑡2 , … , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛]
(2.1.)

Для этого используется токенизатор XLM-RoBERTa, основанный на SentencePiece,
который применяет разбиение на подслова с помощью Byte Pair Encoding или Unigram
Language Model. Затем каждый токен 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 преобразуется в векторное представление 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 с 
помощью матрицы вложений E:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝐸𝐸 ⋅ 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒 ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.2.)

где 𝐸𝐸𝐸𝐸 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑉𝑉𝑉𝑉∗𝑒𝑒𝑒𝑒 — матрица вложений,  V — размер словаря.
Следующим шагом jina-embeddings-v3 использует ротационные позиционные

вложения (RoPE), применяя ротационные матрицы для включения позиционной 
информации:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′ = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑜𝑜𝑜𝑜𝑅𝑅𝑅𝑅𝐸𝐸𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒𝑣𝑣𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 cos(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 sin(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.3.)

где (θi) = 10000 − 2(𝑖𝑖𝑖𝑖//2)
𝑒𝑒𝑒𝑒

.
Преобразованные векторы 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′ проходят через слои трансформера, дополненные

адаптерами Low-Rank Adaptation (LoRA):

ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑇𝑇𝑇𝑇𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)� + 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)�,

(2.4.)
где l — индекс слоя.
Итоговое векторное представление сообщения формируется усреднением по всем

токенам после последнего слоя трансформера:

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑ ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝐿𝐿𝐿𝐿)𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 ,

(2.5.)

,
(2.)

где d обозначает размерность пространства для встраивания.
Теперь более подробно рассмотрим процесс генерации векторов в функции 

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

Message: сообщение𝑥𝑥𝑥𝑥,
Sender: имя отапрвителя𝑥𝑥𝑥𝑥 из локации отправления𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receivers: имя получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Receiveremail: электронный адрес почты получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receiverphone: телефонный номер получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Status: статус сообщения𝑥𝑥𝑥𝑥,

Timestamp: временная метка𝑥𝑥𝑥𝑥,
Type: тип𝑥𝑥𝑥𝑥,

App: приложение𝑥𝑥𝑥𝑥 ⎭
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

(1.)
После стандартизации сообщение 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 преобразуется в плотный вектор при помощи

предварительно обученной нейросетевой модели векторизации:

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑒𝑒𝑒𝑒,
(2.)

где d обозначает размерность пространства для встраивания.
Теперь более подробно рассмотрим процесс генерации векторов в функции 𝑓𝑓𝑓𝑓embed:
Входной текст разбивается на последовательность токенов:

𝑇𝑇𝑇𝑇 = [𝑡𝑡𝑡𝑡1 , 𝑡𝑡𝑡𝑡2 , … , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛]
(2.1.)

Для этого используется токенизатор XLM-RoBERTa, основанный на SentencePiece,
который применяет разбиение на подслова с помощью Byte Pair Encoding или Unigram
Language Model. Затем каждый токен 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 преобразуется в векторное представление 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 с 
помощью матрицы вложений E:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝐸𝐸 ⋅ 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒 ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.2.)

где 𝐸𝐸𝐸𝐸 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑉𝑉𝑉𝑉∗𝑒𝑒𝑒𝑒 — матрица вложений,  V — размер словаря.
Следующим шагом jina-embeddings-v3 использует ротационные позиционные

вложения (RoPE), применяя ротационные матрицы для включения позиционной 
информации:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′ = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑜𝑜𝑜𝑜𝑅𝑅𝑅𝑅𝐸𝐸𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒𝑣𝑣𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 cos(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 sin(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.3.)

где (θi) = 10000 − 2(𝑖𝑖𝑖𝑖//2)
𝑒𝑒𝑒𝑒

.
Преобразованные векторы 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′ проходят через слои трансформера, дополненные

адаптерами Low-Rank Adaptation (LoRA):

ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑇𝑇𝑇𝑇𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)� + 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)�,

(2.4.)
где l — индекс слоя.
Итоговое векторное представление сообщения формируется усреднением по всем

токенам после последнего слоя трансформера:

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑ ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝐿𝐿𝐿𝐿)𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 ,

(2.5.)

:
Входной текст разбивается на последовательность токенов:

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

Message: сообщение𝑥𝑥𝑥𝑥,
Sender: имя отапрвителя𝑥𝑥𝑥𝑥 из локации отправления𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receivers: имя получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Receiveremail: электронный адрес почты получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receiverphone: телефонный номер получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Status: статус сообщения𝑥𝑥𝑥𝑥,

Timestamp: временная метка𝑥𝑥𝑥𝑥,
Type: тип𝑥𝑥𝑥𝑥,

App: приложение𝑥𝑥𝑥𝑥 ⎭
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

(1.)
После стандартизации сообщение 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 преобразуется в плотный вектор при помощи

предварительно обученной нейросетевой модели векторизации:

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑒𝑒𝑒𝑒,
(2.)

где d обозначает размерность пространства для встраивания.
Теперь более подробно рассмотрим процесс генерации векторов в функции 𝑓𝑓𝑓𝑓embed:
Входной текст разбивается на последовательность токенов:

𝑇𝑇𝑇𝑇  =  [𝑡𝑡𝑡𝑡1 , 𝑡𝑡𝑡𝑡2 , … , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛]
(2.1.)

Для этого используется токенизатор XLM-RoBERTa, основанный на SentencePiece,
который применяет разбиение на подслова с помощью Byte Pair Encoding или Unigram
Language Model. Затем каждый токен 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 преобразуется в векторное представление 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 с 
помощью матрицы вложений E:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝐸𝐸 ⋅ 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒 ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.2.)

где 𝐸𝐸𝐸𝐸 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑉𝑉𝑉𝑉∗𝑒𝑒𝑒𝑒 — матрица вложений,  V — размер словаря.
Следующим шагом jina-embeddings-v3 использует ротационные позиционные

вложения (RoPE), применяя ротационные матрицы для включения позиционной 
информации:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′ = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑜𝑜𝑜𝑜𝑅𝑅𝑅𝑅𝐸𝐸𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒𝑣𝑣𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 cos(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 sin(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.3.)

где (θi) = 10000 − 2(𝑖𝑖𝑖𝑖//2)
𝑒𝑒𝑒𝑒

.
Преобразованные векторы 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′ проходят через слои трансформера, дополненные

адаптерами Low-Rank Adaptation (LoRA):

ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑇𝑇𝑇𝑇𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)� + 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)�,

(2.4.)
где l — индекс слоя.
Итоговое векторное представление сообщения формируется усреднением по всем

токенам после последнего слоя трансформера:

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑ ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝐿𝐿𝐿𝐿)𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 ,

(2.5.)

							           (2.1.)

Для этого используется токенизатор   XLM-RoBERTa, основанный на  
SentencePiece, который применяет разбиение на подслова с помощью Byte Pair 
Encoding или Unigram Language Model. Затем каждый токен ​ ti преобразуется 
в векторное представление ​ с помощью матрицы вложений E: 

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

Message: сообщение𝑥𝑥𝑥𝑥,
Sender: имя отапрвителя𝑥𝑥𝑥𝑥 из локации отправления𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receivers: имя получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Receiveremail: электронный адрес почты получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receiverphone: телефонный номер получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Status: статус сообщения𝑥𝑥𝑥𝑥,

Timestamp: временная метка𝑥𝑥𝑥𝑥,
Type: тип𝑥𝑥𝑥𝑥,

App: приложение𝑥𝑥𝑥𝑥 ⎭
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

(1.)
После стандартизации сообщение 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 преобразуется в плотный вектор при помощи

предварительно обученной нейросетевой модели векторизации:

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑒𝑒𝑒𝑒,
(2.)

где d обозначает размерность пространства для встраивания.
Теперь более подробно рассмотрим процесс генерации векторов в функции 𝑓𝑓𝑓𝑓embed:
Входной текст разбивается на последовательность токенов:

𝑇𝑇𝑇𝑇 = [𝑡𝑡𝑡𝑡1 , 𝑡𝑡𝑡𝑡2 , … , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛]
(2.1.)

Для этого используется токенизатор XLM-RoBERTa, основанный на SentencePiece,
который применяет разбиение на подслова с помощью Byte Pair Encoding или Unigram
Language Model. Затем каждый токен 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 преобразуется в векторное представление 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 с 
помощью матрицы вложений E:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝐸𝐸  ⋅  𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒 ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.2.)

где 𝐸𝐸𝐸𝐸 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑉𝑉𝑉𝑉∗𝑒𝑒𝑒𝑒 — матрица вложений,  V — размер словаря.
Следующим шагом jina-embeddings-v3 использует ротационные позиционные

вложения (RoPE), применяя ротационные матрицы для включения позиционной 
информации:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′ = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑜𝑜𝑜𝑜𝑅𝑅𝑅𝑅𝐸𝐸𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒𝑣𝑣𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 cos(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 sin(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.3.)

где (θi) = 10000 − 2(𝑖𝑖𝑖𝑖//2)
𝑒𝑒𝑒𝑒

.
Преобразованные векторы 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′ проходят через слои трансформера, дополненные

адаптерами Low-Rank Adaptation (LoRA):

ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑇𝑇𝑇𝑇𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)� + 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)�,

(2.4.)
где l — индекс слоя.
Итоговое векторное представление сообщения формируется усреднением по всем

токенам после последнего слоя трансформера:

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑ ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝐿𝐿𝐿𝐿)𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 ,

(2.5.)

, 						          (2.2.) 

где  

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

Message: сообщение𝑥𝑥𝑥𝑥,
Sender: имя отапрвителя𝑥𝑥𝑥𝑥 из локации отправления𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receivers: имя получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Receiveremail: электронный адрес почты получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receiverphone: телефонный номер получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Status: статус сообщения𝑥𝑥𝑥𝑥,

Timestamp: временная метка𝑥𝑥𝑥𝑥,
Type: тип𝑥𝑥𝑥𝑥,

App: приложение𝑥𝑥𝑥𝑥 ⎭
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

(1.)
После стандартизации сообщение 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 преобразуется в плотный вектор при помощи

предварительно обученной нейросетевой модели векторизации:

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑒𝑒𝑒𝑒,
(2.)

где d обозначает размерность пространства для встраивания.
Теперь более подробно рассмотрим процесс генерации векторов в функции 𝑓𝑓𝑓𝑓embed:
Входной текст разбивается на последовательность токенов:

𝑇𝑇𝑇𝑇 = [𝑡𝑡𝑡𝑡1 , 𝑡𝑡𝑡𝑡2 , … , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛]
(2.1.)

Для этого используется токенизатор XLM-RoBERTa, основанный на SentencePiece,
который применяет разбиение на подслова с помощью Byte Pair Encoding или Unigram
Language Model. Затем каждый токен 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 преобразуется в векторное представление 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 с 
помощью матрицы вложений E:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝐸𝐸 ⋅ 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒 ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.2.)

где  𝐸𝐸𝐸𝐸  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑉𝑉𝑉𝑉∗𝑒𝑒𝑒𝑒 — матрица вложений,  V — размер словаря.
Следующим шагом jina-embeddings-v3 использует ротационные позиционные

вложения (RoPE), применяя ротационные матрицы для включения позиционной 
информации:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′ = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑜𝑜𝑜𝑜𝑅𝑅𝑅𝑅𝐸𝐸𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒𝑣𝑣𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 cos(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 sin(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.3.)

где (θi) = 10000 − 2(𝑖𝑖𝑖𝑖//2)
𝑒𝑒𝑒𝑒

.
Преобразованные векторы 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′ проходят через слои трансформера, дополненные

адаптерами Low-Rank Adaptation (LoRA):

ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑇𝑇𝑇𝑇𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)� + 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)�,

(2.4.)
где l — индекс слоя.
Итоговое векторное представление сообщения формируется усреднением по всем

токенам после последнего слоя трансформера:

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑ ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝐿𝐿𝐿𝐿)𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 ,

(2.5.)

 — матрица вложений,  V — размер словаря. 
Следующим шагом jina-embeddings-v3 использует ротационные 

позиционные вложения  (RoPE), применяя ротационные матрицы для 
включения позиционной информации:  
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𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥   =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

Message: сообщение𝑥𝑥𝑥𝑥,
Sender: имя отапрвителя𝑥𝑥𝑥𝑥 из локации отправления𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receivers: имя получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Receiveremail: электронный адрес почты получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receiverphone: телефонный номер получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Status: статус сообщения𝑥𝑥𝑥𝑥,

Timestamp: временная метка𝑥𝑥𝑥𝑥,
Type: тип𝑥𝑥𝑥𝑥,

App: приложение𝑥𝑥𝑥𝑥 ⎭
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

(1.)
После стандартизации сообщение 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 преобразуется в плотный вектор при помощи 

предварительно обученной нейросетевой модели векторизации:

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 =  𝑓𝑓𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ,  𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑒𝑒𝑒𝑒,
(2.)

где d обозначает размерность пространства для встраивания.
Теперь более подробно рассмотрим процесс генерации векторов в функции 𝑓𝑓𝑓𝑓embed:
Входной текст разбивается на последовательность токенов:

𝑇𝑇𝑇𝑇  =  [𝑡𝑡𝑡𝑡1 , 𝑡𝑡𝑡𝑡2 , … , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛]
(2.1.)

Для этого используется токенизатор XLM-RoBERTa, основанный на SentencePiece,
который применяет разбиение на подслова с помощью Byte Pair Encoding или Unigram
Language Model. Затем каждый токен 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 преобразуется в векторное представление 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 с 
помощью матрицы вложений E:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝐸𝐸  ⋅  𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒 ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.2.)

где  𝐸𝐸𝐸𝐸  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑉𝑉𝑉𝑉∗𝑒𝑒𝑒𝑒 — матрица вложений,  V — размер словаря.
Следующим шагом jina-embeddings-v3 использует ротационные позиционные 

вложения (RoPE), применяя ротационные матрицы для включения позиционной 
информации:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′  =  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑜𝑜𝑜𝑜𝑅𝑅𝑅𝑅𝐸𝐸𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖)  =  𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒𝑣𝑣𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒  cos(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖)   +  𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒  sin(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.3.)

где (θi) = 10000 − 2(𝑖𝑖𝑖𝑖//2)
𝑒𝑒𝑒𝑒

.
Преобразованные векторы 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′ проходят через слои трансформера, дополненные 

адаптерами Low-Rank Adaptation (LoRA):

ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙)  =  𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑇𝑇𝑇𝑇𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)�  +  𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)�,

(2.4.)
где l — индекс слоя.
Итоговое векторное представление сообщения формируется усреднением по всем 

токенам после последнего слоя трансформера:

𝑣𝑣𝑣𝑣  =   1
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑ ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝐿𝐿𝐿𝐿)𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 ,

(2.5.)

, 		        (2.3.)

где (θi) = 10000 − 

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥   =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

Message: сообщение𝑥𝑥𝑥𝑥,
Sender: имя отапрвителя𝑥𝑥𝑥𝑥 из локации отправления𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receivers: имя получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Receiveremail: электронный адрес почты получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receiverphone: телефонный номер получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Status: статус сообщения𝑥𝑥𝑥𝑥,

Timestamp: временная метка𝑥𝑥𝑥𝑥,
Type: тип𝑥𝑥𝑥𝑥,

App: приложение𝑥𝑥𝑥𝑥 ⎭
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

(1.)
После стандартизации сообщение 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 преобразуется в плотный вектор при помощи 

предварительно обученной нейросетевой модели векторизации:

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 =  𝑓𝑓𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ,  𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑒𝑒𝑒𝑒,
(2.)

где d обозначает размерность пространства для встраивания.
Теперь более подробно рассмотрим процесс генерации векторов в функции 𝑓𝑓𝑓𝑓embed:
Входной текст разбивается на последовательность токенов:

𝑇𝑇𝑇𝑇  =  [𝑡𝑡𝑡𝑡1 , 𝑡𝑡𝑡𝑡2 , … , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛]
(2.1.)

Для этого используется токенизатор XLM-RoBERTa, основанный на SentencePiece,
который применяет разбиение на подслова с помощью Byte Pair Encoding или Unigram
Language Model. Затем каждый токен 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 преобразуется в векторное представление 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 с 
помощью матрицы вложений E:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝐸𝐸  ⋅  𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒 ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.2.)

где  𝐸𝐸𝐸𝐸  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑉𝑉𝑉𝑉∗𝑒𝑒𝑒𝑒 — матрица вложений,  V — размер словаря.
Следующим шагом jina-embeddings-v3 использует ротационные позиционные 

вложения (RoPE), применяя ротационные матрицы для включения позиционной 
информации:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′  =  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑜𝑜𝑜𝑜𝑅𝑅𝑅𝑅𝐸𝐸𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖)  =  𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒𝑣𝑣𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒  cos(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖)   +  𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒  sin(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.3.)

где (θi) = 10000 − 2(𝑖𝑖𝑖𝑖//2)
𝑒𝑒𝑒𝑒

.
Преобразованные векторы 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′ проходят через слои трансформера, дополненные 

адаптерами Low-Rank Adaptation (LoRA):

ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙)  =  𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑇𝑇𝑇𝑇𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)�  +  𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)�,

(2.4.)
где l — индекс слоя.
Итоговое векторное представление сообщения формируется усреднением по всем 

токенам после последнего слоя трансформера:

𝑣𝑣𝑣𝑣  =   1
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑ ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝐿𝐿𝐿𝐿)𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 ,

(2.5.)

.
Преобразованные векторы 

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥   =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

Message: сообщение𝑥𝑥𝑥𝑥,
Sender: имя отапрвителя𝑥𝑥𝑥𝑥 из локации отправления𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receivers: имя получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Receiveremail: электронный адрес почты получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receiverphone: телефонный номер получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Status: статус сообщения𝑥𝑥𝑥𝑥,

Timestamp: временная метка𝑥𝑥𝑥𝑥,
Type: тип𝑥𝑥𝑥𝑥,

App: приложение𝑥𝑥𝑥𝑥 ⎭
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

(1.)
После стандартизации сообщение 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 преобразуется в плотный вектор при помощи 

предварительно обученной нейросетевой модели векторизации:

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 =  𝑓𝑓𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ,  𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑒𝑒𝑒𝑒,
(2.)

где d обозначает размерность пространства для встраивания.
Теперь более подробно рассмотрим процесс генерации векторов в функции 𝑓𝑓𝑓𝑓embed:
Входной текст разбивается на последовательность токенов:

𝑇𝑇𝑇𝑇  =  [𝑡𝑡𝑡𝑡1 , 𝑡𝑡𝑡𝑡2 , … , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛]
(2.1.)

Для этого используется токенизатор XLM-RoBERTa, основанный на SentencePiece,
который применяет разбиение на подслова с помощью Byte Pair Encoding или Unigram
Language Model. Затем каждый токен 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 преобразуется в векторное представление 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 с 
помощью матрицы вложений E:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝐸𝐸  ⋅  𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒 ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.2.)

где  𝐸𝐸𝐸𝐸  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑉𝑉𝑉𝑉∗𝑒𝑒𝑒𝑒 — матрица вложений,  V — размер словаря.
Следующим шагом jina-embeddings-v3 использует ротационные позиционные 

вложения (RoPE), применяя ротационные матрицы для включения позиционной 
информации:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′  =  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑜𝑜𝑜𝑜𝑅𝑅𝑅𝑅𝐸𝐸𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖)  =  𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒𝑣𝑣𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒  cos(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖)   +  𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒  sin(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.3.)

где (θi) = 10000 − 2(𝑖𝑖𝑖𝑖//2)
𝑒𝑒𝑒𝑒

.
Преобразованные векторы 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′ проходят через слои трансформера, дополненные 

адаптерами Low-Rank Adaptation (LoRA):

ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙)  =  𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑇𝑇𝑇𝑇𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)�  +  𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)�,

(2.4.)
где l — индекс слоя.
Итоговое векторное представление сообщения формируется усреднением по всем 

токенам после последнего слоя трансформера:

𝑣𝑣𝑣𝑣  =   1
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑ ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝐿𝐿𝐿𝐿)𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 ,

(2.5.)

проходят через слои трансформера, 
дополненные адаптерами Low-Rank Adaptation (LoRA):

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥   =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

Message: сообщение𝑥𝑥𝑥𝑥,
Sender: имя отапрвителя𝑥𝑥𝑥𝑥 из локации отправления𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receivers: имя получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Receiveremail: электронный адрес почты получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receiverphone: телефонный номер получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Status: статус сообщения𝑥𝑥𝑥𝑥,

Timestamp: временная метка𝑥𝑥𝑥𝑥,
Type: тип𝑥𝑥𝑥𝑥,

App: приложение𝑥𝑥𝑥𝑥 ⎭
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

(1.)
После стандартизации сообщение 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 преобразуется в плотный вектор при помощи 

предварительно обученной нейросетевой модели векторизации:

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 =  𝑓𝑓𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ,  𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑒𝑒𝑒𝑒,
(2.)

где d обозначает размерность пространства для встраивания.
Теперь более подробно рассмотрим процесс генерации векторов в функции 𝑓𝑓𝑓𝑓embed:
Входной текст разбивается на последовательность токенов:

𝑇𝑇𝑇𝑇  =  [𝑡𝑡𝑡𝑡1 , 𝑡𝑡𝑡𝑡2 , … , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛]
(2.1.)

Для этого используется токенизатор XLM-RoBERTa, основанный на SentencePiece,
который применяет разбиение на подслова с помощью Byte Pair Encoding или Unigram
Language Model. Затем каждый токен 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 преобразуется в векторное представление 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 с 
помощью матрицы вложений E:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝐸𝐸  ⋅  𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒 ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.2.)

где  𝐸𝐸𝐸𝐸  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑉𝑉𝑉𝑉∗𝑒𝑒𝑒𝑒 — матрица вложений,  V — размер словаря.
Следующим шагом jina-embeddings-v3 использует ротационные позиционные 

вложения (RoPE), применяя ротационные матрицы для включения позиционной 
информации:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′  =  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑜𝑜𝑜𝑜𝑅𝑅𝑅𝑅𝐸𝐸𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖)  =  𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒𝑣𝑣𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒  cos(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖)   +  𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒  sin(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.3.)

где (θi) = 10000 − 2(𝑖𝑖𝑖𝑖//2)
𝑒𝑒𝑒𝑒

.
Преобразованные векторы 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′ проходят через слои трансформера, дополненные 

адаптерами Low-Rank Adaptation (LoRA):

ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙)  =  𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑇𝑇𝑇𝑇𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)�  +  𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)�,

(2.4.)
где l — индекс слоя.
Итоговое векторное представление сообщения формируется усреднением по всем 

токенам после последнего слоя трансформера:

𝑣𝑣𝑣𝑣  =   1
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑ ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝐿𝐿𝐿𝐿)𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 ,

(2.5.)

, 	       (2.4.)
где  l — индекс слоя.
Итоговое векторное представление сообщения формируется усреднением 

по всем токенам после последнего слоя трансформера: 

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥   =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

Message: сообщение𝑥𝑥𝑥𝑥,
Sender: имя отапрвителя𝑥𝑥𝑥𝑥 из локации отправления𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receivers: имя получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Receiveremail: электронный адрес почты получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,

Receiverphone: телефонный номер получателя𝑥𝑥𝑥𝑥,
Status: статус сообщения𝑥𝑥𝑥𝑥,

Timestamp: временная метка𝑥𝑥𝑥𝑥,
Type: тип𝑥𝑥𝑥𝑥,

App: приложение𝑥𝑥𝑥𝑥 ⎭
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

(1.)
После стандартизации сообщение 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥 преобразуется в плотный вектор при помощи 

предварительно обученной нейросетевой модели векторизации:

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 =  𝑓𝑓𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ,  𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑒𝑒𝑒𝑒,
(2.)

где d обозначает размерность пространства для встраивания.
Теперь более подробно рассмотрим процесс генерации векторов в функции 𝑓𝑓𝑓𝑓embed:
Входной текст разбивается на последовательность токенов:

𝑇𝑇𝑇𝑇  =  [𝑡𝑡𝑡𝑡1 , 𝑡𝑡𝑡𝑡2 , … , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛]
(2.1.)

Для этого используется токенизатор XLM-RoBERTa, основанный на SentencePiece,
который применяет разбиение на подслова с помощью Byte Pair Encoding или Unigram
Language Model. Затем каждый токен 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 преобразуется в векторное представление 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 с 
помощью матрицы вложений E:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝐸𝐸  ⋅  𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒 ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.2.)

где  𝐸𝐸𝐸𝐸  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑉𝑉𝑉𝑉∗𝑒𝑒𝑒𝑒 — матрица вложений,  V — размер словаря.
Следующим шагом jina-embeddings-v3 использует ротационные позиционные 

вложения (RoPE), применяя ротационные матрицы для включения позиционной 
информации:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′  =  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑜𝑜𝑜𝑜𝑅𝑅𝑅𝑅𝐸𝐸𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖)  =  𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑒𝑒𝑣𝑣𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒  cos(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖)   +  𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒  sin(𝜃𝜃𝜃𝜃𝑖𝑖𝑖𝑖),
(2.3.)

где (θi) = 10000 − 2(𝑖𝑖𝑖𝑖//2)
𝑒𝑒𝑒𝑒

.
Преобразованные векторы 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖′ проходят через слои трансформера, дополненные 

адаптерами Low-Rank Adaptation (LoRA):

ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙)  =  𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑇𝑇𝑇𝑇𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑒𝑒𝑒𝑒𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)�  +  𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑙𝑙𝑙𝑙) �ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙𝑙𝑙−1)�,

(2.4.)
где l — индекс слоя.
Итоговое векторное представление сообщения формируется усреднением по всем 

токенам после последнего слоя трансформера:

𝑣𝑣𝑣𝑣  =   1
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑ ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝐿𝐿𝐿𝐿)𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 ,

(2.5.)

, 							             (2.5.) 

где  L — количество слоев трансформера.
Финальный вектор при необходимости усечётся до меньшей размерности 

d′, сохраняя точность: 

где L — количество слоев трансформера.
Финальный вектор при необходимости усечётся до меньшей размерности d′, сохраняя 

точность: 

𝑉𝑉𝑉𝑉′  =  𝑣𝑣𝑣𝑣[:𝑒𝑒𝑒𝑒′]
(2.6.)

Особенностью архитектуры модели векторизации является то, что для обучения 
использовалась контрастивная функция потерь InfoNCE:

𝑇𝑇𝑇𝑇𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(B) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝐵𝐵𝐵𝐵) + 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝐵𝐵𝐵𝐵†) ;

𝑇𝑇𝑇𝑇𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(B) = −  � 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑜𝑜𝑜𝑜
(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖)∈𝐵𝐵𝐵𝐵

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖)/𝜏𝜏𝜏𝜏

∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖)/𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑖𝑖𝑖𝑖�=1

(2.7.)

Здесь 𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑇𝑇𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖) — функция сходства между векторами, τ — температурный параметр.
Этот процесс обеспечивает высокоточную генерацию векторных представлений текста, 

позволяя эффективно находить семантически схожие тексты и улучшать результаты в задачах 
классификации, кластеризации и поиска.

После процесса генерации векторных представлений текста, каждый вектор 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
вставляется в многомерную базу данных вместе с исходными метаданными 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑥𝑥𝑥𝑥. Формально мы 
храним:

𝑉𝑉𝑉𝑉  = {(𝑇𝑇𝑇𝑇𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑥𝑥𝑥𝑥)} 
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1
(2.8.)

Движок векторного хранилища Qdrant поддерживает эффективные запросы, основанные 
на сходстве векторов, сравнивая их по отдаленности друг от друга. Косинусоидальное 
сходство, показанное в уравнении 4, используется в качестве показателя расстояния между 
векторами:

similarity(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝑏𝑏𝑏𝑏) =
𝑇𝑇𝑇𝑇 ∙ 𝑏𝑏𝑏𝑏

‖𝑇𝑇𝑇𝑇‖ ∙ ‖𝑏𝑏𝑏𝑏‖
(3.)

Когда векторы были загружены в хранилище, пользователь может отправить запрос q,
затем модуль кодирует его в 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑞𝑞𝑞𝑞 и вычислит сходство с сохраненными вложениями {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥}. Для 
кодирования используется метод text-matching на основе LoRA адаптера, описанного выше в 
составных частях уравнения 2.

Пользовательские запросы кодируются аналогично сообщениям и возвращаются K
наиболее близких сообщений по сходству векторов. 

Поскольку журналы чатов могут охватывать несколько языков, каждое сообщение 
проверяется на определение языка-источника. Если оно написано не на целевом языке, 
необходимом для цифрового криминалиста, текст передается для преобразования на целевой 
язык модели NLLB-200, использующей архитектуру трансформеров и механизм Mixture of
Experts (MoE) для повышения качества перевода, особенно в языках с ограниченным объемом 
данных. Процесс можно представить следующим выражением:

𝑡𝑡𝑡𝑡′ = 𝑓𝑓𝑓𝑓перевод(𝑡𝑡𝑡𝑡,  ℓисточника,  язык_x)
(4.)

Детальнее рассмотрим уравнение 4. :
Исходный текст t разбивается на последовательность токенов

, 							            (2.6.)

Особенностью архитектуры модели векторизации является то, что для 
обучения использовалась контрастивная функция потерь InfoNCE:

где L — количество слоев трансформера.
Финальный вектор при необходимости усечётся до меньшей размерности d′, сохраняя 

точность: 

𝑉𝑉𝑉𝑉′  =  𝑣𝑣𝑣𝑣[:𝑒𝑒𝑒𝑒′]
(2.6.)

Особенностью архитектуры модели векторизации является то, что для обучения 
использовалась контрастивная функция потерь InfoNCE:

𝑇𝑇𝑇𝑇𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(B) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝐵𝐵𝐵𝐵) + 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝐵𝐵𝐵𝐵†) ;

𝑇𝑇𝑇𝑇𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(B) = −  � 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑜𝑜𝑜𝑜
(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖)∈𝐵𝐵𝐵𝐵

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖)/𝜏𝜏𝜏𝜏

∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖)/𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑖𝑖𝑖𝑖�=1

(2.7.)

Здесь 𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑇𝑇𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖) — функция сходства между векторами, τ — температурный параметр.
Этот процесс обеспечивает высокоточную генерацию векторных представлений текста, 

позволяя эффективно находить семантически схожие тексты и улучшать результаты в задачах 
классификации, кластеризации и поиска.

После процесса генерации векторных представлений текста, каждый вектор 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
вставляется в многомерную базу данных вместе с исходными метаданными 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑥𝑥𝑥𝑥. Формально мы 
храним:

𝑉𝑉𝑉𝑉  = {(𝑇𝑇𝑇𝑇𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑥𝑥𝑥𝑥)} 
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1
(2.8.)

Движок векторного хранилища Qdrant поддерживает эффективные запросы, основанные 
на сходстве векторов, сравнивая их по отдаленности друг от друга. Косинусоидальное 
сходство, показанное в уравнении 4, используется в качестве показателя расстояния между 
векторами:

similarity(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝑏𝑏𝑏𝑏) =
𝑇𝑇𝑇𝑇 ∙ 𝑏𝑏𝑏𝑏

‖𝑇𝑇𝑇𝑇‖ ∙ ‖𝑏𝑏𝑏𝑏‖
(3.)

Когда векторы были загружены в хранилище, пользователь может отправить запрос q,
затем модуль кодирует его в 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑞𝑞𝑞𝑞 и вычислит сходство с сохраненными вложениями {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥}. Для 
кодирования используется метод text-matching на основе LoRA адаптера, описанного выше в 
составных частях уравнения 2.

Пользовательские запросы кодируются аналогично сообщениям и возвращаются K
наиболее близких сообщений по сходству векторов. 

Поскольку журналы чатов могут охватывать несколько языков, каждое сообщение 
проверяется на определение языка-источника. Если оно написано не на целевом языке, 
необходимом для цифрового криминалиста, текст передается для преобразования на целевой 
язык модели NLLB-200, использующей архитектуру трансформеров и механизм Mixture of
Experts (MoE) для повышения качества перевода, особенно в языках с ограниченным объемом 
данных. Процесс можно представить следующим выражением:

𝑡𝑡𝑡𝑡′ = 𝑓𝑓𝑓𝑓перевод(𝑡𝑡𝑡𝑡,  ℓисточника,  язык_x)
(4.)

Детальнее рассмотрим уравнение 4. :
Исходный текст t разбивается на последовательность токенов

 			        (2.7.)

Здесь 

где L — количество слоев трансформера.
Финальный вектор при необходимости усечётся до меньшей размерности d′, сохраняя 

точность: 

𝑉𝑉𝑉𝑉′  =  𝑣𝑣𝑣𝑣[:𝑒𝑒𝑒𝑒′]
(2.6.)

Особенностью архитектуры модели векторизации является то, что для обучения 
использовалась контрастивная функция потерь InfoNCE:

𝑇𝑇𝑇𝑇𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(B) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝐵𝐵𝐵𝐵) + 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝐵𝐵𝐵𝐵†) ;

𝑇𝑇𝑇𝑇𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(B) = −  � 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑜𝑜𝑜𝑜
(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖)∈𝐵𝐵𝐵𝐵

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖)/𝜏𝜏𝜏𝜏

∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖)/𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑖𝑖𝑖𝑖�=1

(2.7.)

Здесь 𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑇𝑇𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖) — функция сходства между векторами, τ — температурный параметр.
Этот процесс обеспечивает высокоточную генерацию векторных представлений текста, 

позволяя эффективно находить семантически схожие тексты и улучшать результаты в задачах 
классификации, кластеризации и поиска.

После процесса генерации векторных представлений текста, каждый вектор 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
вставляется в многомерную базу данных вместе с исходными метаданными 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑥𝑥𝑥𝑥. Формально мы 
храним:

𝑉𝑉𝑉𝑉  = {(𝑇𝑇𝑇𝑇𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑥𝑥𝑥𝑥)} 
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1
(2.8.)

Движок векторного хранилища Qdrant поддерживает эффективные запросы, основанные 
на сходстве векторов, сравнивая их по отдаленности друг от друга. Косинусоидальное 
сходство, показанное в уравнении 4, используется в качестве показателя расстояния между 
векторами:

similarity(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝑏𝑏𝑏𝑏) =
𝑇𝑇𝑇𝑇 ∙ 𝑏𝑏𝑏𝑏

‖𝑇𝑇𝑇𝑇‖ ∙ ‖𝑏𝑏𝑏𝑏‖
(3.)

Когда векторы были загружены в хранилище, пользователь может отправить запрос q,
затем модуль кодирует его в 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑞𝑞𝑞𝑞 и вычислит сходство с сохраненными вложениями {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥}. Для 
кодирования используется метод text-matching на основе LoRA адаптера, описанного выше в 
составных частях уравнения 2.

Пользовательские запросы кодируются аналогично сообщениям и возвращаются K
наиболее близких сообщений по сходству векторов. 

Поскольку журналы чатов могут охватывать несколько языков, каждое сообщение 
проверяется на определение языка-источника. Если оно написано не на целевом языке, 
необходимом для цифрового криминалиста, текст передается для преобразования на целевой 
язык модели NLLB-200, использующей архитектуру трансформеров и механизм Mixture of
Experts (MoE) для повышения качества перевода, особенно в языках с ограниченным объемом 
данных. Процесс можно представить следующим выражением:

𝑡𝑡𝑡𝑡′ = 𝑓𝑓𝑓𝑓перевод(𝑡𝑡𝑡𝑡,  ℓисточника,  язык_x)
(4.)

Детальнее рассмотрим уравнение 4. :
Исходный текст t разбивается на последовательность токенов

— функция сходства между векторами, τ — температурный 
параметр.

Этот процесс обеспечивает высокоточную генерацию векторных 
представлений текста, позволяя эффективно находить семантически схожие 
тексты и улучшать результаты в задачах классификации, кластеризации и 
поиска.

После процесса генерации векторных представлений текста, каждый 
вектор   vx, вставляется в многомерную базу данных вместе с исходными 
метаданными px. Формально мы храним:

где L — количество слоев трансформера.
Финальный вектор при необходимости усечётся до меньшей размерности d′, сохраняя 

точность: 

𝑉𝑉𝑉𝑉′  =  𝑣𝑣𝑣𝑣[:𝑒𝑒𝑒𝑒′]
(2.6.)

Особенностью архитектуры модели векторизации является то, что для обучения 
использовалась контрастивная функция потерь InfoNCE:

𝑇𝑇𝑇𝑇𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(B) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝐵𝐵𝐵𝐵) + 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝐵𝐵𝐵𝐵†) ;

𝑇𝑇𝑇𝑇𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(B) = −  � 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑜𝑜𝑜𝑜
(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖)∈𝐵𝐵𝐵𝐵

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖)/𝜏𝜏𝜏𝜏

∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖)/𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑖𝑖𝑖𝑖�=1

(2.7.)

Здесь 𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑇𝑇𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖) — функция сходства между векторами, τ — температурный параметр.
Этот процесс обеспечивает высокоточную генерацию векторных представлений текста, 

позволяя эффективно находить семантически схожие тексты и улучшать результаты в задачах 
классификации, кластеризации и поиска.

После процесса генерации векторных представлений текста, каждый вектор 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
вставляется в многомерную базу данных вместе с исходными метаданными 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑥𝑥𝑥𝑥. Формально мы 
храним:

𝑉𝑉𝑉𝑉  = {(𝑇𝑇𝑇𝑇𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑥𝑥𝑥𝑥)} 
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1
(2.8.)

Движок векторного хранилища Qdrant поддерживает эффективные запросы, основанные 
на сходстве векторов, сравнивая их по отдаленности друг от друга. Косинусоидальное 
сходство, показанное в уравнении 4, используется в качестве показателя расстояния между 
векторами:

similarity(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝑏𝑏𝑏𝑏) =
𝑇𝑇𝑇𝑇 ∙ 𝑏𝑏𝑏𝑏

‖𝑇𝑇𝑇𝑇‖ ∙ ‖𝑏𝑏𝑏𝑏‖
(3.)

Когда векторы были загружены в хранилище, пользователь может отправить запрос q,
затем модуль кодирует его в 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑞𝑞𝑞𝑞 и вычислит сходство с сохраненными вложениями {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥}. Для 
кодирования используется метод text-matching на основе LoRA адаптера, описанного выше в 
составных частях уравнения 2.

Пользовательские запросы кодируются аналогично сообщениям и возвращаются K
наиболее близких сообщений по сходству векторов. 

Поскольку журналы чатов могут охватывать несколько языков, каждое сообщение 
проверяется на определение языка-источника. Если оно написано не на целевом языке, 
необходимом для цифрового криминалиста, текст передается для преобразования на целевой 
язык модели NLLB-200, использующей архитектуру трансформеров и механизм Mixture of
Experts (MoE) для повышения качества перевода, особенно в языках с ограниченным объемом 
данных. Процесс можно представить следующим выражением:

𝑡𝑡𝑡𝑡′ = 𝑓𝑓𝑓𝑓перевод(𝑡𝑡𝑡𝑡,  ℓисточника,  язык_x)
(4.)

Детальнее рассмотрим уравнение 4. :
Исходный текст t разбивается на последовательность токенов

						           (2.8.)
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запросы, основанные на сходстве векторов, сравнивая их по отдаленности 
друг от друга. Косинусоидальное сходство, показанное в уравнении 4, 
используется в качестве показателя расстояния между векторами:

где L — количество слоев трансформера.
Финальный вектор при необходимости усечётся до меньшей размерности d′, сохраняя 

точность: 

𝑉𝑉𝑉𝑉′  =  𝑣𝑣𝑣𝑣[:𝑒𝑒𝑒𝑒′]
(2.6.)

Особенностью архитектуры модели векторизации является то, что для обучения 
использовалась контрастивная функция потерь InfoNCE:

𝑇𝑇𝑇𝑇𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(B) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝐵𝐵𝐵𝐵) + 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝐵𝐵𝐵𝐵†) ;

𝑇𝑇𝑇𝑇𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(B) = −  � 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑜𝑜𝑜𝑜
(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖)∈𝐵𝐵𝐵𝐵

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖)/𝜏𝜏𝜏𝜏

∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖)/𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑖𝑖𝑖𝑖�=1

(2.7.)

Здесь 𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑇𝑇𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖) — функция сходства между векторами, τ — температурный параметр.
Этот процесс обеспечивает высокоточную генерацию векторных представлений текста, 

позволяя эффективно находить семантически схожие тексты и улучшать результаты в задачах 
классификации, кластеризации и поиска.

После процесса генерации векторных представлений текста, каждый вектор 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
вставляется в многомерную базу данных вместе с исходными метаданными 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑥𝑥𝑥𝑥. Формально мы 
храним:

𝑉𝑉𝑉𝑉  = {(𝑇𝑇𝑇𝑇𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑥𝑥𝑥𝑥)} 
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1
(2.8.)

Движок векторного хранилища Qdrant поддерживает эффективные запросы, основанные 
на сходстве векторов, сравнивая их по отдаленности друг от друга. Косинусоидальное 
сходство, показанное в уравнении 4, используется в качестве показателя расстояния между 
векторами:

similarity(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝑏𝑏𝑏𝑏) =
𝑇𝑇𝑇𝑇 ∙ 𝑏𝑏𝑏𝑏

‖𝑇𝑇𝑇𝑇‖ ∙ ‖𝑏𝑏𝑏𝑏‖
(3.)

Когда векторы были загружены в хранилище, пользователь может отправить запрос q,
затем модуль кодирует его в 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑞𝑞𝑞𝑞 и вычислит сходство с сохраненными вложениями {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥}. Для 
кодирования используется метод text-matching на основе LoRA адаптера, описанного выше в 
составных частях уравнения 2.

Пользовательские запросы кодируются аналогично сообщениям и возвращаются K
наиболее близких сообщений по сходству векторов. 

Поскольку журналы чатов могут охватывать несколько языков, каждое сообщение 
проверяется на определение языка-источника. Если оно написано не на целевом языке, 
необходимом для цифрового криминалиста, текст передается для преобразования на целевой 
язык модели NLLB-200, использующей архитектуру трансформеров и механизм Mixture of
Experts (MoE) для повышения качества перевода, особенно в языках с ограниченным объемом 
данных. Процесс можно представить следующим выражением:

𝑡𝑡𝑡𝑡′ = 𝑓𝑓𝑓𝑓перевод(𝑡𝑡𝑡𝑡,  ℓисточника,  язык_x)
(4.)

Детальнее рассмотрим уравнение 4. :
Исходный текст t разбивается на последовательность токенов

					             (3.)

Когда векторы были загружены в хранилище, пользователь может 
отправить запрос vq, затем модуль кодирует его в  и вычислит сходство с 
сохраненными вложениями {yx}. Для кодирования используется метод text-
matching на основе LoRA адаптера, описанного выше в составных частях 
уравнения 2.

Пользовательские запросы кодируются аналогично сообщениям и 
возвращаются K наиболее близких сообщений по сходству векторов. 

Поскольку журналы чатов могут охватывать несколько языков, каждое 
сообщение проверяется на определение языка-источника. Если оно 
написано не на целевом языке, необходимом для цифрового криминалиста, 
текст передается для преобразования на целевой язык модели NLLB-200, 
использующей архитектуру трансформеров и механизм Mixture of Experts 
(MoE) для повышения качества перевода, особенно в языках с ограниченным 
объемом данных. Процесс можно представить следующим выражением:  (4.)

где L — количество слоев трансформера.
Финальный вектор при необходимости усечётся до меньшей размерности d′, сохраняя 

точность: 

𝑉𝑉𝑉𝑉′  =  𝑣𝑣𝑣𝑣[:𝑒𝑒𝑒𝑒′]
(2.6.)

Особенностью архитектуры модели векторизации является то, что для обучения 
использовалась контрастивная функция потерь InfoNCE:

𝑇𝑇𝑇𝑇𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(B) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝐵𝐵𝐵𝐵) + 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝐵𝐵𝐵𝐵†) ;

𝑇𝑇𝑇𝑇𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(B) = −  � 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑜𝑜𝑜𝑜
(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖)∈𝐵𝐵𝐵𝐵

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖)/𝜏𝜏𝜏𝜏

∑ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖)/𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑖𝑖𝑖𝑖�=1

(2.7.)

Здесь 𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑇𝑇𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖) — функция сходства между векторами, τ — температурный параметр.
Этот процесс обеспечивает высокоточную генерацию векторных представлений текста, 

позволяя эффективно находить семантически схожие тексты и улучшать результаты в задачах 
классификации, кластеризации и поиска.

После процесса генерации векторных представлений текста, каждый вектор 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
вставляется в многомерную базу данных вместе с исходными метаданными 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑥𝑥𝑥𝑥. Формально мы 
храним:

𝑉𝑉𝑉𝑉  = {(𝑇𝑇𝑇𝑇𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑥𝑥𝑥𝑥)} 
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1
(2.8.)

Движок векторного хранилища Qdrant поддерживает эффективные запросы, основанные 
на сходстве векторов, сравнивая их по отдаленности друг от друга. Косинусоидальное 
сходство, показанное в уравнении 4, используется в качестве показателя расстояния между 
векторами:

similarity(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝑏𝑏𝑏𝑏) =
𝑇𝑇𝑇𝑇 ∙ 𝑏𝑏𝑏𝑏

‖𝑇𝑇𝑇𝑇‖ ∙ ‖𝑏𝑏𝑏𝑏‖
(3.)

Когда векторы были загружены в хранилище, пользователь может отправить запрос q,
затем модуль кодирует его в 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑞𝑞𝑞𝑞 и вычислит сходство с сохраненными вложениями {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥}. Для 
кодирования используется метод text-matching на основе LoRA адаптера, описанного выше в 
составных частях уравнения 2.

Пользовательские запросы кодируются аналогично сообщениям и возвращаются K
наиболее близких сообщений по сходству векторов. 

Поскольку журналы чатов могут охватывать несколько языков, каждое сообщение 
проверяется на определение языка-источника. Если оно написано не на целевом языке, 
необходимом для цифрового криминалиста, текст передается для преобразования на целевой 
язык модели NLLB-200, использующей архитектуру трансформеров и механизм Mixture of
Experts (MoE) для повышения качества перевода, особенно в языках с ограниченным объемом 
данных. Процесс можно представить следующим выражением:

𝑡𝑡𝑡𝑡′ = 𝑓𝑓𝑓𝑓перевод(𝑡𝑡𝑡𝑡,  ℓисточника,  язык_x)
(4.)

Детальнее рассмотрим уравнение 4. :
Исходный текст t разбивается на последовательность токенов

Детальнее рассмотрим уравнение 4. :
Исходный текст t разбивается на последовательность токенов

где L — количество слоев трансформера.
Финальный вектор при необходимости усечётся до меньшей размерности d′, сохраняя 

точность: 

𝑉𝑉𝑉𝑉′  =  𝑣𝑣𝑣𝑣[:𝑒𝑒𝑒𝑒′]
(2.6.)
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𝑖𝑖𝑖𝑖�=1

(2.7.)

Здесь 𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑇𝑇𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖) — функция сходства между векторами, τ — температурный параметр.
Этот процесс обеспечивает высокоточную генерацию векторных представлений текста, 

позволяя эффективно находить семантически схожие тексты и улучшать результаты в задачах 
классификации, кластеризации и поиска.

После процесса генерации векторных представлений текста, каждый вектор 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
вставляется в многомерную базу данных вместе с исходными метаданными 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑥𝑥𝑥𝑥. Формально мы 
храним:
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на сходстве векторов, сравнивая их по отдаленности друг от друга. Косинусоидальное 
сходство, показанное в уравнении 4, используется в качестве показателя расстояния между 
векторами:

similarity(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝑏𝑏𝑏𝑏) =
𝑇𝑇𝑇𝑇 ∙ 𝑏𝑏𝑏𝑏

‖𝑇𝑇𝑇𝑇‖ ∙ ‖𝑏𝑏𝑏𝑏‖
(3.)

Когда векторы были загружены в хранилище, пользователь может отправить запрос q,
затем модуль кодирует его в 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑞𝑞𝑞𝑞 и вычислит сходство с сохраненными вложениями {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥}. Для 
кодирования используется метод text-matching на основе LoRA адаптера, описанного выше в 
составных частях уравнения 2.

Пользовательские запросы кодируются аналогично сообщениям и возвращаются K
наиболее близких сообщений по сходству векторов. 

Поскольку журналы чатов могут охватывать несколько языков, каждое сообщение 
проверяется на определение языка-источника. Если оно написано не на целевом языке, 
необходимом для цифрового криминалиста, текст передается для преобразования на целевой 
язык модели NLLB-200, использующей архитектуру трансформеров и механизм Mixture of
Experts (MoE) для повышения качества перевода, особенно в языках с ограниченным объемом 
данных. Процесс можно представить следующим выражением:

𝑡𝑡𝑡𝑡′ = 𝑓𝑓𝑓𝑓перевод(𝑡𝑡𝑡𝑡,  ℓисточника,  язык_x)
(4.)

Детальнее рассмотрим уравнение 4. :
Исходный текст t разбивается на последовательность токенов

				         (4.1.)

Каждое слово представляется в виде подсловных единиц с помощью 
алгоритма SentencePiece (BPE или Unigram).

Затем каждый токен  сопоставляется с векторным представлением ei, 
используя матрицу вложений E:

𝑋𝑋𝑋𝑋 = [𝑥𝑥𝑥𝑥1,  𝑥𝑥𝑥𝑥2,  … ,  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛]
(4.1.)

Каждое слово представляется в виде подсловных единиц с помощью алгоритма 
SentencePiece (BPE или Unigram).

Затем каждый токен 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 сопоставляется с векторным представлением 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖, используя 
матрицу вложений E:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝐸𝐸 ∙ 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖),
(4.2.)

где 𝐸𝐸𝐸𝐸  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑉𝑉𝑉𝑉∗𝑒𝑒𝑒𝑒 - матрица вложений, V - размер словаря.
Кодирование текста происходит с помощью механизма самовнимания (Self-Attention)

Кодировщик обрабатывает последовательность векторных представлений, используя 
механизм многоголовочного самовнимания:

𝐴𝐴𝐴𝐴𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑄𝑄𝑄𝑄,𝐾𝐾𝐾𝐾,𝑉𝑉𝑉𝑉) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇max �𝑄𝑄𝑄𝑄𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑇𝑇𝑇𝑇

�𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘
�,

(4.3.)
где Q,K,V — матрицы запросов, ключей и значений, 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘 — размерность представлений 

ключей.
В каждом четвертом слое трансформера применяется Sparse Mixture of Experts, где 

активируются только несколько экспертов вместо всех нейросетевых блоков:

𝐺𝐺𝐺𝐺(ℎ) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜�𝑊𝑊𝑊𝑊𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ�,
(4.4.)

где 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑔𝑔𝑔𝑔 — матрица весов гейтинга, G(h) — функция выбора активных экспертов.
Выходное значение MoE-слоя формируется как взвешенная сумма выходов активных 

экспертов:

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜(ℎ)  =   � 𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖(ℎ)𝐸𝐸𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖(ℎ)
 𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜

(4.5.)

Следующим шагом декодер принимает выход кодировщика и последовательно
предсказывает перевод, используя механизм внимания между кодировщиком и декодером.

В процессе декодирования используется masked self-attention, где каждая позиция 
видит только предыдущие токены. Весовая матрица внимания помогает выбрать наиболее 
значимые части входного текста.

Последний слой декодера производит вероятностное распределение по словарю, и 
выбирается наиболее вероятное слово:

𝑅𝑅𝑅𝑅� 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑡𝑡𝑡𝑡  ∣∣  𝑦𝑦𝑦𝑦<𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑋𝑋𝑋𝑋 � = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇max(𝑊𝑊𝑊𝑊𝑜𝑜𝑜𝑜ℎ𝑡𝑡𝑡𝑡),
(4.6.)

где ℎ𝑡𝑡𝑡𝑡 — скрытое состояние декодера в момент времени t, 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑜𝑜𝑜𝑜 — матрица весов 
выходного слоя.

Выделенная конечная точка /api/guard использует языковую модель Llama-Guard-3-1B,
которая работает по принципу гибридной классификации, сочетая:

•Категорийную бинарную классификацию (1-vs-all);
•Общую бинарную классификацию (максимальная вероятность);
•Категорийную бинарную классификацию (1-vs-benign).

 						            (4.2.)

где  

𝑋𝑋𝑋𝑋 = [𝑥𝑥𝑥𝑥1,  𝑥𝑥𝑥𝑥2,  … ,  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛]
(4.1.)

Каждое слово представляется в виде подсловных единиц с помощью алгоритма 
SentencePiece (BPE или Unigram).

Затем каждый токен 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 сопоставляется с векторным представлением 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖, используя 
матрицу вложений E:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝐸𝐸 ∙ 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖),
(4.2.)

где 𝐸𝐸𝐸𝐸  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑉𝑉𝑉𝑉∗𝑒𝑒𝑒𝑒 - матрица вложений, V - размер словаря.
Кодирование текста происходит с помощью механизма самовнимания (Self-Attention)

Кодировщик обрабатывает последовательность векторных представлений, используя 
механизм многоголовочного самовнимания:

𝐴𝐴𝐴𝐴𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑄𝑄𝑄𝑄,𝐾𝐾𝐾𝐾,𝑉𝑉𝑉𝑉) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇max �𝑄𝑄𝑄𝑄𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑇𝑇𝑇𝑇

�𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘
�,

(4.3.)
где Q,K,V — матрицы запросов, ключей и значений, 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘 — размерность представлений 

ключей.
В каждом четвертом слое трансформера применяется Sparse Mixture of Experts, где 

активируются только несколько экспертов вместо всех нейросетевых блоков:

𝐺𝐺𝐺𝐺(ℎ) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜�𝑊𝑊𝑊𝑊𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ�,
(4.4.)

где 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑔𝑔𝑔𝑔 — матрица весов гейтинга, G(h) — функция выбора активных экспертов.
Выходное значение MoE-слоя формируется как взвешенная сумма выходов активных 

экспертов:

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜(ℎ)  =   � 𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖(ℎ)𝐸𝐸𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖(ℎ)
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(4.5.)

Следующим шагом декодер принимает выход кодировщика и последовательно
предсказывает перевод, используя механизм внимания между кодировщиком и декодером.

В процессе декодирования используется masked self-attention, где каждая позиция 
видит только предыдущие токены. Весовая матрица внимания помогает выбрать наиболее 
значимые части входного текста.

Последний слой декодера производит вероятностное распределение по словарю, и 
выбирается наиболее вероятное слово:

𝑅𝑅𝑅𝑅� 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑡𝑡𝑡𝑡  ∣∣  𝑦𝑦𝑦𝑦<𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑋𝑋𝑋𝑋 � = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇max(𝑊𝑊𝑊𝑊𝑜𝑜𝑜𝑜ℎ𝑡𝑡𝑡𝑡),
(4.6.)

где ℎ𝑡𝑡𝑡𝑡 — скрытое состояние декодера в момент времени t, 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑜𝑜𝑜𝑜 — матрица весов 
выходного слоя.

Выделенная конечная точка /api/guard использует языковую модель Llama-Guard-3-1B,
которая работает по принципу гибридной классификации, сочетая:

•Категорийную бинарную классификацию (1-vs-all);
•Общую бинарную классификацию (максимальная вероятность);
•Категорийную бинарную классификацию (1-vs-benign).

 - матрица вложений, V - размер словаря.
Кодирование текста происходит с помощью механизма самовнимания 

(Self-Attention) Кодировщик обрабатывает последовательность векторных 
представлений, используя механизм многоголовочного самовнимания:

𝑋𝑋𝑋𝑋 = [𝑥𝑥𝑥𝑥1,  𝑥𝑥𝑥𝑥2,  … ,  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛]
(4.1.)

Каждое слово представляется в виде подсловных единиц с помощью алгоритма 
SentencePiece (BPE или Unigram).

Затем каждый токен 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 сопоставляется с векторным представлением 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖, используя 
матрицу вложений E:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝐸𝐸 ∙ 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖),
(4.2.)

где 𝐸𝐸𝐸𝐸  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑉𝑉𝑉𝑉∗𝑒𝑒𝑒𝑒 - матрица вложений, V - размер словаря.
Кодирование текста происходит с помощью механизма самовнимания (Self-Attention)

Кодировщик обрабатывает последовательность векторных представлений, используя 
механизм многоголовочного самовнимания:

𝐴𝐴𝐴𝐴𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑄𝑄𝑄𝑄,𝐾𝐾𝐾𝐾,𝑉𝑉𝑉𝑉) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇max �𝑄𝑄𝑄𝑄𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑇𝑇𝑇𝑇

�𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘
�,

(4.3.)
где Q,K,V — матрицы запросов, ключей и значений, 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘 — размерность представлений 

ключей.
В каждом четвертом слое трансформера применяется Sparse Mixture of Experts, где 

активируются только несколько экспертов вместо всех нейросетевых блоков:

𝐺𝐺𝐺𝐺(ℎ) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜�𝑊𝑊𝑊𝑊𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ�,
(4.4.)

где 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑔𝑔𝑔𝑔 — матрица весов гейтинга, G(h) — функция выбора активных экспертов.
Выходное значение MoE-слоя формируется как взвешенная сумма выходов активных 

экспертов:

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜(ℎ)  =   � 𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖(ℎ)𝐸𝐸𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖(ℎ)
 𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜

(4.5.)

Следующим шагом декодер принимает выход кодировщика и последовательно
предсказывает перевод, используя механизм внимания между кодировщиком и декодером.

В процессе декодирования используется masked self-attention, где каждая позиция 
видит только предыдущие токены. Весовая матрица внимания помогает выбрать наиболее 
значимые части входного текста.

Последний слой декодера производит вероятностное распределение по словарю, и 
выбирается наиболее вероятное слово:

𝑅𝑅𝑅𝑅� 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑡𝑡𝑡𝑡  ∣∣  𝑦𝑦𝑦𝑦<𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑋𝑋𝑋𝑋 � = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇max(𝑊𝑊𝑊𝑊𝑜𝑜𝑜𝑜ℎ𝑡𝑡𝑡𝑡),
(4.6.)

где ℎ𝑡𝑡𝑡𝑡 — скрытое состояние декодера в момент времени t, 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑜𝑜𝑜𝑜 — матрица весов 
выходного слоя.

Выделенная конечная точка /api/guard использует языковую модель Llama-Guard-3-1B,
которая работает по принципу гибридной классификации, сочетая:

•Категорийную бинарную классификацию (1-vs-all);
•Общую бинарную классификацию (максимальная вероятность);
•Категорийную бинарную классификацию (1-vs-benign).

 				         (4.3.) 
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где Q,K,V — матрицы запросов, ключей и значений,  dk — размерность 
представлений ключей. 

В каждом четвертом слое трансформера применяется Sparse Mixture 
of Experts, где активируются только несколько экспертов вместо всех 
нейросетевых блоков: 

𝑋𝑋𝑋𝑋 = [𝑥𝑥𝑥𝑥1,  𝑥𝑥𝑥𝑥2,  … ,  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛]
(4.1.)

Каждое слово представляется в виде подсловных единиц с помощью алгоритма 
SentencePiece (BPE или Unigram).

Затем каждый токен 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 сопоставляется с векторным представлением 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖, используя 
матрицу вложений E:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝐸𝐸 ∙ 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖),
(4.2.)

где 𝐸𝐸𝐸𝐸  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑉𝑉𝑉𝑉∗𝑒𝑒𝑒𝑒 - матрица вложений, V - размер словаря.
Кодирование текста происходит с помощью механизма самовнимания (Self-Attention)

Кодировщик обрабатывает последовательность векторных представлений, используя 
механизм многоголовочного самовнимания:

𝐴𝐴𝐴𝐴𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑄𝑄𝑄𝑄,𝐾𝐾𝐾𝐾,𝑉𝑉𝑉𝑉) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇max �𝑄𝑄𝑄𝑄𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑇𝑇𝑇𝑇

�𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘
�,

(4.3.)
где Q,K,V — матрицы запросов, ключей и значений, 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘 — размерность представлений 

ключей.
В каждом четвертом слое трансформера применяется Sparse Mixture of Experts, где 

активируются только несколько экспертов вместо всех нейросетевых блоков:

𝐺𝐺𝐺𝐺(ℎ) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜�𝑊𝑊𝑊𝑊𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ�,
(4.4.)

где 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑔𝑔𝑔𝑔 — матрица весов гейтинга, G(h) — функция выбора активных экспертов.
Выходное значение MoE-слоя формируется как взвешенная сумма выходов активных 

экспертов:

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜(ℎ)  =   � 𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖(ℎ)𝐸𝐸𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖(ℎ)
 𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜

(4.5.)

Следующим шагом декодер принимает выход кодировщика и последовательно
предсказывает перевод, используя механизм внимания между кодировщиком и декодером.

В процессе декодирования используется masked self-attention, где каждая позиция 
видит только предыдущие токены. Весовая матрица внимания помогает выбрать наиболее 
значимые части входного текста.

Последний слой декодера производит вероятностное распределение по словарю, и 
выбирается наиболее вероятное слово:

𝑅𝑅𝑅𝑅� 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑡𝑡𝑡𝑡  ∣∣  𝑦𝑦𝑦𝑦<𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑋𝑋𝑋𝑋 � = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇max(𝑊𝑊𝑊𝑊𝑜𝑜𝑜𝑜ℎ𝑡𝑡𝑡𝑡),
(4.6.)

где ℎ𝑡𝑡𝑡𝑡 — скрытое состояние декодера в момент времени t, 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑜𝑜𝑜𝑜 — матрица весов 
выходного слоя.

Выделенная конечная точка /api/guard использует языковую модель Llama-Guard-3-1B,
которая работает по принципу гибридной классификации, сочетая:

•Категорийную бинарную классификацию (1-vs-all);
•Общую бинарную классификацию (максимальная вероятность);
•Категорийную бинарную классификацию (1-vs-benign).

 					                       (4.4.) 

где Wq — матрица весов гейтинга, G(h) — функция выбора активных 
экспертов.

Выходное значение MoE-слоя формируется как взвешенная сумма выходов 
активных экспертов:

𝑋𝑋𝑋𝑋 = [𝑥𝑥𝑥𝑥1,  𝑥𝑥𝑥𝑥2,  … ,  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛]
(4.1.)

Каждое слово представляется в виде подсловных единиц с помощью алгоритма 
SentencePiece (BPE или Unigram).

Затем каждый токен 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 сопоставляется с векторным представлением 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖, используя 
матрицу вложений E:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝐸𝐸 ∙ 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖),
(4.2.)

где 𝐸𝐸𝐸𝐸  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑉𝑉𝑉𝑉∗𝑒𝑒𝑒𝑒 - матрица вложений, V - размер словаря.
Кодирование текста происходит с помощью механизма самовнимания (Self-Attention)

Кодировщик обрабатывает последовательность векторных представлений, используя 
механизм многоголовочного самовнимания:

𝐴𝐴𝐴𝐴𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑄𝑄𝑄𝑄,𝐾𝐾𝐾𝐾,𝑉𝑉𝑉𝑉) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇max �𝑄𝑄𝑄𝑄𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑇𝑇𝑇𝑇

�𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘
�,

(4.3.)
где Q,K,V — матрицы запросов, ключей и значений, 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘 — размерность представлений 

ключей.
В каждом четвертом слое трансформера применяется Sparse Mixture of Experts, где 

активируются только несколько экспертов вместо всех нейросетевых блоков:

𝐺𝐺𝐺𝐺(ℎ) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜�𝑊𝑊𝑊𝑊𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ�,
(4.4.)

где 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑔𝑔𝑔𝑔 — матрица весов гейтинга, G(h) — функция выбора активных экспертов.
Выходное значение MoE-слоя формируется как взвешенная сумма выходов активных 

экспертов:

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜(ℎ)  =   � 𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖(ℎ)𝐸𝐸𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖(ℎ)
 𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜

(4.5.)

Следующим шагом декодер принимает выход кодировщика и последовательно
предсказывает перевод, используя механизм внимания между кодировщиком и декодером.

В процессе декодирования используется masked self-attention, где каждая позиция 
видит только предыдущие токены. Весовая матрица внимания помогает выбрать наиболее 
значимые части входного текста.

Последний слой декодера производит вероятностное распределение по словарю, и 
выбирается наиболее вероятное слово:

𝑅𝑅𝑅𝑅� 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑡𝑡𝑡𝑡  ∣∣  𝑦𝑦𝑦𝑦<𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑋𝑋𝑋𝑋 � = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇max(𝑊𝑊𝑊𝑊𝑜𝑜𝑜𝑜ℎ𝑡𝑡𝑡𝑡),
(4.6.)

где ℎ𝑡𝑡𝑡𝑡 — скрытое состояние декодера в момент времени t, 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑜𝑜𝑜𝑜 — матрица весов 
выходного слоя.

Выделенная конечная точка /api/guard использует языковую модель Llama-Guard-3-1B,
которая работает по принципу гибридной классификации, сочетая:

•Категорийную бинарную классификацию (1-vs-all);
•Общую бинарную классификацию (максимальная вероятность);
•Категорийную бинарную классификацию (1-vs-benign).

					          (4.5.)

Следующим шагом декодер принимает выход кодировщика и 
последовательно предсказывает перевод, используя механизм внимания 
между кодировщиком и декодером.

В процессе декодирования используется masked self-attention, где каждая 
позиция видит только предыдущие токены. Весовая матрица внимания 
помогает выбрать наиболее значимые части входного текста.

Последний слой декодера производит вероятностное распределение по 
словарю, и выбирается наиболее вероятное слово: 

𝑋𝑋𝑋𝑋 = [𝑥𝑥𝑥𝑥1,  𝑥𝑥𝑥𝑥2,  … ,  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛]
(4.1.)

Каждое слово представляется в виде подсловных единиц с помощью алгоритма 
SentencePiece (BPE или Unigram).

Затем каждый токен 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 сопоставляется с векторным представлением 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖, используя 
матрицу вложений E:

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝐸𝐸 ∙ 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑒𝑒𝑒𝑒ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖),
(4.2.)

где 𝐸𝐸𝐸𝐸  ∈  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑉𝑉𝑉𝑉∗𝑒𝑒𝑒𝑒 - матрица вложений, V - размер словаря.
Кодирование текста происходит с помощью механизма самовнимания (Self-Attention)

Кодировщик обрабатывает последовательность векторных представлений, используя 
механизм многоголовочного самовнимания:

𝐴𝐴𝐴𝐴𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑄𝑄𝑄𝑄,𝐾𝐾𝐾𝐾,𝑉𝑉𝑉𝑉) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇max �𝑄𝑄𝑄𝑄𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑇𝑇𝑇𝑇

�𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘
�,

(4.3.)
где Q,K,V — матрицы запросов, ключей и значений, 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘 — размерность представлений 

ключей.
В каждом четвертом слое трансформера применяется Sparse Mixture of Experts, где 

активируются только несколько экспертов вместо всех нейросетевых блоков:

𝐺𝐺𝐺𝐺(ℎ) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜�𝑊𝑊𝑊𝑊𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ�,
(4.4.)

где 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑔𝑔𝑔𝑔 — матрица весов гейтинга, G(h) — функция выбора активных экспертов.
Выходное значение MoE-слоя формируется как взвешенная сумма выходов активных 

экспертов:

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜(ℎ)  =   � 𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖(ℎ)𝐸𝐸𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖(ℎ)
 𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑇𝑇𝑇𝑇𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜

(4.5.)

Следующим шагом декодер принимает выход кодировщика и последовательно
предсказывает перевод, используя механизм внимания между кодировщиком и декодером.

В процессе декодирования используется masked self-attention, где каждая позиция 
видит только предыдущие токены. Весовая матрица внимания помогает выбрать наиболее 
значимые части входного текста.

Последний слой декодера производит вероятностное распределение по словарю, и 
выбирается наиболее вероятное слово:

𝑅𝑅𝑅𝑅� 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑡𝑡𝑡𝑡  ∣∣  𝑦𝑦𝑦𝑦<𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑋𝑋𝑋𝑋 � = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇max(𝑊𝑊𝑊𝑊𝑜𝑜𝑜𝑜ℎ𝑡𝑡𝑡𝑡),
(4.6.)

где ℎ𝑡𝑡𝑡𝑡 — скрытое состояние декодера в момент времени t, 𝑊𝑊𝑊𝑊𝑜𝑜𝑜𝑜 — матрица весов 
выходного слоя.

Выделенная конечная точка /api/guard использует языковую модель Llama-Guard-3-1B,
которая работает по принципу гибридной классификации, сочетая:

•Категорийную бинарную классификацию (1-vs-all);
•Общую бинарную классификацию (максимальная вероятность);
•Категорийную бинарную классификацию (1-vs-benign).

, 				          (4.6.) 

где  ht — скрытое состояние декодера в момент времени t, W0 — матрица 
весов выходного слоя. 

Выделенная конечная точка /api/guard использует языковую модель 
Llama-Guard-3-1B, которая работает по принципу гибридной классификации, 
сочетая: 

•	Категорийную бинарную классификацию (1-vs-all);
•	Общую бинарную классификацию (максимальная вероятность);
•	Категорийную бинарную классификацию (1-vs-benign).
Модель классифицирует текст как безопасный или небезопасный и, при 

наличии угрозы, относит его к одной из 13 категорий (Inan et al., 2023): 
1. насильственные преступления;
2. ненасильственные преступления;
3. преступления на сексуальной почве;
4. сексуальная эксплуатация детей;
5. диффамация;
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6. специализированные консультации;
7. неприкосновенность частной жизни;
8. интеллектуальная собственность;
9. оружие неизбирательного действия;
10. ненависть;
11. самоубийства;
12. материалы сексуального характера;
13. выборы и злоупотребление интерпретатором кода.
Общий скоринг бинарной классификации по всем категориям рассчи

тывается как:

Модель классифицирует текст как безопасный или небезопасный и, при наличии угрозы, 
относит его к одной из 13 категорий (Inan et al., 2023):

1. насильственные преступления;
2. ненасильственные преступления;
3. преступления на сексуальной почве;
4. сексуальная эксплуатация детей;
5. диффамация;
6. специализированные консультации;
7. неприкосновенность частной жизни;
8. интеллектуальная собственность;
9. оружие неизбирательного действия;
10. ненависть;
11. самоубийства;
12. материалы сексуального характера;
13. выборы и злоупотребление интерпретатором кода.
Общий скоринг бинарной классификации по всем категориям рассчитывается как:

ŷ𝑖𝑖𝑖𝑖  =  
𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇

𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ {𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, … , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛} �ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖�,

(5.1a)
где ŷ𝑖𝑖𝑖𝑖 - предсказанный итоговый скоринг для примера i, 𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, . . . , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛- целевые категории 

классификатора, ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖 - предсказанная вероятность принадлежности к каждой категории 
𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, . . . , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛.

Если хотя бы одна категория имеет высокий скоринг ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖 , сообщение считается 
небезопасным.

Далее следует многоклассовая бинарная классификация (1-vs-all), в этом методе 
выполняется одна классификационная задача 𝒕𝒕𝒕𝒕𝒌𝒌𝒌𝒌 для каждой категории 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒌𝒌𝒌𝒌:

ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 = �1, если  текст  нарушает  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘
0,иначе

,

(5.1b)
тогда:
•положительные метки назначаются только для категории 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘;
•остальные категории и негативные примеры обрабатываются как отрицательные 

примеры.
Языковая модель подстраивается под конкретные категории, включая только нужные 

инструкции в prompt (входное сообщение).
Последний этап в данной цепочке это - бинарная классификация для разбивки по 

категориям (1-vs-benign), метод аналогичен 1-vs-all, но с исключением ложных позитивов.
Формально:

ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 = �
1, если  текст  нарушает  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘;

0, если  текст  является  безопасным;
игнорируется, если  относится  к  другим  опасным  категориям.

(5.1c)

Итоговое решение о принадлежности сообщения x к категории c* принимается по 
правилу максимальной вероятности среди всех категорий C, при условии, что вероятность 
принадлежности к выбранной категории выше, чем вероятность его безопасности:

𝑐𝑐𝑐𝑐∗ = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑎𝑎𝑎𝑎max
𝑐𝑐𝑐𝑐∈𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐|𝑥𝑥𝑥𝑥), при условии 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐∗|𝑥𝑥𝑥𝑥) > 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇|𝑥𝑥𝑥𝑥), (6.)

 					          (5.1a)

где  

Модель классифицирует текст как безопасный или небезопасный и, при наличии угрозы, 
относит его к одной из 13 категорий (Inan et al., 2023):

1. насильственные преступления;
2. ненасильственные преступления;
3. преступления на сексуальной почве;
4. сексуальная эксплуатация детей;
5. диффамация;
6. специализированные консультации;
7. неприкосновенность частной жизни;
8. интеллектуальная собственность;
9. оружие неизбирательного действия;
10. ненависть;
11. самоубийства;
12. материалы сексуального характера;
13. выборы и злоупотребление интерпретатором кода.
Общий скоринг бинарной классификации по всем категориям рассчитывается как:
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Если хотя бы одна категория имеет высокий скоринг ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖 , сообщение считается 
небезопасным.

Далее следует многоклассовая бинарная классификация (1-vs-all), в этом методе 
выполняется одна классификационная задача 𝒕𝒕𝒕𝒕𝒌𝒌𝒌𝒌 для каждой категории 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒌𝒌𝒌𝒌:

ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 = �1, если  текст  нарушает  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘
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,

(5.1b)
тогда:
•положительные метки назначаются только для категории 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘;
•остальные категории и негативные примеры обрабатываются как отрицательные 

примеры.
Языковая модель подстраивается под конкретные категории, включая только нужные 

инструкции в prompt (входное сообщение).
Последний этап в данной цепочке это - бинарная классификация для разбивки по 

категориям (1-vs-benign), метод аналогичен 1-vs-all, но с исключением ложных позитивов.
Формально:

ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 = �
1, если  текст  нарушает  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘;

0, если  текст  является  безопасным;
игнорируется, если  относится  к  другим  опасным  категориям.

(5.1c)

Итоговое решение о принадлежности сообщения x к категории c* принимается по 
правилу максимальной вероятности среди всех категорий C, при условии, что вероятность 
принадлежности к выбранной категории выше, чем вероятность его безопасности:

𝑐𝑐𝑐𝑐∗ = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑎𝑎𝑎𝑎max
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 - предсказанный итоговый скоринг для примера i, 

Модель классифицирует текст как безопасный или небезопасный и, при наличии угрозы, 
относит его к одной из 13 категорий (Inan et al., 2023):

1. насильственные преступления;
2. ненасильственные преступления;
3. преступления на сексуальной почве;
4. сексуальная эксплуатация детей;
5. диффамация;
6. специализированные консультации;
7. неприкосновенность частной жизни;
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9. оружие неизбирательного действия;
10. ненависть;
11. самоубийства;
12. материалы сексуального характера;
13. выборы и злоупотребление интерпретатором кода.
Общий скоринг бинарной классификации по всем категориям рассчитывается как:

ŷ𝑖𝑖𝑖𝑖  =  
𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇
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(5.1a)
где ŷ𝑖𝑖𝑖𝑖 - предсказанный итоговый скоринг для примера i, 𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, . . . , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛- целевые категории 

классификатора, ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖 - предсказанная вероятность принадлежности к каждой категории 
𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, . . . , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛.

Если хотя бы одна категория имеет высокий скоринг ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖 , сообщение считается 
небезопасным.

Далее следует многоклассовая бинарная классификация (1-vs-all), в этом методе 
выполняется одна классификационная задача 𝒕𝒕𝒕𝒕𝒌𝒌𝒌𝒌 для каждой категории 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒌𝒌𝒌𝒌:

ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 = �1, если  текст  нарушает  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘
0,иначе

,

(5.1b)
тогда:
•положительные метки назначаются только для категории 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘;
•остальные категории и негативные примеры обрабатываются как отрицательные 

примеры.
Языковая модель подстраивается под конкретные категории, включая только нужные 

инструкции в prompt (входное сообщение).
Последний этап в данной цепочке это - бинарная классификация для разбивки по 

категориям (1-vs-benign), метод аналогичен 1-vs-all, но с исключением ложных позитивов.
Формально:

ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 = �
1, если  текст  нарушает  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘;

0, если  текст  является  безопасным;
игнорируется, если  относится  к  другим  опасным  категориям.

(5.1c)

Итоговое решение о принадлежности сообщения x к категории c* принимается по 
правилу максимальной вероятности среди всех категорий C, при условии, что вероятность 
принадлежности к выбранной категории выше, чем вероятность его безопасности:

𝑐𝑐𝑐𝑐∗ = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑎𝑎𝑎𝑎max
𝑐𝑐𝑐𝑐∈𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐|𝑥𝑥𝑥𝑥), при условии 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐∗|𝑥𝑥𝑥𝑥) > 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇|𝑥𝑥𝑥𝑥), (6.)

 
- целевые категории классификатора, 

Модель классифицирует текст как безопасный или небезопасный и, при наличии угрозы, 
относит его к одной из 13 категорий (Inan et al., 2023):

1. насильственные преступления;
2. ненасильственные преступления;
3. преступления на сексуальной почве;
4. сексуальная эксплуатация детей;
5. диффамация;
6. специализированные консультации;
7. неприкосновенность частной жизни;
8. интеллектуальная собственность;
9. оружие неизбирательного действия;
10. ненависть;
11. самоубийства;
12. материалы сексуального характера;
13. выборы и злоупотребление интерпретатором кода.
Общий скоринг бинарной классификации по всем категориям рассчитывается как:

ŷ𝑖𝑖𝑖𝑖  =  
𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇

𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ {𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, … , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛} �ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖�,

(5.1a)
где ŷ𝑖𝑖𝑖𝑖 - предсказанный итоговый скоринг для примера i, 𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, . . . , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛- целевые категории 

классификатора, ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖 - предсказанная вероятность принадлежности к каждой категории 
𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, . . . , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛.

Если хотя бы одна категория имеет высокий скоринг ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖 , сообщение считается 
небезопасным.

Далее следует многоклассовая бинарная классификация (1-vs-all), в этом методе 
выполняется одна классификационная задача 𝒕𝒕𝒕𝒕𝒌𝒌𝒌𝒌 для каждой категории 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒌𝒌𝒌𝒌:

ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 = �1, если  текст  нарушает  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘
0,иначе

,

(5.1b)
тогда:
•положительные метки назначаются только для категории 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘;
•остальные категории и негативные примеры обрабатываются как отрицательные 

примеры.
Языковая модель подстраивается под конкретные категории, включая только нужные 

инструкции в prompt (входное сообщение).
Последний этап в данной цепочке это - бинарная классификация для разбивки по 

категориям (1-vs-benign), метод аналогичен 1-vs-all, но с исключением ложных позитивов.
Формально:

ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 = �
1, если  текст  нарушает  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘;

0, если  текст  является  безопасным;
игнорируется, если  относится  к  другим  опасным  категориям.

(5.1c)

Итоговое решение о принадлежности сообщения x к категории c* принимается по 
правилу максимальной вероятности среди всех категорий C, при условии, что вероятность 
принадлежности к выбранной категории выше, чем вероятность его безопасности:

𝑐𝑐𝑐𝑐∗ = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑎𝑎𝑎𝑎max
𝑐𝑐𝑐𝑐∈𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐|𝑥𝑥𝑥𝑥), при условии 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐∗|𝑥𝑥𝑥𝑥) > 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇|𝑥𝑥𝑥𝑥), (6.)

 - предсказанная вероятность 
принадлежности к каждой категории 

Модель классифицирует текст как безопасный или небезопасный и, при наличии угрозы, 
относит его к одной из 13 категорий (Inan et al., 2023):

1. насильственные преступления;
2. ненасильственные преступления;
3. преступления на сексуальной почве;
4. сексуальная эксплуатация детей;
5. диффамация;
6. специализированные консультации;
7. неприкосновенность частной жизни;
8. интеллектуальная собственность;
9. оружие неизбирательного действия;
10. ненависть;
11. самоубийства;
12. материалы сексуального характера;
13. выборы и злоупотребление интерпретатором кода.
Общий скоринг бинарной классификации по всем категориям рассчитывается как:

ŷ𝑖𝑖𝑖𝑖  =  
𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇

𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ {𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, … , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛} �ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖�,

(5.1a)
где ŷ𝑖𝑖𝑖𝑖 - предсказанный итоговый скоринг для примера i, 𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, . . . , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛- целевые категории 

классификатора, ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖 - предсказанная вероятность принадлежности к каждой категории 
𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, . . . , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛.

Если хотя бы одна категория имеет высокий скоринг ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖 , сообщение считается 
небезопасным.

Далее следует многоклассовая бинарная классификация (1-vs-all), в этом методе 
выполняется одна классификационная задача 𝒕𝒕𝒕𝒕𝒌𝒌𝒌𝒌 для каждой категории 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒌𝒌𝒌𝒌:

ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 = �1, если  текст  нарушает  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘
0,иначе

,

(5.1b)
тогда:
•положительные метки назначаются только для категории 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘;
•остальные категории и негативные примеры обрабатываются как отрицательные 

примеры.
Языковая модель подстраивается под конкретные категории, включая только нужные 

инструкции в prompt (входное сообщение).
Последний этап в данной цепочке это - бинарная классификация для разбивки по 

категориям (1-vs-benign), метод аналогичен 1-vs-all, но с исключением ложных позитивов.
Формально:

ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 = �
1, если  текст  нарушает  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘;

0, если  текст  является  безопасным;
игнорируется, если  относится  к  другим  опасным  категориям.

(5.1c)

Итоговое решение о принадлежности сообщения x к категории c* принимается по 
правилу максимальной вероятности среди всех категорий C, при условии, что вероятность 
принадлежности к выбранной категории выше, чем вероятность его безопасности:

𝑐𝑐𝑐𝑐∗ = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑎𝑎𝑎𝑎max
𝑐𝑐𝑐𝑐∈𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐|𝑥𝑥𝑥𝑥), при условии 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐∗|𝑥𝑥𝑥𝑥) > 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇|𝑥𝑥𝑥𝑥), (6.)

.
Если хотя бы одна категория имеет высокий скоринг 

Модель классифицирует текст как безопасный или небезопасный и, при наличии угрозы, 
относит его к одной из 13 категорий (Inan et al., 2023):

1. насильственные преступления;
2. ненасильственные преступления;
3. преступления на сексуальной почве;
4. сексуальная эксплуатация детей;
5. диффамация;
6. специализированные консультации;
7. неприкосновенность частной жизни;
8. интеллектуальная собственность;
9. оружие неизбирательного действия;
10. ненависть;
11. самоубийства;
12. материалы сексуального характера;
13. выборы и злоупотребление интерпретатором кода.
Общий скоринг бинарной классификации по всем категориям рассчитывается как:

ŷ𝑖𝑖𝑖𝑖  =  
𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇

𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ {𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, … , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛} �ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖�,

(5.1a)
где ŷ𝑖𝑖𝑖𝑖 - предсказанный итоговый скоринг для примера i, 𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, . . . , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛- целевые категории 

классификатора, ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖 - предсказанная вероятность принадлежности к каждой категории 
𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, . . . , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛.

Если хотя бы одна категория имеет высокий скоринг ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖 , сообщение считается 
небезопасным.

Далее следует многоклассовая бинарная классификация (1-vs-all), в этом методе 
выполняется одна классификационная задача 𝒕𝒕𝒕𝒕𝒌𝒌𝒌𝒌 для каждой категории 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒌𝒌𝒌𝒌:

ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 = �1, если  текст  нарушает  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘
0,иначе

,

(5.1b)
тогда:
•положительные метки назначаются только для категории 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘;
•остальные категории и негативные примеры обрабатываются как отрицательные 

примеры.
Языковая модель подстраивается под конкретные категории, включая только нужные 

инструкции в prompt (входное сообщение).
Последний этап в данной цепочке это - бинарная классификация для разбивки по 

категориям (1-vs-benign), метод аналогичен 1-vs-all, но с исключением ложных позитивов.
Формально:

ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 = �
1, если  текст  нарушает  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘;

0, если  текст  является  безопасным;
игнорируется, если  относится  к  другим  опасным  категориям.

(5.1c)

Итоговое решение о принадлежности сообщения x к категории c* принимается по 
правилу максимальной вероятности среди всех категорий C, при условии, что вероятность 
принадлежности к выбранной категории выше, чем вероятность его безопасности:

𝑐𝑐𝑐𝑐∗ = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑎𝑎𝑎𝑎max
𝑐𝑐𝑐𝑐∈𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐|𝑥𝑥𝑥𝑥), при условии 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐∗|𝑥𝑥𝑥𝑥) > 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇|𝑥𝑥𝑥𝑥), (6.)

, сообщение 
считается небезопасным.

Далее следует многоклассовая бинарная классификация (1-vs-all), в этом 
методе выполняется одна классификационная задача  tk для каждой категории 
ck:

Модель классифицирует текст как безопасный или небезопасный и, при наличии угрозы, 
относит его к одной из 13 категорий (Inan et al., 2023):

1. насильственные преступления;
2. ненасильственные преступления;
3. преступления на сексуальной почве;
4. сексуальная эксплуатация детей;
5. диффамация;
6. специализированные консультации;
7. неприкосновенность частной жизни;
8. интеллектуальная собственность;
9. оружие неизбирательного действия;
10. ненависть;
11. самоубийства;
12. материалы сексуального характера;
13. выборы и злоупотребление интерпретатором кода.
Общий скоринг бинарной классификации по всем категориям рассчитывается как:

ŷ𝑖𝑖𝑖𝑖  =  
𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇

𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ {𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, … , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛} �ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖�,

(5.1a)
где ŷ𝑖𝑖𝑖𝑖 - предсказанный итоговый скоринг для примера i, 𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, . . . , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛- целевые категории 

классификатора, ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖 - предсказанная вероятность принадлежности к каждой категории 
𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, . . . , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛.

Если хотя бы одна категория имеет высокий скоринг ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖 , сообщение считается 
небезопасным.

Далее следует многоклассовая бинарная классификация (1-vs-all), в этом методе 
выполняется одна классификационная задача 𝒕𝒕𝒕𝒕𝒌𝒌𝒌𝒌 для каждой категории 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒌𝒌𝒌𝒌:

ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 = �1, если  текст  нарушает  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘
0,иначе

,

(5.1b)
тогда:
•положительные метки назначаются только для категории 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘;
•остальные категории и негативные примеры обрабатываются как отрицательные 

примеры.
Языковая модель подстраивается под конкретные категории, включая только нужные 

инструкции в prompt (входное сообщение).
Последний этап в данной цепочке это - бинарная классификация для разбивки по 

категориям (1-vs-benign), метод аналогичен 1-vs-all, но с исключением ложных позитивов.
Формально:

ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 = �
1, если  текст  нарушает  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘;

0, если  текст  является  безопасным;
игнорируется, если  относится  к  другим  опасным  категориям.

(5.1c)

Итоговое решение о принадлежности сообщения x к категории c* принимается по 
правилу максимальной вероятности среди всех категорий C, при условии, что вероятность 
принадлежности к выбранной категории выше, чем вероятность его безопасности:

𝑐𝑐𝑐𝑐∗ = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑎𝑎𝑎𝑎max
𝑐𝑐𝑐𝑐∈𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐|𝑥𝑥𝑥𝑥), при условии 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐∗|𝑥𝑥𝑥𝑥) > 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇|𝑥𝑥𝑥𝑥), (6.)

,				        (5.1b)

тогда:
•	положительные метки назначаются только для категории ;
•	остальные категории и негативные примеры обрабатываются как 

отрицательные примеры.
Языковая модель подстраивается под конкретные категории, включая 

только нужные инструкции в prompt (входное сообщение). 
Последний этап в данной цепочке это - бинарная классификация для 

разбивки по категориям (1-vs-benign), метод аналогичен 1-vs-all, но с 
исключением ложных позитивов. 

Формально: 

Модель классифицирует текст как безопасный или небезопасный и, при наличии угрозы, 
относит его к одной из 13 категорий (Inan et al., 2023):

1. насильственные преступления;
2. ненасильственные преступления;
3. преступления на сексуальной почве;
4. сексуальная эксплуатация детей;
5. диффамация;
6. специализированные консультации;
7. неприкосновенность частной жизни;
8. интеллектуальная собственность;
9. оружие неизбирательного действия;
10. ненависть;
11. самоубийства;
12. материалы сексуального характера;
13. выборы и злоупотребление интерпретатором кода.
Общий скоринг бинарной классификации по всем категориям рассчитывается как:

ŷ𝑖𝑖𝑖𝑖  =  
𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇

𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ {𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, … , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛} �ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖�,

(5.1a)
где ŷ𝑖𝑖𝑖𝑖 - предсказанный итоговый скоринг для примера i, 𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, . . . , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛- целевые категории 

классификатора, ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖 - предсказанная вероятность принадлежности к каждой категории 
𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, . . . , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛.

Если хотя бы одна категория имеет высокий скоринг ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖 , сообщение считается 
небезопасным.

Далее следует многоклассовая бинарная классификация (1-vs-all), в этом методе 
выполняется одна классификационная задача 𝒕𝒕𝒕𝒕𝒌𝒌𝒌𝒌 для каждой категории 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒌𝒌𝒌𝒌:

ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 = �1, если  текст  нарушает  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘
0,иначе

,

(5.1b)
тогда:
•положительные метки назначаются только для категории 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘;
•остальные категории и негативные примеры обрабатываются как отрицательные 

примеры.
Языковая модель подстраивается под конкретные категории, включая только нужные 

инструкции в prompt (входное сообщение).
Последний этап в данной цепочке это - бинарная классификация для разбивки по 

категориям (1-vs-benign), метод аналогичен 1-vs-all, но с исключением ложных позитивов.
Формально:

ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 = �
1, если  текст  нарушает  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘;

0, если  текст  является  безопасным;
игнорируется, если  относится  к  другим  опасным  категориям.

(5.1c)

Итоговое решение о принадлежности сообщения x к категории c* принимается по 
правилу максимальной вероятности среди всех категорий C, при условии, что вероятность 
принадлежности к выбранной категории выше, чем вероятность его безопасности:

𝑐𝑐𝑐𝑐∗ = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑎𝑎𝑎𝑎max
𝑐𝑐𝑐𝑐∈𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐|𝑥𝑥𝑥𝑥), при условии 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐∗|𝑥𝑥𝑥𝑥) > 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇|𝑥𝑥𝑥𝑥), (6.)

 (5.1c)

Итоговое решение о принадлежности сообщения x к категории c* 
принимается по правилу максимальной вероятности среди всех категорий C, 
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при условии, что вероятность принадлежности к выбранной категории выше, 
чем вероятность его безопасности:

Модель классифицирует текст как безопасный или небезопасный и, при наличии угрозы, 
относит его к одной из 13 категорий (Inan et al., 2023):

1. насильственные преступления;
2. ненасильственные преступления;
3. преступления на сексуальной почве;
4. сексуальная эксплуатация детей;
5. диффамация;
6. специализированные консультации;
7. неприкосновенность частной жизни;
8. интеллектуальная собственность;
9. оружие неизбирательного действия;
10. ненависть;
11. самоубийства;
12. материалы сексуального характера;
13. выборы и злоупотребление интерпретатором кода.
Общий скоринг бинарной классификации по всем категориям рассчитывается как:

ŷ𝑖𝑖𝑖𝑖  =  
𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇

𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ {𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, … , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛} �ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖�,

(5.1a)
где ŷ𝑖𝑖𝑖𝑖 - предсказанный итоговый скоринг для примера i, 𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, . . . , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛- целевые категории 

классификатора, ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖 - предсказанная вероятность принадлежности к каждой категории 
𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝑐𝑐𝑐𝑐2, . . . , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛.

Если хотя бы одна категория имеет высокий скоринг ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐,𝑖𝑖𝑖𝑖 , сообщение считается 
небезопасным.

Далее следует многоклассовая бинарная классификация (1-vs-all), в этом методе 
выполняется одна классификационная задача 𝒕𝒕𝒕𝒕𝒌𝒌𝒌𝒌 для каждой категории 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒌𝒌𝒌𝒌:

ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 = �1, если  текст  нарушает  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘
0,иначе

,

(5.1b)
тогда:
•положительные метки назначаются только для категории 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘;
•остальные категории и негативные примеры обрабатываются как отрицательные 

примеры.
Языковая модель подстраивается под конкретные категории, включая только нужные 

инструкции в prompt (входное сообщение).
Последний этап в данной цепочке это - бинарная классификация для разбивки по 

категориям (1-vs-benign), метод аналогичен 1-vs-all, но с исключением ложных позитивов.
Формально:

ŷ𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 = �
1, если  текст  нарушает  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘;

0, если  текст  является  безопасным;
игнорируется, если  относится  к  другим  опасным  категориям.

(5.1c)

Итоговое решение о принадлежности сообщения x к категории c* принимается по 
правилу максимальной вероятности среди всех категорий C, при условии, что вероятность 
принадлежности к выбранной категории выше, чем вероятность его безопасности:

𝑐𝑐𝑐𝑐∗ = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑎𝑎𝑎𝑎max
𝑐𝑐𝑐𝑐∈𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐|𝑥𝑥𝑥𝑥), при условии 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐∗|𝑥𝑥𝑥𝑥) > 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇|𝑥𝑥𝑥𝑥), (6.), 	         (6.)

Для повышения масштабируемости и снижения вычислительных затрат 
в условиях анализа больших массивов сообщений, система реализует 
специальный алгоритм пакетного поиска и фильтрации по категориям 
опасности. Он позволяет автоматически извлекать потенциально релевантные 
сообщения, относящиеся к конкретной угрозе, и обрабатывать их партиями. 

Алгоритм состоит из следующих этапов:
1. Указание целевой категории — аналитик выбирает интересующую 

угрозу (например, насилие, пропаганда, шантаж).
2. Семантический отбор кандидатов — формируется векторный запрос qc 

и с помощью Qdrant извлекается множество релевантных сообщений Mc.
3. Параллельная классификация — сообщения из Mc одновременно 

подаются на вход модели Llama-Guard-3-1B.
4. Фильтрация на основе вероятностного критерия — в 

результат включаются только те сообщения mi, для которых:  

Для повышения масштабируемости и снижения вычислительных затрат в условиях 
анализа больших массивов сообщений, система реализует специальный алгоритм пакетного 
поиска и фильтрации по категориям опасности. Он позволяет автоматически извлекать 
потенциально релевантные сообщения, относящиеся к конкретной угрозе, и обрабатывать их 
партиями.

Алгоритм состоит из следующих этапов:
1. Указание целевой категории — аналитик выбирает интересующую угрозу 

(например, насилие, пропаганда, шантаж).
2. Семантический отбор кандидатов — формируется векторный запрос qc и с 

помощью Qdrant извлекается множество релевантных сообщений Mc.
3. Параллельная классификация — сообщения из Mc одновременно подаются на 

вход модели Llama-Guard-3-1B.
4. Фильтрация на основе вероятностного критерия — в результат включаются 

только те сообщения mi, для которых: 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐|𝑇𝑇𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖) > 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇|𝑇𝑇𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖) и с 𝑐𝑐𝑐𝑐∗ = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑎𝑎𝑎𝑎max
𝑐𝑐𝑐𝑐′

𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐′|𝑇𝑇𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖) (7.)
5. Представление результата — отобранные сообщения, их метаданные и 

статистика возвращаются через интерфейс.

Такой подход позволяет значительно ускорить анализ, отфильтровывать нерелевантные 
сообщения на ранних этапах и эффективно выявлять содержательные угрозы, снижая нагрузку 
на вычислительные ресурсы и устраняя необходимость последовательной проверки всех 
данных.

Далее мы рассмотрим процесс подсчета статистических данных для дальнейшего 
анализа и визуализации. Повторяющимся форматом для суммирования категориальных 
распределений является словарь с подсчетом индексов:

𝑇𝑇𝑇𝑇𝑠𝑠𝑠𝑠𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑋𝑋𝑋𝑋) = {{𝑖𝑖𝑖𝑖𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 ∶ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 ∶ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖} ∀ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈  {1, 2, . . . ,𝑀𝑀𝑀𝑀 }}
(8.)

Концептуально уравнение 7 применяется к таким полям, как статус сообщения или 
местоположение отправителя. Это позволяет проводить анализ по принципу top-k (например, 
определять пять наиболее часто получаемых сообщений) и осуществлять прямой рендеринг в 
библиотеках визуализации. Основная статистика включает:

•общий объем сообщений (𝑙𝑙𝑙𝑙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑓𝑓𝑓𝑓));
•средняя длина сообщения (Ĺ =  1

𝑁𝑁𝑁𝑁
∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 );

•ежедневные подсчеты количества, сохраняемые в виде пар "метка времени -
количество";

•распределение сообщений по статусу, позволяющие различать отправленные,
•прочитанные и другие состояния;
•распределения по названию приложения или группы, показывающие частоту 

появления сообщений с различных источников.
Эти показатели в совокупности помогают сформировать общее представление о 

поведении пользователей и коммуникационных структурах в наборе данных.

Результаты и обсуждение
Для оценки эффективности разработанной системы были проведены замеры 

производительности на ключевых этапах её функционирования: кодирование сообщений 
(векторизация), выполнение поисковых операций, выявление потенциально опасного 
контента и визуализация данных. Особое внимание уделялось обработке многоязычных 
данных, поскольку эта способность критически важна в международных криминалистических 
расследованиях.

(7.) 
5. Представление результата — отобранные сообщения, их метаданные и 

статистика возвращаются через интерфейс.
Такой подход позволяет значительно ускорить анализ, отфильтровывать 

нерелевантные сообщения на ранних этапах и эффективно выявлять 
содержательные угрозы, снижая нагрузку на вычислительные ресурсы и 
устраняя необходимость последовательной проверки всех данных.

Далее мы рассмотрим процесс подсчета статистических данных для 
дальнейшего анализа и визуализации. Повторяющимся форматом для 
суммирования категориальных распределений является словарь с подсчетом 
индексов:

Для повышения масштабируемости и снижения вычислительных затрат в условиях 
анализа больших массивов сообщений, система реализует специальный алгоритм пакетного 
поиска и фильтрации по категориям опасности. Он позволяет автоматически извлекать 
потенциально релевантные сообщения, относящиеся к конкретной угрозе, и обрабатывать их 
партиями.

Алгоритм состоит из следующих этапов:
1. Указание целевой категории — аналитик выбирает интересующую угрозу 

(например, насилие, пропаганда, шантаж).
2. Семантический отбор кандидатов — формируется векторный запрос qc и с 

помощью Qdrant извлекается множество релевантных сообщений Mc.
3. Параллельная классификация — сообщения из Mc одновременно подаются на 

вход модели Llama-Guard-3-1B.
4. Фильтрация на основе вероятностного критерия — в результат включаются 

только те сообщения mi, для которых: 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐|𝑇𝑇𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖) > 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇|𝑇𝑇𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖) и с 𝑐𝑐𝑐𝑐∗ = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑎𝑎𝑎𝑎max
𝑐𝑐𝑐𝑐′

𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐′|𝑇𝑇𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖) (7.)
5. Представление результата — отобранные сообщения, их метаданные и 

статистика возвращаются через интерфейс.

Такой подход позволяет значительно ускорить анализ, отфильтровывать нерелевантные 
сообщения на ранних этапах и эффективно выявлять содержательные угрозы, снижая нагрузку 
на вычислительные ресурсы и устраняя необходимость последовательной проверки всех 
данных.

Далее мы рассмотрим процесс подсчета статистических данных для дальнейшего 
анализа и визуализации. Повторяющимся форматом для суммирования категориальных 
распределений является словарь с подсчетом индексов:

𝑇𝑇𝑇𝑇𝑠𝑠𝑠𝑠𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑋𝑋𝑋𝑋) = {{𝑖𝑖𝑖𝑖𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 ∶ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 ∶ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖} ∀ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈  {1, 2, . . . ,𝑀𝑀𝑀𝑀 }}
(8.)

Концептуально уравнение 7 применяется к таким полям, как статус сообщения или 
местоположение отправителя. Это позволяет проводить анализ по принципу top-k (например, 
определять пять наиболее часто получаемых сообщений) и осуществлять прямой рендеринг в 
библиотеках визуализации. Основная статистика включает:

•общий объем сообщений (𝑙𝑙𝑙𝑙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑓𝑓𝑓𝑓));
•средняя длина сообщения (Ĺ =  1

𝑁𝑁𝑁𝑁
∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 );

•ежедневные подсчеты количества, сохраняемые в виде пар "метка времени -
количество";

•распределение сообщений по статусу, позволяющие различать отправленные,
•прочитанные и другие состояния;
•распределения по названию приложения или группы, показывающие частоту 

появления сообщений с различных источников.
Эти показатели в совокупности помогают сформировать общее представление о 

поведении пользователей и коммуникационных структурах в наборе данных.

Результаты и обсуждение
Для оценки эффективности разработанной системы были проведены замеры 

производительности на ключевых этапах её функционирования: кодирование сообщений 
(векторизация), выполнение поисковых операций, выявление потенциально опасного 
контента и визуализация данных. Особое внимание уделялось обработке многоязычных 
данных, поскольку эта способность критически важна в международных криминалистических 
расследованиях.

 	         (8.)

Концептуально уравнение 7 применяется к таким полям, как статус 
сообщения или местоположение отправителя. Это позволяет проводить анализ 
по принципу top-k (например, определять пять наиболее часто получаемых 
сообщений) и осуществлять прямой рендеринг в библиотеках визуализации. 
Основная статистика включает:

•	 общий объем сообщений 

Для повышения масштабируемости и снижения вычислительных затрат в условиях 
анализа больших массивов сообщений, система реализует специальный алгоритм пакетного 
поиска и фильтрации по категориям опасности. Он позволяет автоматически извлекать 
потенциально релевантные сообщения, относящиеся к конкретной угрозе, и обрабатывать их 
партиями.

Алгоритм состоит из следующих этапов:
1. Указание целевой категории — аналитик выбирает интересующую угрозу 

(например, насилие, пропаганда, шантаж).
2. Семантический отбор кандидатов — формируется векторный запрос qc и с 

помощью Qdrant извлекается множество релевантных сообщений Mc.
3. Параллельная классификация — сообщения из Mc одновременно подаются на 

вход модели Llama-Guard-3-1B.
4. Фильтрация на основе вероятностного критерия — в результат включаются 

только те сообщения mi, для которых: 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐|𝑇𝑇𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖) > 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇|𝑇𝑇𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖) и с 𝑐𝑐𝑐𝑐∗ = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑎𝑎𝑎𝑎max
𝑐𝑐𝑐𝑐′

𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐′|𝑇𝑇𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖) (7.)
5. Представление результата — отобранные сообщения, их метаданные и 

статистика возвращаются через интерфейс.

Такой подход позволяет значительно ускорить анализ, отфильтровывать нерелевантные 
сообщения на ранних этапах и эффективно выявлять содержательные угрозы, снижая нагрузку 
на вычислительные ресурсы и устраняя необходимость последовательной проверки всех 
данных.

Далее мы рассмотрим процесс подсчета статистических данных для дальнейшего 
анализа и визуализации. Повторяющимся форматом для суммирования категориальных 
распределений является словарь с подсчетом индексов:

𝑇𝑇𝑇𝑇𝑠𝑠𝑠𝑠𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑋𝑋𝑋𝑋) = {{𝑖𝑖𝑖𝑖𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 ∶ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 ∶ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖} ∀ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈  {1, 2, . . . ,𝑀𝑀𝑀𝑀 }}
(8.)

Концептуально уравнение 7 применяется к таким полям, как статус сообщения или 
местоположение отправителя. Это позволяет проводить анализ по принципу top-k (например, 
определять пять наиболее часто получаемых сообщений) и осуществлять прямой рендеринг в 
библиотеках визуализации. Основная статистика включает:

•общий объем сообщений (𝑙𝑙𝑙𝑙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑓𝑓𝑓𝑓));
•средняя длина сообщения (Ĺ =  1

𝑁𝑁𝑁𝑁
∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 );

•ежедневные подсчеты количества, сохраняемые в виде пар "метка времени -
количество";

•распределение сообщений по статусу, позволяющие различать отправленные,
•прочитанные и другие состояния;
•распределения по названию приложения или группы, показывающие частоту 

появления сообщений с различных источников.
Эти показатели в совокупности помогают сформировать общее представление о 

поведении пользователей и коммуникационных структурах в наборе данных.

Результаты и обсуждение
Для оценки эффективности разработанной системы были проведены замеры 

производительности на ключевых этапах её функционирования: кодирование сообщений 
(векторизация), выполнение поисковых операций, выявление потенциально опасного 
контента и визуализация данных. Особое внимание уделялось обработке многоязычных 
данных, поскольку эта способность критически важна в международных криминалистических 
расследованиях.

;
•	 средняя длина сообщения 

Для повышения масштабируемости и снижения вычислительных затрат в условиях 
анализа больших массивов сообщений, система реализует специальный алгоритм пакетного 
поиска и фильтрации по категориям опасности. Он позволяет автоматически извлекать 
потенциально релевантные сообщения, относящиеся к конкретной угрозе, и обрабатывать их 
партиями.

Алгоритм состоит из следующих этапов:
1. Указание целевой категории — аналитик выбирает интересующую угрозу 

(например, насилие, пропаганда, шантаж).
2. Семантический отбор кандидатов — формируется векторный запрос qc и с 

помощью Qdrant извлекается множество релевантных сообщений Mc.
3. Параллельная классификация — сообщения из Mc одновременно подаются на 

вход модели Llama-Guard-3-1B.
4. Фильтрация на основе вероятностного критерия — в результат включаются 

только те сообщения mi, для которых: 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐|𝑇𝑇𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖) > 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇|𝑇𝑇𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖) и с 𝑐𝑐𝑐𝑐∗ = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑎𝑎𝑎𝑎max
𝑐𝑐𝑐𝑐′

𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑐𝑐𝑐𝑐′|𝑇𝑇𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖) (7.)
5. Представление результата — отобранные сообщения, их метаданные и 

статистика возвращаются через интерфейс.

Такой подход позволяет значительно ускорить анализ, отфильтровывать нерелевантные 
сообщения на ранних этапах и эффективно выявлять содержательные угрозы, снижая нагрузку 
на вычислительные ресурсы и устраняя необходимость последовательной проверки всех 
данных.

Далее мы рассмотрим процесс подсчета статистических данных для дальнейшего 
анализа и визуализации. Повторяющимся форматом для суммирования категориальных 
распределений является словарь с подсчетом индексов:

𝑇𝑇𝑇𝑇𝑠𝑠𝑠𝑠𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑋𝑋𝑋𝑋) = {{𝑖𝑖𝑖𝑖𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 ∶ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 ∶ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖} ∀ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈  {1, 2, . . . ,𝑀𝑀𝑀𝑀 }}
(8.)

Концептуально уравнение 7 применяется к таким полям, как статус сообщения или 
местоположение отправителя. Это позволяет проводить анализ по принципу top-k (например, 
определять пять наиболее часто получаемых сообщений) и осуществлять прямой рендеринг в 
библиотеках визуализации. Основная статистика включает:

•общий объем сообщений (𝑙𝑙𝑙𝑙𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑓𝑓𝑓𝑓));
•средняя длина сообщения (Ĺ =  1

𝑁𝑁𝑁𝑁
∑ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 );

•ежедневные подсчеты количества, сохраняемые в виде пар "метка времени -
количество";

•распределение сообщений по статусу, позволяющие различать отправленные,
•прочитанные и другие состояния;
•распределения по названию приложения или группы, показывающие частоту 

появления сообщений с различных источников.
Эти показатели в совокупности помогают сформировать общее представление о 

поведении пользователей и коммуникационных структурах в наборе данных.

Результаты и обсуждение
Для оценки эффективности разработанной системы были проведены замеры 

производительности на ключевых этапах её функционирования: кодирование сообщений 
(векторизация), выполнение поисковых операций, выявление потенциально опасного 
контента и визуализация данных. Особое внимание уделялось обработке многоязычных 
данных, поскольку эта способность критически важна в международных криминалистических 
расследованиях.

;
•	 ежедневные подсчеты количества, сохраняемые в виде пар «метка 

времени - количество»;
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•	распределение сообщений по статусу, позволяющие различать 
отправленные,

•	прочитанные и другие состояния;
•	распределения по названию приложения или группы, показывающие 

частоту появления сообщений с различных источников.
Эти показатели в совокупности помогают сформировать общее 

представление о поведении пользователей и коммуникационных структурах 
в наборе данных.

Результаты и обсуждение
Для оценки эффективности разработанной системы были проведены 

замеры производительности на ключевых этапах её функционирования: 
кодирование сообщений (векторизация), выполнение поисковых операций, 
выявление потенциально опасного контента и визуализация данных. 
Особое внимание уделялось обработке многоязычных данных, поскольку 
эта способность критически важна в международных криминалистических 
расследованиях.

Эффективность векторизации и пропускная способность была замерена 
множество раз на всем наборе данных:

Рис. 2. Производительность процесса индексации.

Производительность тестировалась на наборе из 7448 сообщений, 
обрабатываемых на платформе Apple MacBook Pro с процессором M3 Pro, 
18 ГБ оперативной памяти и SSD-накопителем на 995 ГБ. Среднее время 
построения векторного индекса составляло порядка 3 секунд, что делает 
систему подходящей для ситуаций с поступлением данных в режиме, близком 
к реальному времени.
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Задержки при выполнении запросов напрямую зависят от наличия 
необходимости перевода. Для сообщений, требующих предварительного 
перевода, среднее время отклика составляет около 5.23 секунды (см. 
рисунок 3), тогда как запросы, не предполагающие языковую адаптацию, 
обрабатываются в среднем за 0.45 секунды (рисунок 4). Несмотря на 
дополнительные накладные расходы при машинном переводе, система 
устойчиво демонстрирует мультилингвальную совместимость.

Рис. 3. Средняя продолжительность запросов для переведенных запросов.

Рис. 4. Средняя продолжительность запросов для не переведенных запросов.

Для проверки скорости ответов была выполнена серия поисковых запросов 
без применения фильтров.

Механизм поиска основан на LoRA-адаптированной модели jina-
embeddings-v3 с поддержкой text-matching, что позволяет надёжно находить 
сообщения со схожей семантикой, даже при существенных синтаксических 
отличиях.
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Рис. 5.1

   
Рис. 5.2

 Рис. 5.3

Рис. 5.4
Рис. 5. Пример точности семантического поиска.

Для анализа модуля определения опасности был проведён тест API /api/
guard, в рамках которого на синтетическом подмножестве данных измерялась 
точность и стабильность модели Llama-Guard-3-1B. Согласно результатам 
(см. рисунок 6), совокупная точность классификации составила 75.19%, где:

•	70% веса приходилось на корректную бинарную классификацию (safe/
unsafe);

•	30% — на точное определение одной из 13 категорий нарушений (S1–
S13).
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Рис. 6.1

Рис. 6.2
Рис. 6. Пример точности и скорости работы классификации, а также определения 

категории текста

Среднее время отклика составило 0.7341 секунды, однако в зависимости 
от сложности текста наблюдались отклонения в диапазоне от 0.5816 до 1.6804 
секунд. Причинами таких флуктуаций могут быть как длина и сложность 
входных сообщений, так и дисбаланс по категориям в обучающем наборе. 

Наиболее часто наблюдаемые ошибки включают:
•	 Ошибки  категоризации: например, случаи, когда сообщение о 

самоубийстве было отнесено к насильственным преступлениям, или нару-
шение интеллектуальных прав классифицировалось как акт физического 
насилия.

•	 Ложно-негативные срабатывания: сообщения с признаками угрозы, 
диффамации или вмешательства в частную жизнь ошибочно определялись 
как безопасные (safe, Unknown).

Подобные ошибки могут существенно повлиять на точность автомати-
ческого анализа, особенно в сценариях, где важна юридическая квалификация 
инцидентов.

Ключевым компонентом платформы является возможность построения 
интерактивных визуализаций, позволяющих пользователю быстро выявлять 
поведенческие и структурные паттерны. Например, на рисунке 7.1 приведено 
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распределение сообщений между личными и групповыми чатами, что служит 
отправной точкой для изучения различий в структуре коммуникации между 
приватными и коллективными каналами взаимодействия.

   

Рис. 7.1. Рис. 7.2.

Рис.7. Графики распределения текстовых сообщений по типу и приложениям

Рисунок 7.2 демонстрирует распределение сообщений по приложениям. 
Эта диаграмма помогает специалисту определить, на какой платформе 
наблюдается наибольшая активность, и, соответственно, где следует 
сосредоточить усилия при анализе коммуникации.

В круговой диаграмме на рисунке 8.1. указаны лица, которым чаще всего 
отправляются сообщения. Количественно оценивая трафик от пользователя 
к пользователю, следователи могут точно определить “узлы” связи или 
приоритетные цели в ходе текущего расследования.

Рис. 8.1. Рис. 8.2

Рис.8. Диаграммы популярности получателей и локаций отправления

Рисунок 8.2 отражает наиболее частое местоположение отправителей. 
Геопространственное распределение подтверждает, что система способна 
корректно обрабатывать и визуализировать координатные данные, что 
особенно важно в делах с международной или межрегиональной юрисдикцией.

На рисунке 9.1 отображается временная динамика активности: колебания 
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частоты сообщений по дням. Такие данные позволяют выявить повторяющиеся 
пики и спады, часто совпадающие с конкретными событиями или фазами 
взаимодействия между участниками. Это даёт возможность более точно 
установить периоды, заслуживающие пристального анализа.

Рис. 9.1. Рис. 9.2.

Рис.9. Графики распределения текстовых сообщений по дате и статусу

Рисунок 9.2 визуализирует распределение сообщений по их статусу — 
отправленные, доставленные, прочитанные, с ошибками и т.п. Этот график 
служит индикатором прохождения сообщений по цепочке коммуникации и 
может использоваться для выявления аномалий, например, массовых сбоев 
или попыток сокрытия фактов переписки.

На прилагаемых ниже изображениях интерфейса продемонстрированы 
ключевые элементы пользовательской среды. Как видно, система обладает 
интуитивно понятным дизайном, предоставляя криминалисту полный 
контроль над анализом переписки: от выполнения API-запросов до генерации 
графиков и статистических отчётов.

Функциональность включает:
•	 визуальную аналитику по ключевым метаданным;
•	 быстрый индексный поиск и многоязычную обработку;
•	 классификацию сообщений с категоризацией угроз.
Комбинация векторных методов семантического поиска, масштабируемых 

NLP-моделей и визуальной аналитики делает представленную платформу 
гибким инструментом для проведения цифровой судебной экспертизы в 
разнообразных криминалистических сценариях.
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Рис. 10. Пример семантического поиска по запросу: «Сегодня я работаю до поздна», вместе с  
полученным JSON результатом.

Рис. 11. Пример генерации аналитических данных.

Рис. 12. Пример классификации текстового контента.
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Заключение
В данной работе была представлена модульная система для семантического 

анализа и классификации сообщений в цифровой криминалистике, 
ориентированная на обработку многоязычных текстов и обнаружение 
потенциально опасного контента. Система сочетает в себе методы глубокой 
векторизации текста, гибридную архитектуру классификации и визуальную 
аналитику, реализованную через интеграцию FastAPI, Qdrant, Llama-Guard-3-
1B и React-интерфейса.

В отличие от традиционных криминалистических решений, основное 
внимание в данной платформе уделяется не просто извлечению данных, 
а их семантической интерпретации и категоризации. Проведённые тесты 
показали, что система эффективно справляется с кодированием сообщений 
(до ~3 сек при 7448 сообщениях), а также обеспечивает корректную обработку 
многоязычных запросов с динамической маршрутизацией на модель перевода. 
При этом среднее время отклика в сценариях с переводом составило ~5.23 
сек, а без — ~0.45 сек.

Классификационный модуль Llama-Guard-3-1B достиг точности 75.19%, 
при этом продемонстрировал устойчивую производительность при пакетной 
обработке сообщений. Оценка ошибок показала, что ложные классификации 
чаще возникают в граничных случаях между схожими категориями, особенно 
при недостаточной представленности классов в обучающем корпусе. Эти 
проблемы указывают на перспективность дообучения модели на расширенных 
судебных датасетах.

Платформа успешно визуализирует структурные и поведенческие 
характеристики коммуникации: по приложениям, получателям, геолокациям, 
динамике сообщений и статусам. Это обеспечивает возможность быстрого 
выявления узлов социальной сети, временных аномалий, а также критических 
географических и категориальных паттернов.

Таким образом, предложенная система демонстрирует применимость 
в практических условиях — от предварительного анализа переписок до 
детальной категоризации угроз и визуального сопровождения судебной 
экспертизы. Её архитектура гибка, масштабируема и легко адаптируема к 
различным типам задач в цифровой криминалистике.

В будущих итерациях планируется расширение обучающих данных, 
улучшение метрик через hard negative mining, добавление аудио- и 
видеоаналитики, а также интеграция с платформами OSINT/Threat Intelligence.

Этическое одобрение
Данное исследование не затрагивает участие людей или животных.
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Abstract. The tower creates oscillations of the sleeve, during which the 
movement of the opposite edges can go in different directions, and the resulting 
compressive stresses alternate with tensile stresses. The constant alternation 
of one stress with another can cause fatigue of the material. The study of wave 
and vibration processes in the tower, taking into account its interaction with the 
surrounding layers, is of great importance in determining the strength of the 
structure.  Results. As a result of these studies, the consideration of stationary, 
non-stationary, oscillatory and wave processes, mechanics of deformable solids, 
hydrodynamics, and geophysical sciences leads to good achievements. Scientific 
novelty. As a result of the research work carried out: - new stages of unsteady 
oscillations are theoretically investigated; - mathematical methods for studying 
various classes of spatial calculations are discussed.; - a model of the conditions of 
inclined oscillations in a drill string using the MAPLE system has been developed. 
Practical value. The results obtained lead to significant achievements in the field 
of mechanics of deformable solids, hydrodynamics and geophysics in the study 
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of stationary, non-stationary, oscillatory and wave processes. The topics discussed 
in the paper include modeling inclined vibrations of a drill string in the MAPLE 
system and theoretical study of new stages in the field of unstable vibrations, as 
well as the development of a new model of inclined vibrations of a drill string.

Keywords: model, drilling, wave theory, friction limits, numerical solutions, 
drilling column, wolfram mathematics
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Aннотация. Мақалада бұрғылау мұнарасы иын тербелістерді жасайды, бұл 
кезде қарсы орналасқан шеттерінің қозғалысы әр түрлі бағытта жүруі мүмкін, 
ал пайда болған сығылу кернеуі  созылумен ауысады. Бір кернеуді басқалармен 
үнемі ауыстыру материалдың қажуының пайда болуын тудыруы мүмкін. Сол 
уақытта ұңғыма қабырғасы мен  сазды ертіндінің жоғары тұтқырлығымен 
бұрғылау құбырының үйкелісі діріл  бәсеңдеуіне себепші болады. Сондықтан 
оның қоршаған қатпарлармен әрекеттесуі есебімен мұнарадағы толқынды 
және тербелмелі үдерістерді зерттеу, құрылымның беріктігін қамтамасыз 
етуде өте маңызды. Жұмыста, динамикалық жүктемедегі мұнаралардың 
динамикалық қимылының заңдылығының табылуы – ұстап қалуды жою 
бойынша жұмыстар мен бұрғылау жұмыстарының сәтті жүргізілуіне қажетті 
жағдай жасау қарастырылған. Нәтижелері. Стационарлы, стационарлы емес, 
тербелмелі және толқынды процестердің қарастырылуы, деформацияланатын 
қатты дененің механикасы, гидродинамика, геофизика ғылымдарының 
бөлімдерінде  жақсы жетістіктерге алып келеді. Ғылыми жаңалығы. 
Жүргізілген ғылыми зерттеу жұмыстарының нәтижесінде: -  стационарлық 
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емес тербелістердің жаңа кезеңдері  теориялық зерттелді; - кеңістіктік 
есептеулердің әртүрлі кластарын зерттеу үшін математикалық әдістері 
талқыланды; - MAPLE жүйесін қолдана отырып, бұрғылау бағанындағы көлбеу 
тербеліс жағдайларының  моделі әзірленді. Практикалық құндылық. Алынған 
нәтижелер стационарлық, стационарлық емес, тербелмелі және толқындық 
процестерді зерттей отырып, деформацияланатын қатты заттар механикасы, 
гидродинамика және геофизика саласында айтарлықтай жетістіктерге әкеледі. 
Жұмыста қарастырылған MAPLE жүйесіндегі бұрғылау бағанының көлбеу 
тербелістерін модельдеуді және тұрақсыз тербелістер саласындағы жаңа 
кезеңдерді теориялық зерттеуді, сондай-ақ бұрғылау бағанындағы көлбеу 
тербеліс жағдайлары үшін жаңа модельді әзірлеуді қамтиды. 

Түйін сөздер: модель, бұрғылау, толқындар теориясы, тежегіш шек, 
сандық шешімі, бұрғылау бағанасы, вольфрам математика
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Аннотация. Вышка создает колебания рукова, при которых движение 
противоположных кромок может идти в разные стороны, а возникающие при 
этом сжимающие напряжения чередуются с растягивающими.Постоянное 
чередование одного напряжения с другим может вызвать усталость материала. 
В то же время трение бурильной трубы о высокой вязкости стенки скважины и 
глинистого раствора приводит к снижению вибрации. Поэтому исследование 
волновых и вибрационных процессов в башне с учетом ее взаимодействия с 
окружающими слоями имеет большое значение при определении прочности 
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конструкции.При работе выяснение законности динамического перемещения 
башен под действием динамической нагрузки необходимо для создания 
оптимальных условий для успешного выполнения работ по устранению 
ретенций и бурения. Результаты.В результате данных исследований к хорошим 
достижениям приводит рассмотрение стационарных, нестационарных, 
колебательных и волновых процессов, механики деформируемого твердого 
тела, гидродинамики, геофизических наук. Научная новизна. В результате 
проведенных научно-исследовательских работ: - теоретически исследованы 
новые этапы нестационарных колебаний; - обсуждены математические 
методы для изучения различных классов пространственных вычислений; 
- разработана модель условий наклонных колебаний в бурильной колонне 
с использованием системы MAPLE. Практическая ценность.Полученные 
результаты приводят к значительным достижениям в области механики 
деформируемых твердых тел, гидродинамики и геофизики при изучении 
стационарных, нестационарных,колебательных и волновых процессов. 
Рассмотренные в работе включают моделирование наклонных колебаний 
бурильной колонны в системе MAPLE и теоретическое исследование новых 
этапов в области неустойчивых колебаний, а также разработку новой модели 
условий наклонных колебаний бурильной колонны.

Ключевые слова: модель, бурение, теория волн, пределы трения, 
численные решения, буровая колонна, вольфрам математика

Introduction. The theoretical foundation of spring system dynamics is 
extensively discussed in classical monographs (Khajiyeva, et al, 2015). Analyzing 
the dynamic equation, Euler’s dynamic equation was examined by Academician 
L.S. Leibenzon, who first demonstrated that the positioning of hydraulic motors 
in the casing weakens the fixation of uncontrolled lateral displacement of drilling 
rigs (Bulatov, et al,1985). The stability of drilling rigs and the study of rotational 
drilling dynamics were researched by A.N. Dinnik. The strength calculations and 
stability of drilling rigs were discussed in his works. The theoretical understanding 
of wellbore deflection and the rig’s response was heavily influenced by flat stability 
models. To this day, most calculations for drilling rigs are based on this model. 
This work showed that static analysis only provides satisfactory results in specific 
cases. Wave phenomena and their effect on drilling rig dynamics, as well as the 
operational patterns of drilling pipes, have been addressed in established works.

The interaction between the drilling rig pipes and the wellbore walls, the adhesion 
forces, and the resistance forces in deflected wells have been studied in (Shashenko, 
2017). In (Vasidzu,1987), the dynamic forces involved in the interaction of drilling 
pipes were explored through linear relations. The rigidity of the pipe material 
and the relation to the longitudinal progression coefficient are critical in defining 
areas where pipe sections may lack vibrational motion, causing formation zones. 
The dynamic aspects of drilling rig pipe motion, including internal and external 
friction, have been discussed in works (Simonov, et a ,1977) and (Barskij,1983). 
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The theoretical principles of drilling rig dynamics and its stability, along with 
methods of practical implementation, were explored in the works of I.L. Barsk 
(Barskij, 1985). His observations showed that the moment of rotation’s effect on 
the rig depends not only on the magnitude of the rotation but on the change in the 
system’s equilibrium, specifically when the rig transitions into a flutter motion. The 
energy applied to the rig transforms into oscillatory energy. The interaction with the 
wellbore walls reduces the amplitude of the rig’s motion and leads to processional 
movement. The rig then impacts the wellbore walls, leading to the formation of a 
multi-angled bottom, causing stress and failure.

A critical dynamic task is the study of oscillations in the rig’s core, particularly 
involving coordinative parameters such as centralizers, calibrators, and various 
other elements. The investigation of longitudinal and transverse vibrations in long 
interconnected pipe sections has been studied in works (Yasov,1991). Much of the 
work focuses on drilling apparatus control instruments and modern methods. The 
evaluation of physical processes during well construction and operation highlights 
the difficulties faced in drilling, where practical experience is highly valued. It 
is in these real-world experiences that the final technological decisions are made. 
Techniques to prevent deflection in the wellbore, based on practical drilling data, 
are outlined in (Aleksandrov, 1970).

The study of wave phenomena in drilling rigs is essential in solving issues 
related to mitigating stuck pipe events. This includes determining the optimal 
level of vertical alignment for the rig to avoid non-recoverable pipe displacements. 
Various strategies for mitigating sticking in wells due to the deflection or narrowing 
of the wellbore, as well as the adhesion forces of the rig pipes, have been presented 
inMardanova (Mardanova, 2002). In the zone of contact between the rig pipes and 
the wellbore walls, friction forces are governed by Coulomb’s dry friction law. 
The resistance force in the contact area depends on the friction coefficient and 
the compressive force in the zone. Therefore, the selection of methods to prevent 
sticking involves defining the boundaries of the affected zone, which is often 
not clearly determined. In determining the upper boundary of sticking, methods 
based on axial load and the measured displacement of rig sections under static 
conditions have been suggested. However, methods for determining the lower 
boundary of the affected zone have yet to be developed. The influence of dynamic 
forces in the sticking zone and the breakdown of rock drilling methods have been 
explored in works led by S.S. Grigoryan (Grigoryan, 1993). A telescopic device 
developed under his leadership at the M.M.U. Mechanics Institute allows for the 
generation of shocks on the stuck rig, facilitating the removal of the rig from the 
sticking zone by applying dynamic impulses.The study of dynamic behavior in 
stuck drilling rigs and methods to address sticking have been elaborated in the 
works of Sh.M. Aytaliev (Ajtaliev, et al,1999). Various methods for simulating the 
interaction between the pipes and the wellbore, as well as methods for applying 
mechanical and non-mechanical forces to mitigate sticking, have been reviewed. 
The study of the dynamic behavior of drilling rigs under these conditions, using 
numerical-analytic methods, has been explored in this work.
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Materials and basic methods. 
During the research, it will be necessary to observe the variations of the drilling 

column deviations in the Oxz and Oyz planes at specific time intervals through 
individual visualizations. However, the complete and realistic visualization of 
the movement can only be observed in three-dimensional images. Therefore, the 
following figures present the dynamics of the drilling column’s movement in three-
dimensional space at certain moments in time.

Due to the variety of numerical methods for solving simple differential equations 
and systems of such equations, it is advisable to choose the method that provides 
relatively low error and minimizes computational costs to obtain the solution of the 
model describing the nonlinear motion of the drilling column.

To analyze the numerical methods and choose the most effective one, the 
following methods are considered:

1.	 The fourth-order explicit Runge-Kutta method;
2.	 Two methods based on stiffness switching;
3.	 Backward differentiation formula (BDF).
In the first stiffness switching method (Stiffness switching 1), two extrapolation 

numerical methods are used to solve the system of ordinary differential equations: 
the explicit method of “chechard” and the linear implicit Euler method. In the 
second stiffness switching method (Stiffness switching 2), the following two 
numerical methods are applied to obtain the solution of the system of equations: 
the eighth-order explicit Runge-Kutta method and the linear implicit Euler method 
(Zakir, et al, 2023).

To analyze the effectiveness of the methods mentioned above, they will 
be compared with the results of the classical fourth-order Runge-Kutta method 
(Tsitouras, 2019).

The effectiveness of the numerical method is characterized by the time step ∆t 
used to obtain the solution, the number of arithmetic computations, as well as the 
error when compared to the fourth-order explicit Runge-Kutta method, and the 
computational time spent. The results of the comparative analysis are presented in 
Tables 1-2.

Table 1 – Comparison of Numerical Methods, t = 150s
Method Number of Steps Number of Operations Error
Explicit Runge-Kutta

Stiffness switching 1

Stiffness switching 2

BDF

Implicit Runge-Kutta
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Table 2 – Computational Time for Numerical Solutions
Method Time Spent, s

Explicit Runge-Kutta

Stiffness switching 1

Stiffness switching 2

BDF

Implicit Runge-Kutta

As seen from Tables 1-2, the stiffness-switching methods require a relatively 
small number of time steps to obtain a numerical solution, with a smaller number of 
arithmetic operations and a lower approximation error. These methods also require 
very little computational time, similar to the BDF method. Among the methods 
studied, although the explicit Runge-Kutta method of the fourth order has lower 
effi ciency, it shows very high accuracy in numerical solutions.

When comparing the two stiffness-switching methods, the method with the 
eighth-order explicit Runge-Kutta and the explicit Euler method outperforms all 
other parameters, except for the larger number of time steps.

Therefore, using the stiffness-switching method with explicit Runge-Kutta and 
the explicit Euler method allows for obtaining a numerical solution with suffi cient 
accuracy, requiring fewer integration steps and reducing the computational time for 
arithmetic operations. For this reason, this variation of stiffness-switching will be 
used for solving nonlinear models in further calculations.

The solution of the nonlinear system of ordinary differential equations will be 
done using the following two numerical methods with stiffness switching:

The eighth-order explicit Runge-Kutta method
The explicit linear Euler method
The use of these two numerical methods is based on the stiffness of the differential 

equations under study. Stiff differential equations (or systems of equations) refer 
to those equations that cannot be solved with explicit methods, i.e., using explicit 
methods in the given time steps would lead to a rapid increase in the number of 
computations or result in a signifi cant growth of the error.

The mathematical model of the motion of pre-stressed drilling columns, which 
are subjected to a force varying according to the law N(z,t), with a length of l and 
moving at a frequency ω, is given as follows (Seitmuratov, et al, 2017).
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                (1)

( , ), ( , )u z t v z t − The transverse displacement components of the drilling 
column; 

 −  Material density;
A– the cross-sectional area of the column;
Е – Young’s modulus;

,x yI I – axial moments of inertia; 
 −Poisson’s ratio; 
 −Angular velocity; 

( , )N z t −Compressing force from above. In the calculations, we assume the 
compressive force to be constant. 

0
ij − Initial stresses.
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The boundary conditions are considered as hinged support, meaning that both ends of the shaft are 
fixed.

Initial conditions:
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С1, С2 – constants that describe the initial displacement velocity of the shaft in the Oxz and Oyz planes 
at the initial time moment.

The method of separation of variables by Bubnov-Galerkin was used to transform the partial differential 
equation into a system of ordinary differential equations.
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Results and discussion.
The implementation of the Bubnov-Galerkin method was carried out in the Wolfram Mathematica 

symbolic computation system, and the system of nonlinear ordinary differential equations was obtained, 
where the time components of the deviation are related to (Hurshudyan, 2015).
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When solving the given integrals using the Bubnov-Galerkin method for n=5, a system of 10 simple 
differential equations will be obtained.
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The boundary conditions are considered as hinged support, meaning that both 
ends of the shaft are fixed.

Initial conditions:
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t t

= =
∂ ∂

= =
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                                                             (3)

С1, С2 – constants that describe the initial displacement velocity of the shaft in 
the Oxz and Oyz planes at the initial time moment.

The method of separation of variables by Bubnov-Galerkin was used to transform 
the partial differential equation into a system of ordinary differential equations.
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Results and discussion.
The implementation of the Bubnov-Galerkin method was carried out in the 

Wolfram Mathematica symbolic computation system, and the system of nonlinear 
ordinary differential equations was obtained, where the time components of the 
deviation are related to  (Hurshudyan, 2015).
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When solving the given integrals using the Bubnov-Galerkin method for n=5, a 
system of 10 simple differential equations will be obtained.
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The initial conditions for the differential equations will be as follows:

If the indices are odd: 2 1, 1,3i k k= − = :

1

2

4(0) 0, '(0) ;

4(0) 0, '(0)

i i

i i

Cg g
i
Cf f
i





= =

= =

If the indices are even: 2 , 1,3i k k= = :

(0) 0, '(0) 0;
(0) 0, '(0) 0

i i

i i

g g
f f

= =
= =

(6)

The cross-sectional’s area.:
(7)

The axial moment of inertia:

(8)

The results of the solution to the system of nonlinear differential equations, 
related to the time components of the deviation , are 
presented in Figures1-2

Figure 1 – The first three mods of the column’s deviation.
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Figure 2 – The third and fifth modes of the column’s deviation.

From Figure 1, we can clearly see that the first mode plays a significant role in 
the overall oscillation process due to its larger values compared to the other modes. 
It is worth noting that  the time components of the deviation, influence the 
deviation of the drilling column in the Oxz plane.	

Similarly, from Figure 1, we can clearly see that the first mode (for the Oyz 
plane) plays a significant role in the overall oscillation process due to its larger 
values compared to the other modes.  , the time components of the 
deviation, affect the deviation of the drilling column in the Oyz plane.

In the future, we will use the aforementioned time components 
  to calculate the deviations of the drilling column in the corresponding 

Oxz and Oyz planes.	
Figures 3-4 show the deviations of the drilling column in the Oxz and Oyz 

planes. The numerical calculations were made at the point  i.e., 
at the center of the column. All calculations were based on a column length of  

.

Figure 3 – Deviation of the drilling column (m).
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From Figure 3, we can observe that the amplitude of the oscillations of the 
drilling column at the point  in the corresponding Oxz and Oyz 
planes is approximately around 0.3. These are the maximum values of the deviation 
for the given parameters.

For comparison and analysis, in Figures 4-5, the deviations of the column at the 
points   and along the length of the column 
are shown in the corresponding Oxz and Oyz planes.

Figure 4 – Deviation of the drilling column at the point .

or the purpose of comparing the deviations at different parts of the drilling 
column, the column’s length was conditionally divided into three parts. From 
Figures 4-5, we observe that the maximum deviation values of the drilling column 
are approximately around 0.2. As seen, this value is much smaller than the deviations 
at the center of the shaft shown in Figures 3-4. Thus, we conclude that the largest 
deviations in the motion of the drilling column occur in the middle section of the 
shaft.

In the following Figures 5-6, the dynamics of changes in the corresponding Oxz 
and Oyz planes for the entire length of the drilling column are presented for each 
fixed time moment..

Figure 5 – View of the drilling column in the Oxz plane at the time t = 79s.



246

N E W S  of  the National Academy of  Sciences of  the  Republic  of  Kazakhstan

This was obtained using the ParametricPlot3d method. In the images, the 
calculations were carried out for a column length of l = 150m, but for convenience, 
this size was scaled. To set the dimensions of the considered area along the three 
axes, the PlotRange attribute of the ParametricPlot3d function was used. These 
dimensions were determined based on the maximum values of the deviation.

However, the disadvantage of these images is that performing individual 
calculations for each time moment leads to signifi cant time expenditure. Therefore, 
for a specifi c time interval, the Wolfram Mathematica Manipulate function was 
used to perform the calculation just once. The Manipulate function is used to 
create dynamic images and is especially useful in understanding the solutions to 
differential equations. This function is used to visualize the dependency of the fi nal 
values on the magnitude of the parameters. In our case, we use time as the changing 
parameter, thus obtaining a dynamic image of the drilling column for a specifi c 
time interval.

In the following Figures 1, we will examine the motion of the drilling column in 
space for the time interval 0 ≤ t ≤ 200s.

а) б) 

Figure 6 – Motion of the drilling column in space for the time interval 0 ≤ t ≤ 200s.

From Figure 6, we can observe the deformation of the pre-stressed drilling 
column in three-dimensional space for any limited time interval. The advantage of 
these images is that we can view the condition of the drilling column at any given 
time by simply pressing a button(Kister,1987)
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In the next step, to give the images visual meaning, it is necessary to color 
the column in several colors to clearly highlight the “dangerous” values of the 
deviation.

Conclusion
Drilling operations are characterized by the use of powerful electric motors with 

large rotational speeds and automation of control and technological processes. All 
these factors exacerbate the issue of reliability concerning the equipment installed 
in the drilling wells.

There are various empirical equations for the drilling process that function 
under a range of favorable conditions, aimed at forecasting intensive control and 
efficiency indicators. However, these are based on deterministic influences, which 
are underpinned by the physical understanding of ongoing processes and, as a 
result, have a specific methodology. Using the methods developed, it is possible to 
make relatively simple changes within a wide range of process parameters, which 
are based on the impact of these changes on the system’s performance.

When studying the vertical oscillations of the column in the fixing area, the 
moment of the supporting force acting on the column’s torsion is taken into account. 
The effect of the support force on the columns in the fixing area depends on the 
lateral support and hydraulic pressure from massive fixings.

The friction parameters in the contact area change as the surrounding temperature 
rises. Therefore, design and implementation of drilling works, as well as addressing 
any adverse situations, should be scientifically studied and solved using the latest 
technological advancements.

The development of science and technology, the rise of scientific and technical 
progress, and the use of quality technologies that monitor the requirements of 
deformable environments and dynamics are crucial.

The development laws of applied problems and the study of deformable solid 
bodies in mechanics are being explored. For a complete analysis, the physical and 
mechanical properties of materials, their deformation characteristics over time, 
and the interconnection effects of temperature, electric, and magnetic fields on 
mechanical deformations are considered.

The results of the study contribute to the exploration of stationary, non-stationary, 
oscillatory, and wave processes, leading to significant achievements in the fields of 
mechanics of deformable solid bodies, hydrodynamics, and geophysics.

The scope of the work includes modeling the inclined oscillation of the drilling 
column in the MAPLE system and theoretical research on new stages in the non-
stationary oscillation region, as well as developing a new model for inclined 
oscillation conditions in the drilling column. The effectiveness of mathematical 
methods in studying a wide class of spatial problems within known models is also 
explored.

In theoretical and experimental plans, among various classes of deformable 
environments, elastic and visco-elastic materials, as well as porous materials, are 
key areas of study. The interactions between phases (liquids and solids) can be 
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relative, and their movement is interconnected. The degree of improvement in the 
connections between phases depends on binding characteristics, pore size, and 
other attributes of the skeleton.

The main problems of the dynamics of inclined oscillations have been 
transformed, and necessary data from elastic and visco-elastic theories are presented. 
In cases of small deformation, two-component visco-elastic environments have 
been considered.

The development laws of applied problems and the study of deformable solid 
bodies in mechanics are clarified. The basic problems of the dynamics of inclined 
oscillations in the drilling column have been transformed and modeled in the 
MAPLE system(Seitmuratov, et al,2011). The Maple system provides the ability to 
visualize several function graphs, allowing the distinction between them for display 
purposes.

The unique aspect of the graphs in the MAPLE system for inclined oscillations 
is the use of theplot3d function. Each point on these graphs, zi corresponds to 
coordinates on the XY plane. Due to the computer screen’s perspective, in practice, 
three-dimensional graphics serveas a projection of volume objects.
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Abstract. Problem and relevance. In the context of the ongoing depletion 
of traditional oil fields, the development of effective numerical methods for the 
analysis, prediction, and optimization of the gas lift process becomes increasingly 
important, both theoretically and practically. Gas lift is widely used at later stages 
of well operation when natural reservoir pressure is insufficient to lift fluids to the 
surface. A key challenge is to determine the initial operating parameters-namely, 
the volumetric gas injection rate and initial pressure-that ensure flow stability and 
maximize production efficiency while minimizing energy and economic costs. 
Methods used. This study presents a numerical approach to solving the direct and 
inverse problems describing the gas lift process using the compressible Navier–
Stokes equations. For the direct problem, a family of finite-difference schemes is 
constructed, with detailed analysis of their consistency, stability, and convergence. 
The inverse problem is formulated as an optimal control problem, where the target 
functional is minimized using a gradient method. The functional is evaluated via 
the adjoint problem, derived using the Lagrange identity and the cancellation 
of boundary terms. Main hypotheses and conclusions. The adjoint problem is 
retrospective in nature, as final-time conditions are imposed on pressure and gas flow 
rate. Practical significance. The proposed algorithm can be applied to reconstruct 
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initial parameters of gas lift wells, generate production curves, and identify optimal 
operation modes under uncertain or incomplete measurement conditions.

Keywords: Gas-lift oil production process, Navier-Stokes equations, conjugate 
equation, inverse problem, optimal control, gradient method, finite-difference 
method
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Аннотация. Мәселе және өзектілік. Дәстүрлі мұнай кен орындарының 
біртіндеп сарқылуы жағдайында газлифттік процесті талдау, болжау 
және оңтайландыру үшін тиімді сандық әдістерді әзірлеу теориялық және 
қолданбалы тұрғыдан ерекше маңызға ие. Газлифт технологиясы, әсіресе, 
скважиналарды пайдаланудың соңғы кезеңдерінде кеңінен қолданылады, 
өйткені бұл кезде табиғи қысым мұнайды жер бетіне шығару үшін 
жеткіліксіз болады. Осындай жағдайда газ айдау көлемі мен бастапқы қысым 
сияқты бастапқы параметрлерді дәл анықтау негізгі міндетке айналады. 
Бұл параметрлер ағынның орнықтылығын қамтамасыз етіп қана қоймай, 
сонымен қатар энергетикалық және экономикалық шығындарды азайта 
отырып, өндірістің ең жоғары тиімділігін қамтамасыз етуге мүмкіндік береді. 
Қолданылатын әдістер. Бұл жұмыста газлифттік процесті сипаттайтын 
Навье–Стокс теңдеулеріне негізделген тура және кері есептерді шешудің 
сандық әдісі ұсынылады. Тура есеп үшін шекті-айырымдық сұлбалар жүйесі 
құрастырылып, олардың дұрыстығы, аппроксимациясы, орнықтылығы және 
жинақтылығы жан-жақты зерттелді. Кері есеп мақсатты функционалды 
градиенттік әдіспен минимизациялауға келтірілген оңтайлы басқару 
есебі ретінде қарастырылады. Бұл функционал Лагранж тождестігі мен 
шекаралық мүшелерді жоққа шығару шарттарына негізделген сәйкесті есеп 
арқылы есептеледі. Негізгі гипотезалар мен қорытындылар. Сәйкесті есеп 
ретроспективтік сипатқа ие, өйткені қысым мен газ шығынына қатысты 
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қосымша шарттар соңғы уақыт мезетінде беріледі. Практикалық маңызы. 
Сәйкесті есеп ретроспективтік сипатқа ие, өйткені қысым мен газ шығынына 
қатысты қосымша шарттар соңғы уақыт мезетінде беріледі. Ұсынылған 
итерациялық алгоритм әртүрлі кіріс параметрлерінде бастапқы шарттарды 
дәл қалпына келтіруге мүмкіндік береді, бұл есептеу эксперименттерімен 
расталды.

Түйін сөздер: мұнай өндірудің газлифттік процесі, Навье-Стокс теңдеулері, 
түйіндес теңдеу, кері есеп, оңтайлы басқару, градиент әдісі, шекті айырымдық 
әдісі
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Аннотация. Проблема и актуальность. В условиях прогрессирующего 
истощения традиционных нефтяных месторождений разработка 
эффективных численных методов для анализа, прогнозирования и 
оптимизации газлифтного процесса приобретает особую значимость как в 
теоретическом, так и в прикладном аспектах. Газлифт широко применяется 
на поздних стадиях эксплуатации скважин, когда естественного давления 
недостаточно для подъёма продукции на поверхность. При этом важнейшей 
задачей становится определение таких начальных параметров, как объемный 
расход закачиваемого газа и начальное давление, которые обеспечивают не 
только устойчивость течения, но и максимальную производительность при 
минимальных энергетических и экономических затратах. Используемые 
методы. В работе рассматривается численный подход к решению прямой и 
обратной задач, описывающих газлифтный процесс на основе уравнений 
Навье–Стокса для сжимаемой среды. Для прямой задачи построено семейство 
конечно-разностных схем, проведён детальный анализ их корректности, 
аппроксимации, устойчивости и сходимости. Обратная задача сведена к 
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задаче оптимального управления, где минимизация целевого функционала 
осуществляется градиентным методом. Целевой функционал вычисляется с 
применением сопряжённой задачи, полученной на основе тождества Лагранжа 
и условий аннулирования граничных членов. Основные выводы. Сопряжённая 
задача имеет ретроспективный характер, поскольку дополнительные условия 
на давление и расход задаются в конечный момент времени. 

Практическая значимость. Разработанный алгоритм может быть применён 
для численного восстановления начальных параметров газлифтной скважины, 
построения производственных характеристик и определения оптимальных 
режимов эксплуатации, что имеет прикладное значение для инженерных 
расчётов в нефтегазовой промышленности в условиях неопределённости или 
неполных измерений.

Ключевые слова: газлифтный процесс добычи нефти, уравнения Навье-
Стокса, сопряжённое уравнение, обратная задача, оптимальное управление, 
градиентный метод, конечно-разностный метод.

Данное исследование было профинансировано Комитетом науки 
Министерства науки и высшего образования Республики Казахстан (ПЦФ 
BR27100483 “Разработка прогнозно-поисковых технологий выделения 
рудоперспективных территории на основе анализа данных единой платформы 
недропользователей “Minerals.gov.kz” с применением искусственного 
интеллекта и методов дистанционного зондирования Земли”)

Введение. Газлифтный процесс представляет собой метод добычи 
нефти, при котором газ вводится в затрубное пространство скважины, чтобы 
уменьшить плотность газожидкостной смеси (ГЖС) и облегчить её подъём на 
поверхность. Этот процесс происходит в двух основных зонах:

- Кольцевое пространство (затрубное): пространство между стенкой 
скважины и насосно-компрессорной трубой, где движется газ.

- Подъемник: внутренняя труба, через которую смесь нефти, газа и воды 
поднимается к устью скважины.

Модель предложенная в работе (Алиев, et al., 2009) описывает движение 
газа и ГЖС в этих зонах с использованием системыгиперболических 
уравнений с частными производными. Эти уравнения учитывают давление  и 
объемный расход закачиваемого газа  как основные параметры, влияющие на 
транспортировку смеси. В этой (Mohammad, et al., 2016) работе представлен 
математический метод к оптимизации добычи нефти из скважин, использующих 
газлифтную систему. Цель работы — определить экономически эффективный 
уровень добычи нефти и снизить производственные затраты за счет 
минимизации расхода газа, используемого для подъема нефти. Для этого были 
собраны данные о характеристиках скважин, которые затем использовались 
в приложении PIPESIM для моделирования. На основе этих данных были 
построены кривые производительности каждой скважины. Далее была 



255

ISSN 1991-346X 2. 2025

разработана нелинейная многокритериальная модель программирования для 
оптимизации добычи нефти. В работе (Sun-Young, et al., 2016) рассмотрено 
исследование метода оптимизации и распределения газлифта для увеличения 
нефтеотдачи генетическим алгоритмом.

В работах (Deni, et al., 2007; Guet, et al., 2006; Guet, et al., 2005) используется 
математическая модель основанная на законе Дарси. Это очень простое 
уравнение в правой части которого сила тяжести, сила трения и ускорения. 
Давление заменяется плотностью газа согласно уравнению состояния, а 
плотность смеси рассматривается как линейная комбинация плотностей 
газа и жидкости. В дальнейшем авторами работы (Deni, et  al.,  2007) были 
использованы генетические алгоритмы решения задачи максимизации добычи 
нефти. Скорость добычи жидкости из добывающей скважины иллюстрирована 
сочетанием притока производительности (IPR) и производительности 
вертикальной подъемной силы (VLP). В работе (Nishikiori, 1989) кривая 
производительности газ лифта (КПГЛ) построена для заданных скважин в 
результате эксперимента. С помощью этой кривой можно оценить влияние 
скорости закачки газа на дебит жидкости. Это позволяет определить скорость 
закачки газа, необходимую для достижения желаемой производительности. 
Изучение КПГЛ позволяет найти оптимальную скорость закачиваемого газа. 
В работе (Brown, et al., 1984) КПГЛ получено на основе промысловых данных 
путем измерения скорости закачки газа и скорости добычи жидкости. По 
измеренным данным проведено интерполирование для получения КПГЛ. 
Из полевых данных КПГЛ строится методом наименьших квадратов в виде 
квадратичной полиномиальной функций.

В работе (Alarcon, et al., 2002) предложена новая функция для улучшения 
предыдущего квадратичного полинома КПГЛ с добавлением логарифмического 
члена. В работе (Sukarno, et al., 2006) предложена экспоненциальная функция 
для подбора КПГЛ по полевым данным. Однако экспоненциальная КПГЛ 
хорошо описывает только закачку газа. Исследователи (Guet, et al., 2006; Guet, 
et  al.,  2005) используя кусочно-линейную функцию для подбора GLPC по 
полевым данным, которая имеет хорошую перспективу применения. Во всех 
этих работах использованы полуэмпирические подходы исследования кривой 
приозводительности процесса газ лифта.

На сегодняшний день распространенным методом решения обратных 
задач математической физики являются сведения их к задачам оптимального 
управления. Одной из актуальных задач современного оптимального 
управления является управление поведением объектов, изменение которых 
описывается с помощью уравнений с частными производными. Цель 
управления состоит в том, чтобы перевести изучаемый объект из одного 
известного состояния в другое, влияя на некоторые его параметры. Впервые 
подобные задачи были сформулированы в работах (Lions, 1971; Lions, 
et  al.,  1972). В качестве управляющей функций может быть использована 
правая часть уравнения или системы уравнений. Решению таких задач 
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методом сопряженных уравнений посвящены работы  (Agoshkov, et al., 2003). 
Во многих работах рассматриваются граничные управление, т.е. управление 
посредством граничных условий. Работы (Ильин, et  al.,  2006) посвящены 
исследованию задач граничного управления для уравнения колебаний струны, 
в которых были получены в явном виде управляющие функции, переводящие 
струну из заданного начального состояния в заданное финальное состояние за 
определенное время. При этом рассмтаривались различные типы граничных 
управлений.

В работе (Марчук, et  al.,  2009) дано понятие сопряженных операторов 
и уравнений и отмечены возможные их приложения в математическом 
моделировании и вычислительной математике. Свойства сопряженных 
операторов достаточно полно исследованы для линейных операторов 
в гильбертовых и банаховых пространствах и отражены во многих 
монографиях. В работе (Temirbekov, et al., 2023) предложен метод фиктивных 
областей с идеей сопряженной оптимизации позволяющий строить 
однородную разностную схему во всей расширенной области. При этом 
разумное продолжение коэффициентов основного уравнения приводит к 
сходимости решения задачи в исходной области к искомому решению, что 
подтверждается математически доказанными утверждениями и результатами 
численных расчетов. Для минимизации функционала Лагранжа использовался 
сопряженный градиентный метод, который позволяет найти эфективное 
оптимальное решение путем итеративного уточнения. При этом необходимо 
вычислить градиент функционала Лагранжа, который приводит к постановке 
сопряженной задачи. Приведено постановка сопряженной задачи, а также 
описано вычисление градиента функционала, который зависить от решения 
сопряженной задачи. По численным результатам работы сделаны выводы, 
что использование градиентного метода, сопряженной задачи и метода 
фиктивных областей являются эффективным подходом для решения сложных 
задач оптимизации с ограничениями. В работе метод разработан сначала 
для уравнения Бюргерса. Сформулирована вспомогательная и сопряженная 
задача для уравнения Бюргерса. Разработан итерационный алгоритм для 
приближенного решения вспомогательной задачи. Получена оценка условной 
устойчивости сопряженной задачи методом энергетических неравенств. 
Доказана теорема об оценке условной устойчивости. На модельной задаче 
показана эффективность использования такой модификации. Данный метод 
является очень удобным в части автоматизации программирования. Далее 
предложенный алгоритм разработан для решения уравнения Навье-Стокса.

В статье (Аргучинцев, et al., 2021) рассматривается задача оптимального 
управления системой полулинейных гиперболических уравнений, в 
которой граничные условия определяются из системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений с запаздыванием. Рассмотрена задача 
моделирования динамики невзаимодействующих между собой популяций с 
учетом возрастного распределения особей. Целью задачи управления может 
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быть достижение заданных плотностей популяций в конечный момент 
времени. Для этой задачи получено неклассическое необходимое условие 
оптимальности, которое основано на применении специальной вариации 
управления, обеспечивающей гладкость управляющих функций. Предложен 
метод улучшения допустимых управлений. В работе (Arguchintsev, et al., 2021) 
рассмтаривается разработка методов решения задач оптимального управления 
в классе гладких управляющих воздействий с учетом таких ограничений на 
управления, которые характерны для обратных задач математической физики. 
Численная реализация метода проведена для системы гиперболических 
уравнений первого порядка линеаризованный теории “мелкой воды”. 
Предпологается, что в конечный момент времени известен профиль волны. 
Обратная задача интерпретирована как задача минимизации квадратичного 
функционала. Далее модель “мелкой воды” приведена к инвариантной 
форме. Для численного решения используется разностная схема метода 
характеристик.

В работе (Темирбекова, et al., 2022) для решения интегрального уравнения 
Фредгольма первого рода использован проекционный метод Бубнова-
Галеркина, где в качестве базисных функций применены вейвлеты Лежандра. 
В рамках метода Галеркина разложение осуществлялось с использованием 
этих базисов, что привело к системе линейных алгебраических уравнений 
для вычисления коэффициентов. Полученная система решалась методом 
сопряженных градиентов.

Материалы и методы.
Математическая модель работы газлифтной скважины описывается 

следующей системой уравнений Навье-Стокса сжимаемого газа (Алиев, 
et al., 2009)
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𝑎𝑎𝑎𝑎2, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (𝑙𝑙𝑙𝑙;  2𝑙𝑙𝑙𝑙)

начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) (3) 

и граничные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) при     𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0, (4) 

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕),𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕)  

при      𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙, 
(5) 

и граничные условия

5 
 

системой полулинейных гиперболических уравнений, в которой граничные условия 
определяются из системы обыкновенных дифференциальных уравнений с запаздыванием. 
Рассмотрена задача моделирования динамики невзаимодействующих между собой популяций с 
учетом возрастного распределения особей. Целью задачи управления может быть достижение 
заданных плотностей популяций в конечный момент времени. Для этой задачи получено 
неклассическое необходимое условие оптимальности, которое основано на применении 
специальной вариации управления, обеспечивающей гладкость управляющих функций. 
Предложен метод улучшения допустимых управлений. В работе (Arguchintsev, et al., 2021)
рассмтаривается разработка методов решения задач оптимального управления в классе гладких 
управляющих воздействий с учетом таких ограничений на управления, которые характерны для 
обратных задач математической физики. Численная реализация метода проведена для системы 
гиперболических уравнений первого порядка линеаризованный теории “мелкой воды”. 
Предпологается, что в конечный момент времени известен профиль волны. Обратная задача 
интерпретирована как задача минимизации квадратичного функционала. Далее модель “мелкой 
воды” приведена к инвариантной форме. Для численного решения используется разностная схема 
метода характеристик.

В работе (Темирбекова, et al., 2022) для решения интегрального уравнения Фредгольма 
первого рода использован проекционный метод Бубнова-Галеркина, где в качестве базисных 
функций применены вейвлеты Лежандра. В рамках метода Галеркина разложение 
осуществлялось с использованием этих базисов, что привело к системе линейных алгебраических 
уравнений для вычисления коэффициентов. Полученная система решалась методом сопряженных 
градиентов.

Материалы и методы.
Математическая модель работы газлифтной скважины описывается следующей системой 

уравнений Навье-Стокса сжимаемого газа (Алиев, et al., 2009)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

,        𝜕𝜕𝜕𝜕 ≥ 0, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (0;  2𝑙𝑙𝑙𝑙), (1) 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄,          𝜕𝜕𝜕𝜕 ≥ 0, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (0;  2𝑙𝑙𝑙𝑙), (2) 

где

𝑐𝑐𝑐𝑐 = �𝑐𝑐𝑐𝑐1, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (0;  𝑙𝑙𝑙𝑙)
𝑐𝑐𝑐𝑐2, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (𝑙𝑙𝑙𝑙;  2𝑙𝑙𝑙𝑙),    𝐹𝐹𝐹𝐹 = �𝐹𝐹𝐹𝐹1, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (0;  𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝐹𝐹𝐹𝐹2, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (𝑙𝑙𝑙𝑙;  2𝑙𝑙𝑙𝑙)
,    𝑎𝑎𝑎𝑎 = �𝑎𝑎𝑎𝑎1, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (0;  𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝑎𝑎𝑎𝑎2, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (𝑙𝑙𝑙𝑙;  2𝑙𝑙𝑙𝑙)

начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) (3) 

и граничные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) при     𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0, (4) 

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕),𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕)  

при      𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙, 
(5) 
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Здесь,  t - время,  x - координата по глубине скважины,  P - давление, Q 
- объемный расход газа,  F - площадь поперечного сечения скважины,  c - 
скорость звука в жидкости,  a - коэффициент,  Qpl- объемный расход газа в 
пласте,  Pl

 - давление пласта,  P0
(x) - начальное распределение давления газа,  

Q0
x - начальный объемный расход закачиваемого газа,  l - глубина скважины.
В прямой задаче надо найти  
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Здесь, 𝜕𝜕𝜕𝜕 - время, 𝜕𝜕𝜕𝜕 - координата по глубине скважины, 𝑃𝑃𝑃𝑃 - давление, 𝑄𝑄𝑄𝑄 - объемный расход 
газа, 𝐹𝐹𝐹𝐹 - площадь поперечного сечения скважины, 𝑐𝑐𝑐𝑐 - скорость звука в жидкости, 𝑎𝑎𝑎𝑎 -
коэффициент, 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 - объемный расход газа в пласте, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 - давление пласта, 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) - начальное 
распределение давления газа, 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) - начальный объемный расход закачиваемого газа, 𝑙𝑙𝑙𝑙 -
глубина скважины.

В прямой задаче надо найти 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и Q(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) по заданными функциями 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) , 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,
𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), Q0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), Q𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕).

Уравнение (1) является уравнением неразрывности, а (2) - уравнением движения газа.

Исследование аппроксимации, устойчивости семейства разностных схем. 
Рассмотрим явную разностную схему для задачи (1) - (5)

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
, (6) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (7) 

начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,    𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 (8) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑄𝑄𝑄𝑄0

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥, (9) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 . (10) 

Неявную схему для уравнений рассмотрим в виде

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1�, (11) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 = �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛾𝛾𝛾𝛾2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1��/(1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏), (12) 

где 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹⋅ℎ
, 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = 𝜏𝜏𝜏𝜏⋅𝐹𝐹𝐹𝐹

ℎ
.

Отсюда видно, что счет можно начинать с точки 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0. Тогда

𝑃𝑃𝑃𝑃11 = 𝑃𝑃𝑃𝑃10 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄11 − 𝑄𝑄𝑄𝑄01), (13) 

𝑄𝑄𝑄𝑄11 = [𝑄𝑄𝑄𝑄10 − 𝛾𝛾𝛾𝛾2 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃11 − 𝑃𝑃𝑃𝑃01)]/(1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏). (14) 

Умножаем уравнение (14) на −𝛾𝛾𝛾𝛾1 и суммируем с первым, получим

  по заданными функциями 
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Здесь, 𝜕𝜕𝜕𝜕 - время, 𝜕𝜕𝜕𝜕 - координата по глубине скважины, 𝑃𝑃𝑃𝑃 - давление, 𝑄𝑄𝑄𝑄 - объемный расход 
газа, 𝐹𝐹𝐹𝐹 - площадь поперечного сечения скважины, 𝑐𝑐𝑐𝑐 - скорость звука в жидкости, 𝑎𝑎𝑎𝑎 -
коэффициент, 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 - объемный расход газа в пласте, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 - давление пласта, 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) - начальное 
распределение давления газа, 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) - начальный объемный расход закачиваемого газа, 𝑙𝑙𝑙𝑙 -
глубина скважины.

В прямой задаче надо найти 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и Q(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) по заданными функциями 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) , 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,
𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), Q0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), Q𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕).

Уравнение (1) является уравнением неразрывности, а (2) - уравнением движения газа.

Исследование аппроксимации, устойчивости семейства разностных схем. 
Рассмотрим явную разностную схему для задачи (1) - (5)

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
, (6) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (7) 

начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,    𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 (8) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑄𝑄𝑄𝑄0

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥, (9) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 . (10) 

Неявную схему для уравнений рассмотрим в виде

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1�, (11) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 = �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛾𝛾𝛾𝛾2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1��/(1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏), (12) 

где 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹⋅ℎ
, 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = 𝜏𝜏𝜏𝜏⋅𝐹𝐹𝐹𝐹

ℎ
.

Отсюда видно, что счет можно начинать с точки 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0. Тогда

𝑃𝑃𝑃𝑃11 = 𝑃𝑃𝑃𝑃10 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄11 − 𝑄𝑄𝑄𝑄01), (13) 

𝑄𝑄𝑄𝑄11 = [𝑄𝑄𝑄𝑄10 − 𝛾𝛾𝛾𝛾2 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃11 − 𝑃𝑃𝑃𝑃01)]/(1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏). (14) 

Умножаем уравнение (14) на −𝛾𝛾𝛾𝛾1 и суммируем с первым, получим
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Здесь, 𝜕𝜕𝜕𝜕 - время, 𝜕𝜕𝜕𝜕 - координата по глубине скважины, 𝑃𝑃𝑃𝑃 - давление, 𝑄𝑄𝑄𝑄 - объемный расход 
газа, 𝐹𝐹𝐹𝐹 - площадь поперечного сечения скважины, 𝑐𝑐𝑐𝑐 - скорость звука в жидкости, 𝑎𝑎𝑎𝑎 -
коэффициент, 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 - объемный расход газа в пласте, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 - давление пласта, 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) - начальное 
распределение давления газа, 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) - начальный объемный расход закачиваемого газа, 𝑙𝑙𝑙𝑙 -
глубина скважины.

В прямой задаче надо найти 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и Q(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) по заданными функциями 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) , 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,
𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), Q0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), Q𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕).

Уравнение (1) является уравнением неразрывности, а (2) - уравнением движения газа.

Исследование аппроксимации, устойчивости семейства разностных схем. 
Рассмотрим явную разностную схему для задачи (1) - (5)

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
, (6) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (7) 

начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,    𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 (8) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑄𝑄𝑄𝑄0

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥, (9) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 . (10) 

Неявную схему для уравнений рассмотрим в виде

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1�, (11) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 = �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛾𝛾𝛾𝛾2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1��/(1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏), (12) 

где 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹⋅ℎ
, 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = 𝜏𝜏𝜏𝜏⋅𝐹𝐹𝐹𝐹

ℎ
.

Отсюда видно, что счет можно начинать с точки 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0. Тогда

𝑃𝑃𝑃𝑃11 = 𝑃𝑃𝑃𝑃10 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄11 − 𝑄𝑄𝑄𝑄01), (13) 

𝑄𝑄𝑄𝑄11 = [𝑄𝑄𝑄𝑄10 − 𝛾𝛾𝛾𝛾2 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃11 − 𝑃𝑃𝑃𝑃01)]/(1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏). (14) 

Умножаем уравнение (14) на −𝛾𝛾𝛾𝛾1 и суммируем с первым, получим

Уравнение (1) является уравнением неразрывности, а (2) - уравнением 
движения газа.

Исследование аппроксимации, устойчивости семейства разностных схем. 
Рассмотрим явную разностную схему для задачи (1) - (5)
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Здесь, 𝜕𝜕𝜕𝜕 - время, 𝜕𝜕𝜕𝜕 - координата по глубине скважины, 𝑃𝑃𝑃𝑃 - давление, 𝑄𝑄𝑄𝑄 - объемный расход 
газа, 𝐹𝐹𝐹𝐹 - площадь поперечного сечения скважины, 𝑐𝑐𝑐𝑐 - скорость звука в жидкости, 𝑎𝑎𝑎𝑎 -
коэффициент, 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 - объемный расход газа в пласте, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 - давление пласта, 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) - начальное 
распределение давления газа, 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) - начальный объемный расход закачиваемого газа, 𝑙𝑙𝑙𝑙 -
глубина скважины.

В прямой задаче надо найти 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и Q(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) по заданными функциями 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) , 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,
𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), Q0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), Q𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕).

Уравнение (1) является уравнением неразрывности, а (2) - уравнением движения газа.

Исследование аппроксимации, устойчивости семейства разностных схем. 
Рассмотрим явную разностную схему для задачи (1) - (5)

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
, (6) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (7) 

начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,    𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 (8) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑄𝑄𝑄𝑄0

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥, (9) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 . (10) 

Неявную схему для уравнений рассмотрим в виде

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1�, (11) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 = �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛾𝛾𝛾𝛾2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1��/(1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏), (12) 

где 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹⋅ℎ
, 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = 𝜏𝜏𝜏𝜏⋅𝐹𝐹𝐹𝐹

ℎ
.

Отсюда видно, что счет можно начинать с точки 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0. Тогда

𝑃𝑃𝑃𝑃11 = 𝑃𝑃𝑃𝑃10 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄11 − 𝑄𝑄𝑄𝑄01), (13) 

𝑄𝑄𝑄𝑄11 = [𝑄𝑄𝑄𝑄10 − 𝛾𝛾𝛾𝛾2 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃11 − 𝑃𝑃𝑃𝑃01)]/(1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏). (14) 

Умножаем уравнение (14) на −𝛾𝛾𝛾𝛾1 и суммируем с первым, получим

начальные условия

6 
 

Здесь, 𝜕𝜕𝜕𝜕 - время, 𝜕𝜕𝜕𝜕 - координата по глубине скважины, 𝑃𝑃𝑃𝑃 - давление, 𝑄𝑄𝑄𝑄 - объемный расход 
газа, 𝐹𝐹𝐹𝐹 - площадь поперечного сечения скважины, 𝑐𝑐𝑐𝑐 - скорость звука в жидкости, 𝑎𝑎𝑎𝑎 -
коэффициент, 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 - объемный расход газа в пласте, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 - давление пласта, 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) - начальное 
распределение давления газа, 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) - начальный объемный расход закачиваемого газа, 𝑙𝑙𝑙𝑙 -
глубина скважины.

В прямой задаче надо найти 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и Q(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) по заданными функциями 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) , 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,
𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), Q0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), Q𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕).

Уравнение (1) является уравнением неразрывности, а (2) - уравнением движения газа.

Исследование аппроксимации, устойчивости семейства разностных схем. 
Рассмотрим явную разностную схему для задачи (1) - (5)

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
, (6) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (7) 

начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,    𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 (8) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑄𝑄𝑄𝑄0

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥, (9) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 . (10) 

Неявную схему для уравнений рассмотрим в виде

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1�, (11) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 = �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛾𝛾𝛾𝛾2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1��/(1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏), (12) 

где 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹⋅ℎ
, 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = 𝜏𝜏𝜏𝜏⋅𝐹𝐹𝐹𝐹

ℎ
.

Отсюда видно, что счет можно начинать с точки 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0. Тогда

𝑃𝑃𝑃𝑃11 = 𝑃𝑃𝑃𝑃10 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄11 − 𝑄𝑄𝑄𝑄01), (13) 

𝑄𝑄𝑄𝑄11 = [𝑄𝑄𝑄𝑄10 − 𝛾𝛾𝛾𝛾2 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃11 − 𝑃𝑃𝑃𝑃01)]/(1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏). (14) 

Умножаем уравнение (14) на −𝛾𝛾𝛾𝛾1 и суммируем с первым, получим

и граничные условия соответственно

6 
 

Здесь, 𝜕𝜕𝜕𝜕 - время, 𝜕𝜕𝜕𝜕 - координата по глубине скважины, 𝑃𝑃𝑃𝑃 - давление, 𝑄𝑄𝑄𝑄 - объемный расход 
газа, 𝐹𝐹𝐹𝐹 - площадь поперечного сечения скважины, 𝑐𝑐𝑐𝑐 - скорость звука в жидкости, 𝑎𝑎𝑎𝑎 -
коэффициент, 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 - объемный расход газа в пласте, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 - давление пласта, 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) - начальное 
распределение давления газа, 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) - начальный объемный расход закачиваемого газа, 𝑙𝑙𝑙𝑙 -
глубина скважины.

В прямой задаче надо найти 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и Q(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) по заданными функциями 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) , 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,
𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), Q0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), Q𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕).

Уравнение (1) является уравнением неразрывности, а (2) - уравнением движения газа.

Исследование аппроксимации, устойчивости семейства разностных схем. 
Рассмотрим явную разностную схему для задачи (1) - (5)

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
, (6) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (7) 

начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,    𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 (8) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑄𝑄𝑄𝑄0

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥, (9) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 . (10) 

Неявную схему для уравнений рассмотрим в виде

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1�, (11) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 = �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛾𝛾𝛾𝛾2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1��/(1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏), (12) 

где 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹⋅ℎ
, 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = 𝜏𝜏𝜏𝜏⋅𝐹𝐹𝐹𝐹

ℎ
.

Отсюда видно, что счет можно начинать с точки 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0. Тогда

𝑃𝑃𝑃𝑃11 = 𝑃𝑃𝑃𝑃10 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄11 − 𝑄𝑄𝑄𝑄01), (13) 

𝑄𝑄𝑄𝑄11 = [𝑄𝑄𝑄𝑄10 − 𝛾𝛾𝛾𝛾2 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃11 − 𝑃𝑃𝑃𝑃01)]/(1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏). (14) 

Умножаем уравнение (14) на −𝛾𝛾𝛾𝛾1 и суммируем с первым, получим

Неявную схему для уравнений рассмотрим в виде

6 
 

Здесь, 𝜕𝜕𝜕𝜕 - время, 𝜕𝜕𝜕𝜕 - координата по глубине скважины, 𝑃𝑃𝑃𝑃 - давление, 𝑄𝑄𝑄𝑄 - объемный расход 
газа, 𝐹𝐹𝐹𝐹 - площадь поперечного сечения скважины, 𝑐𝑐𝑐𝑐 - скорость звука в жидкости, 𝑎𝑎𝑎𝑎 -
коэффициент, 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 - объемный расход газа в пласте, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 - давление пласта, 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) - начальное 
распределение давления газа, 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) - начальный объемный расход закачиваемого газа, 𝑙𝑙𝑙𝑙 -
глубина скважины.

В прямой задаче надо найти 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и Q(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) по заданными функциями 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) , 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,
𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), Q0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), Q𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕).

Уравнение (1) является уравнением неразрывности, а (2) - уравнением движения газа.

Исследование аппроксимации, устойчивости семейства разностных схем. 
Рассмотрим явную разностную схему для задачи (1) - (5)

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
, (6) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (7) 

начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,    𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 (8) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑄𝑄𝑄𝑄0

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥, (9) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 . (10) 

Неявную схему для уравнений рассмотрим в виде

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1�, (11) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 = �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛾𝛾𝛾𝛾2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1��/(1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏), (12) 

где 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹⋅ℎ
, 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = 𝜏𝜏𝜏𝜏⋅𝐹𝐹𝐹𝐹

ℎ
.

Отсюда видно, что счет можно начинать с точки 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0. Тогда

𝑃𝑃𝑃𝑃11 = 𝑃𝑃𝑃𝑃10 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄11 − 𝑄𝑄𝑄𝑄01), (13) 

𝑄𝑄𝑄𝑄11 = [𝑄𝑄𝑄𝑄10 − 𝛾𝛾𝛾𝛾2 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃11 − 𝑃𝑃𝑃𝑃01)]/(1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏). (14) 

Умножаем уравнение (14) на −𝛾𝛾𝛾𝛾1 и суммируем с первым, получим

где
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Здесь, 𝜕𝜕𝜕𝜕 - время, 𝜕𝜕𝜕𝜕 - координата по глубине скважины, 𝑃𝑃𝑃𝑃 - давление, 𝑄𝑄𝑄𝑄 - объемный расход 
газа, 𝐹𝐹𝐹𝐹 - площадь поперечного сечения скважины, 𝑐𝑐𝑐𝑐 - скорость звука в жидкости, 𝑎𝑎𝑎𝑎 -
коэффициент, 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 - объемный расход газа в пласте, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 - давление пласта, 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) - начальное 
распределение давления газа, 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) - начальный объемный расход закачиваемого газа, 𝑙𝑙𝑙𝑙 -
глубина скважины.

В прямой задаче надо найти 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и Q(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) по заданными функциями 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) , 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,
𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), Q0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), Q𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕).

Уравнение (1) является уравнением неразрывности, а (2) - уравнением движения газа.

Исследование аппроксимации, устойчивости семейства разностных схем. 
Рассмотрим явную разностную схему для задачи (1) - (5)

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
, (6) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (7) 

начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,    𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 (8) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑄𝑄𝑄𝑄0

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥, (9) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 . (10) 

Неявную схему для уравнений рассмотрим в виде

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1�, (11) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 = �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛾𝛾𝛾𝛾2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1��/(1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏), (12) 

где 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹⋅ℎ
, 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = 𝜏𝜏𝜏𝜏⋅𝐹𝐹𝐹𝐹

ℎ
.

Отсюда видно, что счет можно начинать с точки 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0. Тогда

𝑃𝑃𝑃𝑃11 = 𝑃𝑃𝑃𝑃10 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄11 − 𝑄𝑄𝑄𝑄01), (13) 

𝑄𝑄𝑄𝑄11 = [𝑄𝑄𝑄𝑄10 − 𝛾𝛾𝛾𝛾2 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃11 − 𝑃𝑃𝑃𝑃01)]/(1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏). (14) 

Умножаем уравнение (14) на −𝛾𝛾𝛾𝛾1 и суммируем с первым, получим

Отсюда видно, что счет можно начинать с точки 
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Здесь, 𝜕𝜕𝜕𝜕 - время, 𝜕𝜕𝜕𝜕 - координата по глубине скважины, 𝑃𝑃𝑃𝑃 - давление, 𝑄𝑄𝑄𝑄 - объемный расход 
газа, 𝐹𝐹𝐹𝐹 - площадь поперечного сечения скважины, 𝑐𝑐𝑐𝑐 - скорость звука в жидкости, 𝑎𝑎𝑎𝑎 -
коэффициент, 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 - объемный расход газа в пласте, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 - давление пласта, 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) - начальное 
распределение давления газа, 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) - начальный объемный расход закачиваемого газа, 𝑙𝑙𝑙𝑙 -
глубина скважины.

В прямой задаче надо найти 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и Q(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) по заданными функциями 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) , 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,
𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), Q0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), Q𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕).

Уравнение (1) является уравнением неразрывности, а (2) - уравнением движения газа.

Исследование аппроксимации, устойчивости семейства разностных схем. 
Рассмотрим явную разностную схему для задачи (1) - (5)

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
, (6) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (7) 

начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,    𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 (8) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑄𝑄𝑄𝑄0

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥, (9) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 . (10) 

Неявную схему для уравнений рассмотрим в виде

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1�, (11) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 = �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛾𝛾𝛾𝛾2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1��/(1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏), (12) 

где 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹⋅ℎ
, 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = 𝜏𝜏𝜏𝜏⋅𝐹𝐹𝐹𝐹

ℎ
.

Отсюда видно, что счет можно начинать с точки 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0. Тогда

𝑃𝑃𝑃𝑃11 = 𝑃𝑃𝑃𝑃10 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄11 − 𝑄𝑄𝑄𝑄01), (13) 

𝑄𝑄𝑄𝑄11 = [𝑄𝑄𝑄𝑄10 − 𝛾𝛾𝛾𝛾2 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃11 − 𝑃𝑃𝑃𝑃01)]/(1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏). (14) 

Умножаем уравнение (14) на −𝛾𝛾𝛾𝛾1 и суммируем с первым, получим

. Тогда
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Здесь, 𝜕𝜕𝜕𝜕 - время, 𝜕𝜕𝜕𝜕 - координата по глубине скважины, 𝑃𝑃𝑃𝑃 - давление, 𝑄𝑄𝑄𝑄 - объемный расход 
газа, 𝐹𝐹𝐹𝐹 - площадь поперечного сечения скважины, 𝑐𝑐𝑐𝑐 - скорость звука в жидкости, 𝑎𝑎𝑎𝑎 -
коэффициент, 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 - объемный расход газа в пласте, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 - давление пласта, 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) - начальное 
распределение давления газа, 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) - начальный объемный расход закачиваемого газа, 𝑙𝑙𝑙𝑙 -
глубина скважины.

В прямой задаче надо найти 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и Q(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) по заданными функциями 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) , 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,
𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), Q0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), Q𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕).

Уравнение (1) является уравнением неразрывности, а (2) - уравнением движения газа.

Исследование аппроксимации, устойчивости семейства разностных схем. 
Рассмотрим явную разностную схему для задачи (1) - (5)

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
, (6) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (7) 

начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,    𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 (8) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑄𝑄𝑄𝑄0

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥, (9) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 . (10) 

Неявную схему для уравнений рассмотрим в виде

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1�, (11) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 = �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝛾𝛾𝛾𝛾2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1��/(1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏), (12) 

где 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹⋅ℎ
, 𝛾𝛾𝛾𝛾1 = 𝜏𝜏𝜏𝜏⋅𝐹𝐹𝐹𝐹

ℎ
.

Отсюда видно, что счет можно начинать с точки 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0. Тогда

𝑃𝑃𝑃𝑃11 = 𝑃𝑃𝑃𝑃10 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄11 − 𝑄𝑄𝑄𝑄01), (13) 

𝑄𝑄𝑄𝑄11 = [𝑄𝑄𝑄𝑄10 − 𝛾𝛾𝛾𝛾2 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃11 − 𝑃𝑃𝑃𝑃01)]/(1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏). (14) 

Умножаем уравнение (14) на −𝛾𝛾𝛾𝛾1 и суммируем с первым, получим
Умножаем уравнение (14) на  - yi и суммируем с первым, получим
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𝑃𝑃𝑃𝑃11 = 𝑃𝑃𝑃𝑃10 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄01 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄10 +

𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃11 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃01.

Отсюда находим 𝑃𝑃𝑃𝑃11

𝑃𝑃𝑃𝑃11 =
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2
⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃10 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄01 −

𝛾𝛾𝛾𝛾1
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄10 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃01�. (15) 

Подставляя 𝑃𝑃𝑃𝑃11 в (14) и определим 𝑄𝑄𝑄𝑄11.
Зная 𝑃𝑃𝑃𝑃11, 𝑄𝑄𝑄𝑄11 можно вычислить все значения 𝑃𝑃𝑃𝑃1

𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝑄𝑄𝑄𝑄1
𝑗𝑗𝑗𝑗 до некоторого 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑗𝑗𝑗𝑗0, затем, положив 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2, найти 𝑃𝑃𝑃𝑃2
𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑄𝑄𝑄𝑄2

𝑗𝑗𝑗𝑗 при 0 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗0 и т.д.
В общем случае для определения 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗+1 получим

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1�. (16) 

Объединяя явную (6), (7) и чисто неявную схему (11), (12) рассмотрим семейство схем, 
заданных на четырехточечном шаблоне

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0, (17) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝐹𝐹�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1� = 0,    𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝜏𝜏𝜏𝜏 (18) 

с начальными условиями 

𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ, (19) 

и граничными условиями

𝑃𝑃𝑃𝑃�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 0� = 𝑃𝑃𝑃𝑃0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑄𝑄𝑄𝑄�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 0� = 𝑄𝑄𝑄𝑄0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝜏𝜏𝜏𝜏, (20) 

𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2
� = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2 −1
� + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 , (21) 

𝑄𝑄𝑄𝑄 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2 −1
� + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 , (22) 

Схема (6), (7) и (11), (12) принадлежат этому семейству и соответствуют 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 0 и 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 1
соответственно.

Вычислим невязку для этой системы разностных уравнений

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�, (23) 

Отсюда находим P1
1
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𝑃𝑃𝑃𝑃11 = 𝑃𝑃𝑃𝑃10 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄01 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄10 +

𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃11 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃01.

Отсюда находим 𝑃𝑃𝑃𝑃11

𝑃𝑃𝑃𝑃11 =
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2
⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃10 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄01 −

𝛾𝛾𝛾𝛾1
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄10 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃01�. (15) 

Подставляя 𝑃𝑃𝑃𝑃11 в (14) и определим 𝑄𝑄𝑄𝑄11.
Зная 𝑃𝑃𝑃𝑃11, 𝑄𝑄𝑄𝑄11 можно вычислить все значения 𝑃𝑃𝑃𝑃1

𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝑄𝑄𝑄𝑄1
𝑗𝑗𝑗𝑗 до некоторого 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑗𝑗𝑗𝑗0, затем, положив 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2, найти 𝑃𝑃𝑃𝑃2
𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑄𝑄𝑄𝑄2

𝑗𝑗𝑗𝑗 при 0 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗0 и т.д.
В общем случае для определения 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗+1 получим

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1�. (16) 

Объединяя явную (6), (7) и чисто неявную схему (11), (12) рассмотрим семейство схем, 
заданных на четырехточечном шаблоне

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0, (17) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝐹𝐹�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1� = 0,    𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝜏𝜏𝜏𝜏 (18) 

с начальными условиями 

𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ, (19) 

и граничными условиями

𝑃𝑃𝑃𝑃�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 0� = 𝑃𝑃𝑃𝑃0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑄𝑄𝑄𝑄�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 0� = 𝑄𝑄𝑄𝑄0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝜏𝜏𝜏𝜏, (20) 

𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2
� = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2 −1
� + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 , (21) 

𝑄𝑄𝑄𝑄 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2 −1
� + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 , (22) 

Схема (6), (7) и (11), (12) принадлежат этому семейству и соответствуют 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 0 и 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 1
соответственно.

Вычислим невязку для этой системы разностных уравнений

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�, (23) 

Подставляя  P1
1 в (14) и определим Q1

1.
Зная P1

1, Q
1
1 можно вычислить все значения PJ

1, Q
J
1  до некоторого j=j0, 

затем, положив i=2, найти PJ
2, Q

J
2,  при  
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𝑃𝑃𝑃𝑃11 = 𝑃𝑃𝑃𝑃10 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄01 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄10 +

𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃11 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃01.

Отсюда находим 𝑃𝑃𝑃𝑃11

𝑃𝑃𝑃𝑃11 =
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2
⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃10 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄01 −

𝛾𝛾𝛾𝛾1
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄10 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃01�. (15) 

Подставляя 𝑃𝑃𝑃𝑃11 в (14) и определим 𝑄𝑄𝑄𝑄11.
Зная 𝑃𝑃𝑃𝑃11, 𝑄𝑄𝑄𝑄11 можно вычислить все значения 𝑃𝑃𝑃𝑃1

𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝑄𝑄𝑄𝑄1
𝑗𝑗𝑗𝑗 до некоторого 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑗𝑗𝑗𝑗0, затем, положив 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2, найти 𝑃𝑃𝑃𝑃2
𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑄𝑄𝑄𝑄2

𝑗𝑗𝑗𝑗 при 0 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗0 и т.д.
В общем случае для определения 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗+1 получим

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1�. (16) 

Объединяя явную (6), (7) и чисто неявную схему (11), (12) рассмотрим семейство схем, 
заданных на четырехточечном шаблоне

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0, (17) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝐹𝐹�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1� = 0,    𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝜏𝜏𝜏𝜏 (18) 

с начальными условиями 

𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ, (19) 

и граничными условиями

𝑃𝑃𝑃𝑃�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 0� = 𝑃𝑃𝑃𝑃0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑄𝑄𝑄𝑄�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 0� = 𝑄𝑄𝑄𝑄0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝜏𝜏𝜏𝜏, (20) 

𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2
� = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2 −1
� + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 , (21) 

𝑄𝑄𝑄𝑄 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2 −1
� + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 , (22) 

Схема (6), (7) и (11), (12) принадлежат этому семейству и соответствуют 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 0 и 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 1
соответственно.

Вычислим невязку для этой системы разностных уравнений

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�, (23) 

 и т.д.
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𝑃𝑃𝑃𝑃11 = 𝑃𝑃𝑃𝑃10 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄01 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄10 +

𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃11 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃01.

Отсюда находим 𝑃𝑃𝑃𝑃11

𝑃𝑃𝑃𝑃11 =
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2
⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃10 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄01 −

𝛾𝛾𝛾𝛾1
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄10 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃01�. (15) 

Подставляя 𝑃𝑃𝑃𝑃11 в (14) и определим 𝑄𝑄𝑄𝑄11.
Зная 𝑃𝑃𝑃𝑃11, 𝑄𝑄𝑄𝑄11 можно вычислить все значения 𝑃𝑃𝑃𝑃1

𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝑄𝑄𝑄𝑄1
𝑗𝑗𝑗𝑗 до некоторого 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑗𝑗𝑗𝑗0, затем, положив 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2, найти 𝑃𝑃𝑃𝑃2
𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑄𝑄𝑄𝑄2

𝑗𝑗𝑗𝑗 при 0 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗0 и т.д.
В общем случае для определения 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗+1 получим

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1�. (16) 

Объединяя явную (6), (7) и чисто неявную схему (11), (12) рассмотрим семейство схем, 
заданных на четырехточечном шаблоне

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0, (17) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝐹𝐹�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1� = 0,    𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝜏𝜏𝜏𝜏 (18) 

с начальными условиями 

𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ, (19) 

и граничными условиями

𝑃𝑃𝑃𝑃�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 0� = 𝑃𝑃𝑃𝑃0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑄𝑄𝑄𝑄�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 0� = 𝑄𝑄𝑄𝑄0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝜏𝜏𝜏𝜏, (20) 

𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2
� = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2 −1
� + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 , (21) 

𝑄𝑄𝑄𝑄 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2 −1
� + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 , (22) 

Схема (6), (7) и (11), (12) принадлежат этому семейству и соответствуют 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 0 и 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 1
соответственно.

Вычислим невязку для этой системы разностных уравнений

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�, (23) 

Объединяя явную (6), (7) и чисто неявную схему (11), (12) рассмотрим 
семейство схем, заданных на четырехточечном шаблоне
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𝑃𝑃𝑃𝑃11 = 𝑃𝑃𝑃𝑃10 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄01 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄10 +

𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃11 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃01.

Отсюда находим 𝑃𝑃𝑃𝑃11

𝑃𝑃𝑃𝑃11 =
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2
⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃10 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄01 −

𝛾𝛾𝛾𝛾1
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄10 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃01�. (15) 

Подставляя 𝑃𝑃𝑃𝑃11 в (14) и определим 𝑄𝑄𝑄𝑄11.
Зная 𝑃𝑃𝑃𝑃11, 𝑄𝑄𝑄𝑄11 можно вычислить все значения 𝑃𝑃𝑃𝑃1

𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝑄𝑄𝑄𝑄1
𝑗𝑗𝑗𝑗 до некоторого 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑗𝑗𝑗𝑗0, затем, положив 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2, найти 𝑃𝑃𝑃𝑃2
𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑄𝑄𝑄𝑄2

𝑗𝑗𝑗𝑗 при 0 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗0 и т.д.
В общем случае для определения 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗+1 получим

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1�. (16) 

Объединяя явную (6), (7) и чисто неявную схему (11), (12) рассмотрим семейство схем, 
заданных на четырехточечном шаблоне

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0, (17) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝐹𝐹�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1� = 0,    𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝜏𝜏𝜏𝜏 (18) 

с начальными условиями 

𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ, (19) 

и граничными условиями

𝑃𝑃𝑃𝑃�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 0� = 𝑃𝑃𝑃𝑃0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑄𝑄𝑄𝑄�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 0� = 𝑄𝑄𝑄𝑄0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝜏𝜏𝜏𝜏, (20) 

𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2
� = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2 −1
� + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 , (21) 

𝑄𝑄𝑄𝑄 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2 −1
� + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 , (22) 

Схема (6), (7) и (11), (12) принадлежат этому семейству и соответствуют 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 0 и 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 1
соответственно.

Вычислим невязку для этой системы разностных уравнений

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�, (23) 

с начальными условиями 
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𝑃𝑃𝑃𝑃11 = 𝑃𝑃𝑃𝑃10 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄01 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄10 +

𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃11 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃01.

Отсюда находим 𝑃𝑃𝑃𝑃11

𝑃𝑃𝑃𝑃11 =
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2
⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃10 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄01 −

𝛾𝛾𝛾𝛾1
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄10 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃01�. (15) 

Подставляя 𝑃𝑃𝑃𝑃11 в (14) и определим 𝑄𝑄𝑄𝑄11.
Зная 𝑃𝑃𝑃𝑃11, 𝑄𝑄𝑄𝑄11 можно вычислить все значения 𝑃𝑃𝑃𝑃1

𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝑄𝑄𝑄𝑄1
𝑗𝑗𝑗𝑗 до некоторого 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑗𝑗𝑗𝑗0, затем, положив 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2, найти 𝑃𝑃𝑃𝑃2
𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑄𝑄𝑄𝑄2

𝑗𝑗𝑗𝑗 при 0 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗0 и т.д.
В общем случае для определения 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗+1 получим

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1�. (16) 

Объединяя явную (6), (7) и чисто неявную схему (11), (12) рассмотрим семейство схем, 
заданных на четырехточечном шаблоне

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0, (17) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝐹𝐹�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1� = 0,    𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝜏𝜏𝜏𝜏 (18) 

с начальными условиями 

𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ, (19) 

и граничными условиями

𝑃𝑃𝑃𝑃�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 0� = 𝑃𝑃𝑃𝑃0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑄𝑄𝑄𝑄�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 0� = 𝑄𝑄𝑄𝑄0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝜏𝜏𝜏𝜏, (20) 

𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2
� = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2 −1
� + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 , (21) 

𝑄𝑄𝑄𝑄 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2 −1
� + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 , (22) 

Схема (6), (7) и (11), (12) принадлежат этому семейству и соответствуют 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 0 и 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 1
соответственно.

Вычислим невязку для этой системы разностных уравнений

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�, (23) 

и граничными условиями
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𝑃𝑃𝑃𝑃11 = 𝑃𝑃𝑃𝑃10 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄01 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄10 +

𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃11 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃01.

Отсюда находим 𝑃𝑃𝑃𝑃11

𝑃𝑃𝑃𝑃11 =
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2
⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃10 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄01 −

𝛾𝛾𝛾𝛾1
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄10 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃01�. (15) 

Подставляя 𝑃𝑃𝑃𝑃11 в (14) и определим 𝑄𝑄𝑄𝑄11.
Зная 𝑃𝑃𝑃𝑃11, 𝑄𝑄𝑄𝑄11 можно вычислить все значения 𝑃𝑃𝑃𝑃1

𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝑄𝑄𝑄𝑄1
𝑗𝑗𝑗𝑗 до некоторого 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑗𝑗𝑗𝑗0, затем, положив 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2, найти 𝑃𝑃𝑃𝑃2
𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑄𝑄𝑄𝑄2

𝑗𝑗𝑗𝑗 при 0 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗0 и т.д.
В общем случае для определения 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗+1 получим

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1�. (16) 

Объединяя явную (6), (7) и чисто неявную схему (11), (12) рассмотрим семейство схем, 
заданных на четырехточечном шаблоне

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0, (17) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝐹𝐹�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1� = 0,    𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝜏𝜏𝜏𝜏 (18) 

с начальными условиями 

𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ, (19) 

и граничными условиями

𝑃𝑃𝑃𝑃�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 0� = 𝑃𝑃𝑃𝑃0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑄𝑄𝑄𝑄�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 0� = 𝑄𝑄𝑄𝑄0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝜏𝜏𝜏𝜏, (20) 

𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2
� = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2 −1
� + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 , (21) 

𝑄𝑄𝑄𝑄 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2 −1
� + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 , (22) 

Схема (6), (7) и (11), (12) принадлежат этому семейству и соответствуют 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 0 и 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 1
соответственно.

Вычислим невязку для этой системы разностных уравнений

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�, (23) 

Схема (6), (7) и (11), (12) принадлежат этому семейству и соответствуют  
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𝑃𝑃𝑃𝑃11 = 𝑃𝑃𝑃𝑃10 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄01 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄10 +

𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃11 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃01.

Отсюда находим 𝑃𝑃𝑃𝑃11

𝑃𝑃𝑃𝑃11 =
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2
⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃10 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄01 −

𝛾𝛾𝛾𝛾1
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄10 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃01�. (15) 

Подставляя 𝑃𝑃𝑃𝑃11 в (14) и определим 𝑄𝑄𝑄𝑄11.
Зная 𝑃𝑃𝑃𝑃11, 𝑄𝑄𝑄𝑄11 можно вычислить все значения 𝑃𝑃𝑃𝑃1

𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝑄𝑄𝑄𝑄1
𝑗𝑗𝑗𝑗 до некоторого 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑗𝑗𝑗𝑗0, затем, положив 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2, найти 𝑃𝑃𝑃𝑃2
𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑄𝑄𝑄𝑄2

𝑗𝑗𝑗𝑗 при 0 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗0 и т.д.
В общем случае для определения 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗+1 получим

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1�. (16) 

Объединяя явную (6), (7) и чисто неявную схему (11), (12) рассмотрим семейство схем, 
заданных на четырехточечном шаблоне

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0, (17) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝐹𝐹�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1� = 0,    𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝜏𝜏𝜏𝜏 (18) 

с начальными условиями 

𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ, (19) 

и граничными условиями

𝑃𝑃𝑃𝑃�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 0� = 𝑃𝑃𝑃𝑃0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑄𝑄𝑄𝑄�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 0� = 𝑄𝑄𝑄𝑄0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝜏𝜏𝜏𝜏, (20) 

𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2
� = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2 −1
� + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 , (21) 

𝑄𝑄𝑄𝑄 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2 −1
� + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 , (22) 

Схема (6), (7) и (11), (12) принадлежат этому семейству и соответствуют 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 0 и 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 1
соответственно.

Вычислим невязку для этой системы разностных уравнений

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�, (23) 

  соответственно.
Вычислим невязку для этой системы разностных уравнений

7 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃11 = 𝑃𝑃𝑃𝑃10 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄01 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄10 +

𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃11 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃01.

Отсюда находим 𝑃𝑃𝑃𝑃11

𝑃𝑃𝑃𝑃11 =
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2
⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃10 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄01 −

𝛾𝛾𝛾𝛾1
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏

⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄10 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃01�. (15) 

Подставляя 𝑃𝑃𝑃𝑃11 в (14) и определим 𝑄𝑄𝑄𝑄11.
Зная 𝑃𝑃𝑃𝑃11, 𝑄𝑄𝑄𝑄11 можно вычислить все значения 𝑃𝑃𝑃𝑃1

𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝑄𝑄𝑄𝑄1
𝑗𝑗𝑗𝑗 до некоторого 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑗𝑗𝑗𝑗0, затем, положив 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2, найти 𝑃𝑃𝑃𝑃2
𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑄𝑄𝑄𝑄2

𝑗𝑗𝑗𝑗 при 0 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗0 и т.д.
В общем случае для определения 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗+1 получим

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝛾𝛾𝛾𝛾1 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗𝑗𝑗 −
𝛾𝛾𝛾𝛾1𝛾𝛾𝛾𝛾2

1 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝜏𝜏𝜏𝜏
⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1

𝑗𝑗𝑗𝑗+1�. (16) 

Объединяя явную (6), (7) и чисто неявную схему (11), (12) рассмотрим семейство схем, 
заданных на четырехточечном шаблоне

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0, (17) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝐹𝐹�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1� = 0,    𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝜏𝜏𝜏𝜏 (18) 

с начальными условиями 

𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ, (19) 

и граничными условиями

𝑃𝑃𝑃𝑃�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 0� = 𝑃𝑃𝑃𝑃0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝑄𝑄𝑄𝑄�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 0� = 𝑄𝑄𝑄𝑄0�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗�,    𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝜔𝜔𝜔𝜔𝜏𝜏𝜏𝜏, (20) 

𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2
� = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2 −1
� + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 , (21) 

𝑄𝑄𝑄𝑄 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2 −1
� + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 , (22) 

Схема (6), (7) и (11), (12) принадлежат этому семейству и соответствуют 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 0 и 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 1
соответственно.

Вычислим невязку для этой системы разностных уравнений

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 +
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�, (23) 
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𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝐹𝐹�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�. (24) 
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𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+1, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏2

8
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +

+
𝜏𝜏𝜏𝜏3

48
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏4

384
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏5),

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� −
𝜏𝜏𝜏𝜏
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏2

8
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� −

−
𝜏𝜏𝜏𝜏3

48
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏4

384
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏5).

Подставляя эти разложения в �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+1−𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛�
𝜏𝜏𝜏𝜏

получим, что

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (25) 

Аналогично

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (26) 

Разложим функций 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 по переменной 𝜕𝜕𝜕𝜕:

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − ℎ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ3).

Теперь найдем разностную производную назад:

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
= �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

−
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2). (27) 

Аналогично имеем

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
= �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

−
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2). (28) 

Подставляем (25)-(28) в (23) и (24), получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)� +  

Используем разложение в ряд Тейлора
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𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝐹𝐹�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�. (24) 

Используем разложение в ряд Тейлора

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+1, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏2

8
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +

+
𝜏𝜏𝜏𝜏3

48
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏4

384
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏5),

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� −
𝜏𝜏𝜏𝜏
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏2

8
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� −

−
𝜏𝜏𝜏𝜏3

48
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏4

384
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏5).

Подставляя эти разложения в �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+1−𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛�
𝜏𝜏𝜏𝜏

получим, что

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (25) 

Аналогично

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (26) 

Разложим функций 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 по переменной 𝜕𝜕𝜕𝜕:

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − ℎ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ3).

Теперь найдем разностную производную назад:

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
= �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

−
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2). (27) 

Аналогично имеем

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
= �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

−
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2). (28) 

Подставляем (25)-(28) в (23) и (24), получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)� +  

	

   Подставляя эти разложения в  
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𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝐹𝐹�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�. (24) 

Используем разложение в ряд Тейлора

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+1, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏2

8
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +

+
𝜏𝜏𝜏𝜏3

48
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏4

384
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏5),

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� −
𝜏𝜏𝜏𝜏
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏2

8
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� −

−
𝜏𝜏𝜏𝜏3

48
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏4

384
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏5).

Подставляя эти разложения в �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+1−𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛�
𝜏𝜏𝜏𝜏

получим, что

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (25) 

Аналогично

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (26) 

Разложим функций 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 по переменной 𝜕𝜕𝜕𝜕:

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − ℎ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ3).

Теперь найдем разностную производную назад:

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
= �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

−
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2). (27) 

Аналогично имеем

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
= �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

−
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2). (28) 

Подставляем (25)-(28) в (23) и (24), получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)� +  

получим, что
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𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝐹𝐹�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�. (24) 

Используем разложение в ряд Тейлора

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+1, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏2

8
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +

+
𝜏𝜏𝜏𝜏3

48
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏4

384
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏5),

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� −
𝜏𝜏𝜏𝜏
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏2

8
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� −

−
𝜏𝜏𝜏𝜏3

48
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏4

384
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏5).

Подставляя эти разложения в �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+1−𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛�
𝜏𝜏𝜏𝜏

получим, что

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (25) 

Аналогично

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (26) 

Разложим функций 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 по переменной 𝜕𝜕𝜕𝜕:

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − ℎ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ3).

Теперь найдем разностную производную назад:

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
= �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

−
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2). (27) 

Аналогично имеем

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
= �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

−
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2). (28) 

Подставляем (25)-(28) в (23) и (24), получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)� +  

Аналогично

8 
 

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝐹𝐹�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�. (24) 

Используем разложение в ряд Тейлора

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+1, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏2

8
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +

+
𝜏𝜏𝜏𝜏3

48
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏4

384
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏5),

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� −
𝜏𝜏𝜏𝜏
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏2

8
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� −

−
𝜏𝜏𝜏𝜏3

48
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏4

384
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏5).

Подставляя эти разложения в �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+1−𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛�
𝜏𝜏𝜏𝜏

получим, что

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (25) 

Аналогично

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (26) 

Разложим функций 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 по переменной 𝜕𝜕𝜕𝜕:

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − ℎ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ3).

Теперь найдем разностную производную назад:

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
= �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

−
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2). (27) 

Аналогично имеем

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
= �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

−
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2). (28) 

Подставляем (25)-(28) в (23) и (24), получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)� +  

Разложим функций  P и Q по переменной x:
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𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝐹𝐹�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�. (24) 

Используем разложение в ряд Тейлора

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+1, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏2

8
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +

+
𝜏𝜏𝜏𝜏3

48
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏4

384
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏5),

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� −
𝜏𝜏𝜏𝜏
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏2

8
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� −

−
𝜏𝜏𝜏𝜏3

48
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏4

384
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏5).

Подставляя эти разложения в �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+1−𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛�
𝜏𝜏𝜏𝜏

получим, что

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (25) 

Аналогично

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (26) 

Разложим функций 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 по переменной 𝜕𝜕𝜕𝜕:

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − ℎ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ3).

Теперь найдем разностную производную назад:

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
= �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

−
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2). (27) 

Аналогично имеем

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
= �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

−
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2). (28) 

Подставляем (25)-(28) в (23) и (24), получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)� +  

	
Теперь найдем разностную производную назад:
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𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝐹𝐹�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�. (24) 

Используем разложение в ряд Тейлора

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+1, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏2

8
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +

+
𝜏𝜏𝜏𝜏3

48
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏4

384
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏5),

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� −
𝜏𝜏𝜏𝜏
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏2

8
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� −

−
𝜏𝜏𝜏𝜏3

48
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏4

384
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏5).

Подставляя эти разложения в �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+1−𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛�
𝜏𝜏𝜏𝜏

получим, что

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (25) 

Аналогично

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (26) 

Разложим функций 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 по переменной 𝜕𝜕𝜕𝜕:

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − ℎ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ3).

Теперь найдем разностную производную назад:

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
= �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

−
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2). (27) 

Аналогично имеем

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
= �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

−
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2). (28) 

Подставляем (25)-(28) в (23) и (24), получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)� +  

Аналогично имеем
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𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝐹𝐹�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�. (24) 

Используем разложение в ряд Тейлора

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+1, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏2

8
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +

+
𝜏𝜏𝜏𝜏3

48
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏4

384
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏5),

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� −
𝜏𝜏𝜏𝜏
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏2

8
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� −

−
𝜏𝜏𝜏𝜏3

48
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏4

384
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏5).

Подставляя эти разложения в �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+1−𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛�
𝜏𝜏𝜏𝜏

получим, что

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (25) 

Аналогично

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (26) 

Разложим функций 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 по переменной 𝜕𝜕𝜕𝜕:

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − ℎ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ3).

Теперь найдем разностную производную назад:

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
= �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

−
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2). (27) 

Аналогично имеем

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
= �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

−
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2). (28) 

Подставляем (25)-(28) в (23) и (24), получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)� +  

Подставляем (25)-(28) в (23) и (24), получим

8 
 

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝐹𝐹�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�. (24) 

Используем разложение в ряд Тейлора

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+1, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏2

8
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +

+
𝜏𝜏𝜏𝜏3

48
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏4

384
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏5),

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑃𝑃𝑃𝑃 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� −
𝜏𝜏𝜏𝜏
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏2

8
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� −

−
𝜏𝜏𝜏𝜏3

48
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� +
𝜏𝜏𝜏𝜏4

384
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕4𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕4

� �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏5).

Подставляя эти разложения в �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+1−𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛�
𝜏𝜏𝜏𝜏

получим, что

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (25) 

Аналогично

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑛𝑛𝑛𝑛+12

, 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (26) 

Разложим функций 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 по переменной 𝜕𝜕𝜕𝜕:

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − ℎ �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ3).

Теперь найдем разностную производную назад:

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
= �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

−
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2). (27) 

Аналогично имеем

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑛𝑛𝑛𝑛

ℎ
= �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

−
ℎ2

2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2). (28) 

Подставляем (25)-(28) в (23) и (24), получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)� +  
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+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ��
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (29) 

ψ2 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕Q
𝜕𝜕𝜕𝜕t �i

n+12
+ F �σ ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕P
𝜕𝜕𝜕𝜕x�i

n+1

−
h
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2P
𝜕𝜕𝜕𝜕x2

�
i

n+1

+ O(h2)� + 
 

 

+(1 − σ) ��
𝜕𝜕𝜕𝜕P
𝜕𝜕𝜕𝜕x�i

n+1

−
h
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2P
𝜕𝜕𝜕𝜕x2

�
i

n+1

+ O(h2)� + 2aQi
n+1� + O(τ2). (30) 

Для удобства дальнейших выкладок для невязок 𝜓𝜓𝜓𝜓1, 𝜓𝜓𝜓𝜓2 положим

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
= 1,   𝐹𝐹𝐹𝐹 = 1. (31) 

Разложим в ряд Тейлора по 𝜕𝜕𝜕𝜕 слагаемые �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛
в окрестности 

точки 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+12

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (32) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (33) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (34) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (35) 

Тогда из (29)-(30) с учетом предположения (31) получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�

+
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+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ��
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (29) 

ψ2 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕Q
𝜕𝜕𝜕𝜕t �i

n+12
+ F �σ ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕P
𝜕𝜕𝜕𝜕x�i

n+1

−
h
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2P
𝜕𝜕𝜕𝜕x2

�
i

n+1

+ O(h2)� + 
 

 

+(1 − σ) ��
𝜕𝜕𝜕𝜕P
𝜕𝜕𝜕𝜕x�i

n+1

−
h
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2P
𝜕𝜕𝜕𝜕x2

�
i

n+1

+ O(h2)� + 2aQi
n+1� + O(τ2). (30) 

Для удобства дальнейших выкладок для невязок 𝜓𝜓𝜓𝜓1, 𝜓𝜓𝜓𝜓2 положим

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
= 1,   𝐹𝐹𝐹𝐹 = 1. (31) 

Разложим в ряд Тейлора по 𝜕𝜕𝜕𝜕 слагаемые �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛
в окрестности 

точки 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+12

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (32) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (33) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (34) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (35) 

Тогда из (29)-(30) с учетом предположения (31) получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�

+

 

 

Для удобства дальнейших выкладок для невязок 
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+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ��
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (29) 

ψ2 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕Q
𝜕𝜕𝜕𝜕t �i

n+12
+ F �σ ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕P
𝜕𝜕𝜕𝜕x�i

n+1

−
h
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2P
𝜕𝜕𝜕𝜕x2

�
i

n+1

+ O(h2)� + 
 

 

+(1 − σ) ��
𝜕𝜕𝜕𝜕P
𝜕𝜕𝜕𝜕x�i

n+1

−
h
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2P
𝜕𝜕𝜕𝜕x2

�
i

n+1

+ O(h2)� + 2aQi
n+1� + O(τ2). (30) 

Для удобства дальнейших выкладок для невязок 𝜓𝜓𝜓𝜓1, 𝜓𝜓𝜓𝜓2 положим

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
= 1,   𝐹𝐹𝐹𝐹 = 1. (31) 

Разложим в ряд Тейлора по 𝜕𝜕𝜕𝜕 слагаемые �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛
в окрестности 

точки 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+12

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (32) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (33) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (34) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (35) 

Тогда из (29)-(30) с учетом предположения (31) получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�

+

 

 

 положим
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+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ��
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (29) 

ψ2 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕Q
𝜕𝜕𝜕𝜕t �i

n+12
+ F �σ ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕P
𝜕𝜕𝜕𝜕x�i

n+1

−
h
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2P
𝜕𝜕𝜕𝜕x2

�
i

n+1

+ O(h2)� + 
 

 

+(1 − σ) ��
𝜕𝜕𝜕𝜕P
𝜕𝜕𝜕𝜕x�i

n+1

−
h
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2P
𝜕𝜕𝜕𝜕x2

�
i

n+1

+ O(h2)� + 2aQi
n+1� + O(τ2). (30) 

Для удобства дальнейших выкладок для невязок 𝜓𝜓𝜓𝜓1, 𝜓𝜓𝜓𝜓2 положим

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
= 1,   𝐹𝐹𝐹𝐹 = 1. (31) 

Разложим в ряд Тейлора по 𝜕𝜕𝜕𝜕 слагаемые �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛
в окрестности 

точки 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+12

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (32) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (33) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (34) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (35) 

Тогда из (29)-(30) с учетом предположения (31) получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�

+

 

 

Разложим в ряд Тейлора по  t слагаемые 
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+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ��
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (29) 

ψ2 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕Q
𝜕𝜕𝜕𝜕t �i

n+12
+ F �σ ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕P
𝜕𝜕𝜕𝜕x�i

n+1

−
h
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2P
𝜕𝜕𝜕𝜕x2

�
i

n+1

+ O(h2)� + 
 

 

+(1 − σ) ��
𝜕𝜕𝜕𝜕P
𝜕𝜕𝜕𝜕x�i

n+1

−
h
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2P
𝜕𝜕𝜕𝜕x2

�
i

n+1

+ O(h2)� + 2aQi
n+1� + O(τ2). (30) 

Для удобства дальнейших выкладок для невязок 𝜓𝜓𝜓𝜓1, 𝜓𝜓𝜓𝜓2 положим

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
= 1,   𝐹𝐹𝐹𝐹 = 1. (31) 

Разложим в ряд Тейлора по 𝜕𝜕𝜕𝜕 слагаемые �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛
в окрестности 

точки 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+12

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (32) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (33) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (34) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (35) 

Тогда из (29)-(30) с учетом предположения (31) получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�

+

 

 

 в 
окрестности точки 
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+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ��
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (29) 

ψ2 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕Q
𝜕𝜕𝜕𝜕t �i

n+12
+ F �σ ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕P
𝜕𝜕𝜕𝜕x�i

n+1

−
h
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2P
𝜕𝜕𝜕𝜕x2

�
i

n+1

+ O(h2)� + 
 

 

+(1 − σ) ��
𝜕𝜕𝜕𝜕P
𝜕𝜕𝜕𝜕x�i

n+1

−
h
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2P
𝜕𝜕𝜕𝜕x2

�
i

n+1

+ O(h2)� + 2aQi
n+1� + O(τ2). (30) 

Для удобства дальнейших выкладок для невязок 𝜓𝜓𝜓𝜓1, 𝜓𝜓𝜓𝜓2 положим

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
= 1,   𝐹𝐹𝐹𝐹 = 1. (31) 

Разложим в ряд Тейлора по 𝜕𝜕𝜕𝜕 слагаемые �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛
в окрестности 

точки 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+12

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (32) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (33) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (34) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (35) 

Тогда из (29)-(30) с учетом предположения (31) получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�

+

 

 
9 

 

 

+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ��
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (29) 

ψ2 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕Q
𝜕𝜕𝜕𝜕t �i

n+12
+ F �σ ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕P
𝜕𝜕𝜕𝜕x�i

n+1

−
h
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2P
𝜕𝜕𝜕𝜕x2

�
i

n+1

+ O(h2)� + 
 

 

+(1 − σ) ��
𝜕𝜕𝜕𝜕P
𝜕𝜕𝜕𝜕x�i

n+1

−
h
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2P
𝜕𝜕𝜕𝜕x2

�
i

n+1

+ O(h2)� + 2aQi
n+1� + O(τ2). (30) 

Для удобства дальнейших выкладок для невязок 𝜓𝜓𝜓𝜓1, 𝜓𝜓𝜓𝜓2 положим

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
= 1,   𝐹𝐹𝐹𝐹 = 1. (31) 

Разложим в ряд Тейлора по 𝜕𝜕𝜕𝜕 слагаемые �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛
в окрестности 

точки 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+12

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (32) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (33) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (34) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (35) 

Тогда из (29)-(30) с учетом предположения (31) получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�

+
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+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ��
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (29) 

ψ2 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕Q
𝜕𝜕𝜕𝜕t �i

n+12
+ F �σ ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕P
𝜕𝜕𝜕𝜕x�i

n+1

−
h
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2P
𝜕𝜕𝜕𝜕x2

�
i

n+1

+ O(h2)� + 
 

 

+(1 − σ) ��
𝜕𝜕𝜕𝜕P
𝜕𝜕𝜕𝜕x�i

n+1

−
h
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2P
𝜕𝜕𝜕𝜕x2

�
i

n+1

+ O(h2)� + 2aQi
n+1� + O(τ2). (30) 

Для удобства дальнейших выкладок для невязок 𝜓𝜓𝜓𝜓1, 𝜓𝜓𝜓𝜓2 положим

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
= 1,   𝐹𝐹𝐹𝐹 = 1. (31) 

Разложим в ряд Тейлора по 𝜕𝜕𝜕𝜕 слагаемые �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛
в окрестности 

точки 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+12

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (32) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (33) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (34) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (35) 

Тогда из (29)-(30) с учетом предположения (31) получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�

+

 

 

Тогда из (29)-(30) с учетом предположения (31) получим
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+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ��
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (29) 

ψ2 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕Q
𝜕𝜕𝜕𝜕t �i

n+12
+ F �σ ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕P
𝜕𝜕𝜕𝜕x�i

n+1

−
h
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2P
𝜕𝜕𝜕𝜕x2

�
i

n+1

+ O(h2)� + 
 

 

+(1 − σ) ��
𝜕𝜕𝜕𝜕P
𝜕𝜕𝜕𝜕x�i

n+1

−
h
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2P
𝜕𝜕𝜕𝜕x2

�
i

n+1

+ O(h2)� + 2aQi
n+1� + O(τ2). (30) 

Для удобства дальнейших выкладок для невязок 𝜓𝜓𝜓𝜓1, 𝜓𝜓𝜓𝜓2 положим

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
= 1,   𝐹𝐹𝐹𝐹 = 1. (31) 

Разложим в ряд Тейлора по 𝜕𝜕𝜕𝜕 слагаемые �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1
, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛
в окрестности 

точки 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+12

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (32) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (33) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2), (34) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2). (35) 

Тогда из (29)-(30) с учетом предположения (31) получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�

+
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+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ ��
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�, (36) 

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�

+
 

 

+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ ��
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2) + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1�. (37) 

Из основных уравнений (1), (2) имеем

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
= −�

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
,

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
= −�

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12.

Подставляем эти выражения в (37) и получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
−

−
𝜎𝜎𝜎𝜎ℎ
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ

2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2),

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ �− �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12� +

+0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ (2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
−

(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ
2

⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ

2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+

+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+12 + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2).

Отсюда видно, что слагаемое содержащие �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12 сокращаются и получается, что

Из основных уравнений (1), (2) имеем

10 
 

+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ ��
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�, (36) 

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�

+
 

 

+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ ��
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2) + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1�. (37) 

Из основных уравнений (1), (2) имеем

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
= −�

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
,

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
= −�

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12.

Подставляем эти выражения в (37) и получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
−

−
𝜎𝜎𝜎𝜎ℎ
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ

2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2),

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ �− �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12� +

+0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ (2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
−

(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ
2

⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ

2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+

+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+12 + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2).

Отсюда видно, что слагаемое содержащие �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12 сокращаются и получается, что

Подставляем эти выражения в (37) и получим

10 
 

+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ ��
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�, (36) 

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�

+
 

 

+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ ��
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2) + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1�. (37) 

Из основных уравнений (1), (2) имеем

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
= −�

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
,

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
= −�

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12.

Подставляем эти выражения в (37) и получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
−

−
𝜎𝜎𝜎𝜎ℎ
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ

2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2),

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ �− �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12� +

+0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ (2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
−

(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ
2

⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ

2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+

+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+12 + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2).

Отсюда видно, что слагаемое содержащие �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12 сокращаются и получается, что
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+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ ��
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�, (36) 

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�

+
 

 

+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ ��
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2) + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1�. (37) 

Из основных уравнений (1), (2) имеем

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
= −�

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
,

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
= −�

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12.

Подставляем эти выражения в (37) и получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
−

−
𝜎𝜎𝜎𝜎ℎ
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ

2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2),

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ �− �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12� +

+0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ (2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
−

(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ
2

⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ

2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+

+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+12 + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2).

Отсюда видно, что слагаемое содержащие �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12 сокращаются и получается, что
Отсюда видно, что слагаемое содержащие 
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+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ ��
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�, (36) 

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ ��

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2)�

+
 

 

+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ ��
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2) −

ℎ
2
�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(ℎ2) + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1�. (37) 

Из основных уравнений (1), (2) имеем

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
= −�

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
,

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
= −�

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12.

Подставляем эти выражения в (37) и получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 0,5(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
−

−
𝜎𝜎𝜎𝜎ℎ
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ

2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2),

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 𝜎𝜎𝜎𝜎 ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ �− �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12� +

+0,5𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ (2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
−

(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ
2

⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ

2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+

+(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+12 + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2).

Отсюда видно, что слагаемое содержащие �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12, �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12 сокращаются и получается, что,  сокращаются 
и получается, что

11 
 

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
−
𝜎𝜎𝜎𝜎ℎ
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−  

−
(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ

2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2), (38) 

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
−
𝜎𝜎𝜎𝜎ℎ
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ

2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+

 

 

+2𝑎𝑎𝑎𝑎(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+12� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2). (39) 

Далее разлагаем в ряд Тейлора по 𝜕𝜕𝜕𝜕 в окрестности точки 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+12
вторые производные

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏),  

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏),

(40) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏),

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏).  

Предположим, что 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+12 + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2).

С учетом (40) из (38) и (39) получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2),

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2).

Из системы уравнений (1), (2) имеем, что

Далее разлагаем в ряд Тейлора по  t в окрестности точки  
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𝜓𝜓𝜓𝜓1 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
−
𝜎𝜎𝜎𝜎ℎ
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−  

−
(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ

2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2), (38) 

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
−
𝜎𝜎𝜎𝜎ℎ
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ

2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+

 

 

+2𝑎𝑎𝑎𝑎(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+12� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2). (39) 

Далее разлагаем в ряд Тейлора по 𝜕𝜕𝜕𝜕 в окрестности точки 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+12
вторые производные

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏),  

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏),

(40) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏),

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏).  

Предположим, что 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+12 + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2).

С учетом (40) из (38) и (39) получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2),

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2).

Из системы уравнений (1), (2) имеем, что

 вторые 
производные

11 
 

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
−
𝜎𝜎𝜎𝜎ℎ
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−  

−
(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ

2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2), (38) 

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
−
𝜎𝜎𝜎𝜎ℎ
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ

2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+

 

 

+2𝑎𝑎𝑎𝑎(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+12� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2). (39) 

Далее разлагаем в ряд Тейлора по 𝜕𝜕𝜕𝜕 в окрестности точки 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+12
вторые производные

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏),  

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏),

(40) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏),

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏).  

Предположим, что 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+12 + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2).

С учетом (40) из (38) и (39) получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2),

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2).

Из системы уравнений (1), (2) имеем, что

Предположим, что 
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𝜓𝜓𝜓𝜓1 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
−
𝜎𝜎𝜎𝜎ℎ
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−  

−
(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ

2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2), (38) 

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
−
𝜎𝜎𝜎𝜎ℎ
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ

2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+

 

 

+2𝑎𝑎𝑎𝑎(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+12� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2). (39) 

Далее разлагаем в ряд Тейлора по 𝜕𝜕𝜕𝜕 в окрестности точки 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+12
вторые производные

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏),  

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏),

(40) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏),

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏).  

Предположим, что 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+12 + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2).

С учетом (40) из (38) и (39) получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2),

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2).

Из системы уравнений (1), (2) имеем, что

.
С учетом (40) из (38) и (39) получим
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𝜓𝜓𝜓𝜓1 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
−
𝜎𝜎𝜎𝜎ℎ
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−  

−
(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ

2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2), (38) 

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
−
𝜎𝜎𝜎𝜎ℎ
2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

−
(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)ℎ

2
⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

+

 

 

+2𝑎𝑎𝑎𝑎(1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎) ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+12� + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2). (39) 

Далее разлагаем в ряд Тейлора по 𝜕𝜕𝜕𝜕 в окрестности точки 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑛𝑛𝑛𝑛+12
вторые производные

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏),  

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏),

(40) 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+1

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏),

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

= �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏).  

Предположим, что 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑛𝑛+1 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛+12 + 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2).

С учетом (40) из (38) и (39) получим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2),

𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2).

Из системы уравнений (1), (2) имеем, что
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Из системы уравнений (1), (2) имеем, что

12 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

,    
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

.

Рассмотрим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 + 𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+

+0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2).

Так как

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
= −�

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
, 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
= −�

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
 

получим, что

𝜓𝜓𝜓𝜓 = 𝜓𝜓𝜓𝜓1 + 𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝜏𝜏𝜏𝜏 + ℎ) ⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 𝑎𝑎𝑎𝑎ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+

+0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝜏𝜏𝜏𝜏 + ℎ) ⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2).

Отсюда видно, что схема с весами имеет второй порядок аппроксимации

𝜓𝜓𝜓𝜓 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2),
Если

𝜎𝜎𝜎𝜎 =
1
2
−
ℎ

2𝜏𝜏𝜏𝜏
= 𝜎𝜎𝜎𝜎0 (41) 

а при 𝜎𝜎𝜎𝜎 ≠ 𝜎𝜎𝜎𝜎0 - первый порядок, 𝜓𝜓𝜓𝜓 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏 + ℎ).

Устойчивость по начальным данным.
Покажем теперь, что схема семейство схем с весами (23)-(29) устойчива по начальным 

данным при

𝜎𝜎𝜎𝜎 ≥
1
2
−
ℎ

2𝜏𝜏𝜏𝜏
.

Рассмотрим

12 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

,    
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

.

Рассмотрим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 + 𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+

+0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2).

Так как

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
= −�

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
, 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
= −�

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
 

получим, что

𝜓𝜓𝜓𝜓 = 𝜓𝜓𝜓𝜓1 + 𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝜏𝜏𝜏𝜏 + ℎ) ⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 𝑎𝑎𝑎𝑎ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+

+0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝜏𝜏𝜏𝜏 + ℎ) ⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2).

Отсюда видно, что схема с весами имеет второй порядок аппроксимации

𝜓𝜓𝜓𝜓 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2),
Если

𝜎𝜎𝜎𝜎 =
1
2
−
ℎ

2𝜏𝜏𝜏𝜏
= 𝜎𝜎𝜎𝜎0 (41) 

а при 𝜎𝜎𝜎𝜎 ≠ 𝜎𝜎𝜎𝜎0 - первый порядок, 𝜓𝜓𝜓𝜓 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏 + ℎ).

Устойчивость по начальным данным.
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Отсюда видно, что схема с весами имеет второй порядок аппроксимации
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а при 𝜎𝜎𝜎𝜎 ≠ 𝜎𝜎𝜎𝜎0 - первый порядок, 𝜓𝜓𝜓𝜓 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏 + ℎ).

Устойчивость по начальным данным.
Покажем теперь, что схема семейство схем с весами (23)-(29) устойчива по начальным 
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−
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2𝜏𝜏𝜏𝜏
= 𝜎𝜎𝜎𝜎0 (41) 

а при 𝜎𝜎𝜎𝜎 ≠ 𝜎𝜎𝜎𝜎0 - первый порядок, 𝜓𝜓𝜓𝜓 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏 + ℎ).

Устойчивость по начальным данным.
Покажем теперь, что схема семейство схем с весами (23)-(29) устойчива по начальным 

данным при

𝜎𝜎𝜎𝜎 ≥
1
2
−
ℎ

2𝜏𝜏𝜏𝜏
.

а при  -

12 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

,    
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

.

Рассмотрим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 + 𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+

+0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2).

Так как

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
= −�

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
, 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
= −�

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
 

получим, что

𝜓𝜓𝜓𝜓 = 𝜓𝜓𝜓𝜓1 + 𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝜏𝜏𝜏𝜏 + ℎ) ⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 𝑎𝑎𝑎𝑎ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+

+0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝜏𝜏𝜏𝜏 + ℎ) ⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2).

Отсюда видно, что схема с весами имеет второй порядок аппроксимации

𝜓𝜓𝜓𝜓 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2),
Если

𝜎𝜎𝜎𝜎 =
1
2
−
ℎ

2𝜏𝜏𝜏𝜏
= 𝜎𝜎𝜎𝜎0 (41) 

а при 𝜎𝜎𝜎𝜎 ≠ 𝜎𝜎𝜎𝜎0 - первый порядок, 𝜓𝜓𝜓𝜓 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏 + ℎ).

Устойчивость по начальным данным.
Покажем теперь, что схема семейство схем с весами (23)-(29) устойчива по начальным 

данным при

𝜎𝜎𝜎𝜎 ≥
1
2
−
ℎ

2𝜏𝜏𝜏𝜏
.

 первый порядок, 

12 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

,    
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

.

Рассмотрим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 + 𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+

+0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2).

Так как

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
= −�

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
, 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
= −�

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
 

получим, что

𝜓𝜓𝜓𝜓 = 𝜓𝜓𝜓𝜓1 + 𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝜏𝜏𝜏𝜏 + ℎ) ⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 𝑎𝑎𝑎𝑎ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+

+0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝜏𝜏𝜏𝜏 + ℎ) ⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2).

Отсюда видно, что схема с весами имеет второй порядок аппроксимации

𝜓𝜓𝜓𝜓 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2),
Если

𝜎𝜎𝜎𝜎 =
1
2
−
ℎ

2𝜏𝜏𝜏𝜏
= 𝜎𝜎𝜎𝜎0 (41) 

а при 𝜎𝜎𝜎𝜎 ≠ 𝜎𝜎𝜎𝜎0 - первый порядок, 𝜓𝜓𝜓𝜓 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏 + ℎ).

Устойчивость по начальным данным.
Покажем теперь, что схема семейство схем с весами (23)-(29) устойчива по начальным 

данным при

𝜎𝜎𝜎𝜎 ≥
1
2
−
ℎ

2𝜏𝜏𝜏𝜏
.

.

Устойчивость по начальным данным.
Покажем теперь, что схема семейство схем с весами (23)-(29) устойчива по 

начальным данным при
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𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

,    
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

.

Рассмотрим

𝜓𝜓𝜓𝜓1 + 𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+

+0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1)�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 0,5ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2).

Так как

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
= −�

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
, 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
= −�

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
 

получим, что

𝜓𝜓𝜓𝜓 = 𝜓𝜓𝜓𝜓1 + 𝜓𝜓𝜓𝜓2 = 0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝜏𝜏𝜏𝜏 + ℎ) ⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
− 𝑎𝑎𝑎𝑎ℎ ⋅ �

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+

+0,5𝜏𝜏𝜏𝜏(2𝜎𝜎𝜎𝜎𝜏𝜏𝜏𝜏 − 𝜏𝜏𝜏𝜏 + ℎ) ⋅ �
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛+12
+ 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2).

Отсюда видно, что схема с весами имеет второй порядок аппроксимации

𝜓𝜓𝜓𝜓 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏2 + ℎ2),
Если

𝜎𝜎𝜎𝜎 =
1
2
−
ℎ

2𝜏𝜏𝜏𝜏
= 𝜎𝜎𝜎𝜎0 (41) 

а при 𝜎𝜎𝜎𝜎 ≠ 𝜎𝜎𝜎𝜎0 - первый порядок, 𝜓𝜓𝜓𝜓 = 𝑂𝑂𝑂𝑂(𝜏𝜏𝜏𝜏 + ℎ).

Устойчивость по начальным данным.
Покажем теперь, что схема семейство схем с весами (23)-(29) устойчива по начальным 

данным при

𝜎𝜎𝜎𝜎 ≥
1
2
−
ℎ

2𝜏𝜏𝜏𝜏
.
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Для доказательство используем метод энергетических неравенств.

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0, (42) 

Можно рассмотреть сумму 𝑤𝑤𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 + 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0. (43) 

На отрезке 0 ≤ 𝜕𝜕𝜕𝜕 ≤ 1 вводим сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1}.
Скалярное произведение и норму определяем так:

(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧] = �
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ℎ,       ‖𝑦𝑦𝑦𝑦‖ = �(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧].

Учитывая, что

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) + 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) − 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

и полагая 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥.
Перепишем схему (43) в следующем виде

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝜎𝜎�0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛� + 0,5τ ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 � + 0,5 ⋅ (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)��𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� − 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 � = 0, 
 (44) 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + (𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0. 

Умножим это уравнение на 2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�

2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

первое слагаемое преобразуем так

2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

2 � + ℎ�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2.

Тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + ℎ𝜏𝜏𝜏𝜏�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

если объеденить второе и третье слагаемое, то получится

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ�(wxt

n )2 + �wx
n+1�2 − (wx

n)2 = 0.

Можно рассмотреть сумму 

13 
 

Для доказательство используем метод энергетических неравенств.

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0, (42) 

Можно рассмотреть сумму 𝑤𝑤𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 + 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0. (43) 

На отрезке 0 ≤ 𝜕𝜕𝜕𝜕 ≤ 1 вводим сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1}.
Скалярное произведение и норму определяем так:

(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧] = �
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ℎ,       ‖𝑦𝑦𝑦𝑦‖ = �(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧].

Учитывая, что

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) + 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) − 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

и полагая 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥.
Перепишем схему (43) в следующем виде

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝜎𝜎�0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛� + 0,5τ ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 � + 0,5 ⋅ (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)��𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� − 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 � = 0, 
 (44) 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + (𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0. 

Умножим это уравнение на 2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�

2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

первое слагаемое преобразуем так

2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

2 � + ℎ�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2.

Тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + ℎ𝜏𝜏𝜏𝜏�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

если объеденить второе и третье слагаемое, то получится

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ�(wxt

n )2 + �wx
n+1�2 − (wx

n)2 = 0.
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Для доказательство используем метод энергетических неравенств.

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0, (42) 

Можно рассмотреть сумму 𝑤𝑤𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 + 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0. (43) 

На отрезке 0 ≤ 𝜕𝜕𝜕𝜕 ≤ 1 вводим сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1}.
Скалярное произведение и норму определяем так:

(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧] = �
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ℎ,       ‖𝑦𝑦𝑦𝑦‖ = �(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧].

Учитывая, что

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) + 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) − 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

и полагая 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥.
Перепишем схему (43) в следующем виде

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝜎𝜎�0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛� + 0,5τ ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 � + 0,5 ⋅ (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)��𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� − 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 � = 0, 
 (44) 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + (𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0. 

Умножим это уравнение на 2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�

2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

первое слагаемое преобразуем так

2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

2 � + ℎ�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2.

Тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + ℎ𝜏𝜏𝜏𝜏�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

если объеденить второе и третье слагаемое, то получится

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ�(wxt

n )2 + �wx
n+1�2 − (wx

n)2 = 0.

На отрезке 

13 
 

Для доказательство используем метод энергетических неравенств.

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0, (42) 

Можно рассмотреть сумму 𝑤𝑤𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 + 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0. (43) 

На отрезке 0 ≤ 𝜕𝜕𝜕𝜕 ≤ 1 вводим сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1}.
Скалярное произведение и норму определяем так:

(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧] = �
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ℎ,       ‖𝑦𝑦𝑦𝑦‖ = �(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧].

Учитывая, что

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) + 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) − 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

и полагая 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥.
Перепишем схему (43) в следующем виде

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝜎𝜎�0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛� + 0,5τ ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 � + 0,5 ⋅ (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)��𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� − 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 � = 0, 
 (44) 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + (𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0. 

Умножим это уравнение на 2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�

2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

первое слагаемое преобразуем так

2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

2 � + ℎ�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2.

Тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + ℎ𝜏𝜏𝜏𝜏�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

если объеденить второе и третье слагаемое, то получится

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ�(wxt

n )2 + �wx
n+1�2 − (wx

n)2 = 0.

 вводим сетку 
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Для доказательство используем метод энергетических неравенств.

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0, (42) 

Можно рассмотреть сумму 𝑤𝑤𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 + 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0. (43) 

На отрезке 0 ≤ 𝜕𝜕𝜕𝜕 ≤ 1 вводим сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1}.
Скалярное произведение и норму определяем так:

(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧] = �
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ℎ,       ‖𝑦𝑦𝑦𝑦‖ = �(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧].

Учитывая, что

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) + 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) − 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

и полагая 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥.
Перепишем схему (43) в следующем виде

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝜎𝜎�0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛� + 0,5τ ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 � + 0,5 ⋅ (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)��𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� − 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 � = 0, 
 (44) 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + (𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0. 

Умножим это уравнение на 2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�

2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

первое слагаемое преобразуем так

2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

2 � + ℎ�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2.

Тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + ℎ𝜏𝜏𝜏𝜏�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

если объеденить второе и третье слагаемое, то получится

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ�(wxt

n )2 + �wx
n+1�2 − (wx

n)2 = 0.

Скалярное произведение и норму определяем так:
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Для доказательство используем метод энергетических неравенств.

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0, (42) 

Можно рассмотреть сумму 𝑤𝑤𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 + 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0. (43) 

На отрезке 0 ≤ 𝜕𝜕𝜕𝜕 ≤ 1 вводим сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1}.
Скалярное произведение и норму определяем так:

(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧] = �
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ℎ,       ‖𝑦𝑦𝑦𝑦‖ = �(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧].

Учитывая, что

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) + 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) − 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

и полагая 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥.
Перепишем схему (43) в следующем виде

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝜎𝜎�0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛� + 0,5τ ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 � + 0,5 ⋅ (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)��𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� − 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 � = 0, 
 (44) 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + (𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0. 

Умножим это уравнение на 2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�

2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

первое слагаемое преобразуем так

2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

2 � + ℎ�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2.

Тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + ℎ𝜏𝜏𝜏𝜏�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

если объеденить второе и третье слагаемое, то получится

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ�(wxt

n )2 + �wx
n+1�2 − (wx

n)2 = 0.

Учитывая, что
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Для доказательство используем метод энергетических неравенств.

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0, (42) 

Можно рассмотреть сумму 𝑤𝑤𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 + 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0. (43) 

На отрезке 0 ≤ 𝜕𝜕𝜕𝜕 ≤ 1 вводим сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1}.
Скалярное произведение и норму определяем так:

(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧] = �
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ℎ,       ‖𝑦𝑦𝑦𝑦‖ = �(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧].

Учитывая, что

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) + 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) − 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

и полагая 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥.
Перепишем схему (43) в следующем виде

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝜎𝜎�0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛� + 0,5τ ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 � + 0,5 ⋅ (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)��𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� − 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 � = 0, 
 (44) 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + (𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0. 

Умножим это уравнение на 2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�

2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

первое слагаемое преобразуем так

2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

2 � + ℎ�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2.

Тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + ℎ𝜏𝜏𝜏𝜏�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

если объеденить второе и третье слагаемое, то получится

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ�(wxt

n )2 + �wx
n+1�2 − (wx

n)2 = 0.

	
и полагая 
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Для доказательство используем метод энергетических неравенств.

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0, (42) 

Можно рассмотреть сумму 𝑤𝑤𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 + 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0. (43) 

На отрезке 0 ≤ 𝜕𝜕𝜕𝜕 ≤ 1 вводим сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1}.
Скалярное произведение и норму определяем так:

(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧] = �
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ℎ,       ‖𝑦𝑦𝑦𝑦‖ = �(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧].

Учитывая, что

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) + 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) − 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

и полагая 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥.
Перепишем схему (43) в следующем виде

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝜎𝜎�0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛� + 0,5τ ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 � + 0,5 ⋅ (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)��𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� − 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 � = 0, 
 (44) 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + (𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0. 

Умножим это уравнение на 2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�

2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

первое слагаемое преобразуем так

2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

2 � + ℎ�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2.

Тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + ℎ𝜏𝜏𝜏𝜏�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

если объеденить второе и третье слагаемое, то получится

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ�(wxt

n )2 + �wx
n+1�2 − (wx

n)2 = 0.

.
Перепишем схему (43) в следующем виде
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Для доказательство используем метод энергетических неравенств.

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0, (42) 

Можно рассмотреть сумму 𝑤𝑤𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 + 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0. (43) 

На отрезке 0 ≤ 𝜕𝜕𝜕𝜕 ≤ 1 вводим сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1}.
Скалярное произведение и норму определяем так:

(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧] = �
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ℎ,       ‖𝑦𝑦𝑦𝑦‖ = �(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧].

Учитывая, что

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) + 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) − 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

и полагая 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥.
Перепишем схему (43) в следующем виде

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝜎𝜎�0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛� + 0,5τ ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 � + 0,5 ⋅ (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)��𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� − 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 � = 0, 
 (44) 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + (𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0. 

Умножим это уравнение на 2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�

2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

первое слагаемое преобразуем так

2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

2 � + ℎ�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2.

Тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + ℎ𝜏𝜏𝜏𝜏�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

если объеденить второе и третье слагаемое, то получится

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ�(wxt

n )2 + �wx
n+1�2 − (wx

n)2 = 0.
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Для доказательство используем метод энергетических неравенств.

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0, (42) 

Можно рассмотреть сумму 𝑤𝑤𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 + 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0. (43) 

На отрезке 0 ≤ 𝜕𝜕𝜕𝜕 ≤ 1 вводим сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1}.
Скалярное произведение и норму определяем так:

(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧] = �
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ℎ,       ‖𝑦𝑦𝑦𝑦‖ = �(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧].

Учитывая, что

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) + 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) − 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

и полагая 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥.
Перепишем схему (43) в следующем виде

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝜎𝜎�0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛� + 0,5τ ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 � + 0,5 ⋅ (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)��𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� − 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 � = 0, 
 (44) 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + (𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0. 

Умножим это уравнение на 2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�

2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

первое слагаемое преобразуем так

2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

2 � + ℎ�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2.

Тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + ℎ𝜏𝜏𝜏𝜏�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

если объеденить второе и третье слагаемое, то получится

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ�(wxt

n )2 + �wx
n+1�2 − (wx

n)2 = 0.
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Для доказательство используем метод энергетических неравенств.

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0, (42) 

Можно рассмотреть сумму 𝑤𝑤𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 + 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0. (43) 

На отрезке 0 ≤ 𝜕𝜕𝜕𝜕 ≤ 1 вводим сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1}.
Скалярное произведение и норму определяем так:

(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧] = �
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ℎ,       ‖𝑦𝑦𝑦𝑦‖ = �(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧].

Учитывая, что

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) + 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) − 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

и полагая 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥.
Перепишем схему (43) в следующем виде

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝜎𝜎�0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛� + 0,5τ ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 � + 0,5 ⋅ (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)��𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� − 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 � = 0, 
 (44) 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + (𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0. 

Умножим это уравнение на 2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�

2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

первое слагаемое преобразуем так

2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

2 � + ℎ�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2.

Тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + ℎ𝜏𝜏𝜏𝜏�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

если объеденить второе и третье слагаемое, то получится

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ�(wxt

n )2 + �wx
n+1�2 − (wx

n)2 = 0.

Умножим это уравнение на 
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Для доказательство используем метод энергетических неравенств.

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0, (42) 

Можно рассмотреть сумму 𝑤𝑤𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 + 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0. (43) 

На отрезке 0 ≤ 𝜕𝜕𝜕𝜕 ≤ 1 вводим сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1}.
Скалярное произведение и норму определяем так:

(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧] = �
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ℎ,       ‖𝑦𝑦𝑦𝑦‖ = �(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧].

Учитывая, что

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) + 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) − 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

и полагая 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥.
Перепишем схему (43) в следующем виде

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝜎𝜎�0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛� + 0,5τ ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 � + 0,5 ⋅ (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)��𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� − 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 � = 0, 
 (44) 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + (𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0. 

Умножим это уравнение на 2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�

2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

первое слагаемое преобразуем так

2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

2 � + ℎ�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2.

Тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + ℎ𝜏𝜏𝜏𝜏�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

если объеденить второе и третье слагаемое, то получится

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ�(wxt

n )2 + �wx
n+1�2 − (wx

n)2 = 0.
13 

 

Для доказательство используем метод энергетических неравенств.

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0, (42) 

Можно рассмотреть сумму 𝑤𝑤𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 + 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0. (43) 

На отрезке 0 ≤ 𝜕𝜕𝜕𝜕 ≤ 1 вводим сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1}.
Скалярное произведение и норму определяем так:

(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧] = �
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ℎ,       ‖𝑦𝑦𝑦𝑦‖ = �(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧].

Учитывая, что

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) + 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) − 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

и полагая 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥.
Перепишем схему (43) в следующем виде

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝜎𝜎�0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛� + 0,5τ ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 � + 0,5 ⋅ (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)��𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� − 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 � = 0, 
 (44) 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + (𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0. 

Умножим это уравнение на 2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�

2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

первое слагаемое преобразуем так

2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

2 � + ℎ�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2.

Тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + ℎ𝜏𝜏𝜏𝜏�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

если объеденить второе и третье слагаемое, то получится

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ�(wxt

n )2 + �wx
n+1�2 − (wx

n)2 = 0.

первое слагаемое преобразуем так
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𝑢𝑢𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0, (42) 

Можно рассмотреть сумму 𝑤𝑤𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 + 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0. (43) 

На отрезке 0 ≤ 𝜕𝜕𝜕𝜕 ≤ 1 вводим сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1}.
Скалярное произведение и норму определяем так:

(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧] = �
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ℎ,       ‖𝑦𝑦𝑦𝑦‖ = �(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧].

Учитывая, что

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) + 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) − 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

и полагая 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥.
Перепишем схему (43) в следующем виде

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝜎𝜎�0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛� + 0,5τ ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 � + 0,5 ⋅ (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)��𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� − 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 � = 0, 
 (44) 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + (𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0. 

Умножим это уравнение на 2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�

2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

первое слагаемое преобразуем так

2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

2 � + ℎ�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2.

Тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + ℎ𝜏𝜏𝜏𝜏�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

если объеденить второе и третье слагаемое, то получится

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ�(wxt

n )2 + �wx
n+1�2 − (wx

n)2 = 0.

Тогда
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Для доказательство используем метод энергетических неравенств.

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0, (42) 

Можно рассмотреть сумму 𝑤𝑤𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 + 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0. (43) 

На отрезке 0 ≤ 𝜕𝜕𝜕𝜕 ≤ 1 вводим сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1}.
Скалярное произведение и норму определяем так:

(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧] = �
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ℎ,       ‖𝑦𝑦𝑦𝑦‖ = �(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧].

Учитывая, что

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) + 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) − 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

и полагая 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥.
Перепишем схему (43) в следующем виде

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝜎𝜎�0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛� + 0,5τ ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 � + 0,5 ⋅ (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)��𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� − 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 � = 0, 
 (44) 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + (𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0. 

Умножим это уравнение на 2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�

2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

первое слагаемое преобразуем так

2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

2 � + ℎ�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2.

Тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + ℎ𝜏𝜏𝜏𝜏�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

если объеденить второе и третье слагаемое, то получится

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ�(wxt

n )2 + �wx
n+1�2 − (wx

n)2 = 0.

если объеденить второе и третье слагаемое, то получится
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Для доказательство используем метод энергетических неравенств.

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0, (42) 

Можно рассмотреть сумму 𝑤𝑤𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 + 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0. (43) 

На отрезке 0 ≤ 𝜕𝜕𝜕𝜕 ≤ 1 вводим сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1}.
Скалярное произведение и норму определяем так:

(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧] = �
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ ℎ,       ‖𝑦𝑦𝑦𝑦‖ = �(𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧].

Учитывая, что

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) + 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) − 0,5(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛),

и полагая 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥.
Перепишем схему (43) в следующем виде

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜎𝜎𝜎𝜎�0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛� + 0,5τ ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 � + 0,5 ⋅ (1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎)��𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� − 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 � = 0, 
 (44) 

𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 + (𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 0,5�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛� = 0. 

Умножим это уравнение на 2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1 − 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�

2𝜏𝜏𝜏𝜏𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

первое слагаемое преобразуем так

2𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

2 � + ℎ�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2.

Тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + ℎ𝜏𝜏𝜏𝜏�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 − �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2 = 0

если объеденить второе и третье слагаемое, то получится

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
2 � + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ�(wxt

n )2 + �wx
n+1�2 − (wx

n)2 = 0.

Умножаем на  и суммируем по всем узлам сетки  
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Умножаем на ℎ и суммируем по всем узлам сетки 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁, получаем

𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡2)𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2

распишем в первом слагаемом разностную производную по 𝜕𝜕𝜕𝜕, тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

[(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑖𝑖𝑖𝑖2 − (𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑖𝑖𝑖𝑖−12 ] + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2.

Раскрываем сумму, сокращаем слагаемые и получим

𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

[(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑁𝑁𝑁𝑁2 − (𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)02] + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2.

здесь 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡,0
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0, т.к. 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ≡ 0.

Окончательно получим тождество

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ (wt
n)N2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2. (45) 

Из тождества (45) видно, что если

(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ ≥ 0,

то есть 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 1
2
− ℎ

2𝜏𝜏𝜏𝜏
= 𝜎𝜎𝜎𝜎0, тогда

�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑗𝑗𝑗𝑗+1� ≤ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑗𝑗𝑗𝑗� ≤. . .≤ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
0�. (46) 

Это неравенство доказывает, что схема (43) устойчива по начальным данным в 
энергетической норме

‖𝑤𝑤𝑤𝑤‖(1) = ‖𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥‖.

Постановка обратной задачи.
Для формулировки обратной к (1)-(5) задаче, ставятся следующие дополнительные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕),𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕) при        𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 (47) 

для давления и объемного расхода газа.
В обратной задаче надо найти 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) из уравнении (1)-(2), условии (4)-(5) и 

дополнительным условиям (47).

получаем
	



265

ISSN 1991-346X 2. 2025

14 
 

Умножаем на ℎ и суммируем по всем узлам сетки 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁, получаем

𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡2)𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2

распишем в первом слагаемом разностную производную по 𝜕𝜕𝜕𝜕, тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

[(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑖𝑖𝑖𝑖2 − (𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑖𝑖𝑖𝑖−12 ] + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2.

Раскрываем сумму, сокращаем слагаемые и получим

𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

[(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑁𝑁𝑁𝑁2 − (𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)02] + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2.

здесь 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡,0
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0, т.к. 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ≡ 0.

Окончательно получим тождество
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Из тождества (45) видно, что если

(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ ≥ 0,

то есть 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 1
2
− ℎ

2𝜏𝜏𝜏𝜏
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𝑗𝑗𝑗𝑗� ≤. . .≤ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
0�. (46) 

Это неравенство доказывает, что схема (43) устойчива по начальным данным в 
энергетической норме

‖𝑤𝑤𝑤𝑤‖(1) = ‖𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥‖.

Постановка обратной задачи.
Для формулировки обратной к (1)-(5) задаче, ставятся следующие дополнительные условия
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для давления и объемного расхода газа.
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то есть 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 1
2
− ℎ

2𝜏𝜏𝜏𝜏
= 𝜎𝜎𝜎𝜎0, тогда

�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑗𝑗𝑗𝑗+1� ≤ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑗𝑗𝑗𝑗� ≤. . .≤ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
0�. (46) 

Это неравенство доказывает, что схема (43) устойчива по начальным данным в 
энергетической норме

‖𝑤𝑤𝑤𝑤‖(1) = ‖𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥‖.

Постановка обратной задачи.
Для формулировки обратной к (1)-(5) задаче, ставятся следующие дополнительные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕),𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕) при        𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 (47) 

для давления и объемного расхода газа.
В обратной задаче надо найти 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) из уравнении (1)-(2), условии (4)-(5) и 

дополнительным условиям (47).

здесь 
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Умножаем на ℎ и суммируем по всем узлам сетки 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁, получаем

𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡2)𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2

распишем в первом слагаемом разностную производную по 𝜕𝜕𝜕𝜕, тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

[(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑖𝑖𝑖𝑖2 − (𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑖𝑖𝑖𝑖−12 ] + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2.

Раскрываем сумму, сокращаем слагаемые и получим

𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

[(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑁𝑁𝑁𝑁2 − (𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)02] + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2.

здесь 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡,0
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0, т.к. 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ≡ 0.

Окончательно получим тождество

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ (wt
n)N2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2. (45) 

Из тождества (45) видно, что если

(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ ≥ 0,

то есть 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 1
2
− ℎ

2𝜏𝜏𝜏𝜏
= 𝜎𝜎𝜎𝜎0, тогда

�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑗𝑗𝑗𝑗+1� ≤ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑗𝑗𝑗𝑗� ≤. . .≤ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
0�. (46) 

Это неравенство доказывает, что схема (43) устойчива по начальным данным в 
энергетической норме

‖𝑤𝑤𝑤𝑤‖(1) = ‖𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥‖.

Постановка обратной задачи.
Для формулировки обратной к (1)-(5) задаче, ставятся следующие дополнительные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕),𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕) при        𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 (47) 

для давления и объемного расхода газа.
В обратной задаче надо найти 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) из уравнении (1)-(2), условии (4)-(5) и 

дополнительным условиям (47).

Окончательно получим тождество
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− ℎ
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Окончательно получим тождество

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ (wt
n)N2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2. (45) 

Из тождества (45) видно, что если

(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ ≥ 0,

то есть 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 1
2
− ℎ

2𝜏𝜏𝜏𝜏
= 𝜎𝜎𝜎𝜎0, тогда

�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑗𝑗𝑗𝑗+1� ≤ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑗𝑗𝑗𝑗� ≤. . .≤ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
0�. (46) 

Это неравенство доказывает, что схема (43) устойчива по начальным данным в 
энергетической норме

‖𝑤𝑤𝑤𝑤‖(1) = ‖𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥‖.

Постановка обратной задачи.
Для формулировки обратной к (1)-(5) задаче, ставятся следующие дополнительные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕),𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕) при        𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 (47) 

для давления и объемного расхода газа.
В обратной задаче надо найти 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) из уравнении (1)-(2), условии (4)-(5) и 

дополнительным условиям (47).

то есть 
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Умножаем на ℎ и суммируем по всем узлам сетки 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁, получаем

𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡2)𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2

распишем в первом слагаемом разностную производную по 𝜕𝜕𝜕𝜕, тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

[(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑖𝑖𝑖𝑖2 − (𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑖𝑖𝑖𝑖−12 ] + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2.

Раскрываем сумму, сокращаем слагаемые и получим

𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

[(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑁𝑁𝑁𝑁2 − (𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)02] + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2.

здесь 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡,0
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0, т.к. 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ≡ 0.

Окончательно получим тождество

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ (wt
n)N2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2. (45) 

Из тождества (45) видно, что если

(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ ≥ 0,

то есть 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 1
2
− ℎ

2𝜏𝜏𝜏𝜏
= 𝜎𝜎𝜎𝜎0, тогда

�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑗𝑗𝑗𝑗+1� ≤ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑗𝑗𝑗𝑗� ≤. . .≤ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
0�. (46) 

Это неравенство доказывает, что схема (43) устойчива по начальным данным в 
энергетической норме

‖𝑤𝑤𝑤𝑤‖(1) = ‖𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥‖.

Постановка обратной задачи.
Для формулировки обратной к (1)-(5) задаче, ставятся следующие дополнительные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕),𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕) при        𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 (47) 

для давления и объемного расхода газа.
В обратной задаче надо найти 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) из уравнении (1)-(2), условии (4)-(5) и 

дополнительным условиям (47).

 тогда
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Умножаем на ℎ и суммируем по всем узлам сетки 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁, получаем

𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡2)𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2

распишем в первом слагаемом разностную производную по 𝜕𝜕𝜕𝜕, тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

[(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑖𝑖𝑖𝑖2 − (𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑖𝑖𝑖𝑖−12 ] + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2.
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𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

[(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑁𝑁𝑁𝑁2 − (𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)02] + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2.

здесь 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡,0
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0, т.к. 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ≡ 0.

Окончательно получим тождество

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ (wt
n)N2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2. (45) 

Из тождества (45) видно, что если

(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ ≥ 0,

то есть 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 1
2
− ℎ

2𝜏𝜏𝜏𝜏
= 𝜎𝜎𝜎𝜎0, тогда

�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑗𝑗𝑗𝑗+1� ≤ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑗𝑗𝑗𝑗� ≤. . .≤ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
0�. (46) 

Это неравенство доказывает, что схема (43) устойчива по начальным данным в 
энергетической норме

‖𝑤𝑤𝑤𝑤‖(1) = ‖𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥‖.

Постановка обратной задачи.
Для формулировки обратной к (1)-(5) задаче, ставятся следующие дополнительные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕),𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕) при        𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 (47) 

для давления и объемного расхода газа.
В обратной задаче надо найти 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) из уравнении (1)-(2), условии (4)-(5) и 

дополнительным условиям (47).

Это неравенство доказывает, что схема (43) устойчива по начальным 
данным в энергетической норме
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𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1
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𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

[(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑁𝑁𝑁𝑁2 − (𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)02] + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2.

здесь 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡,0
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0, т.к. 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ≡ 0.

Окончательно получим тождество

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ (wt
n)N2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2. (45) 

Из тождества (45) видно, что если

(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ ≥ 0,

то есть 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 1
2
− ℎ

2𝜏𝜏𝜏𝜏
= 𝜎𝜎𝜎𝜎0, тогда

�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑗𝑗𝑗𝑗+1� ≤ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑗𝑗𝑗𝑗� ≤. . .≤ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
0�. (46) 

Это неравенство доказывает, что схема (43) устойчива по начальным данным в 
энергетической норме

‖𝑤𝑤𝑤𝑤‖(1) = ‖𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥‖.

Постановка обратной задачи.
Для формулировки обратной к (1)-(5) задаче, ставятся следующие дополнительные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕),𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕) при        𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 (47) 

для давления и объемного расхода газа.
В обратной задаче надо найти 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) из уравнении (1)-(2), условии (4)-(5) и 

дополнительным условиям (47).

Постановка обратной задачи.
Для формулировки обратной к (1)-(5) задаче, ставятся следующие 

дополнительные условия
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Умножаем на ℎ и суммируем по всем узлам сетки 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁, получаем

𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡2)𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2

распишем в первом слагаемом разностную производную по 𝜕𝜕𝜕𝜕, тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

[(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑖𝑖𝑖𝑖2 − (𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑖𝑖𝑖𝑖−12 ] + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2.

Раскрываем сумму, сокращаем слагаемые и получим

𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

[(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑁𝑁𝑁𝑁2 − (𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)02] + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2.

здесь 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡,0
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0, т.к. 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ≡ 0.

Окончательно получим тождество

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ (wt
n)N2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2. (45) 

Из тождества (45) видно, что если

(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ ≥ 0,

то есть 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 1
2
− ℎ

2𝜏𝜏𝜏𝜏
= 𝜎𝜎𝜎𝜎0, тогда

�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑗𝑗𝑗𝑗+1� ≤ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑗𝑗𝑗𝑗� ≤. . .≤ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
0�. (46) 

Это неравенство доказывает, что схема (43) устойчива по начальным данным в 
энергетической норме

‖𝑤𝑤𝑤𝑤‖(1) = ‖𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥‖.

Постановка обратной задачи.
Для формулировки обратной к (1)-(5) задаче, ставятся следующие дополнительные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕),𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕) при        𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 (47) 

для давления и объемного расхода газа.
В обратной задаче надо найти 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) из уравнении (1)-(2), условии (4)-(5) и 

дополнительным условиям (47).

для давления и объемного расхода газа.
В обратной задаче надо найти 
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Умножаем на ℎ и суммируем по всем узлам сетки 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁, получаем

𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡2)𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ + 2𝜏𝜏𝜏𝜏2�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2

распишем в первом слагаемом разностную производную по 𝜕𝜕𝜕𝜕, тогда

𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

[(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑖𝑖𝑖𝑖2 − (𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑖𝑖𝑖𝑖−12 ] + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2.

Раскрываем сумму, сокращаем слагаемые и получим

𝜏𝜏𝜏𝜏�
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

[(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑁𝑁𝑁𝑁2 − (𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)02] + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛�2.

здесь 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡,0
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0, т.к. 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ≡ 0.

Окончательно получим тождество

𝜏𝜏𝜏𝜏 ⋅ (wt
n)N2 + 2𝜏𝜏𝜏𝜏�(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ� ⋅ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑛𝑛𝑛𝑛 �2 + �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛𝑛𝑛+1�2 = �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑛𝑛𝑛𝑛�2. (45) 

Из тождества (45) видно, что если

(𝜎𝜎𝜎𝜎 − 0,5)𝜏𝜏𝜏𝜏 + 0,5ℎ ≥ 0,

то есть 𝜎𝜎𝜎𝜎 = 1
2
− ℎ

2𝜏𝜏𝜏𝜏
= 𝜎𝜎𝜎𝜎0, тогда

�𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑗𝑗𝑗𝑗+1� ≤ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑗𝑗𝑗𝑗� ≤. . .≤ �𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥
0�. (46) 

Это неравенство доказывает, что схема (43) устойчива по начальным данным в 
энергетической норме

‖𝑤𝑤𝑤𝑤‖(1) = ‖𝑤𝑤𝑤𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥‖.

Постановка обратной задачи.
Для формулировки обратной к (1)-(5) задаче, ставятся следующие дополнительные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕),𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕) при        𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑇𝑇𝑇𝑇 (47) 

для давления и объемного расхода газа.
В обратной задаче надо найти 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) из уравнении (1)-(2), условии (4)-(5) и 

дополнительным условиям (47).
  из уравнении (1)-(2), 

условии (4)-(5) и дополнительным условиям (47).
Постановка вариационной задачи.
Одним из достаточно распространенных методов решения обратных задач 

математической физики является сведение задачи (1), (2), (4), (5), (47) к задаче 
оптимального управления.

Необходимо минимизировать целевой функционал:
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Постановка вариационной задачи.
Одним из достаточно распространенных методов решения обратных задач математической 

физики является сведение задачи (1), (2), (4), (5), (47) к задаче оптимального управления.
Необходимо минимизировать целевой функционал:

𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) = �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�𝑃𝑃𝑃𝑃�𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕)� − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)�2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +  

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑄𝑄𝑄𝑄(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − Q1(x)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 → 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚 (48) 

Минимизируем функционал (48) градиентным итерационным методом

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+10 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0 − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0), 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛+10 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0 − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0). (49) 

где 𝛼𝛼𝛼𝛼 - итерационный параметр, 𝑚𝑚𝑚𝑚 - номер итерации.
Первая вариация целевого функционала (48)

𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) = 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) =

= �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 −

−�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 − �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕,

Так как 

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0),

𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0),
имеем

𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) = ∫2𝑝𝑝𝑝𝑝0 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+∫2𝑝𝑝𝑝𝑝0 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕.

С другой стороны по опрелению производной Фреше

𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) =< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 > +< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 >. (50) 

Ввведем обозначения
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Постановка вариационной задачи.
Одним из достаточно распространенных методов решения обратных задач математической 

физики является сведение задачи (1), (2), (4), (5), (47) к задаче оптимального управления.
Необходимо минимизировать целевой функционал:

𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) = �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�𝑃𝑃𝑃𝑃�𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕)� − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)�2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +  

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑄𝑄𝑄𝑄(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − Q1(x)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 → 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚 (48) 

Минимизируем функционал (48) градиентным итерационным методом

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+10 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0 − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0), 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛+10 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0 − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0). (49) 

где 𝛼𝛼𝛼𝛼 - итерационный параметр, 𝑚𝑚𝑚𝑚 - номер итерации.
Первая вариация целевого функционала (48)

𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) = 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) =

= �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 −

−�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 − �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕,

Так как 

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0),

𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0),
имеем

𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) = ∫2𝑝𝑝𝑝𝑝0 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+∫2𝑝𝑝𝑝𝑝0 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕.

С другой стороны по опрелению производной Фреше

𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) =< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 > +< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 >. (50) 

Ввведем обозначения
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Одним из достаточно распространенных методов решения обратных задач математической 

физики является сведение задачи (1), (2), (4), (5), (47) к задаче оптимального управления.
Необходимо минимизировать целевой функционал:

𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) = �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�𝑃𝑃𝑃𝑃�𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕)� − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)�2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +  

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑄𝑄𝑄𝑄(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − Q1(x)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 → 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚 (48) 

Минимизируем функционал (48) градиентным итерационным методом

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+10 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0 − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0), 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛+10 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0 − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0). (49) 

где 𝛼𝛼𝛼𝛼 - итерационный параметр, 𝑚𝑚𝑚𝑚 - номер итерации.
Первая вариация целевого функционала (48)

𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) = 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) =

= �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 −

−�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 − �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕,

Так как 

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0),

𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0),
имеем

𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) = ∫2𝑝𝑝𝑝𝑝0 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+∫2𝑝𝑝𝑝𝑝0 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕.

С другой стороны по опрелению производной Фреше

𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) =< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 > +< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 >. (50) 

Ввведем обозначения

где  a - итерационный параметр, n - номер итерации.
Первая вариация целевого функционала (48)

15 
 

Постановка вариационной задачи.
Одним из достаточно распространенных методов решения обратных задач математической 

физики является сведение задачи (1), (2), (4), (5), (47) к задаче оптимального управления.
Необходимо минимизировать целевой функционал:

𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) = �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�𝑃𝑃𝑃𝑃�𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕)� − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)�2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +  

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑄𝑄𝑄𝑄(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − Q1(x)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 → 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚 (48) 

Минимизируем функционал (48) градиентным итерационным методом

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+10 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0 − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0), 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛+10 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0 − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0). (49) 

где 𝛼𝛼𝛼𝛼 - итерационный параметр, 𝑚𝑚𝑚𝑚 - номер итерации.
Первая вариация целевого функционала (48)

𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) = 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) =

= �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 −

−�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 − �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕,

Так как 

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0),

𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0),
имеем

𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) = ∫2𝑝𝑝𝑝𝑝0 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+∫2𝑝𝑝𝑝𝑝0 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕.

С другой стороны по опрелению производной Фреше

𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) =< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 > +< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 >. (50) 

Ввведем обозначения

Так как 

15 
 

Постановка вариационной задачи.
Одним из достаточно распространенных методов решения обратных задач математической 

физики является сведение задачи (1), (2), (4), (5), (47) к задаче оптимального управления.
Необходимо минимизировать целевой функционал:

𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) = �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�𝑃𝑃𝑃𝑃�𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕)� − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)�2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +  

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑄𝑄𝑄𝑄(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − Q1(x)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 → 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚 (48) 

Минимизируем функционал (48) градиентным итерационным методом

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+10 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0 − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0), 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛+10 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0 − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0). (49) 

где 𝛼𝛼𝛼𝛼 - итерационный параметр, 𝑚𝑚𝑚𝑚 - номер итерации.
Первая вариация целевого функционала (48)

𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) = 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) =

= �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 −

−�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 − �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕,

Так как 

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0),

𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0),
имеем

𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) = ∫2𝑝𝑝𝑝𝑝0 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+∫2𝑝𝑝𝑝𝑝0 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕.

С другой стороны по опрелению производной Фреше

𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) =< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 > +< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 >. (50) 

Ввведем обозначения

имеем

15 
 

Постановка вариационной задачи.
Одним из достаточно распространенных методов решения обратных задач математической 

физики является сведение задачи (1), (2), (4), (5), (47) к задаче оптимального управления.
Необходимо минимизировать целевой функционал:

𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) = �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�𝑃𝑃𝑃𝑃�𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕)� − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)�2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +  

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑄𝑄𝑄𝑄(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − Q1(x)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 → 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚 (48) 

Минимизируем функционал (48) градиентным итерационным методом

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+10 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0 − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0), 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛+10 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0 − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0). (49) 

где 𝛼𝛼𝛼𝛼 - итерационный параметр, 𝑚𝑚𝑚𝑚 - номер итерации.
Первая вариация целевого функционала (48)

𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) = 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) =

= �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 −

−�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 − �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕,

Так как 

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0),

𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0),
имеем

𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) = ∫2𝑝𝑝𝑝𝑝0 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+∫2𝑝𝑝𝑝𝑝0 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕.

С другой стороны по опрелению производной Фреше

𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) =< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 > +< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 >. (50) 

Ввведем обозначения

С другой стороны по опрелению производной Фреше

15 
 

Постановка вариационной задачи.
Одним из достаточно распространенных методов решения обратных задач математической 

физики является сведение задачи (1), (2), (4), (5), (47) к задаче оптимального управления.
Необходимо минимизировать целевой функционал:

𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) = �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�𝑃𝑃𝑃𝑃�𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕)� − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)�2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +  

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑄𝑄𝑄𝑄(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − Q1(x)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 → 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚 (48) 

Минимизируем функционал (48) градиентным итерационным методом

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+10 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0 − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0), 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛+10 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0 − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0). (49) 

где 𝛼𝛼𝛼𝛼 - итерационный параметр, 𝑚𝑚𝑚𝑚 - номер итерации.
Первая вариация целевого функционала (48)

𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) = 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) =

= �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 −

−�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 − �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕,

Так как 

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0),

𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0),
имеем

𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) = ∫2𝑝𝑝𝑝𝑝0 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+∫2𝑝𝑝𝑝𝑝0 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕.

С другой стороны по опрелению производной Фреше

𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) =< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 > +< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 >. (50) 

Ввведем обозначения
Ввведем обозначения

16 
 

Q� = Q(t, x; Q0 + δQ0)    P� = P(t, x; P0 + δP0),

𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0),    𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0),    𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑄𝑄� − 𝑄𝑄𝑄𝑄,        𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃� − 𝑃𝑃𝑃𝑃.

Рассмотрим возмущенную к (1)-(5) задачу

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, (51) 

𝜕𝜕𝜕𝜕Q�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄� , (52) 

начальные условия

P�(0, x) = P0(x) + δP0(x), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) (53) 

и граничные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕), (54) 

𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), (55) 

Для получения задачи для возмущении 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) и 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) из задачи (51)-(55) 
вычтем задачу (1)-(5) в силу линейности уравнении имеем

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, (56) 

𝜕𝜕𝜕𝜕δQ
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄, (57) 

начальные условия примут вид

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 (58) 

и граничные условия

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,   𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0 (59) 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0), 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0). (60) 

Умножаем (56) на пока еще неизвестную функцию 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕), (57) на 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и интегрируем 
по 𝜕𝜕𝜕𝜕 от 0 до 𝑇𝑇𝑇𝑇 , по 𝜕𝜕𝜕𝜕 от 0 до 2𝑙𝑙𝑙𝑙 и суммируем. В результате тождественно равное нулю 
выражение

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) =

Рассмотрим возмущенную к (1)-(5) задачу
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Q� = Q(t, x; Q0 + δQ0)    P� = P(t, x; P0 + δP0),

𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0),    𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0),    𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑄𝑄� − 𝑄𝑄𝑄𝑄,        𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃� − 𝑃𝑃𝑃𝑃.

Рассмотрим возмущенную к (1)-(5) задачу

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, (51) 

𝜕𝜕𝜕𝜕Q�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄� , (52) 

начальные условия

P�(0, x) = P0(x) + δP0(x), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) (53) 

и граничные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕), (54) 

𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), (55) 

Для получения задачи для возмущении 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) и 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) из задачи (51)-(55) 
вычтем задачу (1)-(5) в силу линейности уравнении имеем

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, (56) 

𝜕𝜕𝜕𝜕δQ
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄, (57) 

начальные условия примут вид

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 (58) 

и граничные условия

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,   𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0 (59) 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0), 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0). (60) 

Умножаем (56) на пока еще неизвестную функцию 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕), (57) на 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и интегрируем 
по 𝜕𝜕𝜕𝜕 от 0 до 𝑇𝑇𝑇𝑇 , по 𝜕𝜕𝜕𝜕 от 0 до 2𝑙𝑙𝑙𝑙 и суммируем. В результате тождественно равное нулю 
выражение

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) =

начальные условия
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Q� = Q(t, x; Q0 + δQ0)    P� = P(t, x; P0 + δP0),

𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0),    𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0),    𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑄𝑄� − 𝑄𝑄𝑄𝑄,        𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃� − 𝑃𝑃𝑃𝑃.
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𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, (51) 

𝜕𝜕𝜕𝜕Q�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄� , (52) 

начальные условия

P�(0, x) = P0(x) + δP0(x), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) (53) 

и граничные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕), (54) 

𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), (55) 

Для получения задачи для возмущении 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) и 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) из задачи (51)-(55) 
вычтем задачу (1)-(5) в силу линейности уравнении имеем

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, (56) 

𝜕𝜕𝜕𝜕δQ
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄, (57) 

начальные условия примут вид

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 (58) 

и граничные условия

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,   𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0 (59) 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0), 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0). (60) 

Умножаем (56) на пока еще неизвестную функцию 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕), (57) на 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и интегрируем 
по 𝜕𝜕𝜕𝜕 от 0 до 𝑇𝑇𝑇𝑇 , по 𝜕𝜕𝜕𝜕 от 0 до 2𝑙𝑙𝑙𝑙 и суммируем. В результате тождественно равное нулю 
выражение

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) =

и граничные условия



267

ISSN 1991-346X 2. 2025

16 
 

Q� = Q(t, x; Q0 + δQ0)    P� = P(t, x; P0 + δP0),

𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0),    𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0),    𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑄𝑄� − 𝑄𝑄𝑄𝑄,        𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃� − 𝑃𝑃𝑃𝑃.

Рассмотрим возмущенную к (1)-(5) задачу

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, (51) 

𝜕𝜕𝜕𝜕Q�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄� , (52) 

начальные условия

P�(0, x) = P0(x) + δP0(x), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) (53) 

и граничные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕), (54) 

𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), (55) 

Для получения задачи для возмущении 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) и 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) из задачи (51)-(55) 
вычтем задачу (1)-(5) в силу линейности уравнении имеем

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, (56) 

𝜕𝜕𝜕𝜕δQ
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄, (57) 

начальные условия примут вид

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 (58) 

и граничные условия

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,   𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0 (59) 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0), 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0). (60) 

Умножаем (56) на пока еще неизвестную функцию 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕), (57) на 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и интегрируем 
по 𝜕𝜕𝜕𝜕 от 0 до 𝑇𝑇𝑇𝑇 , по 𝜕𝜕𝜕𝜕 от 0 до 2𝑙𝑙𝑙𝑙 и суммируем. В результате тождественно равное нулю 
выражение

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) =

Для получения задачи для возмущении  

16 
 

Q� = Q(t, x; Q0 + δQ0)    P� = P(t, x; P0 + δP0),

𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0),    𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0),    𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑄𝑄� − 𝑄𝑄𝑄𝑄,        𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃� − 𝑃𝑃𝑃𝑃.

Рассмотрим возмущенную к (1)-(5) задачу

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, (51) 

𝜕𝜕𝜕𝜕Q�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄� , (52) 

начальные условия

P�(0, x) = P0(x) + δP0(x), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) (53) 

и граничные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕), (54) 

𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), (55) 

Для получения задачи для возмущении 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) и 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) из задачи (51)-(55) 
вычтем задачу (1)-(5) в силу линейности уравнении имеем

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, (56) 

𝜕𝜕𝜕𝜕δQ
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄, (57) 

начальные условия примут вид

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 (58) 

и граничные условия

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,   𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0 (59) 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0), 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0). (60) 

Умножаем (56) на пока еще неизвестную функцию 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕), (57) на 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и интегрируем 
по 𝜕𝜕𝜕𝜕 от 0 до 𝑇𝑇𝑇𝑇 , по 𝜕𝜕𝜕𝜕 от 0 до 2𝑙𝑙𝑙𝑙 и суммируем. В результате тождественно равное нулю 
выражение

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) =

  из 
задачи (51)-(55) вычтем задачу (1)-(5) в силу линейности уравнении имеем
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Q� = Q(t, x; Q0 + δQ0)    P� = P(t, x; P0 + δP0),

𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0),    𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0),    𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑄𝑄� − 𝑄𝑄𝑄𝑄,        𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃� − 𝑃𝑃𝑃𝑃.

Рассмотрим возмущенную к (1)-(5) задачу

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, (51) 

𝜕𝜕𝜕𝜕Q�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄� , (52) 

начальные условия

P�(0, x) = P0(x) + δP0(x), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) (53) 

и граничные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕), (54) 

𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), (55) 

Для получения задачи для возмущении 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) и 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) из задачи (51)-(55) 
вычтем задачу (1)-(5) в силу линейности уравнении имеем

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, (56) 

𝜕𝜕𝜕𝜕δQ
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄, (57) 

начальные условия примут вид

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 (58) 

и граничные условия

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,   𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0 (59) 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0), 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0). (60) 

Умножаем (56) на пока еще неизвестную функцию 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕), (57) на 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и интегрируем 
по 𝜕𝜕𝜕𝜕 от 0 до 𝑇𝑇𝑇𝑇 , по 𝜕𝜕𝜕𝜕 от 0 до 2𝑙𝑙𝑙𝑙 и суммируем. В результате тождественно равное нулю 
выражение

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) =

начальные условия примут вид
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Q� = Q(t, x; Q0 + δQ0)    P� = P(t, x; P0 + δP0),

𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0),    𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0),    𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑄𝑄� − 𝑄𝑄𝑄𝑄,        𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃� − 𝑃𝑃𝑃𝑃.

Рассмотрим возмущенную к (1)-(5) задачу

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, (51) 

𝜕𝜕𝜕𝜕Q�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄� , (52) 

начальные условия

P�(0, x) = P0(x) + δP0(x), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) (53) 

и граничные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕), (54) 

𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), (55) 

Для получения задачи для возмущении 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) и 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) из задачи (51)-(55) 
вычтем задачу (1)-(5) в силу линейности уравнении имеем

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, (56) 

𝜕𝜕𝜕𝜕δQ
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄, (57) 

начальные условия примут вид

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 (58) 

и граничные условия

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,   𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0 (59) 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0), 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0). (60) 

Умножаем (56) на пока еще неизвестную функцию 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕), (57) на 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и интегрируем 
по 𝜕𝜕𝜕𝜕 от 0 до 𝑇𝑇𝑇𝑇 , по 𝜕𝜕𝜕𝜕 от 0 до 2𝑙𝑙𝑙𝑙 и суммируем. В результате тождественно равное нулю 
выражение

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) =

и граничные условия
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Q� = Q(t, x; Q0 + δQ0)    P� = P(t, x; P0 + δP0),

𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0),    𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0),    𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑄𝑄� − 𝑄𝑄𝑄𝑄,        𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃� − 𝑃𝑃𝑃𝑃.

Рассмотрим возмущенную к (1)-(5) задачу

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, (51) 

𝜕𝜕𝜕𝜕Q�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄� , (52) 

начальные условия

P�(0, x) = P0(x) + δP0(x), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) (53) 

и граничные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕), (54) 

𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), (55) 

Для получения задачи для возмущении 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) и 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) из задачи (51)-(55) 
вычтем задачу (1)-(5) в силу линейности уравнении имеем

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, (56) 

𝜕𝜕𝜕𝜕δQ
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄, (57) 

начальные условия примут вид

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 (58) 

и граничные условия

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,   𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0 (59) 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0), 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0). (60) 

Умножаем (56) на пока еще неизвестную функцию 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕), (57) на 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и интегрируем 
по 𝜕𝜕𝜕𝜕 от 0 до 𝑇𝑇𝑇𝑇 , по 𝜕𝜕𝜕𝜕 от 0 до 2𝑙𝑙𝑙𝑙 и суммируем. В результате тождественно равное нулю 
выражение

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) =

Умножаем (56) на пока еще неизвестную функцию 
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Q� = Q(t, x; Q0 + δQ0)    P� = P(t, x; P0 + δP0),

𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0),    𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0),    𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑄𝑄� − 𝑄𝑄𝑄𝑄,        𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃� − 𝑃𝑃𝑃𝑃.

Рассмотрим возмущенную к (1)-(5) задачу

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, (51) 

𝜕𝜕𝜕𝜕Q�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄� , (52) 

начальные условия

P�(0, x) = P0(x) + δP0(x), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) (53) 

и граничные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕), (54) 

𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), (55) 

Для получения задачи для возмущении 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) и 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) из задачи (51)-(55) 
вычтем задачу (1)-(5) в силу линейности уравнении имеем

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, (56) 

𝜕𝜕𝜕𝜕δQ
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄, (57) 

начальные условия примут вид

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 (58) 

и граничные условия

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,   𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0 (59) 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0), 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0). (60) 

Умножаем (56) на пока еще неизвестную функцию 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕), (57) на 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и интегрируем 
по 𝜕𝜕𝜕𝜕 от 0 до 𝑇𝑇𝑇𝑇 , по 𝜕𝜕𝜕𝜕 от 0 до 2𝑙𝑙𝑙𝑙 и суммируем. В результате тождественно равное нулю 
выражение

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) =

  
и интегрируем по  от  до , по  от  до  и суммируем. В результате тождественно 
равное нулю выражение
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Q� = Q(t, x; Q0 + δQ0)    P� = P(t, x; P0 + δP0),

𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0),    𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0),    𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝑄𝑄𝑄𝑄� − 𝑄𝑄𝑄𝑄,        𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑃𝑃� − 𝑃𝑃𝑃𝑃.

Рассмотрим возмущенную к (1)-(5) задачу

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, (51) 

𝜕𝜕𝜕𝜕Q�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄� , (52) 

начальные условия

P�(0, x) = P0(x) + δP0(x), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕) (53) 

и граничные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕), (54) 

𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄�(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕), (55) 

Для получения задачи для возмущении 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0) и 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(T, 𝜕𝜕𝜕𝜕; 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0) из задачи (51)-(55) 
вычтем задачу (1)-(5) в силу линейности уравнении имеем

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, (56) 

𝜕𝜕𝜕𝜕δQ
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄, (57) 

начальные условия примут вид

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 (58) 

и граничные условия

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,   𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0 (59) 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0), 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0). (60) 

Умножаем (56) на пока еще неизвестную функцию 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕), (57) на 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и интегрируем 
по 𝜕𝜕𝜕𝜕 от 0 до 𝑇𝑇𝑇𝑇 , по 𝜕𝜕𝜕𝜕 от 0 до 2𝑙𝑙𝑙𝑙 и суммируем. В результате тождественно равное нулю 
выражение

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) = 	
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= �
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �

⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄� ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 ≡ 0,

где

 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑃𝑃𝑃𝑃 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑄𝑄𝑄𝑄 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄. 
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(𝐴𝐴𝐴𝐴𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) =

= �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗|0𝑇𝑇𝑇𝑇 − �
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗|02𝑝𝑝𝑝𝑝 − �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗|0𝑇𝑇𝑇𝑇 − �
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐹𝐹𝐹𝐹�

𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗|02𝑝𝑝𝑝𝑝 − �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+2𝑎𝑎𝑎𝑎�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
� 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 −

−�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄∗� 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 +

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗|0𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗|𝑝𝑝𝑝𝑝2𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+𝐹𝐹𝐹𝐹�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗|0𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗|𝑝𝑝𝑝𝑝2𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕.

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) =

= −�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
� 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 − �

𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗� 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 +
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= �
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �

⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄� ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 ≡ 0,

где

 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑃𝑃𝑃𝑃 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑄𝑄𝑄𝑄 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄. 
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(𝐴𝐴𝐴𝐴𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) =

= �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗|0𝑇𝑇𝑇𝑇 − �
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗|02𝑝𝑝𝑝𝑝 − �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗|0𝑇𝑇𝑇𝑇 − �
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐹𝐹𝐹𝐹�

𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗|02𝑝𝑝𝑝𝑝 − �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+2𝑎𝑎𝑎𝑎�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
� 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 −

−�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄∗� 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 +

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗|0𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗|𝑝𝑝𝑝𝑝2𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+𝐹𝐹𝐹𝐹�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗|0𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗|𝑝𝑝𝑝𝑝2𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕.

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) =

= −�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
� 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 − �

𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗� 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 +
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= �
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �

⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄� ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 ≡ 0,

где

 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑃𝑃𝑃𝑃 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

, 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑄𝑄𝑄𝑄 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑄𝑄𝑄𝑄. 

Интегрируем по частям это выражение

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) =

= �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗|0𝑇𝑇𝑇𝑇 − �
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗|02𝑝𝑝𝑝𝑝 − �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗|0𝑇𝑇𝑇𝑇 − �
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐹𝐹𝐹𝐹�

𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗|02𝑝𝑝𝑝𝑝 − �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+2𝑎𝑎𝑎𝑎�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = −�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
� 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 −

−�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄∗� 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 +

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗|0𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗|𝑝𝑝𝑝𝑝2𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+𝐹𝐹𝐹𝐹�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗|0𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗|𝑝𝑝𝑝𝑝2𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕.

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) =

= −�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
� 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 − �

𝑇𝑇𝑇𝑇

0

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

�
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗� 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 +

18 
 

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) +

+𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + (61) 

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+𝐹𝐹𝐹𝐹�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) +

+𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕.

В последнем выражении (61) члены вне двойного интеграла с множителями 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(t, 0) и 
𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(t, 0) равны нулю, согласно условиям (59). В силу выполнения условия согласования (60) и 
требуемого дополнительного условия при 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 (в забое)

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0),    𝑄𝑄𝑄𝑄∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) (62) 

получается, что

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0), (63) 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0). (64) 

Из физических соображении, считаем что в устье скважины возмущения давления 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(t, 2𝑙𝑙𝑙𝑙)
и объемного расхода газа 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(t, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) пренебрежимо малы.

Теперь остались слагаемые содержащиеся под интегралом по 𝜕𝜕𝜕𝜕.

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 −

−�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0.

В последнем выражении (61) члены вне двойного интеграла с множителями  
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+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) +

+𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + (61) 

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+𝐹𝐹𝐹𝐹�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) +

+𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕.

В последнем выражении (61) члены вне двойного интеграла с множителями 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(t, 0) и 
𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(t, 0) равны нулю, согласно условиям (59). В силу выполнения условия согласования (60) и 
требуемого дополнительного условия при 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 (в забое)

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0),    𝑄𝑄𝑄𝑄∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) (62) 

получается, что

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0), (63) 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0). (64) 

Из физических соображении, считаем что в устье скважины возмущения давления 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(t, 2𝑙𝑙𝑙𝑙)
и объемного расхода газа 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(t, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) пренебрежимо малы.

Теперь остались слагаемые содержащиеся под интегралом по 𝜕𝜕𝜕𝜕.

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 −

−�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0.

 и 
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+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) +

+𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + (61) 

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+𝐹𝐹𝐹𝐹�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) +

+𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕.

В последнем выражении (61) члены вне двойного интеграла с множителями 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(t, 0) и 
𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(t, 0) равны нулю, согласно условиям (59). В силу выполнения условия согласования (60) и 
требуемого дополнительного условия при 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 (в забое)

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0),    𝑄𝑄𝑄𝑄∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) (62) 

получается, что

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0), (63) 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0). (64) 

Из физических соображении, считаем что в устье скважины возмущения давления 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(t, 2𝑙𝑙𝑙𝑙)
и объемного расхода газа 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(t, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) пренебрежимо малы.

Теперь остались слагаемые содержащиеся под интегралом по 𝜕𝜕𝜕𝜕.

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 −

−�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0.

  равны нулю, согласно условиям (59). В силу выполнения 
условия согласования (60) и требуемого дополнительного условия при x=l  (в 
забое)
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+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) +

+𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + (61) 

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+𝐹𝐹𝐹𝐹�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) +

+𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕.

В последнем выражении (61) члены вне двойного интеграла с множителями 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(t, 0) и 
𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(t, 0) равны нулю, согласно условиям (59). В силу выполнения условия согласования (60) и 
требуемого дополнительного условия при 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 (в забое)

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0),    𝑄𝑄𝑄𝑄∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) (62) 

получается, что

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0), (63) 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0). (64) 

Из физических соображении, считаем что в устье скважины возмущения давления 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(t, 2𝑙𝑙𝑙𝑙)
и объемного расхода газа 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(t, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) пренебрежимо малы.

Теперь остались слагаемые содержащиеся под интегралом по 𝜕𝜕𝜕𝜕.

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 −

−�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0.

получается, что
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+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) +

+𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + (61) 

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+𝐹𝐹𝐹𝐹�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) +

+𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕.

В последнем выражении (61) члены вне двойного интеграла с множителями 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(t, 0) и 
𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(t, 0) равны нулю, согласно условиям (59). В силу выполнения условия согласования (60) и 
требуемого дополнительного условия при 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 (в забое)

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0),    𝑄𝑄𝑄𝑄∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) (62) 

получается, что

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0), (63) 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0). (64) 

Из физических соображении, считаем что в устье скважины возмущения давления 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(t, 2𝑙𝑙𝑙𝑙)
и объемного расхода газа 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(t, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) пренебрежимо малы.

Теперь остались слагаемые содержащиеся под интегралом по 𝜕𝜕𝜕𝜕.

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 −

−�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0.
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+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) +

+𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + (61) 

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+𝐹𝐹𝐹𝐹�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) +

+𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕.

В последнем выражении (61) члены вне двойного интеграла с множителями 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(t, 0) и 
𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(t, 0) равны нулю, согласно условиям (59). В силу выполнения условия согласования (60) и 
требуемого дополнительного условия при 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 (в забое)

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0),    𝑄𝑄𝑄𝑄∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) (62) 

получается, что

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0), (63) 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0). (64) 

Из физических соображении, считаем что в устье скважины возмущения давления 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(t, 2𝑙𝑙𝑙𝑙)
и объемного расхода газа 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(t, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) пренебрежимо малы.

Теперь остались слагаемые содержащиеся под интегралом по 𝜕𝜕𝜕𝜕.

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 −

−�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0.

 и объемного расхода газа  
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+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) +

+𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + (61) 

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+𝐹𝐹𝐹𝐹�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) +

+𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕.

В последнем выражении (61) члены вне двойного интеграла с множителями 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(t, 0) и 
𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(t, 0) равны нулю, согласно условиям (59). В силу выполнения условия согласования (60) и 
требуемого дополнительного условия при 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 (в забое)

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0),    𝑄𝑄𝑄𝑄∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) (62) 

получается, что

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0), (63) 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0). (64) 

Из физических соображении, считаем что в устье скважины возмущения давления 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(t, 2𝑙𝑙𝑙𝑙)
и объемного расхода газа 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(t, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) пренебрежимо малы.

Теперь остались слагаемые содержащиеся под интегралом по 𝜕𝜕𝜕𝜕.

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝
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𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 −

−�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0.

 пренебрежимо малы.
Теперь остались слагаемые содержащиеся под интегралом по .
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+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) +

+𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + (61) 

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+𝐹𝐹𝐹𝐹�
𝑇𝑇𝑇𝑇

0

[𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) +

+𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕.

В последнем выражении (61) члены вне двойного интеграла с множителями 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(t, 0) и 
𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(t, 0) равны нулю, согласно условиям (59). В силу выполнения условия согласования (60) и 
требуемого дополнительного условия при 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 (в забое)

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0),    𝑄𝑄𝑄𝑄∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(t, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) (62) 

получается, что

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0), (63) 

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0). (64) 

Из физических соображении, считаем что в устье скважины возмущения давления 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(t, 2𝑙𝑙𝑙𝑙)
и объемного расхода газа 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(t, 2𝑙𝑙𝑙𝑙) пренебрежимо малы.

Теперь остались слагаемые содержащиеся под интегралом по 𝜕𝜕𝜕𝜕.

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 −

−�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0.
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𝐴𝐴𝐴𝐴∗𝑃𝑃𝑃𝑃∗ =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
,

𝐵𝐵𝐵𝐵∗𝑄𝑄𝑄𝑄∗ =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗.

 (65) 

Выполнения этого равенства приводит к следующей лемме.
Лемма 1. Пусть 𝑃𝑃𝑃𝑃0,   𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ∈ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ∈ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 элементы принадлежащие области 

возможных решений. Если 𝑃𝑃𝑃𝑃�t, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕)�, 𝑄𝑄𝑄𝑄�t, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕)� решение задачи (1)-(5) и выполняется 
интегральное тождество Лагранжа

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝑄𝑄𝑄𝑄,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) = (𝑃𝑃𝑃𝑃,𝐴𝐴𝐴𝐴∗𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝑄𝑄𝑄𝑄,𝐵𝐵𝐵𝐵∗𝑄𝑄𝑄𝑄∗)

то имеет место

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

= �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕. (66) 

Условие (66) с учетом граничных условии (58), первой вариации функционала 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) и 
по определению производной Фреше (50) примет вид

< 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕), 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)] > +

+< 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕), 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)] >=

=< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 > +< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 >.

 (67) 

Эти условия вытекают из требований выполнения тождества Лагранжа.

Постановка сопряженной задачи.
Выполнения тождества Лагранжа, требования равенства нулю всех внеинтегральных членов 

и условий Леммы 1 приводят к следующей сопряженной задаче

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0, (68) 

Выполнения этого равенства приводит к следующей лемме.
Лемма 1. Пусть 
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𝐴𝐴𝐴𝐴∗𝑃𝑃𝑃𝑃∗ =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
,

𝐵𝐵𝐵𝐵∗𝑄𝑄𝑄𝑄∗ =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗.

 (65) 

Выполнения этого равенства приводит к следующей лемме.
Лемма 1. Пусть 𝑃𝑃𝑃𝑃0,   𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ∈ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ∈ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 элементы принадлежащие области 

возможных решений. Если 𝑃𝑃𝑃𝑃�t, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕)�, 𝑄𝑄𝑄𝑄�t, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕)� решение задачи (1)-(5) и выполняется 
интегральное тождество Лагранжа

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝑄𝑄𝑄𝑄,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) = (𝑃𝑃𝑃𝑃,𝐴𝐴𝐴𝐴∗𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝑄𝑄𝑄𝑄,𝐵𝐵𝐵𝐵∗𝑄𝑄𝑄𝑄∗)

то имеет место

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

= �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕. (66) 

Условие (66) с учетом граничных условии (58), первой вариации функционала 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) и 
по определению производной Фреше (50) примет вид

< 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕), 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)] > +

+< 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕), 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)] >=

=< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 > +< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 >.

 (67) 

Эти условия вытекают из требований выполнения тождества Лагранжа.

Постановка сопряженной задачи.
Выполнения тождества Лагранжа, требования равенства нулю всех внеинтегральных членов 

и условий Леммы 1 приводят к следующей сопряженной задаче

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0, (68) 
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𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
,

𝐵𝐵𝐵𝐵∗𝑄𝑄𝑄𝑄∗ =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗.

 (65) 

Выполнения этого равенства приводит к следующей лемме.
Лемма 1. Пусть 𝑃𝑃𝑃𝑃0,   𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ∈ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ∈ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 элементы принадлежащие области 

возможных решений. Если 𝑃𝑃𝑃𝑃�t, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕)�, 𝑄𝑄𝑄𝑄�t, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕)� решение задачи (1)-(5) и выполняется 
интегральное тождество Лагранжа

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝑄𝑄𝑄𝑄,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) = (𝑃𝑃𝑃𝑃,𝐴𝐴𝐴𝐴∗𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝑄𝑄𝑄𝑄,𝐵𝐵𝐵𝐵∗𝑄𝑄𝑄𝑄∗)

то имеет место

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

= �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕. (66) 

Условие (66) с учетом граничных условии (58), первой вариации функционала 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) и 
по определению производной Фреше (50) примет вид

< 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕), 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)] > +

+< 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕), 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)] >=

=< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 > +< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 >.

 (67) 

Эти условия вытекают из требований выполнения тождества Лагранжа.

Постановка сопряженной задачи.
Выполнения тождества Лагранжа, требования равенства нулю всех внеинтегральных членов 

и условий Леммы 1 приводят к следующей сопряженной задаче

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0, (68) 

  
элементы принадлежащие области возможных решений. Если   
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𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
,

𝐵𝐵𝐵𝐵∗𝑄𝑄𝑄𝑄∗ =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗.

 (65) 

Выполнения этого равенства приводит к следующей лемме.
Лемма 1. Пусть 𝑃𝑃𝑃𝑃0,   𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ∈ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ∈ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 элементы принадлежащие области 

возможных решений. Если 𝑃𝑃𝑃𝑃�t, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕)�, 𝑄𝑄𝑄𝑄�t, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕)� решение задачи (1)-(5) и выполняется 
интегральное тождество Лагранжа

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝑄𝑄𝑄𝑄,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) = (𝑃𝑃𝑃𝑃,𝐴𝐴𝐴𝐴∗𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝑄𝑄𝑄𝑄,𝐵𝐵𝐵𝐵∗𝑄𝑄𝑄𝑄∗)

то имеет место

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

= �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕. (66) 

Условие (66) с учетом граничных условии (58), первой вариации функционала 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) и 
по определению производной Фреше (50) примет вид

< 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕), 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)] > +

+< 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕), 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)] >=

=< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 > +< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 >.

 (67) 

Эти условия вытекают из требований выполнения тождества Лагранжа.

Постановка сопряженной задачи.
Выполнения тождества Лагранжа, требования равенства нулю всех внеинтегральных членов 

и условий Леммы 1 приводят к следующей сопряженной задаче

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0, (68) 

 решение задачи (1)-(5) и выполняется 
интегральное тождество Лагранжа
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+
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⋅
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Лемма 1. Пусть 𝑃𝑃𝑃𝑃0,   𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ∈ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ∈ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 элементы принадлежащие области 

возможных решений. Если 𝑃𝑃𝑃𝑃�t, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕)�, 𝑄𝑄𝑄𝑄�t, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕)� решение задачи (1)-(5) и выполняется 
интегральное тождество Лагранжа

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝑄𝑄𝑄𝑄,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) = (𝑃𝑃𝑃𝑃,𝐴𝐴𝐴𝐴∗𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝑄𝑄𝑄𝑄,𝐵𝐵𝐵𝐵∗𝑄𝑄𝑄𝑄∗)

то имеет место

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

= �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕. (66) 

Условие (66) с учетом граничных условии (58), первой вариации функционала 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) и 
по определению производной Фреше (50) примет вид

< 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕), 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)] > +

+< 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕), 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)] >=

=< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 > +< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 >.

 (67) 

Эти условия вытекают из требований выполнения тождества Лагранжа.

Постановка сопряженной задачи.
Выполнения тождества Лагранжа, требования равенства нулю всех внеинтегральных членов 

и условий Леммы 1 приводят к следующей сопряженной задаче

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0, (68) 

то имеет место
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𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
,

𝐵𝐵𝐵𝐵∗𝑄𝑄𝑄𝑄∗ =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗.

 (65) 

Выполнения этого равенства приводит к следующей лемме.
Лемма 1. Пусть 𝑃𝑃𝑃𝑃0,   𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ∈ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ∈ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 элементы принадлежащие области 

возможных решений. Если 𝑃𝑃𝑃𝑃�t, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕)�, 𝑄𝑄𝑄𝑄�t, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕)� решение задачи (1)-(5) и выполняется 
интегральное тождество Лагранжа

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝑄𝑄𝑄𝑄,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) = (𝑃𝑃𝑃𝑃,𝐴𝐴𝐴𝐴∗𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝑄𝑄𝑄𝑄,𝐵𝐵𝐵𝐵∗𝑄𝑄𝑄𝑄∗)

то имеет место

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

= �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕. (66) 

Условие (66) с учетом граничных условии (58), первой вариации функционала 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) и 
по определению производной Фреше (50) примет вид

< 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕), 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)] > +

+< 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕), 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)] >=

=< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 > +< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 >.

 (67) 

Эти условия вытекают из требований выполнения тождества Лагранжа.

Постановка сопряженной задачи.
Выполнения тождества Лагранжа, требования равенства нулю всех внеинтегральных членов 

и условий Леммы 1 приводят к следующей сопряженной задаче

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0, (68) 

Условие (66) с учетом граничных условии (58), первой вариации 
функционала  
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𝐴𝐴𝐴𝐴∗𝑃𝑃𝑃𝑃∗ =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
,

𝐵𝐵𝐵𝐵∗𝑄𝑄𝑄𝑄∗ =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗.

 (65) 

Выполнения этого равенства приводит к следующей лемме.
Лемма 1. Пусть 𝑃𝑃𝑃𝑃0,   𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ∈ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ∈ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 элементы принадлежащие области 

возможных решений. Если 𝑃𝑃𝑃𝑃�t, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕)�, 𝑄𝑄𝑄𝑄�t, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕)� решение задачи (1)-(5) и выполняется 
интегральное тождество Лагранжа

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝑄𝑄𝑄𝑄,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) = (𝑃𝑃𝑃𝑃,𝐴𝐴𝐴𝐴∗𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝑄𝑄𝑄𝑄,𝐵𝐵𝐵𝐵∗𝑄𝑄𝑄𝑄∗)

то имеет место

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

= �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕. (66) 

Условие (66) с учетом граничных условии (58), первой вариации функционала 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) и 
по определению производной Фреше (50) примет вид

< 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕), 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)] > +

+< 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕), 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)] >=

=< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 > +< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 >.

 (67) 

Эти условия вытекают из требований выполнения тождества Лагранжа.

Постановка сопряженной задачи.
Выполнения тождества Лагранжа, требования равенства нулю всех внеинтегральных членов 

и условий Леммы 1 приводят к следующей сопряженной задаче

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0, (68) 

 и по определению производной Фреше (50) примет 
вид
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𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
,

𝐵𝐵𝐵𝐵∗𝑄𝑄𝑄𝑄∗ =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗.

 (65) 

Выполнения этого равенства приводит к следующей лемме.
Лемма 1. Пусть 𝑃𝑃𝑃𝑃0,   𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ∈ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ∈ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 элементы принадлежащие области 

возможных решений. Если 𝑃𝑃𝑃𝑃�t, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕)�, 𝑄𝑄𝑄𝑄�t, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕)� решение задачи (1)-(5) и выполняется 
интегральное тождество Лагранжа

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝐵𝐵𝐵𝐵𝑄𝑄𝑄𝑄,𝑄𝑄𝑄𝑄∗) = (𝑃𝑃𝑃𝑃,𝐴𝐴𝐴𝐴∗𝑃𝑃𝑃𝑃∗) + (𝑄𝑄𝑄𝑄,𝐵𝐵𝐵𝐵∗𝑄𝑄𝑄𝑄∗)

то имеет место

�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 =

= �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 ⋅ 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 + �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕)𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕. (66) 

Условие (66) с учетом граничных условии (58), первой вариации функционала 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃0,𝑄𝑄𝑄𝑄0) и 
по определению производной Фреше (50) примет вид

< 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕), 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)] > +

+< 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕), 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)] >=

=< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑃𝑃𝑃𝑃0 > +< 𝐽𝐽𝐽𝐽′𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑄𝑄𝑄𝑄0 >.

 (67) 

Эти условия вытекают из требований выполнения тождества Лагранжа.

Постановка сопряженной задачи.
Выполнения тождества Лагранжа, требования равенства нулю всех внеинтегральных членов 

и условий Леммы 1 приводят к следующей сопряженной задаче

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0, (68) 

Эти условия вытекают из требований выполнения тождества Лагранжа.
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Постановка сопряженной задачи.
Выполнения тождества Лагранжа, требования равенства нулю всех 

внеинтегральных членов и условий Леммы 1 приводят к следующей 
сопряженной задаче

20 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ = 0, (69) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0, (70) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1],

𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1].
 (71) 

Алгоритм решения вариационной задачи.
1 Задаем начальное приближение 𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝑄𝑄𝑄𝑄0.
2 Предположим, чтоPn0, Qn

0 уже известно, тогда решаем прямую задачу:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

,        𝜕𝜕𝜕𝜕 ≥ 0, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (0,2𝑙𝑙𝑙𝑙),  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄,        𝜕𝜕𝜕𝜕 ≥ 0, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (0,2𝑙𝑙𝑙𝑙), 
(72) 

𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕),  

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕),𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕).

3. Вычисляем приближенное значение функционала используя квадратурную формулу

𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0,𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) = �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 (73) 

4 Если текущее значение нормы функционала 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0,𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) – недостаточно мало, то решаем 
сопряженную задачу:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ = 0, (74) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,  

Алгоритм решения вариационной задачи.
1 Задаем начальное приближение 

20 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ = 0, (69) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0, (70) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1],

𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1].
 (71) 

Алгоритм решения вариационной задачи.
1 Задаем начальное приближение 𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝑄𝑄𝑄𝑄0.
2 Предположим, чтоPn0, Qn

0 уже известно, тогда решаем прямую задачу:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

,        𝜕𝜕𝜕𝜕 ≥ 0, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (0,2𝑙𝑙𝑙𝑙),  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄,        𝜕𝜕𝜕𝜕 ≥ 0, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (0,2𝑙𝑙𝑙𝑙), 
(72) 

𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕),  

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕),𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕).

3. Вычисляем приближенное значение функционала используя квадратурную формулу

𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0,𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) = �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 (73) 

4 Если текущее значение нормы функционала 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0,𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) – недостаточно мало, то решаем 
сопряженную задачу:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ = 0, (74) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,  

2 Предположим, что 
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𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ = 0, (69) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0, (70) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1],

𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1].
 (71) 

Алгоритм решения вариационной задачи.
1 Задаем начальное приближение 𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝑄𝑄𝑄𝑄0.
2 Предположим, чтоPn0, Qn

0 уже известно, тогда решаем прямую задачу:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

,        𝜕𝜕𝜕𝜕 ≥ 0, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (0,2𝑙𝑙𝑙𝑙),  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄,        𝜕𝜕𝜕𝜕 ≥ 0, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (0,2𝑙𝑙𝑙𝑙), 
(72) 

𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕),  

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕),𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕).

3. Вычисляем приближенное значение функционала используя квадратурную формулу

𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0,𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) = �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 (73) 

4 Если текущее значение нормы функционала 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0,𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) – недостаточно мало, то решаем 
сопряженную задачу:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ = 0, (74) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,  

 уже известно, тогда решаем прямую задачу:
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𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ = 0, (69) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0, (70) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1],

𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1].
 (71) 

Алгоритм решения вариационной задачи.
1 Задаем начальное приближение 𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝑄𝑄𝑄𝑄0.
2 Предположим, чтоPn0, Qn

0 уже известно, тогда решаем прямую задачу:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

,        𝜕𝜕𝜕𝜕 ≥ 0, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (0,2𝑙𝑙𝑙𝑙),  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄,        𝜕𝜕𝜕𝜕 ≥ 0, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (0,2𝑙𝑙𝑙𝑙), 
(72) 

𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕),  

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕),𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕).

3. Вычисляем приближенное значение функционала используя квадратурную формулу

𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0,𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) = �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 (73) 

4 Если текущее значение нормы функционала 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0,𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) – недостаточно мало, то решаем 
сопряженную задачу:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ = 0, (74) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,  

3. Вычисляем приближенное значение функционала используя 
квадратурную формулу
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𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ = 0, (69) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0, (70) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1],

𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1].
 (71) 

Алгоритм решения вариационной задачи.
1 Задаем начальное приближение 𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝑄𝑄𝑄𝑄0.
2 Предположим, чтоPn0, Qn

0 уже известно, тогда решаем прямую задачу:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

,        𝜕𝜕𝜕𝜕 ≥ 0, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (0,2𝑙𝑙𝑙𝑙),  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄,        𝜕𝜕𝜕𝜕 ≥ 0, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (0,2𝑙𝑙𝑙𝑙), 
(72) 

𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕),  

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕),𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕).

3. Вычисляем приближенное значение функционала используя квадратурную формулу

𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0,𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) = �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 (73) 

4 Если текущее значение нормы функционала 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0,𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) – недостаточно мало, то решаем 
сопряженную задачу:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ = 0, (74) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,  

4 Если текущее значение нормы функционала  
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𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ = 0, (69) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0, (70) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1],

𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1].
 (71) 

Алгоритм решения вариационной задачи.
1 Задаем начальное приближение 𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝑄𝑄𝑄𝑄0.
2 Предположим, чтоPn0, Qn

0 уже известно, тогда решаем прямую задачу:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

,        𝜕𝜕𝜕𝜕 ≥ 0, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (0,2𝑙𝑙𝑙𝑙),  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄,        𝜕𝜕𝜕𝜕 ≥ 0, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (0,2𝑙𝑙𝑙𝑙), 
(72) 

𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕),  

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕),𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕).

3. Вычисляем приближенное значение функционала используя квадратурную формулу

𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0,𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) = �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 (73) 

4 Если текущее значение нормы функционала 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0,𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) – недостаточно мало, то решаем 
сопряженную задачу:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ = 0, (74) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,  

 – недостаточно 
мало, то решаем сопряженную задачу:
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𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ = 0, (69) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0, (70) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1],

𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1].
 (71) 

Алгоритм решения вариационной задачи.
1 Задаем начальное приближение 𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝑄𝑄𝑄𝑄0.
2 Предположим, чтоPn0, Qn

0 уже известно, тогда решаем прямую задачу:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

,        𝜕𝜕𝜕𝜕 ≥ 0, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (0,2𝑙𝑙𝑙𝑙),  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄,        𝜕𝜕𝜕𝜕 ≥ 0, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (0,2𝑙𝑙𝑙𝑙), 
(72) 

𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕),  

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕),𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕).

3. Вычисляем приближенное значение функционала используя квадратурную формулу

𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0,𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) = �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 (73) 

4 Если текущее значение нормы функционала 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0,𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) – недостаточно мало, то решаем 
сопряженную задачу:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ = 0, (74) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,  
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𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ = 0, (69) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0, (70) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1],

𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1].
 (71) 

Алгоритм решения вариационной задачи.
1 Задаем начальное приближение 𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝑄𝑄𝑄𝑄0.
2 Предположим, чтоPn0, Qn

0 уже известно, тогда решаем прямую задачу:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

,        𝜕𝜕𝜕𝜕 ≥ 0, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (0,2𝑙𝑙𝑙𝑙),  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄,        𝜕𝜕𝜕𝜕 ≥ 0, 𝜕𝜕𝜕𝜕 ∈ (0,2𝑙𝑙𝑙𝑙), 
(72) 

𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕),  

𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕),𝑄𝑄𝑄𝑄(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 + 0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕, 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 0) + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝜕𝜕𝜕𝜕).

3. Вычисляем приближенное значение функционала используя квадратурную формулу

𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0,𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) = �
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 +

+�
2𝑝𝑝𝑝𝑝

0

[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)]2𝑑𝑑𝑑𝑑𝜕𝜕𝜕𝜕 (73) 

4 Если текущее значение нормы функционала 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0,𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) – недостаточно мало, то решаем 
сопряженную задачу:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹 ⋅

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑄𝑄𝑄𝑄∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹
⋅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑃𝑃𝑃𝑃∗

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ = 0, (74) 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝜕𝜕𝜕𝜕, 0) = 0,  

21 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1],

𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1].

5 Из решения 𝑃𝑃𝑃𝑃∗, 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ сопряженной задачи (74) по 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 определяем градиент функционала

�𝐽𝐽𝐽𝐽
′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕),
𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕). (75) 

6 Cледующие приближения начальных условий для 𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) находятся по 
формулам

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛),
 (76) 

7. Переходим к шагу 2.

Разностная схема решения прямой задачи.
Аппроксимируем прямую задачу (1)-(5). Пусть 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 – количество узлов равномерной сетки на 

интервале [0,𝑇𝑇𝑇𝑇] , а 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 – количество узлов равномерной сетки на интервале [0, 2𝑙𝑙𝑙𝑙].
Построим в области Ω =�(0,2𝑙𝑙𝑙𝑙) × (0,𝑇𝑇𝑇𝑇)� сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ с шагом ℎ = 2𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
, 𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑇𝑇𝑇𝑇

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡
, где 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 –

положительные целые числа.
Тогда в сетке 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝜏𝜏𝜏𝜏,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , } запишем 

соответствующую разностную прямую задачу. Таким образом задача (1)-(5) имеет следующий 
вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
, (77) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1, (78) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,
начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , (79) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , (80) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 . (81) 

5 Из решения 
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𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1],

𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1].

5 Из решения 𝑃𝑃𝑃𝑃∗, 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ сопряженной задачи (74) по 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 определяем градиент функционала

�𝐽𝐽𝐽𝐽
′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕),
𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕). (75) 

6 Cледующие приближения начальных условий для 𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) находятся по 
формулам

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛),
 (76) 

7. Переходим к шагу 2.

Разностная схема решения прямой задачи.
Аппроксимируем прямую задачу (1)-(5). Пусть 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 – количество узлов равномерной сетки на 

интервале [0,𝑇𝑇𝑇𝑇] , а 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 – количество узлов равномерной сетки на интервале [0, 2𝑙𝑙𝑙𝑙].
Построим в области Ω =�(0,2𝑙𝑙𝑙𝑙) × (0,𝑇𝑇𝑇𝑇)� сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ с шагом ℎ = 2𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
, 𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑇𝑇𝑇𝑇

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡
, где 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 –

положительные целые числа.
Тогда в сетке 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝜏𝜏𝜏𝜏,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , } запишем 

соответствующую разностную прямую задачу. Таким образом задача (1)-(5) имеет следующий 
вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
, (77) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1, (78) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,
начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , (79) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , (80) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 . (81) 

 сопряженной задачи (74) по  
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𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1],

𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1].

5 Из решения 𝑃𝑃𝑃𝑃∗, 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ сопряженной задачи (74) по 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 определяем градиент функционала

�𝐽𝐽𝐽𝐽
′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕),
𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕). (75) 

6 Cледующие приближения начальных условий для 𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) находятся по 
формулам

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛),
 (76) 

7. Переходим к шагу 2.

Разностная схема решения прямой задачи.
Аппроксимируем прямую задачу (1)-(5). Пусть 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 – количество узлов равномерной сетки на 

интервале [0,𝑇𝑇𝑇𝑇] , а 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 – количество узлов равномерной сетки на интервале [0, 2𝑙𝑙𝑙𝑙].
Построим в области Ω =�(0,2𝑙𝑙𝑙𝑙) × (0,𝑇𝑇𝑇𝑇)� сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ с шагом ℎ = 2𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
, 𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑇𝑇𝑇𝑇

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡
, где 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 –

положительные целые числа.
Тогда в сетке 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝜏𝜏𝜏𝜏,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , } запишем 

соответствующую разностную прямую задачу. Таким образом задача (1)-(5) имеет следующий 
вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
, (77) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1, (78) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,
начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , (79) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , (80) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 . (81) 

  определяем 
градиент функционала
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𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1],

𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1].

5 Из решения 𝑃𝑃𝑃𝑃∗, 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ сопряженной задачи (74) по 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 определяем градиент функционала

�𝐽𝐽𝐽𝐽
′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕),
𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕). (75) 

6 Cледующие приближения начальных условий для 𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) находятся по 
формулам

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛),
 (76) 

7. Переходим к шагу 2.

Разностная схема решения прямой задачи.
Аппроксимируем прямую задачу (1)-(5). Пусть 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 – количество узлов равномерной сетки на 

интервале [0,𝑇𝑇𝑇𝑇] , а 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 – количество узлов равномерной сетки на интервале [0, 2𝑙𝑙𝑙𝑙].
Построим в области Ω =�(0,2𝑙𝑙𝑙𝑙) × (0,𝑇𝑇𝑇𝑇)� сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ с шагом ℎ = 2𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
, 𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑇𝑇𝑇𝑇

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡
, где 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 –

положительные целые числа.
Тогда в сетке 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝜏𝜏𝜏𝜏,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , } запишем 

соответствующую разностную прямую задачу. Таким образом задача (1)-(5) имеет следующий 
вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
, (77) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1, (78) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,
начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , (79) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , (80) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 . (81) 

6 Cледующие приближения начальных условий для  
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𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1],

𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1].

5 Из решения 𝑃𝑃𝑃𝑃∗, 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ сопряженной задачи (74) по 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 определяем градиент функционала

�𝐽𝐽𝐽𝐽
′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕),
𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕). (75) 

6 Cледующие приближения начальных условий для 𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) находятся по 
формулам

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛),
 (76) 

7. Переходим к шагу 2.

Разностная схема решения прямой задачи.
Аппроксимируем прямую задачу (1)-(5). Пусть 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 – количество узлов равномерной сетки на 

интервале [0,𝑇𝑇𝑇𝑇] , а 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 – количество узлов равномерной сетки на интервале [0, 2𝑙𝑙𝑙𝑙].
Построим в области Ω =�(0,2𝑙𝑙𝑙𝑙) × (0,𝑇𝑇𝑇𝑇)� сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ с шагом ℎ = 2𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
, 𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑇𝑇𝑇𝑇

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡
, где 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 –

положительные целые числа.
Тогда в сетке 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝜏𝜏𝜏𝜏,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , } запишем 

соответствующую разностную прямую задачу. Таким образом задача (1)-(5) имеет следующий 
вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
, (77) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1, (78) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,
начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , (79) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , (80) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 . (81) 

  
находятся по формулам
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𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1],

𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1].

5 Из решения 𝑃𝑃𝑃𝑃∗, 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ сопряженной задачи (74) по 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 определяем градиент функционала

�𝐽𝐽𝐽𝐽
′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕),
𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕). (75) 

6 Cледующие приближения начальных условий для 𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) находятся по 
формулам

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛),
 (76) 

7. Переходим к шагу 2.

Разностная схема решения прямой задачи.
Аппроксимируем прямую задачу (1)-(5). Пусть 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 – количество узлов равномерной сетки на 

интервале [0,𝑇𝑇𝑇𝑇] , а 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 – количество узлов равномерной сетки на интервале [0, 2𝑙𝑙𝑙𝑙].
Построим в области Ω =�(0,2𝑙𝑙𝑙𝑙) × (0,𝑇𝑇𝑇𝑇)� сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ с шагом ℎ = 2𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
, 𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑇𝑇𝑇𝑇

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡
, где 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 –

положительные целые числа.
Тогда в сетке 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝜏𝜏𝜏𝜏,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , } запишем 

соответствующую разностную прямую задачу. Таким образом задача (1)-(5) имеет следующий 
вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
, (77) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1, (78) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,
начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , (79) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , (80) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 . (81) 

7. Переходим к шагу 2.
Разностная схема решения прямой задачи.
Аппроксимируем прямую задачу (1)-(5). Пусть  Nt – количество узлов 

равномерной сетки на интервале  [0,T], а  Nx – количество узлов равномерной 
сетки на интервале [0,2l].

Построим в области 
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𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1],

𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1].

5 Из решения 𝑃𝑃𝑃𝑃∗, 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ сопряженной задачи (74) по 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 определяем градиент функционала

�𝐽𝐽𝐽𝐽
′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕),
𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕). (75) 

6 Cледующие приближения начальных условий для 𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) находятся по 
формулам

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛),
 (76) 

7. Переходим к шагу 2.

Разностная схема решения прямой задачи.
Аппроксимируем прямую задачу (1)-(5). Пусть 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 – количество узлов равномерной сетки на 

интервале [0,𝑇𝑇𝑇𝑇] , а 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 – количество узлов равномерной сетки на интервале [0, 2𝑙𝑙𝑙𝑙].
Построим в области Ω =�(0,2𝑙𝑙𝑙𝑙) × (0,𝑇𝑇𝑇𝑇)� сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ с шагом ℎ = 2𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
, 𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑇𝑇𝑇𝑇

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡
, где 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 –

положительные целые числа.
Тогда в сетке 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝜏𝜏𝜏𝜏,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , } запишем 

соответствующую разностную прямую задачу. Таким образом задача (1)-(5) имеет следующий 
вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
, (77) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1, (78) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,
начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , (79) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , (80) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 . (81) 

 сетку ωh с шагом  
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𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1],

𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1].

5 Из решения 𝑃𝑃𝑃𝑃∗, 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ сопряженной задачи (74) по 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 определяем градиент функционала

�𝐽𝐽𝐽𝐽
′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕),
𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕). (75) 

6 Cледующие приближения начальных условий для 𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) находятся по 
формулам

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛),
 (76) 

7. Переходим к шагу 2.

Разностная схема решения прямой задачи.
Аппроксимируем прямую задачу (1)-(5). Пусть 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 – количество узлов равномерной сетки на 

интервале [0,𝑇𝑇𝑇𝑇] , а 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 – количество узлов равномерной сетки на интервале [0, 2𝑙𝑙𝑙𝑙].
Построим в области Ω =�(0,2𝑙𝑙𝑙𝑙) × (0,𝑇𝑇𝑇𝑇)� сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ с шагом ℎ = 2𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
, 𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑇𝑇𝑇𝑇

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡
, где 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 –

положительные целые числа.
Тогда в сетке 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝜏𝜏𝜏𝜏,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , } запишем 

соответствующую разностную прямую задачу. Таким образом задача (1)-(5) имеет следующий 
вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
, (77) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1, (78) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,
начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , (79) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , (80) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 . (81) 

 

21 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1],

𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1].

5 Из решения 𝑃𝑃𝑃𝑃∗, 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ сопряженной задачи (74) по 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 определяем градиент функционала

�𝐽𝐽𝐽𝐽
′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕),
𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕). (75) 

6 Cледующие приближения начальных условий для 𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) находятся по 
формулам

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛),
 (76) 

7. Переходим к шагу 2.

Разностная схема решения прямой задачи.
Аппроксимируем прямую задачу (1)-(5). Пусть 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 – количество узлов равномерной сетки на 

интервале [0,𝑇𝑇𝑇𝑇] , а 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 – количество узлов равномерной сетки на интервале [0, 2𝑙𝑙𝑙𝑙].
Построим в области Ω =�(0,2𝑙𝑙𝑙𝑙) × (0,𝑇𝑇𝑇𝑇)� сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ с шагом ℎ = 2𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
, 𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑇𝑇𝑇𝑇

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡
, где 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 –

положительные целые числа.
Тогда в сетке 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝜏𝜏𝜏𝜏,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , } запишем 

соответствующую разностную прямую задачу. Таким образом задача (1)-(5) имеет следующий 
вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
, (77) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1, (78) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,
начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , (79) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , (80) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 . (81) 

 положительные целые числа.
Тогда в сетке  
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𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1],

𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1].

5 Из решения 𝑃𝑃𝑃𝑃∗, 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ сопряженной задачи (74) по 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 определяем градиент функционала

�𝐽𝐽𝐽𝐽
′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕),
𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕). (75) 

6 Cледующие приближения начальных условий для 𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) находятся по 
формулам

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛),
 (76) 

7. Переходим к шагу 2.

Разностная схема решения прямой задачи.
Аппроксимируем прямую задачу (1)-(5). Пусть 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 – количество узлов равномерной сетки на 

интервале [0,𝑇𝑇𝑇𝑇] , а 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 – количество узлов равномерной сетки на интервале [0, 2𝑙𝑙𝑙𝑙].
Построим в области Ω =�(0,2𝑙𝑙𝑙𝑙) × (0,𝑇𝑇𝑇𝑇)� сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ с шагом ℎ = 2𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
, 𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑇𝑇𝑇𝑇

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡
, где 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 –

положительные целые числа.
Тогда в сетке 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝜏𝜏𝜏𝜏,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , } запишем 

соответствующую разностную прямую задачу. Таким образом задача (1)-(5) имеет следующий 
вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
, (77) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1, (78) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,
начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , (79) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , (80) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 . (81) 

запишем соответствующую разностную прямую задачу. Таким образом 
задача (1)-(5) имеет следующий вид:
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𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1],

𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1].

5 Из решения 𝑃𝑃𝑃𝑃∗, 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ сопряженной задачи (74) по 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 определяем градиент функционала

�𝐽𝐽𝐽𝐽
′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕),
𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕). (75) 

6 Cледующие приближения начальных условий для 𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) находятся по 
формулам

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛),
 (76) 

7. Переходим к шагу 2.

Разностная схема решения прямой задачи.
Аппроксимируем прямую задачу (1)-(5). Пусть 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 – количество узлов равномерной сетки на 

интервале [0,𝑇𝑇𝑇𝑇] , а 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 – количество узлов равномерной сетки на интервале [0, 2𝑙𝑙𝑙𝑙].
Построим в области Ω =�(0,2𝑙𝑙𝑙𝑙) × (0,𝑇𝑇𝑇𝑇)� сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ с шагом ℎ = 2𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
, 𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑇𝑇𝑇𝑇

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡
, где 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 –

положительные целые числа.
Тогда в сетке 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝜏𝜏𝜏𝜏,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , } запишем 

соответствующую разностную прямую задачу. Таким образом задача (1)-(5) имеет следующий 
вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
, (77) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1, (78) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,
начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , (79) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , (80) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 . (81) 

начальные условия

21 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1],

𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1].

5 Из решения 𝑃𝑃𝑃𝑃∗, 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ сопряженной задачи (74) по 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 определяем градиент функционала

�𝐽𝐽𝐽𝐽
′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕),
𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕). (75) 

6 Cледующие приближения начальных условий для 𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) находятся по 
формулам

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛),
 (76) 

7. Переходим к шагу 2.

Разностная схема решения прямой задачи.
Аппроксимируем прямую задачу (1)-(5). Пусть 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 – количество узлов равномерной сетки на 

интервале [0,𝑇𝑇𝑇𝑇] , а 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 – количество узлов равномерной сетки на интервале [0, 2𝑙𝑙𝑙𝑙].
Построим в области Ω =�(0,2𝑙𝑙𝑙𝑙) × (0,𝑇𝑇𝑇𝑇)� сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ с шагом ℎ = 2𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
, 𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑇𝑇𝑇𝑇

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡
, где 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 –

положительные целые числа.
Тогда в сетке 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝜏𝜏𝜏𝜏,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , } запишем 

соответствующую разностную прямую задачу. Таким образом задача (1)-(5) имеет следующий 
вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
, (77) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1, (78) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,
начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , (79) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , (80) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 . (81) 

и граничные условия соответственно

21 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑃𝑃𝑃𝑃0) − 𝑃𝑃𝑃𝑃1],

𝑄𝑄𝑄𝑄∗(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = 2[𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕;𝑄𝑄𝑄𝑄0) − 𝑄𝑄𝑄𝑄1].

5 Из решения 𝑃𝑃𝑃𝑃∗, 𝑄𝑄𝑄𝑄∗ сопряженной задачи (74) по 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝑄𝑄𝑄𝑄 определяем градиент функционала

�𝐽𝐽𝐽𝐽
′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕),
𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛) = −𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕). (75) 

6 Cледующие приближения начальных условий для 𝑃𝑃𝑃𝑃(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) и 𝑄𝑄𝑄𝑄(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕) находятся по 
формулам

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛),

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛+10 (𝜕𝜕𝜕𝜕) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0(𝜕𝜕𝜕𝜕) − 𝛼𝛼𝛼𝛼 ⋅ 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛),
 (76) 

7. Переходим к шагу 2.

Разностная схема решения прямой задачи.
Аппроксимируем прямую задачу (1)-(5). Пусть 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 – количество узлов равномерной сетки на 

интервале [0,𝑇𝑇𝑇𝑇] , а 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 – количество узлов равномерной сетки на интервале [0, 2𝑙𝑙𝑙𝑙].
Построим в области Ω =�(0,2𝑙𝑙𝑙𝑙) × (0,𝑇𝑇𝑇𝑇)� сетку 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ с шагом ℎ = 2𝑝𝑝𝑝𝑝

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
, 𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑇𝑇𝑇𝑇

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡
, где 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 –

положительные целые числа.
Тогда в сетке 𝜔𝜔𝜔𝜔ℎ = {𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ,    𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝜏𝜏𝜏𝜏,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , } запишем 

соответствующую разностную прямую задачу. Таким образом задача (1)-(5) имеет следующий 
вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −

𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝐹𝐹�
⋅
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
, (77) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
= −𝐹𝐹𝐹𝐹� ⋅

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ
− 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘+1, (78) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,
начальные условия

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖),    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 , (79) 

и граничные условия соответственно

𝑃𝑃𝑃𝑃0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , (80) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥

2

𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥
2 −1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ,    𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 . (81) 
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Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную 

сопряженную задачу. Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) 
имеет следующий вид:
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Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную сопряженную задачу. 

Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) имеет следующий вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
= 0, (82) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖
⋅
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0, (83) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , . . . , 1,0,

𝑃𝑃𝑃𝑃0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1, . . . ,0, (84) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑃𝑃(1)�,        𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑄𝑄𝑄𝑄(1)�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 (85) 

Численные результаты и дискуссий. Численные по разработанному выше алгоритму 
проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). Объемный расход 
закачиваемого газа был выбран равным 𝑄𝑄𝑄𝑄0 = 0.21 м3/с, а начальное давление 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 5177500
Па, глубина скважины 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 1485 м, скорость звука в кольцевом пространстве 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = 331 м/с ,
скорость звука в добывающей скважине 𝑐𝑐𝑐𝑐2 = 850 м/с . Площадь поперечного сечения 
кольцевого пространства скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟12 м2 , площадь поперечного сечения внутренней 
скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟22 м2 , 𝑟𝑟𝑟𝑟1 = 0.06765 м, 𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 0.0365 м. Гидравлическое сопротивление в 
кольце 𝜆𝜆𝜆𝜆1 = 0.01, гидравлическое сопротивление в скважине 𝜆𝜆𝜆𝜆2 = 0.23. Плотность газа 𝜌𝜌𝜌𝜌1 =
0.75 кг/м3, плотность нефти 𝜌𝜌𝜌𝜌2 = 700 кг/м3, ускорение свободного падения 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 9.8 м/с2.

Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце 𝑤𝑤𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹1𝜌𝜌𝜌𝜌1

м/с, осредненная по 

сечению скорость движения в скважине 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹2𝜌𝜌𝜌𝜌2

м/с.

Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕) имеют 
разрывы в точке 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 и значения большие числа. Поэтому в расчетах начальное давление и 
начальный объем закачиваемого газа задавались в виде линейной функций

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 0.5 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄вых − 𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙,

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 0.5 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃вых − 𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙.

где 𝑄𝑄𝑄𝑄вых, 𝑃𝑃𝑃𝑃вых- значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) имеют большой разброс значений, поэтому для 

обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим образом

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0.5 ⋅ �𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)� / �𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)�

где

Численные результаты и дискуссий.   Численные по разработанному выше 
алгоритму проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). 
Объемный расход закачиваемого газа был выбран равным  
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Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную сопряженную задачу. 

Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) имеет следующий вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
= 0, (82) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖
⋅
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0, (83) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , . . . , 1,0,

𝑃𝑃𝑃𝑃0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1, . . . ,0, (84) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑃𝑃(1)�,        𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑄𝑄𝑄𝑄(1)�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 (85) 

Численные результаты и дискуссий. Численные по разработанному выше алгоритму 
проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). Объемный расход 
закачиваемого газа был выбран равным 𝑄𝑄𝑄𝑄0 = 0.21 м3/с, а начальное давление 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 5177500
Па, глубина скважины 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 1485 м, скорость звука в кольцевом пространстве 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = 331 м/с ,
скорость звука в добывающей скважине 𝑐𝑐𝑐𝑐2 = 850 м/с . Площадь поперечного сечения 
кольцевого пространства скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟12 м2 , площадь поперечного сечения внутренней 
скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟22 м2 , 𝑟𝑟𝑟𝑟1 = 0.06765 м, 𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 0.0365 м. Гидравлическое сопротивление в 
кольце 𝜆𝜆𝜆𝜆1 = 0.01, гидравлическое сопротивление в скважине 𝜆𝜆𝜆𝜆2 = 0.23. Плотность газа 𝜌𝜌𝜌𝜌1 =
0.75 кг/м3, плотность нефти 𝜌𝜌𝜌𝜌2 = 700 кг/м3, ускорение свободного падения 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 9.8 м/с2.

Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце 𝑤𝑤𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹1𝜌𝜌𝜌𝜌1

м/с, осредненная по 

сечению скорость движения в скважине 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹2𝜌𝜌𝜌𝜌2

м/с.

Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕) имеют 
разрывы в точке 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 и значения большие числа. Поэтому в расчетах начальное давление и 
начальный объем закачиваемого газа задавались в виде линейной функций

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 0.5 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄вых − 𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙,

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 0.5 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃вых − 𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙.

где 𝑄𝑄𝑄𝑄вых, 𝑃𝑃𝑃𝑃вых- значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) имеют большой разброс значений, поэтому для 

обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим образом

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0.5 ⋅ �𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)� / �𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)�

где

, а 
начальное давление 
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Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную сопряженную задачу. 

Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) имеет следующий вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
= 0, (82) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖
⋅
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0, (83) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , . . . , 1,0,

𝑃𝑃𝑃𝑃0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1, . . . ,0, (84) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑃𝑃(1)�,        𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑄𝑄𝑄𝑄(1)�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 (85) 

Численные результаты и дискуссий. Численные по разработанному выше алгоритму 
проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). Объемный расход 
закачиваемого газа был выбран равным 𝑄𝑄𝑄𝑄0 = 0.21 м3/с, а начальное давление 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 5177500
Па, глубина скважины 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 1485 м, скорость звука в кольцевом пространстве 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = 331 м/с ,
скорость звука в добывающей скважине 𝑐𝑐𝑐𝑐2 = 850 м/с . Площадь поперечного сечения 
кольцевого пространства скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟12 м2 , площадь поперечного сечения внутренней 
скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟22 м2 , 𝑟𝑟𝑟𝑟1 = 0.06765 м, 𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 0.0365 м. Гидравлическое сопротивление в 
кольце 𝜆𝜆𝜆𝜆1 = 0.01, гидравлическое сопротивление в скважине 𝜆𝜆𝜆𝜆2 = 0.23. Плотность газа 𝜌𝜌𝜌𝜌1 =
0.75 кг/м3, плотность нефти 𝜌𝜌𝜌𝜌2 = 700 кг/м3, ускорение свободного падения 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 9.8 м/с2.

Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце 𝑤𝑤𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹1𝜌𝜌𝜌𝜌1

м/с, осредненная по 

сечению скорость движения в скважине 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹2𝜌𝜌𝜌𝜌2

м/с.

Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕) имеют 
разрывы в точке 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 и значения большие числа. Поэтому в расчетах начальное давление и 
начальный объем закачиваемого газа задавались в виде линейной функций

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 0.5 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄вых − 𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙,

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 0.5 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃вых − 𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙.

где 𝑄𝑄𝑄𝑄вых, 𝑃𝑃𝑃𝑃вых- значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) имеют большой разброс значений, поэтому для 

обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим образом

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0.5 ⋅ �𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)� / �𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)�

где

  Па, глубина скважины  
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Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную сопряженную задачу. 

Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) имеет следующий вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
= 0, (82) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖
⋅
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0, (83) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , . . . , 1,0,

𝑃𝑃𝑃𝑃0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1, . . . ,0, (84) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑃𝑃(1)�,        𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑄𝑄𝑄𝑄(1)�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 (85) 

Численные результаты и дискуссий. Численные по разработанному выше алгоритму 
проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). Объемный расход 
закачиваемого газа был выбран равным 𝑄𝑄𝑄𝑄0 = 0.21 м3/с, а начальное давление 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 5177500
Па, глубина скважины 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 1485 м, скорость звука в кольцевом пространстве 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = 331 м/с ,
скорость звука в добывающей скважине 𝑐𝑐𝑐𝑐2 = 850 м/с . Площадь поперечного сечения 
кольцевого пространства скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟12 м2 , площадь поперечного сечения внутренней 
скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟22 м2 , 𝑟𝑟𝑟𝑟1 = 0.06765 м, 𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 0.0365 м. Гидравлическое сопротивление в 
кольце 𝜆𝜆𝜆𝜆1 = 0.01, гидравлическое сопротивление в скважине 𝜆𝜆𝜆𝜆2 = 0.23. Плотность газа 𝜌𝜌𝜌𝜌1 =
0.75 кг/м3, плотность нефти 𝜌𝜌𝜌𝜌2 = 700 кг/м3, ускорение свободного падения 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 9.8 м/с2.

Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце 𝑤𝑤𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹1𝜌𝜌𝜌𝜌1

м/с, осредненная по 

сечению скорость движения в скважине 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹2𝜌𝜌𝜌𝜌2

м/с.

Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕) имеют 
разрывы в точке 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 и значения большие числа. Поэтому в расчетах начальное давление и 
начальный объем закачиваемого газа задавались в виде линейной функций

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 0.5 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄вых − 𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙,

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 0.5 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃вых − 𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙.

где 𝑄𝑄𝑄𝑄вых, 𝑃𝑃𝑃𝑃вых- значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) имеют большой разброс значений, поэтому для 

обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим образом

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0.5 ⋅ �𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)� / �𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)�

где

 м, скорость 
звука в кольцевом пространстве  
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Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную сопряженную задачу. 

Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) имеет следующий вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
= 0, (82) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖
⋅
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0, (83) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , . . . , 1,0,

𝑃𝑃𝑃𝑃0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1, . . . ,0, (84) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑃𝑃(1)�,        𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑄𝑄𝑄𝑄(1)�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 (85) 

Численные результаты и дискуссий. Численные по разработанному выше алгоритму 
проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). Объемный расход 
закачиваемого газа был выбран равным 𝑄𝑄𝑄𝑄0 = 0.21 м3/с, а начальное давление 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 5177500
Па, глубина скважины 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 1485 м, скорость звука в кольцевом пространстве 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = 331 м/с ,
скорость звука в добывающей скважине 𝑐𝑐𝑐𝑐2 = 850 м/с . Площадь поперечного сечения 
кольцевого пространства скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟12 м2 , площадь поперечного сечения внутренней 
скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟22 м2 , 𝑟𝑟𝑟𝑟1 = 0.06765 м, 𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 0.0365 м. Гидравлическое сопротивление в 
кольце 𝜆𝜆𝜆𝜆1 = 0.01, гидравлическое сопротивление в скважине 𝜆𝜆𝜆𝜆2 = 0.23. Плотность газа 𝜌𝜌𝜌𝜌1 =
0.75 кг/м3, плотность нефти 𝜌𝜌𝜌𝜌2 = 700 кг/м3, ускорение свободного падения 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 9.8 м/с2.

Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце 𝑤𝑤𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹1𝜌𝜌𝜌𝜌1

м/с, осредненная по 

сечению скорость движения в скважине 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹2𝜌𝜌𝜌𝜌2

м/с.

Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕) имеют 
разрывы в точке 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 и значения большие числа. Поэтому в расчетах начальное давление и 
начальный объем закачиваемого газа задавались в виде линейной функций

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 0.5 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄вых − 𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙,

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 0.5 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃вых − 𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙.

где 𝑄𝑄𝑄𝑄вых, 𝑃𝑃𝑃𝑃вых- значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) имеют большой разброс значений, поэтому для 

обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим образом

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0.5 ⋅ �𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)� / �𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)�

где

, скорость звука в добывающей 
скважине 
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Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную сопряженную задачу. 

Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) имеет следующий вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
= 0, (82) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖
⋅
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0, (83) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , . . . , 1,0,

𝑃𝑃𝑃𝑃0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1, . . . ,0, (84) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑃𝑃(1)�,        𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑄𝑄𝑄𝑄(1)�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 (85) 

Численные результаты и дискуссий. Численные по разработанному выше алгоритму 
проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). Объемный расход 
закачиваемого газа был выбран равным 𝑄𝑄𝑄𝑄0 = 0.21 м3/с, а начальное давление 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 5177500
Па, глубина скважины 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 1485 м, скорость звука в кольцевом пространстве 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = 331 м/с ,
скорость звука в добывающей скважине 𝑐𝑐𝑐𝑐2 = 850 м/с . Площадь поперечного сечения 
кольцевого пространства скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟12 м2 , площадь поперечного сечения внутренней 
скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟22 м2 , 𝑟𝑟𝑟𝑟1 = 0.06765 м, 𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 0.0365 м. Гидравлическое сопротивление в 
кольце 𝜆𝜆𝜆𝜆1 = 0.01, гидравлическое сопротивление в скважине 𝜆𝜆𝜆𝜆2 = 0.23. Плотность газа 𝜌𝜌𝜌𝜌1 =
0.75 кг/м3, плотность нефти 𝜌𝜌𝜌𝜌2 = 700 кг/м3, ускорение свободного падения 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 9.8 м/с2.

Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце 𝑤𝑤𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹1𝜌𝜌𝜌𝜌1

м/с, осредненная по 

сечению скорость движения в скважине 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹2𝜌𝜌𝜌𝜌2

м/с.

Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕) имеют 
разрывы в точке 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 и значения большие числа. Поэтому в расчетах начальное давление и 
начальный объем закачиваемого газа задавались в виде линейной функций

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 0.5 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄вых − 𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙,

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 0.5 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃вых − 𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙.

где 𝑄𝑄𝑄𝑄вых, 𝑃𝑃𝑃𝑃вых- значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) имеют большой разброс значений, поэтому для 

обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим образом

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0.5 ⋅ �𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)� / �𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)�

где

. Площадь поперечного сечения кольцевого 
пространства скважины  
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Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную сопряженную задачу. 

Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) имеет следующий вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
= 0, (82) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖
⋅
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0, (83) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , . . . , 1,0,

𝑃𝑃𝑃𝑃0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1, . . . ,0, (84) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑃𝑃(1)�,        𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑄𝑄𝑄𝑄(1)�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 (85) 

Численные результаты и дискуссий. Численные по разработанному выше алгоритму 
проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). Объемный расход 
закачиваемого газа был выбран равным 𝑄𝑄𝑄𝑄0 = 0.21 м3/с, а начальное давление 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 5177500
Па, глубина скважины 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 1485 м, скорость звука в кольцевом пространстве 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = 331 м/с ,
скорость звука в добывающей скважине 𝑐𝑐𝑐𝑐2 = 850 м/с . Площадь поперечного сечения 
кольцевого пространства скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟12 м2 , площадь поперечного сечения внутренней 
скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟22 м2 , 𝑟𝑟𝑟𝑟1 = 0.06765 м, 𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 0.0365 м. Гидравлическое сопротивление в 
кольце 𝜆𝜆𝜆𝜆1 = 0.01, гидравлическое сопротивление в скважине 𝜆𝜆𝜆𝜆2 = 0.23. Плотность газа 𝜌𝜌𝜌𝜌1 =
0.75 кг/м3, плотность нефти 𝜌𝜌𝜌𝜌2 = 700 кг/м3, ускорение свободного падения 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 9.8 м/с2.

Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце 𝑤𝑤𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹1𝜌𝜌𝜌𝜌1

м/с, осредненная по 

сечению скорость движения в скважине 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹2𝜌𝜌𝜌𝜌2

м/с.

Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕) имеют 
разрывы в точке 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 и значения большие числа. Поэтому в расчетах начальное давление и 
начальный объем закачиваемого газа задавались в виде линейной функций

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 0.5 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄вых − 𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙,

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 0.5 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃вых − 𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙.

где 𝑄𝑄𝑄𝑄вых, 𝑃𝑃𝑃𝑃вых- значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) имеют большой разброс значений, поэтому для 

обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим образом

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0.5 ⋅ �𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)� / �𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)�

где

, площадь поперечного сечения 
внутренней скважины 
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Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную сопряженную задачу. 

Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) имеет следующий вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
= 0, (82) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖
⋅
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0, (83) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , . . . , 1,0,

𝑃𝑃𝑃𝑃0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1, . . . ,0, (84) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑃𝑃(1)�,        𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑄𝑄𝑄𝑄(1)�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 (85) 

Численные результаты и дискуссий. Численные по разработанному выше алгоритму 
проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). Объемный расход 
закачиваемого газа был выбран равным 𝑄𝑄𝑄𝑄0 = 0.21 м3/с, а начальное давление 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 5177500
Па, глубина скважины 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 1485 м, скорость звука в кольцевом пространстве 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = 331 м/с ,
скорость звука в добывающей скважине 𝑐𝑐𝑐𝑐2 = 850 м/с . Площадь поперечного сечения 
кольцевого пространства скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟12 м2 , площадь поперечного сечения внутренней 
скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟22 м2 , 𝑟𝑟𝑟𝑟1 = 0.06765 м, 𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 0.0365 м. Гидравлическое сопротивление в 
кольце 𝜆𝜆𝜆𝜆1 = 0.01, гидравлическое сопротивление в скважине 𝜆𝜆𝜆𝜆2 = 0.23. Плотность газа 𝜌𝜌𝜌𝜌1 =
0.75 кг/м3, плотность нефти 𝜌𝜌𝜌𝜌2 = 700 кг/м3, ускорение свободного падения 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 9.8 м/с2.

Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце 𝑤𝑤𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹1𝜌𝜌𝜌𝜌1

м/с, осредненная по 

сечению скорость движения в скважине 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹2𝜌𝜌𝜌𝜌2

м/с.

Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕) имеют 
разрывы в точке 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 и значения большие числа. Поэтому в расчетах начальное давление и 
начальный объем закачиваемого газа задавались в виде линейной функций

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 0.5 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄вых − 𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙,

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 0.5 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃вых − 𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙.

где 𝑄𝑄𝑄𝑄вых, 𝑃𝑃𝑃𝑃вых- значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) имеют большой разброс значений, поэтому для 

обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим образом

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0.5 ⋅ �𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)� / �𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)�

где

Гидравлическое сопротивление в кольце 
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Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную сопряженную задачу. 

Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) имеет следующий вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
= 0, (82) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖
⋅
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0, (83) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , . . . , 1,0,

𝑃𝑃𝑃𝑃0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1, . . . ,0, (84) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑃𝑃(1)�,        𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑄𝑄𝑄𝑄(1)�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 (85) 

Численные результаты и дискуссий. Численные по разработанному выше алгоритму 
проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). Объемный расход 
закачиваемого газа был выбран равным 𝑄𝑄𝑄𝑄0 = 0.21 м3/с, а начальное давление 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 5177500
Па, глубина скважины 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 1485 м, скорость звука в кольцевом пространстве 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = 331 м/с ,
скорость звука в добывающей скважине 𝑐𝑐𝑐𝑐2 = 850 м/с . Площадь поперечного сечения 
кольцевого пространства скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟12 м2 , площадь поперечного сечения внутренней 
скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟22 м2 , 𝑟𝑟𝑟𝑟1 = 0.06765 м, 𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 0.0365 м. Гидравлическое сопротивление в 
кольце 𝜆𝜆𝜆𝜆1 = 0.01, гидравлическое сопротивление в скважине 𝜆𝜆𝜆𝜆2 = 0.23. Плотность газа 𝜌𝜌𝜌𝜌1 =
0.75 кг/м3, плотность нефти 𝜌𝜌𝜌𝜌2 = 700 кг/м3, ускорение свободного падения 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 9.8 м/с2.

Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце 𝑤𝑤𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹1𝜌𝜌𝜌𝜌1

м/с, осредненная по 

сечению скорость движения в скважине 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹2𝜌𝜌𝜌𝜌2

м/с.

Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕) имеют 
разрывы в точке 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 и значения большие числа. Поэтому в расчетах начальное давление и 
начальный объем закачиваемого газа задавались в виде линейной функций

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 0.5 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄вых − 𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙,

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 0.5 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃вых − 𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙.

где 𝑄𝑄𝑄𝑄вых, 𝑃𝑃𝑃𝑃вых- значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) имеют большой разброс значений, поэтому для 

обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим образом

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0.5 ⋅ �𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)� / �𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)�

где

 гидравлическое 
сопротивление в скважине 
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Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную сопряженную задачу. 

Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) имеет следующий вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
= 0, (82) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖
⋅
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0, (83) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , . . . , 1,0,

𝑃𝑃𝑃𝑃0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1, . . . ,0, (84) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑃𝑃(1)�,        𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑄𝑄𝑄𝑄(1)�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 (85) 

Численные результаты и дискуссий. Численные по разработанному выше алгоритму 
проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). Объемный расход 
закачиваемого газа был выбран равным 𝑄𝑄𝑄𝑄0 = 0.21 м3/с, а начальное давление 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 5177500
Па, глубина скважины 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 1485 м, скорость звука в кольцевом пространстве 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = 331 м/с ,
скорость звука в добывающей скважине 𝑐𝑐𝑐𝑐2 = 850 м/с . Площадь поперечного сечения 
кольцевого пространства скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟12 м2 , площадь поперечного сечения внутренней 
скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟22 м2 , 𝑟𝑟𝑟𝑟1 = 0.06765 м, 𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 0.0365 м. Гидравлическое сопротивление в 
кольце 𝜆𝜆𝜆𝜆1 = 0.01, гидравлическое сопротивление в скважине 𝜆𝜆𝜆𝜆2 = 0.23. Плотность газа 𝜌𝜌𝜌𝜌1 =
0.75 кг/м3, плотность нефти 𝜌𝜌𝜌𝜌2 = 700 кг/м3, ускорение свободного падения 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 9.8 м/с2.

Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце 𝑤𝑤𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹1𝜌𝜌𝜌𝜌1

м/с, осредненная по 

сечению скорость движения в скважине 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹2𝜌𝜌𝜌𝜌2

м/с.

Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕) имеют 
разрывы в точке 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 и значения большие числа. Поэтому в расчетах начальное давление и 
начальный объем закачиваемого газа задавались в виде линейной функций

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 0.5 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄вых − 𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙,

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 0.5 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃вых − 𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙.

где 𝑄𝑄𝑄𝑄вых, 𝑃𝑃𝑃𝑃вых- значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) имеют большой разброс значений, поэтому для 

обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим образом

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0.5 ⋅ �𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)� / �𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)�

где

. Плотность газа 
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Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную сопряженную задачу. 

Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) имеет следующий вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
= 0, (82) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖
⋅
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0, (83) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , . . . , 1,0,

𝑃𝑃𝑃𝑃0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1, . . . ,0, (84) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑃𝑃(1)�,        𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑄𝑄𝑄𝑄(1)�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 (85) 

Численные результаты и дискуссий. Численные по разработанному выше алгоритму 
проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). Объемный расход 
закачиваемого газа был выбран равным 𝑄𝑄𝑄𝑄0 = 0.21 м3/с, а начальное давление 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 5177500
Па, глубина скважины 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 1485 м, скорость звука в кольцевом пространстве 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = 331 м/с ,
скорость звука в добывающей скважине 𝑐𝑐𝑐𝑐2 = 850 м/с . Площадь поперечного сечения 
кольцевого пространства скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟12 м2 , площадь поперечного сечения внутренней 
скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟22 м2 , 𝑟𝑟𝑟𝑟1 = 0.06765 м, 𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 0.0365 м. Гидравлическое сопротивление в 
кольце 𝜆𝜆𝜆𝜆1 = 0.01, гидравлическое сопротивление в скважине 𝜆𝜆𝜆𝜆2 = 0.23. Плотность газа 𝜌𝜌𝜌𝜌1 =
0.75 кг/м3, плотность нефти 𝜌𝜌𝜌𝜌2 = 700 кг/м3, ускорение свободного падения 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 9.8 м/с2.

Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце 𝑤𝑤𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹1𝜌𝜌𝜌𝜌1

м/с, осредненная по 

сечению скорость движения в скважине 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹2𝜌𝜌𝜌𝜌2

м/с.

Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕) имеют 
разрывы в точке 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 и значения большие числа. Поэтому в расчетах начальное давление и 
начальный объем закачиваемого газа задавались в виде линейной функций

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 0.5 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄вых − 𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙,

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 0.5 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃вых − 𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙.

где 𝑄𝑄𝑄𝑄вых, 𝑃𝑃𝑃𝑃вых- значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) имеют большой разброс значений, поэтому для 

обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим образом

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0.5 ⋅ �𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)� / �𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)�

где
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Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную сопряженную задачу. 

Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) имеет следующий вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
= 0, (82) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖
⋅
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0, (83) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , . . . , 1,0,

𝑃𝑃𝑃𝑃0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1, . . . ,0, (84) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑃𝑃(1)�,        𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑄𝑄𝑄𝑄(1)�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 (85) 

Численные результаты и дискуссий. Численные по разработанному выше алгоритму 
проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). Объемный расход 
закачиваемого газа был выбран равным 𝑄𝑄𝑄𝑄0 = 0.21 м3/с, а начальное давление 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 5177500
Па, глубина скважины 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 1485 м, скорость звука в кольцевом пространстве 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = 331 м/с ,
скорость звука в добывающей скважине 𝑐𝑐𝑐𝑐2 = 850 м/с . Площадь поперечного сечения 
кольцевого пространства скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟12 м2 , площадь поперечного сечения внутренней 
скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟22 м2 , 𝑟𝑟𝑟𝑟1 = 0.06765 м, 𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 0.0365 м. Гидравлическое сопротивление в 
кольце 𝜆𝜆𝜆𝜆1 = 0.01, гидравлическое сопротивление в скважине 𝜆𝜆𝜆𝜆2 = 0.23. Плотность газа 𝜌𝜌𝜌𝜌1 =
0.75 кг/м3, плотность нефти 𝜌𝜌𝜌𝜌2 = 700 кг/м3, ускорение свободного падения 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 9.8 м/с2.

Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце 𝑤𝑤𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹1𝜌𝜌𝜌𝜌1

м/с, осредненная по 

сечению скорость движения в скважине 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹2𝜌𝜌𝜌𝜌2

м/с.

Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕) имеют 
разрывы в точке 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 и значения большие числа. Поэтому в расчетах начальное давление и 
начальный объем закачиваемого газа задавались в виде линейной функций

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 0.5 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄вых − 𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙,

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 0.5 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃вых − 𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙.

где 𝑄𝑄𝑄𝑄вых, 𝑃𝑃𝑃𝑃вых- значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) имеют большой разброс значений, поэтому для 

обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим образом

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0.5 ⋅ �𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)� / �𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)�

где

плотность нефти  
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Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную сопряженную задачу. 

Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) имеет следующий вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
= 0, (82) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖
⋅
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0, (83) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , . . . , 1,0,

𝑃𝑃𝑃𝑃0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1, . . . ,0, (84) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑃𝑃(1)�,        𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑄𝑄𝑄𝑄(1)�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 (85) 

Численные результаты и дискуссий. Численные по разработанному выше алгоритму 
проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). Объемный расход 
закачиваемого газа был выбран равным 𝑄𝑄𝑄𝑄0 = 0.21 м3/с, а начальное давление 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 5177500
Па, глубина скважины 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 1485 м, скорость звука в кольцевом пространстве 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = 331 м/с ,
скорость звука в добывающей скважине 𝑐𝑐𝑐𝑐2 = 850 м/с . Площадь поперечного сечения 
кольцевого пространства скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟12 м2 , площадь поперечного сечения внутренней 
скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟22 м2 , 𝑟𝑟𝑟𝑟1 = 0.06765 м, 𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 0.0365 м. Гидравлическое сопротивление в 
кольце 𝜆𝜆𝜆𝜆1 = 0.01, гидравлическое сопротивление в скважине 𝜆𝜆𝜆𝜆2 = 0.23. Плотность газа 𝜌𝜌𝜌𝜌1 =
0.75 кг/м3, плотность нефти 𝜌𝜌𝜌𝜌2 = 700 кг/м3, ускорение свободного падения 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 9.8 м/с2.

Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце 𝑤𝑤𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹1𝜌𝜌𝜌𝜌1

м/с, осредненная по 

сечению скорость движения в скважине 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹2𝜌𝜌𝜌𝜌2

м/с.

Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕) имеют 
разрывы в точке 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 и значения большие числа. Поэтому в расчетах начальное давление и 
начальный объем закачиваемого газа задавались в виде линейной функций

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 0.5 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄вых − 𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙,

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 0.5 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃вых − 𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙.

где 𝑄𝑄𝑄𝑄вых, 𝑃𝑃𝑃𝑃вых- значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) имеют большой разброс значений, поэтому для 

обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим образом

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0.5 ⋅ �𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)� / �𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)�

где

, ускорение свободного падения  
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Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную сопряженную задачу. 

Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) имеет следующий вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
= 0, (82) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖
⋅
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0, (83) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , . . . , 1,0,

𝑃𝑃𝑃𝑃0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1, . . . ,0, (84) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑃𝑃(1)�,        𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑄𝑄𝑄𝑄(1)�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 (85) 

Численные результаты и дискуссий. Численные по разработанному выше алгоритму 
проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). Объемный расход 
закачиваемого газа был выбран равным 𝑄𝑄𝑄𝑄0 = 0.21 м3/с, а начальное давление 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 5177500
Па, глубина скважины 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 1485 м, скорость звука в кольцевом пространстве 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = 331 м/с ,
скорость звука в добывающей скважине 𝑐𝑐𝑐𝑐2 = 850 м/с . Площадь поперечного сечения 
кольцевого пространства скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟12 м2 , площадь поперечного сечения внутренней 
скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟22 м2 , 𝑟𝑟𝑟𝑟1 = 0.06765 м, 𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 0.0365 м. Гидравлическое сопротивление в 
кольце 𝜆𝜆𝜆𝜆1 = 0.01, гидравлическое сопротивление в скважине 𝜆𝜆𝜆𝜆2 = 0.23. Плотность газа 𝜌𝜌𝜌𝜌1 =
0.75 кг/м3, плотность нефти 𝜌𝜌𝜌𝜌2 = 700 кг/м3, ускорение свободного падения 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 9.8 м/с2.

Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце 𝑤𝑤𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹1𝜌𝜌𝜌𝜌1

м/с, осредненная по 

сечению скорость движения в скважине 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹2𝜌𝜌𝜌𝜌2

м/с.

Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕) имеют 
разрывы в точке 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 и значения большие числа. Поэтому в расчетах начальное давление и 
начальный объем закачиваемого газа задавались в виде линейной функций

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 0.5 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄вых − 𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙,

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 0.5 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃вых − 𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙.

где 𝑄𝑄𝑄𝑄вых, 𝑃𝑃𝑃𝑃вых- значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) имеют большой разброс значений, поэтому для 

обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим образом

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0.5 ⋅ �𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)� / �𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)�

где

.
Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце  
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Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную сопряженную задачу. 

Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) имеет следующий вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
= 0, (82) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖
⋅
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0, (83) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , . . . , 1,0,

𝑃𝑃𝑃𝑃0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1, . . . ,0, (84) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑃𝑃(1)�,        𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑄𝑄𝑄𝑄(1)�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 (85) 

Численные результаты и дискуссий. Численные по разработанному выше алгоритму 
проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). Объемный расход 
закачиваемого газа был выбран равным 𝑄𝑄𝑄𝑄0 = 0.21 м3/с, а начальное давление 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 5177500
Па, глубина скважины 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 1485 м, скорость звука в кольцевом пространстве 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = 331 м/с ,
скорость звука в добывающей скважине 𝑐𝑐𝑐𝑐2 = 850 м/с . Площадь поперечного сечения 
кольцевого пространства скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟12 м2 , площадь поперечного сечения внутренней 
скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟22 м2 , 𝑟𝑟𝑟𝑟1 = 0.06765 м, 𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 0.0365 м. Гидравлическое сопротивление в 
кольце 𝜆𝜆𝜆𝜆1 = 0.01, гидравлическое сопротивление в скважине 𝜆𝜆𝜆𝜆2 = 0.23. Плотность газа 𝜌𝜌𝜌𝜌1 =
0.75 кг/м3, плотность нефти 𝜌𝜌𝜌𝜌2 = 700 кг/м3, ускорение свободного падения 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 9.8 м/с2.

Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце 𝑤𝑤𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹1𝜌𝜌𝜌𝜌1

м/с, осредненная по 

сечению скорость движения в скважине 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹2𝜌𝜌𝜌𝜌2

м/с.

Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕) имеют 
разрывы в точке 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 и значения большие числа. Поэтому в расчетах начальное давление и 
начальный объем закачиваемого газа задавались в виде линейной функций

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 0.5 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄вых − 𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙,

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 0.5 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃вых − 𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙.

где 𝑄𝑄𝑄𝑄вых, 𝑃𝑃𝑃𝑃вых- значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) имеют большой разброс значений, поэтому для 

обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим образом

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0.5 ⋅ �𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)� / �𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)�

где

 осредненная по сечению скорость движения в скважине  

22 
 

Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную сопряженную задачу. 

Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) имеет следующий вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
= 0, (82) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖
⋅
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0, (83) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , . . . , 1,0,

𝑃𝑃𝑃𝑃0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1, . . . ,0, (84) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑃𝑃(1)�,        𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑄𝑄𝑄𝑄(1)�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 (85) 

Численные результаты и дискуссий. Численные по разработанному выше алгоритму 
проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). Объемный расход 
закачиваемого газа был выбран равным 𝑄𝑄𝑄𝑄0 = 0.21 м3/с, а начальное давление 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 5177500
Па, глубина скважины 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 1485 м, скорость звука в кольцевом пространстве 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = 331 м/с ,
скорость звука в добывающей скважине 𝑐𝑐𝑐𝑐2 = 850 м/с . Площадь поперечного сечения 
кольцевого пространства скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟12 м2 , площадь поперечного сечения внутренней 
скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟22 м2 , 𝑟𝑟𝑟𝑟1 = 0.06765 м, 𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 0.0365 м. Гидравлическое сопротивление в 
кольце 𝜆𝜆𝜆𝜆1 = 0.01, гидравлическое сопротивление в скважине 𝜆𝜆𝜆𝜆2 = 0.23. Плотность газа 𝜌𝜌𝜌𝜌1 =
0.75 кг/м3, плотность нефти 𝜌𝜌𝜌𝜌2 = 700 кг/м3, ускорение свободного падения 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 9.8 м/с2.

Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце 𝑤𝑤𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹1𝜌𝜌𝜌𝜌1

м/с, осредненная по 

сечению скорость движения в скважине 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹2𝜌𝜌𝜌𝜌2

м/с.

Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕) имеют 
разрывы в точке 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 и значения большие числа. Поэтому в расчетах начальное давление и 
начальный объем закачиваемого газа задавались в виде линейной функций

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 0.5 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄вых − 𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙,

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 0.5 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃вых − 𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙.

где 𝑄𝑄𝑄𝑄вых, 𝑃𝑃𝑃𝑃вых- значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) имеют большой разброс значений, поэтому для 

обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим образом

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0.5 ⋅ �𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)� / �𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)�

где

.
Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 
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Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную сопряженную задачу. 

Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) имеет следующий вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
= 0, (82) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖
⋅
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0, (83) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , . . . , 1,0,

𝑃𝑃𝑃𝑃0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1, . . . ,0, (84) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑃𝑃(1)�,        𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑄𝑄𝑄𝑄(1)�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 (85) 

Численные результаты и дискуссий. Численные по разработанному выше алгоритму 
проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). Объемный расход 
закачиваемого газа был выбран равным 𝑄𝑄𝑄𝑄0 = 0.21 м3/с, а начальное давление 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 5177500
Па, глубина скважины 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 1485 м, скорость звука в кольцевом пространстве 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = 331 м/с ,
скорость звука в добывающей скважине 𝑐𝑐𝑐𝑐2 = 850 м/с . Площадь поперечного сечения 
кольцевого пространства скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟12 м2 , площадь поперечного сечения внутренней 
скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟22 м2 , 𝑟𝑟𝑟𝑟1 = 0.06765 м, 𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 0.0365 м. Гидравлическое сопротивление в 
кольце 𝜆𝜆𝜆𝜆1 = 0.01, гидравлическое сопротивление в скважине 𝜆𝜆𝜆𝜆2 = 0.23. Плотность газа 𝜌𝜌𝜌𝜌1 =
0.75 кг/м3, плотность нефти 𝜌𝜌𝜌𝜌2 = 700 кг/м3, ускорение свободного падения 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 9.8 м/с2.

Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце 𝑤𝑤𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹1𝜌𝜌𝜌𝜌1

м/с, осредненная по 

сечению скорость движения в скважине 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹2𝜌𝜌𝜌𝜌2

м/с.

Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕) имеют 
разрывы в точке 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 и значения большие числа. Поэтому в расчетах начальное давление и 
начальный объем закачиваемого газа задавались в виде линейной функций

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 0.5 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄вых − 𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙,

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 0.5 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃вых − 𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙.

где 𝑄𝑄𝑄𝑄вых, 𝑃𝑃𝑃𝑃вых- значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) имеют большой разброс значений, поэтому для 

обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим образом

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0.5 ⋅ �𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)� / �𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)�

где

 имеют разрывы в точке  x = 1 и значения большие числа. 
Поэтому в расчетах начальное давление и начальный объем закачиваемого 
газа задавались в виде линейной функций
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Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную сопряженную задачу. 

Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) имеет следующий вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
= 0, (82) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖
⋅
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0, (83) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , . . . , 1,0,

𝑃𝑃𝑃𝑃0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1, . . . ,0, (84) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑃𝑃(1)�,        𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑄𝑄𝑄𝑄(1)�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 (85) 

Численные результаты и дискуссий. Численные по разработанному выше алгоритму 
проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). Объемный расход 
закачиваемого газа был выбран равным 𝑄𝑄𝑄𝑄0 = 0.21 м3/с, а начальное давление 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 5177500
Па, глубина скважины 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 1485 м, скорость звука в кольцевом пространстве 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = 331 м/с ,
скорость звука в добывающей скважине 𝑐𝑐𝑐𝑐2 = 850 м/с . Площадь поперечного сечения 
кольцевого пространства скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟12 м2 , площадь поперечного сечения внутренней 
скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟22 м2 , 𝑟𝑟𝑟𝑟1 = 0.06765 м, 𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 0.0365 м. Гидравлическое сопротивление в 
кольце 𝜆𝜆𝜆𝜆1 = 0.01, гидравлическое сопротивление в скважине 𝜆𝜆𝜆𝜆2 = 0.23. Плотность газа 𝜌𝜌𝜌𝜌1 =
0.75 кг/м3, плотность нефти 𝜌𝜌𝜌𝜌2 = 700 кг/м3, ускорение свободного падения 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 9.8 м/с2.

Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце 𝑤𝑤𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹1𝜌𝜌𝜌𝜌1

м/с, осредненная по 

сечению скорость движения в скважине 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹2𝜌𝜌𝜌𝜌2

м/с.

Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕) имеют 
разрывы в точке 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 и значения большие числа. Поэтому в расчетах начальное давление и 
начальный объем закачиваемого газа задавались в виде линейной функций

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 0.5 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄вых − 𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙,

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 0.5 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃вых − 𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙.

где 𝑄𝑄𝑄𝑄вых, 𝑃𝑃𝑃𝑃вых- значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) имеют большой разброс значений, поэтому для 

обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим образом

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0.5 ⋅ �𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)� / �𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)�

где

где 

22 
 

Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную сопряженную задачу. 

Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) имеет следующий вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
= 0, (82) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖
⋅
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0, (83) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , . . . , 1,0,

𝑃𝑃𝑃𝑃0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1, . . . ,0, (84) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑃𝑃(1)�,        𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑄𝑄𝑄𝑄(1)�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 (85) 

Численные результаты и дискуссий. Численные по разработанному выше алгоритму 
проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). Объемный расход 
закачиваемого газа был выбран равным 𝑄𝑄𝑄𝑄0 = 0.21 м3/с, а начальное давление 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 5177500
Па, глубина скважины 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 1485 м, скорость звука в кольцевом пространстве 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = 331 м/с ,
скорость звука в добывающей скважине 𝑐𝑐𝑐𝑐2 = 850 м/с . Площадь поперечного сечения 
кольцевого пространства скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟12 м2 , площадь поперечного сечения внутренней 
скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟22 м2 , 𝑟𝑟𝑟𝑟1 = 0.06765 м, 𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 0.0365 м. Гидравлическое сопротивление в 
кольце 𝜆𝜆𝜆𝜆1 = 0.01, гидравлическое сопротивление в скважине 𝜆𝜆𝜆𝜆2 = 0.23. Плотность газа 𝜌𝜌𝜌𝜌1 =
0.75 кг/м3, плотность нефти 𝜌𝜌𝜌𝜌2 = 700 кг/м3, ускорение свободного падения 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 9.8 м/с2.

Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце 𝑤𝑤𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹1𝜌𝜌𝜌𝜌1

м/с, осредненная по 

сечению скорость движения в скважине 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹2𝜌𝜌𝜌𝜌2

м/с.

Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕) имеют 
разрывы в точке 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 и значения большие числа. Поэтому в расчетах начальное давление и 
начальный объем закачиваемого газа задавались в виде линейной функций

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 0.5 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄вых − 𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙,

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 0.5 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃вых − 𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙.

где 𝑄𝑄𝑄𝑄вых, 𝑃𝑃𝑃𝑃вых- значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) имеют большой разброс значений, поэтому для 

обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим образом

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0.5 ⋅ �𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)� / �𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)�

где

 - значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 
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Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную сопряженную задачу. 

Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) имеет следующий вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
= 0, (82) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖
⋅
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0, (83) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , . . . , 1,0,

𝑃𝑃𝑃𝑃0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1, . . . ,0, (84) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑃𝑃(1)�,        𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑄𝑄𝑄𝑄(1)�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 (85) 

Численные результаты и дискуссий. Численные по разработанному выше алгоритму 
проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). Объемный расход 
закачиваемого газа был выбран равным 𝑄𝑄𝑄𝑄0 = 0.21 м3/с, а начальное давление 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 5177500
Па, глубина скважины 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 1485 м, скорость звука в кольцевом пространстве 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = 331 м/с ,
скорость звука в добывающей скважине 𝑐𝑐𝑐𝑐2 = 850 м/с . Площадь поперечного сечения 
кольцевого пространства скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟12 м2 , площадь поперечного сечения внутренней 
скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟22 м2 , 𝑟𝑟𝑟𝑟1 = 0.06765 м, 𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 0.0365 м. Гидравлическое сопротивление в 
кольце 𝜆𝜆𝜆𝜆1 = 0.01, гидравлическое сопротивление в скважине 𝜆𝜆𝜆𝜆2 = 0.23. Плотность газа 𝜌𝜌𝜌𝜌1 =
0.75 кг/м3, плотность нефти 𝜌𝜌𝜌𝜌2 = 700 кг/м3, ускорение свободного падения 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 9.8 м/с2.

Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце 𝑤𝑤𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹1𝜌𝜌𝜌𝜌1

м/с, осредненная по 

сечению скорость движения в скважине 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹2𝜌𝜌𝜌𝜌2

м/с.

Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕) имеют 
разрывы в точке 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 и значения большие числа. Поэтому в расчетах начальное давление и 
начальный объем закачиваемого газа задавались в виде линейной функций

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 0.5 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄вых − 𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙,

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 0.5 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃вых − 𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙.

где 𝑄𝑄𝑄𝑄вых, 𝑃𝑃𝑃𝑃вых- значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) имеют большой разброс значений, поэтому для 

обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим образом

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0.5 ⋅ �𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)� / �𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)�

где

 имеют большой разброс значений, 
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поэтому для обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим 
образом
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Разностная схема решения сопряженной задачи.
В той же сеточной области запишем соответствующую разностную сопряженную задачу. 

Таким образом, разностный аналог задачи (68)-(71) имеет следующий вид:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
= 0, (82) 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝜏𝜏𝜏𝜏
+
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖
⋅
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖−1∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1

ℎ
+ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖∗𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0, (83) 

𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 ,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 , . . . , 1,0,

𝑃𝑃𝑃𝑃0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,    𝑄𝑄𝑄𝑄0∗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,        𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 1, . . . ,0, (84) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑃𝑃(1)�,        𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖
∗𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 = 2 ⋅ �𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝑄𝑄𝑄𝑄(1)�,    𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 (85) 

Численные результаты и дискуссий. Численные по разработанному выше алгоритму 
проводились с исходными данными из работы (Алиев, et al., 2009). Объемный расход 
закачиваемого газа был выбран равным 𝑄𝑄𝑄𝑄0 = 0.21 м3/с, а начальное давление 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 5177500
Па, глубина скважины 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 1485 м, скорость звука в кольцевом пространстве 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = 331 м/с ,
скорость звука в добывающей скважине 𝑐𝑐𝑐𝑐2 = 850 м/с . Площадь поперечного сечения 
кольцевого пространства скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟12 м2 , площадь поперечного сечения внутренней 
скважины 𝐹𝐹𝐹𝐹2 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑟𝑟𝑟𝑟22 м2 , 𝑟𝑟𝑟𝑟1 = 0.06765 м, 𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 0.0365 м. Гидравлическое сопротивление в 
кольце 𝜆𝜆𝜆𝜆1 = 0.01, гидравлическое сопротивление в скважине 𝜆𝜆𝜆𝜆2 = 0.23. Плотность газа 𝜌𝜌𝜌𝜌1 =
0.75 кг/м3, плотность нефти 𝜌𝜌𝜌𝜌2 = 700 кг/м3, ускорение свободного падения 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 9.8 м/с2.

Осредненная по сечению скорость движения смеси в кольце 𝑤𝑤𝑤𝑤1 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹1𝜌𝜌𝜌𝜌1

м/с, осредненная по 

сечению скорость движения в скважине 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = 𝜕𝜕𝜕𝜕0(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝐹𝐹𝐹𝐹2𝜌𝜌𝜌𝜌2

м/с.

Особенностью решаемой задачи является то, что коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕) имеют 
разрывы в точке 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 и значения большие числа. Поэтому в расчетах начальное давление и 
начальный объем закачиваемого газа задавались в виде линейной функций

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0 + 0.5 ⋅ (𝑄𝑄𝑄𝑄вых − 𝑄𝑄𝑄𝑄0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙,

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖0 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0 + 0.5 ⋅ (𝑃𝑃𝑃𝑃вых − 𝑃𝑃𝑃𝑃0) ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖/ 𝑙𝑙𝑙𝑙.

где 𝑄𝑄𝑄𝑄вых, 𝑃𝑃𝑃𝑃вых- значения выходного объема смеси и давления.
Коэффициенты 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) , 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) имеют большой разброс значений, поэтому для 

обеспечения устойчивого расчета были нормированы следующим образом

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0.5 ⋅ �𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) + 𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)� / �𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜕𝜕𝜕𝜕𝑁𝑁𝑁𝑁𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕0)�

где
где
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𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) =

⎩
⎨

⎧
𝑔𝑔𝑔𝑔

2𝑤𝑤𝑤𝑤1
+
𝜆𝜆𝜆𝜆1𝑤𝑤𝑤𝑤1
4𝑑𝑑𝑑𝑑1

,    i = 0,1, . . . , Nx/2,

𝑔𝑔𝑔𝑔
2𝑤𝑤𝑤𝑤2

+
𝜆𝜆𝜆𝜆2𝑤𝑤𝑤𝑤2
4𝑑𝑑𝑑𝑑2

,    i = Nx/2 + 1, . . . , Nx.

Графики функций 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), приведены на рисунке 1.

Рисунок 1. Графики функций 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑐𝑐𝑐𝑐, и 𝐹𝐹𝐹𝐹

Используя разработанный алгоритм проведены численные расчеты в широком диапозоне 
входных параметров. Использовались разностные схемы на сетках размером 50 × 50 , 100 ×
100. Итерационный параметр 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0.009.

Дополнительные условия для 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕) задавались в виде параболических функции

𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = −𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑞𝑞𝑞𝑞 ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑞𝑞𝑞𝑞,

𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = −𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑝𝑝𝑝𝑝 ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝,

где 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝜕𝜕𝜕𝜕вых−𝜕𝜕𝜕𝜕0+4𝑝𝑝𝑝𝑝2

2𝑝𝑝𝑝𝑝
, 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑝𝑝𝑝𝑝 = 𝑃𝑃𝑃𝑃вых−𝑃𝑃𝑃𝑃0+4𝑝𝑝𝑝𝑝2

2𝑝𝑝𝑝𝑝
.

Графики функций 
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𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖) =

⎩
⎨

⎧
𝑔𝑔𝑔𝑔

2𝑤𝑤𝑤𝑤1
+
𝜆𝜆𝜆𝜆1𝑤𝑤𝑤𝑤1
4𝑑𝑑𝑑𝑑1

,    i = 0,1, . . . , Nx/2,

𝑔𝑔𝑔𝑔
2𝑤𝑤𝑤𝑤2

+
𝜆𝜆𝜆𝜆2𝑤𝑤𝑤𝑤2
4𝑑𝑑𝑑𝑑2

,    i = Nx/2 + 1, . . . , Nx.

Графики функций 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), приведены на рисунке 1.

Рисунок 1. Графики функций 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑐𝑐𝑐𝑐, и 𝐹𝐹𝐹𝐹

Используя разработанный алгоритм проведены численные расчеты в широком диапозоне 
входных параметров. Использовались разностные схемы на сетках размером 50 × 50 , 100 ×
100. Итерационный параметр 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0.009.

Дополнительные условия для 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕) задавались в виде параболических функции

𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = −𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑞𝑞𝑞𝑞 ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑞𝑞𝑞𝑞,
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, приведены на рисунке 1.
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Используя разработанный алгоритм проведены численные расчеты в 
широком диапозоне входных параметров. Использовались разностные 
схемы на сетках размером 
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. Итерационный параметр 
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  задавались в виде 
параболических функции
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Графики функций 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐹𝐹𝐹𝐹(𝜕𝜕𝜕𝜕), приведены на рисунке 1.

Рисунок 1. Графики функций 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑐𝑐𝑐𝑐, и 𝐹𝐹𝐹𝐹

Используя разработанный алгоритм проведены численные расчеты в широком диапозоне 
входных параметров. Использовались разностные схемы на сетках размером 50 × 50 , 100 ×
100. Итерационный параметр 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0.009.

Дополнительные условия для 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕) задавались в виде параболических функции

𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = −𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑞𝑞𝑞𝑞 ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑞𝑞𝑞𝑞,

𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕) = −𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑝𝑝𝑝𝑝 ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝,

где 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑄𝑄𝑄𝑄0, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑃𝑃𝑃𝑃0, 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝜕𝜕𝜕𝜕вых−𝜕𝜕𝜕𝜕0+4𝑝𝑝𝑝𝑝2

2𝑝𝑝𝑝𝑝
, 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑝𝑝𝑝𝑝 = 𝑃𝑃𝑃𝑃вых−𝑃𝑃𝑃𝑃0+4𝑝𝑝𝑝𝑝2

2𝑝𝑝𝑝𝑝
.
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Рисунок 2. График функций  P0(x)

Рисунок 3. График функций Q0(x)

На рисунках 2, 3 приведены графики функции  P0(x), Q0(x). Это начальные 
данные в процессе итерации они будут изменяться в зависимости от 
дополнительных условий P1(x), Q1(x). Графики P1(x), Q1(x),  приведены на 
рисунках 4, 5.
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Рисунок 4. График функций P1(x) 

Рисунок 5. График функций  Q1(x)

В проведенном итерационном процессе значение функционала  j 
монотонно убывает и достигает значения 

25 
 

Рисунок 4. График функций 𝑃𝑃𝑃𝑃1(𝜕𝜕𝜕𝜕)

Рисунок 5. График функций 𝑄𝑄𝑄𝑄1(𝜕𝜕𝜕𝜕)

В проведенном итерационном процессе значение функционала 𝐽𝐽𝐽𝐽 монотонно убывает и 
достигает значения ‖𝐽𝐽𝐽𝐽‖ ≤ 𝜀𝜀𝜀𝜀 , 𝜀𝜀𝜀𝜀 = 0.001 при 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 164 итерации. График убывания значения 
функционала показано на рисунке 6.

 при n = 164  
итерации. График убывания значения функционала показано на рисунке 6.
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Рисунок 6. График убывание функционала j

Численные расчеты показывают что используемый итерационный процесс 
для нахождения значении давления  
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Рисунок 8. График 
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задачи при t = 0, т. е.
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Известно что сопряженная задача носит с собой ценную информацию о решений прямой 
задачи. Это свойство подтверждается численными расчетами, так как градиенты функционала 
для опреления начальных условий прямой задачи на каждой итерации выбирались как решение 
сопряженной задачи при 𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0, т. е.

𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕), 𝐽𝐽𝐽𝐽′(𝑄𝑄𝑄𝑄𝑛𝑛𝑛𝑛0) = 𝑄𝑄𝑄𝑄∗(0, 𝜕𝜕𝜕𝜕).

Таким образом, разработанный алгоритм демонстрирует высокую точность, устойчивость 
и физическую интерпретируемость при решении обратной задачи для газлифтного процесса. Он 
может быть рекомендован как надёжный инструмент для восстановления начальных параметров 
на основе конечных измерений давления и расхода газа. 

Заключение
В данной работе проведен обзор инженерных моделей используемый для исследования 

кривой производительности газ лифта. В этих моделях используется закон Дарси и решается 
одномерная стационарная задача. Результатами являются вычисленные генетическими 
алгоритмами функции описывающие кривую производительности газ лифта. В данной работе 
использованы нестационарные линейныеуправления Навье-Стокса сжимаемого газа для 
описания газлифтного процесса добычи нефти. Определение входного, забойного 
значениядавления и объема газо-жидкостной смеси осуществляется методом сопряженных 
урвнений. Сопряженная задача носит ценную информацию о решений прямой задачи. Устьевое 
давление и объем газожидкостной смеси задается как дополнительная информация.

Проведены многочисленные расчеты в широком диапозоне входных параметров. 
Составленный программный код на языке PYTHON позволяет численно моделировать процесс 
газ лифта и находить оптимальный режим работы. Использованный градиентный метод для 
определения давления и объемного расхода газа на входе монотонно сходится.

Литература
Агошков В.И. Методы оптимального управления и метод сопряжённых уравнений в задачах математической физики. ― М.: 

Институт прикладной математики РАН, 2003. 
Алиев Ф.А., Муталимов М.М. Алгоритм для решения задачи построения траекторий и управления при добыче нефти 

газлифтным способом. Доклад НАН Азерб. ― №4, 2009. 

Таким образом, разработанный алгоритм демонстрирует высокую 
точность, устойчивость и физическую интерпретируемость при решении 
обратной задачи для газлифтного процесса. Он может быть рекомендован как 
надёжный инструмент для восстановления начальных параметров на основе 
конечных измерений давления и расхода газа. 

Заключение
В данной работе проведен обзор инженерных моделей используемый 

для исследования кривой производительности газ лифта. В этих моделях 
используется закон Дарси и решается одномерная стационарная задача. 
Результатами являются вычисленные генетическими алгоритмами 
функции описывающие кривую производительности газ лифта. В данной 
работе использованы нестационарные линейныеуправления Навье-Стокса 
сжимаемого газа для описания газлифтного процесса добычи нефти. 
Определение входного, забойного значениядавления и объема газо-жидкостной 
смеси осуществляется методом сопряженных урвнений. Сопряженная задача 
носит ценную информацию о решений прямой задачи. Устьевое давление и 
объем газожидкостной смеси задается как дополнительная информация.



278

N E W S  of  the National Academy of  Sciences of  the  Republic  of  Kazakhstan

Проведены многочисленные расчеты в широком диапозоне входных 
параметров. Составленный программный код на языке PYTHON позволяет 
численно моделировать процесс газ лифта и находить оптимальный режим 
работы. Использованный градиентный метод для определения давления и 
объемного расхода газа на входе монотонно сходится.

Литература
Агошков В.И. Методы оптимального управления и метод сопряжённых уравнений в 

задачах математической физики. ― М.: Институт прикладной математики РАН, 2003. 
Алиев Ф.А., Муталимов М.М. Алгоритм для решения задачи построения траекторий и 

управления при добыче нефти газлифтным способом. Доклад НАН Азерб. ― №4, 2009. 
Alarcon G.A., Torres C.F., Gomez L.E. Global optimization of gas allocation to a group of wells in 

artificial lift using nonlinear constrained programming. J. Energy Resources Technol., 2002, 124(4), 
― Р. 262–268. https://doi.org/10.1115/1.1488172 

Arguchintsev A.V., Poplevko V.P. An optimal control problem by hyperbolic system with boundary 
delay. Bull. of Irkutsk State Univ. Math., 2021, 35. ― Р.3–17. DOI: 10.26516/1997-7670.2021.35.3 

Arguchintsev A.V., Krutikova O.A. Optimization of semilinear hyperbolic systems with smooth 
boundary controls. Russian Mathematics (Izvestiya VUZ), 2021, 45(2). ― Р.1–9. DOI: 10.1134/
S0016266321020010 

Brown K.E. The Technology of Artificial Lift Methods, ― Vol. 4. Pennwell Books, Tulsa, 1984. 
Deni Saepudin, Soewono E., Sidarto K.A., Gunawan A.Y., Siregar S., Sukarno P. An Investigation 

on Gas Lift Performance Curve in an Oil-Producing Well. Int. J. Math. Math. Sci., 2007. https://doi.
org/10.1155/2007/81519 

Guet S., Oams G. Fluid mechanical aspects of the gas-lift technique. Annu. Rev. Fluid Mech., 
2006, 38. ― Р.225–249.

Guet S., Oams G., Oliemans R.V.A. Simplified two-fluid model for gas-lift efficiency predictions. 
AIChE J., 2005, 51(7). ― Р.1885–1896. 

Il’in V.A., Moiseev E.I. Optimization of boundary controls by displacements... Doklady 
Mathematics, 2007, 76(3). ― Р. 828–834. 

Jung S.-Y., Lim J.-S. Optimization of gas lift allocation for improved oil production... Geosystem 
Eng., 2016, 19(1), ― Р. 39–47. DOI: 10.1080/12269328.2015.1084895 

Klyuchinskiy D., Novikov N., Shishlenin M. Recovering density and speed of sound coefficients... 
Mathematics, 2021, 9(2). ― Р.199–211. DOI: 10.3390/math9020199 

Lions J.L. Optimal Control of Systems Governed by Partial Differential Equations. Springer, 
1971. 

Lions J.L., Magenes E. Non-Homogeneous Boundary Value Problems and Applications. ― Vol. 
II. Springer, 1972. 

Mehregan M.R., Mohaghar A., Esmaeili A. Developing a mathematical model for optimizing oil 
production Using Gas-Lift Technology. 2016, 9(5). ― Р.1–9. 

Nishikiori N. Gas allocation optimization for continuous flow gas lift systems. M.S. Thesis, Univ. 
of Tulsa, 1989. (in English)

Sukarno P., Sidarto K.A., Dewi S., et al. New Approach on Gas Lift Wells Optimization... 
Prosiding IATMI, Jakarta, 2006.

Temirbekov A.N., Temirbekova L.N., Zhumagulov B.T. Fictitious domain method... Appl. 
Comput. Math., 2023. ― 22(2). ― Р. 172–188. https://doi.org/10.30546/1683-6154.22.2.2023.172

Temirbekov N., Temirbekova L., Nurmangaliyeva M. Numerical solution of the first kind of 
Fredholm integral equations... TWMS J. Pure Appl. Math., 2022, 13(1). ― Р.105–118. 

Марчук Г.И. Сопряжённые уравнения и их приложения. Труды ИММ УрО РАН, 2006, 
12(1). ― Р. 184–195. 



279

ISSN 1991-346X 2. 2025

References
Agoshkov V.I. Metody optimal’nogo upravleniya i metod sopryazhyonnyh uravnenij v zadachah 

matematicheskoj fiziki. [Optimal Control Methods and the method of conjugate equations in 
Mathematical Physics Problems]. Moscow: Institute of Applied Mathematics of the Russian Academy 
of Sciences, 2003. (in Russian)

Aliev F.A., Mutalimov M.M. Algoritm dlya resheniya zadachi postroeniya traektorij i upravleniya 
pri dobyche nefti gazliftnym sposobom [Algorithm for solving the problem of trajectory construction 
and control during oil production by gas lift method]. Report of the National Academy of Sciences of 
Azerbaijan. ― No. 4, 2009. (in Russian)

Alarcon G.A., Torres C.F., Gomez L.E. Global optimization of gas allocation to a group of wells in 
artificial lift using nonlinear constrained programming. J. Energy Resources Technol., 2002, 124(4). 
― Р. 262–268. https://doi.org/10.1115/1.1488172 (in English)

Arguchintsev A.V., Poplevko V.P. An optimal control problem by hyperbolic system with boundary 
delay. Bull. of Irkutsk State Univ. Math., 2021, 35. ― Р. 3–17. DOI: 10.26516/1997-7670.2021.35.3 
(in English)

Arguchintsev A.V., Krutikova O.A. Optimization of semilinear hyperbolic systems with smooth 
boundary controls. Russian Mathematics (Izvestiya VUZ), 2021, 45(2). ― Р. 1–9. DOI: 10.1134/
S0016266321020010 (in English)

Brown K.E. The Technology of Artificial Lift Methods. ― Vol. 4. Pennwell Books, Tulsa, 1984. 
(in English)

Deni Saepudin, Soewono E., Sidarto K.A., Gunawan A.Y., Siregar S., Sukarno P. An Investigation 
on Gas Lift Performance Curve in an Oil-Producing Well. Int. J. Math. Math. Sci., 2007. https://doi.
org/10.1155/2007/81519 (in English) 

Guet S., Oams G. Fluid mechanical aspects of the gas-lift technique. Annu. Rev. Fluid Mech., 
2006, 38, 225–249. (in English)

Guet S., Oams G., Oliemans R.V.A. Simplified two-fluid model for gas-lift efficiency predictions. 
AIChE J., 2005. ― 51(7), ― Р.1885–1896. (in English)

Il’in V.A., Moiseev E.I. Optimization of boundary controls by displacements... Doklady 
Mathematics, 2007, 76(3). ― Р. 828–834. (in English)

Jung S.-Y., Lim J.-S. Optimization of gas lift allocation for improved oil production... Geosystem 
Eng., 2016, 19(1). ― Р. 39–47. DOI: 10.1080/12269328.2015.1084895 (in English)

Klyuchinskiy D., Novikov N., Shishlenin M. Recovering density and speed of sound coefficients... 
Mathematics, 2021. ― 9(2). ― Р. 199–211. DOI: 10.3390/math9020199 (in English)

Lions J.L. Optimal Control of Systems Governed by Partial Differential Equations. Springer, 
1971. (in English)

Lions J.L., Magenes E. Non-Homogeneous Boundary Value Problems and Applications, Vol. II. 
Springer, 1972. (in English)

Mehregan M.R., Mohaghar A., Esmaeili A. Developing a mathematical model for optimizing oil 
production Using Gas-Lift Technology. 2016. ― 9(5), ― Р. 1–9. (in English)

Nishikiori N. Gas allocation optimization for continuous flow gas lift systems. M.S. Thesis, Univ. 
of Tulsa, 1989. (in English)

Sukarno P., Sidarto K.A., Dewi S., et al. New Approach on Gas Lift Wells Optimization... 
Prosiding IATMI, Jakarta, 2006. (in English)

Temirbekov A.N., Temirbekova L.N., Zhumagulov B.T. Fictitious domain method... Appl. 
Comput. Math., 2023. ― 22(2). ― Р. 172–188. https://doi.org/10.30546/1683-6154.22.2.2023.172 
(in English)

Temirbekov N., Temirbekova L., Nurmangaliyeva M. Numerical solution of the first kind of 
Fredholm integral equations... TWMS J. Pure Appl. Math., 2022. ― 13(1). ― Р. 105–118. (in English)

Marchuk G.I. Sopryazhyonnye uravneniya i ih prilozheniya [Conjugate Equations and Their 
Applications]. Proceedings of the Institute of Mathematics and Mechanics of the Ural Branch of the 
Russian Academy of Sciences, 2006. ― 12(1). ― Р. 184–195. (in Russian)



280

N E W S  of  the National Academy of  Sciences of  the  Republic  of  Kazakhstan

NEWS OF THE NATIONAL ACADEMY OF SCIENCESOF THE REPUBLIC OF KAZAKHSTAN
PHYSICO-MATHEMATICAL SERIES
ISSN 1991-346X
Volume 2. Namber 354 (2025). 280–293

https://doi.org/10.32014/2025.2518-1726.357

UDC 517.624.2

© Z. Utemaganbetov*, Kh. Ramazanova, K. Bizhanova, 
R. Assylbayeva, 2025.

Yessenov University, Aktau, Republic of Kazakhstan.
E-mail: zinep816109@list.ru

AN ANALYTICAL AND NUMERICAL METHOD FOR TRANSFERRING 
BOUNDARY CONDITIONS FOR A 

ONE-DIMENSIONAL DIFFUSION EQUATION

Z. Utemaganbetov ― Candidate of Physical and Mathematical Sciences, Associate Professor of 
Yessenov University, Aktau, Kazakhstan,  
E-mail: zinep816109@list.ru, http://orcid.org/0000-0003- 4656-8964;
Kh. Ramazanova ― PhD,  Associate Professor of Yessenov University, Aktau, Kazakhstan,
E-mail: hanym1981@mail.ru, http://orcid.org/0000-0003-2364-5699;
K. Bizhanova ― Candidate of Physical and Mathematical Sciences, Professor of Yessenov University, 
Aktau, Kazakhstan,  
E-mail: karlygash.bizhanova@yu.edu.kz, http://orcid.org/0000-0003-4586-3742;
R. Assylbayeva ― Master of physics, Assistant Professor of Yessenov University, Aktau, Kazakhstan,  
E-mail: rakhila.assilbayeva@yu.edu.kz, http://orcid.org/0000-0002-4354-8469.

Abstract. Due to the complexity of boundary-value problems, in some cases 
it may turn out that the arsenal of available computational methods is insufficient 
to effectively solve the boundary-value problem. In this regard, it can be stated 
that the development of new methods for solving boundary value problems (even 
for the simplest and most well-studied second-order differential equations) still 
remains an urgent problem for the scientific community. Results. In this paper, we 
propose a new method that is an alternative to existing methods for numerically 
solving second-order linear differential equations with separated boundary 
conditions. Scientific novelty. A new method has been proposed, and based on it, 
an algorithm for the numerical solution of the boundary value problem (1)–(3) 
has been developed. Verified numerical methods for solving Cauchy problems, 
including solvers from application software packages such as Matlab, Python, etc., 
are used. The proposed method allows assessing the correctness of the problem — 
the existence and uniqueness of the solution. Practical value. The results obtained 
can be applied to obtain information about the existence and uniqueness of the 
boundary value problem under study. The described algorithm may have good 
prospects for account parallelization. It is possible to generalize the ideas of the 
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method described in this paper to other types of boundary conditions, as well as to 
boundary value problems for higher-order differential equations. 

Key words: differential equations, sweep method, numerical solution, boundary 
values, diffusion, boundary value problem
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Аннотация. Қарастырылып отырған теңдеу көбінесе күрделі теңдеулер 
үшін модельдік есептер ретінде әрекет етеді (сызықтық емес жүйелер, 
деградация және сингулярлық теңдеулер). Шеткі есептердің күрделілігіне 
байланысты кейбір жағдайларда қолда бар есептеу әдістерінің арсеналы 
қойылған шеткі есепті тиімді шешу үшін жеткіліксіз болып шығуы мүмкін. 
Осыған байланысты, шеткі есептерді шешудің жаңа әдістерін әзірлеу (тіпті ең 
қарапайым және жақсы зерттелген екінші ретті дифференциалдық теңдеулер 
үшін) ғылыми қауымдастық алдында әлі де өзекті мәселе болып қала береді 
деп айтуға болады. Нәтижелері. Бұл жұмыста жаңа әдіс ұсынылады, ол бөлін-
ген шекаралық шарттары бар екінші ретті сызықтық дифференциалдық тең-
деулерді сандық шешудің қолданыстағы әдістеріне балама болып табылады. 
Квадратуралардағы сәйкес біртекті теңдеу үшін Коши есебінің іргелі шешім-
дерін табатын жағдайларда, осы әдіспен, бастапқы-шеттік есептің шешімін 
аналитикалық түрде жазуға болады. Бұл жағдайда Грин функциянын құру 
процедурасына жүгінудің қажеті жоқ. Ғылыми жаңалығы. Жаңа әдіс негізінде 
(1)–(3) шекаралық есепті сандық түрде шешудің алгоритмі алынған. Бұл 
үшін Коши есебін шешуге арналған, қолданбалы бағдарламалар пакеттеріне 
(Matlab, Python және т.б.) кіретін тексерілген сандық әдістер мен solver-лер 
пайдаланылды. Бұл әдіс есептің дұрыстығын бағалауға мүмкіндік береді. 
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Бұл әдіс қолданыстағы әдістерге балама бола алады және кейбір есептерде 
неғұрлым тиімді нәтиже көрсетеді. Практикалық құндылық. Көрсетілген 
алгоритм шотты параллельдеу үшін жақсы перспективаларға ие болуы 
мүмкін. Осы жұмыста көрсетілген әдіс идеяларын шекті жағдайлардың басқа 
түрлеріне, сондай-ақ жоғары ретті дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік 
есептерге жалпылау мүмкіндігі бар. Шағын модификациялардан кейін мұнда 
ұсынылған әдісті сызықтық дербес дифференциалдық теңдеулерді сандық 
шешу үшін де қолдануға болады. 

Түйін сөздер: дифференциалдық теңдеулер, жүгіру әдісі, сандық шешім, 
шекаралық мәндер, диффузия, шекаралық есеп
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Аннотация. Рассматриваемое уравнение часто выступают как модельные 
задачи для более сложных уравнений (нелинейных систем, уравнений с 
вырождениями и сингулярностями). При применениях метода прогонки 
и других существующих методов решения рассматриваемых краевых 
задач остается много недостатков. В некоторых случаях может оказаться, 
что арсенал имеющихся вычислительных методов недостаточно для 
эффективного решения поставленной краевой задачи, поэтому разработка 
новых методов для решения краевых задач пока еще остается актуальной 
проблемой перед научным сообществом. Результаты. Предлагается новый 
метод, который является альтернативой существующим методам численного 
решения линейных дифференциальных уравнений второго порядка с 
разделенными граничными условиями. В тех случаях, когда удается найти 
фундаментальные решения задачи Коши для соответствующего однородного 
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уравнения в квадратурах, с помощью этого метода можно записать 
решение исходно-краевой задачи в аналитическом виде. В этом случае 
нет необходимости обращаться к процедуре построения функции Грина. 
Научная новизна. На основе нового метода получен алгоритм численного 
решения краевой задачи (1)–(3) с использованием проверенных численных 
методов для задачи Коши, включая solver’ы из программ (Matlab, Python и 
др.). Данный метод позволяет оценить корректность задачи, может служить 
альтернативой существующим методам и в ряде задач оказывается более 
эффективным. Область применимости метода шире, чем у аналогов для 
решения линейных краевых задач второго порядка. Практическая ценность. 
Полученные результаты могут быть применены для получения информацию 
о существования и единственности исследуемой краевой задачи. Изложенный 
алгоритм может иметь хорошие перспективы для распараллеливания счета. 
После небольших модификаций, метод может быть использован и для 
численного решения линейных уравнений частных производных. 

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, метод прогонки, 
численное решение, граничные значения, диффузия, краевая задача 

Введение. При решении дифференциальных уравнений к  которому от-
носится и рассматриваемое уравнение одномерной диффузии,  невозможно 
в общем случае выразить решения дифференциального уравнения через его 
коэффициенты. Поэтому для решение начальных или краевых задач часто 
вынуждены прибегать к помощи численных методов. Одним из наиболее 
эффективных и часто применяемых алгоритмов является методов является 
метод прогонки и его различные модификации. В работах (Амосов, и др., 
1994; Бахвалов, и др., 2002) и приведенных там ссылках, указаны проблемы, 
которые могут возникнуть при применениях метода прогонки и там же при-
ведены альтернативные варианты методов прогонки для исследуемой крае-
вой задачи. Непрерывный аналог метода прогонки называется дифференци-
альной прогонкой и сводится к решению задачи с начальными данными для 
одного нелинейного уравнения (Рикатти) и двух линейных уравнений перво-
го порядка. На конечном этапе уравнение относительно искомого решения 
(линейное уравнение первого порядка коэффициентами которого являются 
решения двух других) интегрируется в противоположном направлении отно-
сительно первых двух. Таким образом, вычислительная устойчивость и сле-
довательно применимость  метода прогонки напрямую зависит от свойства 
решений уравнение Рикатти, на что существенно влияет поведение функции 
q(t). В работах (Амосов, и др., 1994; Бахвалов, и др., 2002) приведены другие 
аналогичные альтернативные методы решения таких (в зависимости от знака 
коэффициента q(t)) проблем вычислительной неустойчивости при решений 
методом прогонки. Тем не менее хотелось бы получить методы численного 
решения более высокого порядка точности чем в упомянутых работах. 

Одним из широко используемых аналитических методов для решения 
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краевой задачи (1) - (3) является метод функции Грина. Дискретные 
представления метода функци Грина также находят широкое применение 
для численного решения исследуемой краевой задачи. В общей теории 
дифференциальных уравнений доказано, что функция Грина существует и 
единственно при условиях, что однородное ОДУ имеет только тривиальное 
решение. Это соответствует тому, что при рассмотрении задачи на собственное 
значение для данной краевой задачи имеется собственное значение равное 
нулю. Так как функция Грина строится при помощи всех фундаментальных 
решений соответствующего дифференциального оператора, то возникает 
задача их поиска, что представляет собой достаточно сложную задачу. Процесс 
построение самой функции Грина также представляет собой нелегкую задачу 
ввиду отсутствия какого-либо общего рецепта численного конструирования 
такого процесса. То есть универсальных методов построения функции Грина 
не существует.  Поэтому желательно иметь методы, которые позволяют 
получать решение исследуемой краевой задачи без необходимости построения 
функции Грина.  

Решать краевые задачи для дифференциальных уравнений существенно 
сложнее чем соответствующие задачи с начальными данными. В данный 
момент в арсенале современной вычислительной математики имеются 
обширный список эффективных численных методов решения задач с 
начальными данными. Такие методы имеются и для нахождения численного 
решения достаточно нетривиальных случаев (например, жесткие задач, 
быстро осциллирующие решения и т.д.).  При этом имеется возможность 
выбрать нужный метод для конкретного рассматриваемого класса задач. 

Наиболее универсальные и достаточно эффективные, хорошо разра
ботанные методы численного решения задач с начальными данными вошли 
в современный инструментарий вычислительных пакетов компьютерной 
математики и программ. 

С краевыми задачами дело обстоит по-другому. Ввиду сложности 
данного класса задач, в некоторых случаях может оказаться, что арсенал 
имеющихся вычислительных методов недостаточно для эффективного 
решения поставленной краевой задачи. В связи с этим заметим, что решение 
краевой задачи с помощью солверов входящих в системы компьютерной 
математики (например, в Матлабе «bvp4») не всегда приводит к желаемым 
результатам. По этому поводу приведем цитату из книги (Шампайн, 
2009):  «Вообще говоря, решение ЗГУ — это более сложная задача, чем 
решение ЗНУ, и любая численная процедура может оказаться бесполезной, 
даже если  пользователем были заданы адекватные предположения о виде 
решения и вполне  достоверные оценки неизвестных параметров. Более 
того, численная процедура решения ЗГУ может успешно получить численное 
решение в случае, когда это решение не должно существовать! Несмотря 
на то, что численная процедура «bvp4» c доказала свою эффективность, 
ее нельзя считать универсальной и пригодной для решения всех задач. 
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То же можно сказать и в отношении любой другой численной процедуры 
решения задачи с граничными условиями. В частности, вследствие того, 
что в «bvp4c» используется численный метод небольшого порядка, она не 
может быть применена при решении задач, требующих высокой точности 
вычислений, или в задачах, решения которых допускают резкие изменения 
значений» (конец цитаты). В связи с этим можно сказать, что разработка 
новых методов для решения краевых задач (даже для наиболее простых и 
хорошо исследованных дифференциальных уравнений второго порядка) пока 
еще остается актуальной проблемой перед вычислительным сообществом.

Целью данной работы является получение численного решения краевой 
задачи (1) - (3) с использованием хорошо зарекомендованных численных 
методов для решение начальной задачи из арсенала вычислительной 
математики, в частности тех «solveroв» которые входит в состав в качестве 
рабочих инструментов пакетов прикладных программ таких как Матлаб, 
Питон и др. При этом метод решения призван информировать о корректности 
поставленной задачи, то есть позволяет узнавать о существования и 
единственности решения.

Материалы и методы
Рассмотрим следующую дифференциальную краевую задачу на отрезке 
[0, ]t T∈

( ( ) '( )) ' ( ) ( ) ( )k t y t q t y t f t− =                                                (1) 

0 0 0(0) '(0) (0)k y yα β γ− =                                                  (2)
1 1 1( ) '( ) ( )k T y T y Tα β γ− =                                                   (3)

При этом полагается, что 0 0 1 1 0 1, , , , ,α β α β γ γ  - действительные числа 
удовлетворяющие условиям   0,0 2

1
2

1
2

0
2

0 ≠+≠+ βαβα  т.е. одновременно 
не могут обращаться в нуль.   Где ( ),  ( ), ( )q t f t k t  - дважды непрерывные 
функции, причем 

0( ) 0.k t k const≥ = >  
Данная задача имеет многочисленное практическое приложение во многих 

задачах естествознания, что описаны в многочисленных литературных 
источниках. Для поставленной краевой задачи необходимо разработать новый 
численный алгоритм, который служил бы альтернативой существующим и 
был бы лишен многих их недостатков.

Данное уравнение называется одномерным стационарным уравнением 
теплопроводности и возникает при математическом моделировании многих 
важных процессов. Например, это уравнение описывает установившиеся 
распределение температуры y(t) в теплопроводящем стержне длины l = 
b – ɑ. В этом случае k(t) - коэффициент теплопроводности, ( ( ) '( )) 'k t y t−
-плотность потока тепла; q(t) -коэффициент теплоотдачи (q(t) y(t)- мощность 
стоков тепла, пропорциональная температуре y(t)); f(t)-плотность источников 
тепла ( при f<0-плотность стоков тепла). 

Это уравнение описывает также установившееся распределение 
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плотности нейтронов в реакторе, характеристики которого зависят от одной 
пространственной переменной t. В такой трактовке y(t)-это полный поток 
нейтронов, k(t) - коэффициент диффузии, q(t)-сечение поглощения, f(t)-
плотность источников нейтронов. То же уравнение описывает и стационарные 
процессы диффузии газов (растворов) в пористых средах, y(t) рассматривается 
тогда как концентрация диффундирующего вещества. Поэтому уравнение 
(1) часто называют одномерным уравнением диффузии. Рассматриваемое 
уравнение имеет многочисленные приложения и в других областях 
техники и естествознания (деформации струн и стержней, распространение 
электромагнитных волн и другие и т. д.)

Решение исходной краевой задачи будем искать ее в виде
( ) ( ) '( ) ( ) ( ) ( )a t k t y t b t y t tν= +                                        (4)

где функции   ( ), ( ), ( )a t b t tν   - неизвестные функции, которые подлежат 
определению. Продифференцировав это выражение, имеем ( ( ) ( ) '( )) ' ( ) '( ) '( ) ( ( )( ( ) '( )) ' '( ) '( ) ( ) ( ) '( )a t k t y t k t a t y t a t k t y t t b t y t b t y tν= + = + +

( ( ) ( ) '( )) ' ( ) '( ) '( ) ( ( )( ( ) '( )) ' '( ) '( ) ( ) ( ) '( )a t k t y t k t a t y t a t k t y t t b t y t b t y tν= + = + +

Подставляя сюда выражение для исходного уравнение ( ( ) '( )) ' ( ) ( )k t y t q t y t=  
( ( ) '( )) ' ( ) ( )k t y t q t y t=  и для производной искомого решение найденного из (4) 

( ) ( ) ( )'( )
( ) ( )

t b t y ty t
k t a t

ν +
= ,  при условии, что ( ) 0a t ≠  для всех [0, ]t T∈  

имеем  ( ) ( ) ( ( ) ( ) '( )) ( ) ( ( ) '( ) ( )) '( ) '( )a t f t a t q t b t y t k t a t b t y t tν+ − + − = . 
Отсюда приравнивая коэффициенты при и его производной y(t) к нулю 

получаем следующую систему линейных дифференциальных уравнений пер
вого порядка. Отсюда нетрудно убедиться, что это равенство выполнено, если

( )'( )
( )

b ta t
k t

=
                                                                      (5)

'( ) ( ) ( )b t a t q t=                                                                (6)
'( ) ( ) ( )t a t f tν =                                                                (7)

Значит, если известно решение этой системы, то уравнение для определения 
искомого решения имеет вид

                                      )()()()(')()( tvtytbtytkta =−
На левом конце отрезка, т.е. при 0t =  из (4) имеем       )0()0()0()0(')0()0( vybyka =−

y(0) Сравнивая это равенство с краевым условием (2) получим начальные 
условия для нейзвестных функции линейной дифференциальной системы в 
виде

0(0)a α= ,  0(0)b β= ,  0(0)ν γ=                                        (8)
А на правом конце отрезка, т.е. при t T=  можно  получить алгебраическую 

систему
( ) ( ) '( )) ( ) ( ) ( )a T k T y T b T y T Tν− =



287

ISSN 1991-346X 2. 2025

1 1 1( ) '( )) ( )k T y T y Tα β γ− =
относительно самого решение ( )y T и его производной '( )y T . Разрешив 

данную алгебраическую систему, получим для значения искомого решение и 
ее производной на правом конце отрезка получим

1 1

1 1

( ) ( )( )
( ) ( )

a T Ty T
b T a T

γ αν
α β

−
=

−
 , при условий 1 1( ) ( )b T a Tα β ,                  (9)

и соответственно 
1 1

1 1

( ) ( )'( )
(1)( ( ) ( ))

b T Ty T
k b T a T

γ βν
α β

−
=

− . 
Таким образом при условий, что 1 1( ) ( )b T a Tα β≠ ,  эти значения 

определяются корректно, и служит индикатором существование единственного 
решение и его производной. Далее решая уравнение (4) слева направо точнее 
от t T=  до  0t = ,  специально подобранным для этого численным методом 
(выбор численного метода должен зависит от поведение функции ( )a t  и ( )b t
) находим искомое решение и при необходимости и его производную. 

Пусть, теперь дана система дифференциальных уравнений (4)-
(7). Тогда продифференцировав выражение (4) и воспользовавшись 
дифференциальными выражениями (5)-(7) и соответствующими начальными 
условиями (8)-(9) приходим к исходной краевой задаче (1)-(3). 

Теорема: Решение краевой задачи (1)-(3) является решением задачи 
с начальными условиями (8)-(9) линейной дифференциальной системы 
первого порядка представленных дифференциальными выражениями (4)-(7). 
И наоборот решение системы (4)-(7) с указанными начальными условиями 
совпадает с решением краевой задачи (1)-(3). Доказательство следует из 
рассуждений предыдущего пункта.

Заметим, что при необходимости систему (5)-(7) справа  налево, то есть  
(от t T=  до  0t = ), определив соответствующие начальные условия из 
краевого условия на правом конце (3). Тогда начальное условие (0)y  и '(0)y
определяется из краевого условие на левом конце с учетом соотношение 
(4) в нуле. А необходимость начать вычисления с другого конца отрезка 
может возникнуть в тех случаях, когда вычисления начатое с нуля в прямом 
направлении является вычислительно устойчивым, а начатое с правого конца 
в обратном направлении является неустойчивым.

Рассмотрим теперь немаловажный и более обозримый случай, когда 
коэффициент ( ) 1k t ≡ .  В этом случае система дифференциальных уравнении 
(5) - (7) с начальными условиями (8) перепишется в виде

''( ) ( ) ( )a t a t q t= ,                                                        (10)

0(0)a α= ,                                                              (11)

0'(0)a β=                                                                (12)



288

N E W S  of  the National Academy of  Sciences of  the  Republic  of  Kazakhstan

'( ) ( ) ( )t a t f tν = ,                                                      (13)

0(0)ν γ=                                                                (14)
( ) '( ) '( ) ( ) ( )a t y t a t y t tν− = ,                                          (15)

1 1

1 1

( ) ( )( )
( ) ( )

a T Ty T
b T a T

γ αν
α β

−
=

− ,  1 1( ) ( )b T a Tα β≠
Таким образом, решение исходной краевой задачи сведется к решению 

задачи Коши для одного линейного однородного дифференциального 
уравнения второго порядка и двух линейных дифференциальных уравнений 
первого порядка. Заметим, что линейное однородное дифференциальное 
уравнение (9) с указанными начальными условиями имеет единственное 
решение (по теореме существования единственности задачи Коши) и 
удовлетворяет следующему однородному краевому условию на левом конце 
рассматриваемого отрезка

0 0'(0)) (0) 0a aα β− =
Аналогично на правом конце при выполняется однородное краевое 

условие

1 1'( )) ( ) 0a T a Tα β− =

при начальных (концевых) данных 1( )a T α=  и  1'( )a T β= , и существует 
единственное решение. В дальнейшем полагаем, что однородная краевая 
задача имеет только тривиальное решение.

Решив уравнение (9) с начальными данными в точке  0t = , слева направо 
(от 0t =  до  t T= ) а начальными данными при t T= , справа налево (от 
t T=  до  0t = ), подходящим численным методом входящих в состав рабочих 
инструментов математических пакетов или программ можем получить две 
соответствующие решения. Полученные решения соответственно обозначим 
через ( )La t  и ( )Ra t . Эти решения линейно независимые, иначе краевое 
условие, выполненное в одном конце также автоматический, выполнялось 
бы и для другого конца, а это означало бы, что рассматриваемая однородная 
краевая задача имеет бесконечное много решений. Тем самым мы имеем два 
линейно независимых решения, которые образуют систему фундаментальных 
решений для однородного уравнения.

Далее дифференциальное уравнение  (14), для функции ( )La t  и ( )Ra t
перепишется в виде

( ) '( )) ' ( ) ( ) ( )L L La t y t a t y t tν− =

( ) '( )) ' ( ) ( ) ( )R R Ra t y t a t y t tν− =
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Где ( )L tν  определяется как решение дифференциального уравнение 
' ( ) ( ) ( )L Lt a t f tν = с начальным условием 0(0)Lν γ=  и  соответственно 
( )R tν  находится интегрированием справа налево дифференциального 

уравнение ' ( ) ( ) ( )R Rt a t f tν = , с начальным данным 1( )R Tν γ= . И наконец 
с помощью этих соотношений искомые выражение для решение краевой 
задачи (1) - (3) запишется в виде: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

R L L Ra t t a t ty t
W t

ν ν−
=

 и 

' ( ) ( ) ' ( ) ( )'( )
( )

R L L Ra t t a t ty t
W t

ν ν−
=

;
где ( )W t - определитель Вронского фундаментальной системы решений 
однородного уравнение ''( ) ( ) ( )a t a t q t=  которых обозначили через ( )La t  
и ( )Ra t . Как известно из общей теории дифференциальных уравнений, 

( ) 0W t ≠ везде на отрезке [0, ]t T∈ . 
Кратко опишем ход алгоритма численного решения краевой задачи (1) - 

(3).
Решаются дифференциальные задачи с начальными данными слева 

направо, то есть от 0t =  до  t T= .

0 0''( ) ( ) ( )  (0)   '(0)L L L La t a t q t a aα β= = =   
' ( ) ( ) ( )L Lt a t f tν =   0(0)Lν γ=

Проверяется выполнение 1( )La T α=  и  1'( )La T β= , если эти равенства 
имеет место, то дальнейшие вычисления прекращается ввиду нарушения 
условий корректности искомого решение.

Решаются дифференциальные задачи с начальными данными справа 
налево, то есть от t T=  до  0t = .

1 1''( ) ( ) ( )  ( )   '( )R R R Ra t a t q t a t a Tα β= = =

' ( ) ( ) ( )R Rt a t f tν =   1( )R Tν γ=
Вычисляется вронскиан по формуле

( ) ' ( ) ( ) ' ( ) ( )R L L RW t a t a t a t a t= −
Вычисляется решение по формуле 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

R L L Ra t t a t ty t
W t

ν ν−
= ; при необходимости производные 

от решение по формуле 
' ( ) ( ) ' ( ) ( )'( )

( )
R L L Ra t t a t ty t

W t
ν ν−

= . Но если 

возникло необходимость начать вычисления с правого конца, то алгоритм 
перепишется заменой цифры 0 на букву T, а где буква T, на цифру 0. 
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Результаты и обсуждение
В качестве модельного примера рассмотрим уравнение 

2''( ) ( ) 1y t y tω+ =   с краевыми условиями  (0) 0y =  и ( ) 0y T = . Хотя 
данный пример простой, на таких примерах общепринято проводить 
апробацию и анализ новых методов.  В этом случае 2( ) 0q t constω≡ − = ≠ , 

( ) 1f t ≡ , 0 1 0 1 0α α γ γ= = = =  и 0 1 1β β= = − . Решая уравнение

''( ) ( ) ( )a t a t q t=  с начальными условиями (0) 0a = , '(0) 1a = −  находим, 

что sin( )L
xa t ω

ω
= − . А решение этого уравнение справа налево с даными 

( ) 0a T = , '( ) 1a T = −  имеет вид  
sin ( )( )R

T xa t ω
ω

−
= . Определитель 

Вронского этих функции равен 
sin( ) TW t ω
ω

= ; где n
T
πω ≠ , 1, 2,....n = .

Соответственно имеем 
2

cos 1( )L
xt ων

ω
−

=   и  
2

cos ( ) 1( )R
T xt ων
ω
− −

= . 

Подставляя эти выражения для для ( )y t имеем  

2

( ) ( ) ( ) ( ) sin sin ( ) sin( )( )
( ) sin

R L L Ra t t a t t T T x xy t
W t T

ν ν ω ω ω
ω ω

− − − −
= = . 

Непосредственной проверкой можем убедится, что эта функция является 
решением краевой задачи (1) - (3).

Если n
T
πω = , 1, 2,....n =  то однородное уравнение имеет решение 

sin n t
T
π 
 
 

, которое удовлетворяют обоим краевым условиям, значит 

решения линейно зависимы и их бесконечно много. А это противоречит 
нашему предположению о единственности решения. Данное обсуждение 
нового метода на основе этого примера потверждает основное указанное 
выше преимущество предложенного подхода при решении исследуемой 
задачи.

Заключение
В данной работе предложен новый метод, который может служит 

альтернативой существующим, для численного решения краевой задачи (1) 
-(3). Метод имеет более широкую область применимости, чем аналогичные 
методы для решения линейных краевых задач дифференциальных уравнений 
второго порядка. Алгоритм численного решения, который составлен на 
основе излагаемого метода эффективно работает и при знакопеременных 
коэффициентах исходного уравнение. В случаях, когда удается найти 
фундаментальные решения задачи Коши соответствующего однородного 
уравнение в квадратурах, с помощью данного метода можно выписать 



291

ISSN 1991-346X 2. 2025

решение исходной краевой задачи в аналитическом виде. При этом отпадает 
необходимость обращаться к процедуре построения функции Грина. 

По ходу реализации алгоритма, представленного данным методом, дается 
информация о существования и единственности исследуемой краевой задачи.

Метод имеет более широкую область чем существующие методы, и 
позволяет получать искомое решение при произвольных непрерывных 
коэффициентах уравнение.

При необходимости параллельно с искомым решением с помощью 
предложенного алгоритма может быть вычислена производное от решения. 

Изложенный алгоритм может иметь хорошие перспективы для 
распараллеливания счета. Есть возможность обобщить идей метода, 
изложенного в настоящей работе на другие типы краевых условий, а 
также для краевых задач для дифференциальных уравнений более высоких 
порядков. После небольших модификаций представленный здесь метод 
может быть использован и для численного решения линейных уравнений 
частных производных. Ради справедливости хотелось бы отметить, что 
первоначальная идея вышеизложенного метода принадлежит Отелбаеву 
М.О., и получила развитие в работах (Амосов и др., 1994; Бахвалов и др., 
2002).

Недостатки и преимущества излагаемого здесь метода, могут быть 
выяснены на основе практики применения этого метода специалистами по 
вычислительной математике.
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Abstract. Abstract. This paper is devoted to the study of network traffic 
distribution mechanisms and routing methods in VANETs (Vehicular Ad Hoc 
Networks). The main problem considered in the paper is to ensure stable and 
efficient data transmission in conditions of high node mobility and frequent topology 
changes, which is typical for automotive networks. The relevance of the topic is due 
to the rapid development of intelligent transport systems (ITS), unmanned vehicles 
and the need for reliable communication between vehicles and road infrastructure. 
The study used simulation methods, teletraffic theory and performance analysis of 
routing protocols. To build realistic traffic scenarios, the SUMO traffic simulator 
was used, and the interaction of network nodes was modeled in the MatLab 
environment. The main hypothesis of the study is that the use of position-oriented 
routing protocols (such as GPSR and GSR) provides higher reliability of data 
transmission compared to topology-oriented methods (AODV, DSR) in VANETs. 
The findings of the study confirm that the correct choice of routing protocol 
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depending on the characteristics of the road scenario can significantly improve such 
metrics as average delivery delay, packet delivery ratio and network throughput. 
The results of the work can be applied in the design of intelligent transport systems, 
collision warning systems, traffic management systems and other applications that 
require reliable and adaptive data transmission between vehicles.

Keywords: VANET, wireless technology, messenger, network, node

©М. Хизирова, К. Чежимбаева*, А. Касимов, М. Ермекбаев, 2025.
Ғ. Дәукеев атындағы Алматы энергетика және байланыс университеті, 

Алматы, Қазақстан.
E-mail: k.chezhimbayeva@aues.kz

VANET ЖЕЛІЛЕРІНДЕ ТАРАТУ ТРАФИГІН  ЖӘНЕ ТАРАТУ ӘДІ-
СТЕРІН ЗЕРТТЕУ

Хизирова Мухаббат Абдисаттаровна ― Ғ. Даукеев атындағы Алматы энергнетика және 
байланыс университеті «Телекоммуникациялық инженерия»  кафедрасының профессор-
оқытушысы, Алматы, Қазақстан, 
Е-mail m.khizirova@aues.kz, https://orcid.org/0000-0002-2242- 7756;  
Чежимбаева Катипа Сламбаевна ― Ғ. Дәукеев атындағы Алматы энергетика және байланыс 
университетінің «Телекоммуникация инженериясы» кафедрасының профессоры және 
оқытушысы, Алматы, Қазақстан, 
Е-mail k.chezhimbayeva@aues.kz, https://orcid.org/0000-0002- 1661-2226; 
Касимов Абдуразак Оразгелдиевич ― Ғ. Даукеев атындағы Алматы энергнетика және 
байланыс университеті «Телекоммуникациялық инженерия»  кафедрасының профессор-
зерттеушісі, Алматы, Қазақстан, 
Е-mail a.kasimov@aues.kz,  https://orcid.org/0000-0001-7270- 5577;
Ермекбаев Муратбек Мадалиевич ― Ғ. Даукеев атындағы Алматы энергнетика және 
байланыс университеті «Телекоммуникациялық инженерия»  кафедрасының  қауымдас-
тырылған профессоры,  Алматы, Қазақстан, 
Е-mail:  m.yermekbayev@aues.kz, https://orcid. org/0000-0002-5051-0047.

Аннотация. Бұл жұмыс VANET (Vehicular Ad Hoc Networks) жүйесінде 
желілік трафикті тарату механизмдері мен маршруттау әдістерін зерттеуге 
арналған. Жұмыста қарастырылатын негізгі мәселе - көлік желілеріне 
тән жоғары түйіндердің қозғалғыштығы және топологияның жиі 
өзгеруі жағдайында деректерді тұрақты және тиімді беруді қамтамасыз 
ету. Тақырыптың өзектілігі интеллектуалды көлік жүйесінің (ITS), 
ұшқышсыз көліктің қарқынды дамуымен және көлік құралдары мен жол 
инфрақұрылымы арасындағы сенімді байланыс қажеттілігімен түсіндіріледі. 
Зерттеуде имитациялық модельдеу әдістері, телетрафик теориясы және 
маршруттау хаттамаларының өнімділігін талдау қолданылды. Шынайы 
трафик сценарийлерін жасау үшін SUMO трафик симуляторы қолданылды, 
ал желі түйіндерінің өзара әрекеттесуі MatLab ортасында модельденді. 
Зерттеудің негізгі гипотезасы VANET жағдайында топологияға бағытталған 
әдістермен (AODV, DSR) салыстырғанда позицияға бағытталған маршруттау 
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протоколдарын (мысалы, GPSR және GSR) пайдалану деректерді берудің 
жоғары сенімділігін қамтамасыз етеді. Зерттеу нәтижелері жол сценарийінің 
сипаттамаларына байланысты маршруттау протоколын дұрыс таңдау 
жеткізудің орташа кешігуі, пакетті жеткізу коэффициенті және желілік өткізу 
қабілеті сияқты көрсеткіштерді айтарлықтай жақсартуға болатынын растайды. 
Жұмыстың нәтижелері интеллектуалды көлік жүйелерін, соқтығыстар 
туралы ескерту жүйелерін, қозғалысты басқару жүйелерін және көліктер 
арасында сенімді және бейімделген деректерді беруді қажет ететін басқа 
қолданбаларды жобалауда қолданылуы мүмкіндігін айтуға болады. Сонымен 
қатар, тағыда нәтижелер қалалық ұтқырлық ерекшеліктерін ескере отырып, 
VANET хаттамаларын оңтайландыру саласындағы одан әрі зерттеулерге 
негіз бола алатынын көз жеткіздік.

Түйін сөздер: VANET, сымсыз технология, мессенджер, желі, түйін

©М. Хизирова, К. Чежимбаева*, А. Касимов, М. Ермекбаев, 2025.
Алматинский университет энергетики и связи им. Г. Даукеева, 

Алматы, Казахстан.
E-mail: k.chezhimbayeva@aues.kz

ИССЛЕДОВАНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ТРАФИКА И МЕТОДОВ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ В СЕТЯХ VANET

Хизирова Мухаббат Абдисаттаровна ― профессор-преподаватель кафедры «Телеком-
муникационной инженерии» Алматинского Университета энергетики и связи имени                                   
Г. Даукеева, Алматы, Казахстан,  
Е-mail: m.khizirova@aues.kz, https://orcid.org/0000-0002-2242- 7756;  
Чежимбаева Катипа Сламбаевна ― профессор-преподаватель кафедры «Телеком-
муникационной инженерии» Алматинского Университета энергетики и связи имени                                 
Г. Даукеева, Алматы, Казахстан,  
Е-mail: k.chezhimbayeva@aues.kz, https://orcid.org/0000-0002- 1661-2226; 
Касимов Абдуразак Оразгелдиевич ― кандидат технических наук, ассоц.проф., профессор-
исследователь кафедры «Телекоммуникационная инженерия» Алматинского Университета 
энергетики и связи имени Г. Даукеева, Алматы, Казахстан,  
Е-mail: a.kasimov@aues.kz, https://orcid.org/0000-0001-7270-5577;
Ермекбаев Муратбек Мадалиевич ― PhD, ассоц. проф.  кафедры «Телекоммуникационная 
инженерия» Алматинского Университета энергетики и связи имени Г. Даукеева, Алматы, 
Казахстан, 
Е-mail: m.yermekbayev@aues.kz, https://orcid.org/0000-0002-5051-0047.

Аннотация. Данная работа посвящена исследованию механизмов 
распределения сетевого трафика и методов маршрутизации в сетях VANET 
(Vehicular Ad Hoc Networks). Основной проблемой, рассматриваемой в работе, 
является обеспечение устойчивой и эффективной передачи данных в условиях 
высокой подвижности узлов и частых изменений топологии, что характерно 
для автомобильных сетей. Актуальность темы обусловлена стремительным 
развитием интеллектуальных транспортных систем (ITS), беспилотного 
транспорта и потребности в надежной связи между транспортными 
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средствами и дорожной инфраструктурой. В ходе исследования были 
использованы методы имитационного моделирования, теория телетрафика 
и анализ производительности протоколов маршрутизации. Для построения 
реалистичных сценариев движения применялся симулятор дорожного 
движения SUMO, а взаимодействие сетевых узлов моделировалось в среде 
MatLab. Основная гипотеза исследования заключается в том, что применение 
позиционно-ориентированных протоколов маршрутизации (таких как 
GPSR и GSR) обеспечивает более высокую надежность передачи данных 
по сравнению с топологически-ориентированными методами (AODV, DSR) 
в условиях VANET. Выводы исследования подтверждают, что корректный 
выбор протокола маршрутизации в зависимости от характеристик дорожного 
сценария позволяет существенно повысить такие метрики, как средняя 
задержка доставки, коэффициент успешной доставки (Packet Delivery Ratio) 
и пропускная способность сети. Результаты работы могут быть применены 
при проектировании интеллектуальных транспортных систем, систем 
предупреждения о столкновениях, систем управления движением и других 
приложений, требующих надежной и адаптивной передачи данных между 
транспортными средствами. А также результаты могут служить основой 
для дальнейших исследований в области оптимизации протоколов VANET с 
учётом специфики городской мобильности.

Ключевые слова: VANET, беспроводная технология, мессенджер, сеть, 
узел

Кіріспе. Қазіргі заманда ақпараттық технологиялар мен коммуникация 
саласындағы қарқынды даму деректер қауіпсіздігіне деген сұранысты 
күрт арттырып отыр. Әсіресе, көлік жүйелері мен интеллектуалды көлік 
желілерінде (VANET – Vehicle Ad-Hoc Network) ақпаратты қауіпсіз беру 
мәселесі ерекше назар аударуды талап етеді. VANET желілері жылжымалы 
құрылғылар арасындағы тікелей байланыс арқылы деректер алмасуды 
қамтамасыз етеді, сондықтан бұл желілерде динамикалық және сенімсіз 
орталармен жұмыс істеу өзекті мәселе болып табылады. Мобильді түйіндер 
стационарлы инфрақұрылыммен өзара әрекеттесетін дәстүрлі коммуникация 
архитектурасымен қатар, өздігінен ұйымдасатын желілердің ерекше қасиеті – 
бір деңгейлі (peer-to-peer) желіні қалыптастыру мүмкіндігі болып табылады. 
XXI ғасырдың басында Заттар Интернеті (IoT) концепциясы шеңберінде жол 
қозғалысы қатысушыларын қауіпсіздікке қатысты ақпаратпен ғана емес, со-
нымен қатар қосымша ақпараттық қызметтермен қамтамасыз ететін инфоком-
муникациялық жүйені дамыту идеясы пайда болды. VANET-те жіберілетін 
дестелерде өмірлік маңызды ақпарат бар, сондықтан солай бұл дестелерді 
шабуылдаушы өзгертпеу үшін қажет (Кучерявый, et al., 2009; Ярцев, 2015; 
Кучерявый, et al., 2016). Қауіпсіздік болмаса, жүйе көптеген шабуылдарға, 
жалған ескертулердің таралуына, сонымен қатар жазатайым оқиғаларға 
әкелетін нақты ескертулердің жолын кесуге ашық. VANET жүйесіндегі қа-
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уіпсіздік – қауіпсіздік коммуникацияларының маңызды аспектісі. Қауіпсіздік-
ке бағытталған қосымшалар өнімділікке қойылатын талаптар тұрғысынан да 
жоғары талаптарды қамтитындықтан, қауіпсіз байланыс хатаммалары осы 
өнімділік талаптарын да қанағаттандыруы қажет. Бұл жұмыстың ауқымы 
тек көлік пен көлік арасындағы тікелей байланыстарды (V2V) қамтитын, 
қауіпсіздікке маңызды VANET қосымшаларымен шектеледі. Сонымен қа-
тар, зерттеуде аутентификация хатаммаларының қауіпсіздікке маңызды 
қосымшалардың талаптарын (аутентификация, құпиялылық және аудит 
жүргізу мүмкіндігі) қанағаттандыратыны қарастырылады (Ярцев, et al., 2018; 
Hasrouny, et al., 2017; Lu, et al., 2019).

Бұл зерттеудің теориялық және практикалық маңыздылығы:
Теориялық маңыздылығы – VANET желілері үшін ашық мобильді 

мессенджерлер трафигін тарату әдістері класын кеңейтуде. Сонымен қатар, 
хабарламаларды тарату процесіне қатысатын түйіндер санының уақытқа 
тәуелділігі трафикті қайталауды шектеу алгоритмі негізінде орнатылды. Бұл 
телетрафик (ТТ) теориясы мен жаппай қызмет көрсету теориясының (ЖҚТ) 
қолдану аясын кеңейтуде маңызды үлес болып табылады.

-	 Практикалық маңыздылығы – ұсынылған алгоритмді желі 
түйіндерінің  ашық мобильді мессенджер трафигіне қатысты функционалын 
модификациялайтын бағдарламалық код түрінде жүзеге асыру мүмкіндігі. 
Сонымен қатар, алынған нәтижелер VANET өзін-өзі ұйымдастыратын 
сымсыз желілердің шекті сипаттамаларын жоспарлау және есептеу үшін 
қолданылуы мүмкін.

Материалдар мен әдістер.
Қазіргі заманғы автокөліктердің дамуы Интеллектуалды көлік жүйелерін 

(ИКЖ) қолданусыз мүмкін емес. ИКЖ-ның бастапқы міндеті – жол 
қозғалысына қатысушыларды жол-көлік оқиғаларының алдын алу үшін 
қажетті ақпаратпен қамтамасыз ету мақсатында көлік құралдары (КҚ) 
арасында ақпарат алмасуды ұйымдастыру болды. Дәл осы міндетке ХХ 
ғасырдың соңынан бастап ғылыми қауымдастық үлкен назар аудара бастады.

ИКЖ-нің жаһандық мақсаты – көлік ағындарын бақылау мен басқару, 
өзара іс-қимыл мен қызмет көрсету процестерін тиімді ұйымдастыруға 
бағытталған кешенді жүйені құру. Мұндай кешенді жүйе тек ақпараттық 
жүйелер, сенсорлық желілер, контроллерлер, өзара әрекеттесу әдістері мен 
математикалық оңтайландыру әдістерін қолдану арқылы ғана іске асуы 
мүмкін. Бұл инновациялық тәсілдер жоғары жылжымалылық жағдайында 
негізгі қызметтердің тұрақтылығын қамтамасыз етеді, бұл қауіпсіздікпен 
және коммерциялық қызметтермен байланысты жүйелер үшін маңызды 
көрсеткіш болып табылады (Sharma, 2018; Москалев, 2020).

Көліктерге коммуникациялық және есептеу мүмкіндіктерін біріктіру. 
Көліктерге коммуникациялық және есептеу мүмкіндіктерін біріктіру 
көлікаралық байланысты жүзеге асыру мақсатында орындалуда. VANET 
желілері жол қозғалысының қауіпсіздігі мен тиімділігін арттырудан басқа, 
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электронды төлем жинау, интернетке қосылу, тұраққа қою, ақпараттық-
ойын-сауық қызметтері, жол жағдайы туралы жаңартулар және басқа да 
қосымшаларды қолдайды. Дегенмен, қауіпсіздік VANET зерттеулерінің 
басты бағыты болып қала берді.

VANET қосымшалары әртүрлі жағдайларға (қозғалыс тығыздығы, апат 
сценарийлері, инфрақұрылыммен әрекеттесу) байланысты жіктеледі.

VANET қосымшаларының қауіпсіздік, тиімділік және ақпараттық-ойын-
сауық қызметтерін қамтамасыз ету үшін әртүрлі талаптары бар. Әртүрлі 
жіктеулер қосымшаларды нақты сценарийлерде қолдану үшін оңтайлы 
шешімдерді табуға мүмкіндік береді.

1 Cурет  VANET жүйесінің архитектурасы

VANET жүйесінің архитектурасы әртүрлі домендер мен көптеген жеке 
компоненттерден тұрады, олар 1-суретте көрсетілген. Суретте үш түрлі 
домен (көліктегі, ад-хок және инфрақұрылымдық) және жеке компоненттер 
(қолданба модулі, борттық модуль және жол бойындағы модуль) көрсетілген.

VANET жиі ажыратылатын жоғары ұтқырлық сияқты айқын 
сипаттамаларына байланысты шабуылдарға сезімтал. VANET топологиясы 
көліктердің жоғары қозғалғыштығына байланысты өте жылдам өзгереді. 
Осы себепті VANET шабуылға осал. VANET-ті тиімді қорғау үшін бізде 
жеке шабуылдар туралы білім болуы керек. Шабуылдар жеке қауіпсіздік 
талаптарына назар аударуға қарай қосымша бөлінеді.

VANET желілерінің негізгі функционалы жол-көлік оқиғаларының алдын 
алуға бағытталған және желі түйіндерінің жағдайы туралы ақпарат алмасуды 
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уақтылы әрі сенімді түрде жүзеге асыру қажеттілігімен байланысты. Алайда, 
бұл желілердің ерекшеліктері, мысалы, түйіндердің тығыз орналасуы және 
олардың жоғары жылдамдықта қозғалуы, стационарлық немесе аз қозғалатын 
өзін-өзі ұйымдастыратын желілерде қолданылатын стандартты шешімдерді 
пайдалануға бірқатар шектеулер қояды. Жол қозғалысы қауіпсіздік 
жүйелерін құру тәсілдерін талдау барысында желілік инфрақұрылымның 
жол жабынының топологиясымен тығыз байланысы ескерілуі керек. Бұл 
ерекшелік жүйені құру кезінде қосымша техникалық шешімдерді қолдануға 
мүмкіндік береді және оның сипаттамаларын зерттеу процесінде ескерілуі 
тиіс. Төтенше жағдай туралы хабарламаларды қабылдағаннан кейін, 
стационарлық инфрақұрылым элементтері ақпаратты әрі қарай тарату 
функциясын толығымен өз мойнына ала алады. Бұл жағдайда қауіпті аймақта 
орналасқан барлық түйіндерді ескерту RSU арқылы сәйкес хабарламаларды 
жіберу немесе ақпараттық таблоларға ескерту хабарламаларын көрсету 
арқылы жүзеге асырылуы мүмкін. Егер жол толығымен жабылған жағдайда, 
стационарлық басқару жүйесі бағдаршамдардың сигналдық сұлбаларын (2 
сурет) өзгертіп, жолдың жабық бөлігін айналып өтуге жағдай жасай алады. 

2 Сурет – Стационарлық инфрақұрылымды пайдаланатын жол қозғалысы қауіпсіздігі 
жүйесі

Бұл тәсіл өте тиімді және функционалды, бірақ жүйені орналастыру 
жылдамдығы мен құны түрінде үлкен кемшіліктерге ие. Жоғарыда келтірілген 
кемшіліктерден тек OBU-дан жасалған тең-теңімен өзін-өзі ұйымдастыратын 
желілік құрылымды пайдалану арқылы құтылуға болады. Сонымен қатар, 
хабарламаларды желі арқылы тарату процесінде соқтығысу ықтималдығының 
төмендеуіне бірқатар техникалық немесе алгоритмдік шешімдерге қол 
жеткізуге болады.
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Интеллектуалды көлік жүйелері және, атап айтқанда, VANET желілері 
ақпараттық технологиялар саласының салыстырмалы түрде жаңа даму 
бағыты болып табылады, сондықтан олар практикалық қолдануда өте төмен 
деңгейге ие. Бұл әсіресе, желі жұмысының режимін өзгерту қажеттілігімен 
байланысты зерттеулерді нақты желілерде жүргізуді іс жүзінде мүмкін емес 
етеді. Зертханалық жағдайларда өз стендтерін жасау өте қымбат және көптеген 
зерттеушілер үшін қолжетімсіз болып табылады. Сонымен қатар, зертханада 
нақты желілердің инфрақұрылымын және олар қолданылатын жағдайларды 
толық қайта құру қиын. Мысалы, желінің жұмысқа қабілеттілігінің 
негізгі мәселелерін зерттеу үшін, көлік ағындарының жоғары тығыздығы 
жағдайында, алдыңғы тарауларда егжей-тегжейлі сипатталғандай, үлкен 
аумақты полигон құру қажет болар еді. Ал желіні ұйымдастыру үшін кем 
дегенде 500 телекоммуникациялық модульді және оларды орнату үшін сонша 
көлік құралын сатып алу қажет.

Жоғарыда аталған барлық факторлар қойылған міндеттерді шешу үшін 
алынған статистиканы бағалаумен бірге мамандандырылған имитациялық 
модельдеу жүйелерін қолдану қажеттілігін көрсетеді. Қазіргі уақытта NS-2, 
NS-3, GTNeS, OPNET, OMNeT++, NISTNET, DummyNet, ModelNet, COOJA/
MSPSim, ENDE, Emulab, EMPOWER, NSE, Vint/NS, NETWARS, MatLAB 
сияқты жүйелер кеңінен қолданылады. Бұл жүйелерде VANET желілерін 
зерттеуге арналған кеңейтулер бар (Хакимов, et al., 2019, Raza, et al., 2019, 
Liu, et al., 2019, Хизирова, et al., 2025, Хизирова, et al., 2025). Имитациялық 
модельдеу жүйелері арасында MatLAB жетекші орындардың бірін иеленеді.

Нəтижелер мен талқылау.
Хабар алмасуды қолдауға бағытталған жүйенің жұмысы келесідей.  Негізгі 

тұлға – пайдаланушы (жүйені пайдаланушы), ол үшін келесі функционалдық 
белсенділік талаптары анықталған, 3 суретте көрсетілген.

3 Сурет  Функционалдық белсенділік талаптары
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Диаграммада көрсетілген әрбір әрекет кірістірілген процестердің 
жиынтығы болып табылады.

Жүйелік әкімші орындайтын функционалдық талаптарды сипаттайық. 
Диаграмма 4- суретте көрсетілген. 

4 Сурет – Әкімші қызметінің функционалдық талаптары

Жасалған ақпараттық жүйе пайдаланушыларға корпорация ішінде 
деректерді шифрлау арқылы хабарлама алмасу мүмкіндігін қамтамасыз 
етуі керек. Бұл желіні веб-портал ретінде ұйымдастыру ресурстың 
танымалдылығын және әртүрлі құрылғыларға бейімделуін айтарлықтай 
қамтамасыз етеді (5-сурет)

5 Сурет – Веб-сервер арқылы хабарлама алмасу
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6 Сурет  Веб-сервер арқылы хабарлама алмасуды Матлабта имитациялық модельдеу

7 Сурет  Дестелер саны 4 пкт/с болған кезде уақыт қатары үшін шығыс элементінің 
жауабы

8 Сурет  14 десте/с дестелер санындағы уақыт қатарына арналған шығыс элементінің 
жауабы
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Зерттеу барысында жолдың зерттелетін учаскесіндегі түйіндердің 
тығыздығына байланысты желіге жіберілетін хабарламалардың көлемін 
қарапайым кеңжолақты тарату әдісі мен осы мақалада ұсынылған әдіс 
үшін салыстырмалы талдау жүргізілді. Желідегі бастапқы жіберілім 10 
хабарламадан тұрды, және барлық ретрансляцияларды ескере отырып, осы 
жіберілімнен туындаған хабарламалардың жалпы саны бағаланды. Осы 
жағдайды модельдеу нәтижелері 9 суретте көрсетілген.

Екі жағдайда да дестенiң өмір сүру уақыты TTLmax=3TTL_{max} = 3.

9 Сурет – Хабарламаларды тарату әдісіне байланысты желіні жүктеуді салыстыру

Көк түспен, мобильді мессенджерді жіберу әдісінің нәтижелері, жасыл 
түспен, хабарламаларды тарату әдісін қолданатын нәтижелер белгіленді.

Екі әдісті қолдану кезіндегі коллизиялар санын салыстырмалы бағалау үшін 
модельдеу сценарийі кеңейтіліп, желіге 150 хабарлама жіберу қарастырылды. 
Қарапайым мобильді мессенджерді тарату жағдайында коллизиялар саны 
бірнеше есе артатындықтан, нәтижелерді көрсету үшін логарифмдік шкала 
таңдалды.

Осы жағдайды модельдеу нәтижелері 10 суретте көрсетілген.

10 Сурет – Хабарламаларды қайта жіберу әдісіне байланысты соқтығысу санын 
салыстыру
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Негізгі модельдеу сценарийінің инициализациялық деректері ретінде 
1-кестеде келтірілген параметрлер орнатылды.

Кесте 1NS-2 моделінің инициализация параметрлері
Параметр атауы Параметр мәні 
Өткізу қабілеті 27 Мбит/с 
Радиоарнаның моделі Nakagami-m (m=7) 
Таратқыштың қуаты 7.24 дБм 
Антенна түрі бағытталмаған 
Трафик түрі Тұрақты биттік жылдамдықпен (CBR) 
Десте өлшемі 500 байт 

Ол үшін модельдеу сценарийінің топологиясы ретінде ұзындығы 1600 
метрлік, әр бағытта үш жолағы бар түзу сызықты жол учаскесі таңдалды. Бір 
бағыттағы түйіндер арасындағы қашықтық 5 метрге тең болды. 

10 000 хабарламаны жіберуді модельдеу нәтижелерін өңдеу MATLAB 
бағдарламалау тілінде жазылған сценарийлермен жүргізілді. Әзірленген 
сценарийлерде модель уақыты 0,5 мс аралықтарға бөлінді және әр аралықта 
үш күйдің әрқайсысында түйіндер саны есептелді. Зерттеу аясында арнаның 
жүктелуін бағалау жүргізілмегендіктен, есептеулердегі дестелердің мөлшері 
ескерілмеді. Бұл ретте бағалауға жататын негізгі көрсеткіш ретінде дестелерді 
қайта тарату процесіне тартылған түйіндердің саны таңдалды. Бұл көрсеткіш 
ең маңыздыларының бірі болып табылады, өйткені ол арнаны жүктеуге және 
дестелерді желі арқылы таратудың кешігуіне тікелей әсер етеді.  

Статистиканы өңдеу нәтижелеріне сүйене отырып, түйіндердің барлық 
үш күйі үшін өтпелі диаграммалар жасалды. Сонымен, 11-суретте модельдеу 
нәтижелерін талдау негізінде эмпирикалық түрде алынған сезімтал 
түйіндердің уақыт бойынша бөлінген орташа санын көрсететін бағаналы 
диаграмма келтірілген. Үздіксіз конверт-бұрын алынған аналитикалық 
нәтиже.  12-суретте және 13-суретте бұрын алынған аналитикалық 
нәтижелермен және  бірге калпына келтірілген және жұқтырған түйіндерді 
модельдеу нәтижелері келтірілген. Модельдеу сценарийінде жалпы ені 30 
метр болатын түзу сызықты жол учаскесі пайдаланылғандықтан, таңдалған 
модельдеу параметрлерінде жол төсемінің ауданы радиосигналмен қамтудың 
жалпы ауданының шамамен 0,053 құрайды. Аналитикалық нәтижелерді алу 
үшін дәл осы мән таңдалды.
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11 Сурет – Сезімтал түйіндердің орташа санының өзгеру диаграммасы

12 Сурет – Қалпына келтірілген түйіндердің орташа санының өзгеру диаграммасы

13 Сурет – Хабарланған түйіндердің орташа санының өзгеру диаграммасы

Алынған аналитикалық нәтижелердің 0.05 маңыздылық деңгейі үшін 
Пирсон критерийі бойынша модельдеу нәтижелерімен келісуін тексеру 
эмпирикалық нәтижелердің аналитикалық нәтижелермен сәйкестігі туралы 
гипотезаны растады. 
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14  Сурет – Қарқындылықты басқару алгоритмі 

14 суретте модельдеу нәтижелерінен көріп отырғаныңыздай, ұсынылған 
қарқындылықты басқару алгоритмін қолдану жүйенің максималды 
өнімділігінің шыңын рейнонға 60-70 түйінге ауыстыруға мүмкіндік береді. 
Бұл VANET негізіндегі DBD жүйесі қызмет көрсетуге рұқсат етілген желі 
көлемінің шамамен 36% өсіміне сәйкес келеді.

Содан кейін біз QoS параметрлеріне (дестелерді түсіру, кідірту, өткізу 
қабілетіне кепілдік) және қызметтің қолжетімділігіне назар аудара отырып, 
модельденген шабуылдардың артықшылықтары мен кемшіліктерін бағалаймыз. 

Сценарий №. 1 инфильтрация ықтималдығы P=0,2
Сценарийде біздестелік кідіріс шабуылын белсендірдік. Шабуылдаушы 

көлік құралы арқылы жүзеге асырылатын шамамен әрбір бесінші 
дестешамамен 0,1 секундқа кешіктіріледі. Node0 және node1 көліктері 
делдалдық түйін ретінде әрекет ететін шабуылдаушының көлігі арқылы бір-
бірімен деректер алмасады. Шабуылдаушы түйін «ортадағы адам» (MITM) 
позициясында белсенді шабуылдаушы ретінде әрекет етеді және дестелерді 
кешіктіру арқылы байланысты өшіруге тырысады.

UDP хатаммасын пайдалана отырып, node0 желіге жіберілген жалпы саны 
19064 дестені (9,760 МБ) құрады. Алғаннан кейін зиянды түйін дестелерді 
жадта сақтайды және таңдамалы түрде кешіктірді. Шабуыл жасаушының 
көлігімен жіберілген жалпы 1006 дестенің 199 дестені кешіктірілді. Нысаналы 
көлік түйіні1 модельдеу кезінде 8,939 секунд орташа End-to-End кідірісімен 
927 дестені (0,474 МБ) алды.

15 сурет  TCP қолданбасының өткізу қабілеттілігінің графигі
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Сурет 16 - TCP қолданбасының өткізу қабілеттілігінің графигі

TCP көмегімен node0 симуляция кезінде 1 түйініне 790 дестені 
(1,147 МБ) жіберді. Жіберілген дестелер санының аз болуының себебі 
шабуылдаушылардың ACK растау хабарламаларының кешігуі, бұл белгілі 
бір уақытқа байланыстың тоқтап қалуына әкелді. Модельдеу кезінде node0 
орташа RTO 2,198 секунд болатын 740 дестеге 370 жеткізу түбіртегін алды. 
Деректерді тасымалдау 0,710 секунд алынған RTT мәнімен модельдеу кезінде 
үздіксіз орындалды.

Модельдеу кезінде біз пинг құралының көмегімен жіберу статистикасын
бақылап отырдық. Node0 node1-ге 201 сұрау жіберді, ол 185 жауап алды.

LossRate[%] = [(Жіберілген - Алынған)/Жіберілген]*100		  (1)

Формулаға сәйкес дестелердің жоғалуы үшін дестелердің 7,96% жоғалды. 
Десте кідіріс дестенің жойылуына емес, орташа RTT мәнінің жоғарылауына 
тікелей әсер етеді. RTT нәтижелері ең төменгі және ең жоғары мәндерге (1 
172; 290 909) жетті, оның ішінде орташа 44 006 мс. Стандартты ауытқу 63 
902 мс.

17 Сурет  TCP қолданбасының өткізу қабілеттілігінің графигі
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Сценарий №. 2 инфильтрация ықтималдығы P=0,5
Келесі сценарий ұлғайтылған десте кідірісін көрсетеді. Десте кідірістерінің 

жоғарылау ықтималдығы желілік трафиктің тұрақтылығы мен реакциясына 
тікелей әсер етеді және деректерді берудің толық бұзылуына әкелуі мүмкін.

18 Сурет  UDP қолданбасының өткізу қабілетінің графигі

UDP хатаммасын пайдалана отырып, node0 1 түйініне жіберілген жалпы 
саны 19070 дестені (9,763 МБ) жасады. Шабуыл жасаушының көлігімен 
жіберілген 405 дестенің жалпы санының 197 десте кешіктірілді. Модельдеу 
кезінде Node1 396 дестені (0,203 МБ) алды, орташа 9,072 секундтық End-to-
End кідірісімен.

18 Сурет  UDP қолданбасының өткізу қабілетінің графигі

TCP көмегімен 0 node 1 түйініне 381 дестені (0,553 МБ) жіберді. 
Модельдеу барысында node0 332 дестені жеткізу туралы 167 растау алды. 
RTO мәні алдыңғымен салыстырғанда айтарлықтай өсті және бір деңгейге 
жетті, орташа мән 3152 секунд. Ол 5196 секунд мәнімен модельдеу соңында 
максималды мәнге жетті. Тасымалдау кезіндегі орташа RTT 1155 секундты 
құрайды.
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19 Сурет  TCP қолданбасының өткізу қабілеттілігінің графигі

Көліктің қолжетімділігін тексеруден алынған мәндер желінің кідіріс 
уақытының айтарлықтай артқанын көрсетеді. Модельдеу кезінде node0 
түйін1 түйініне 200 сұрау жіберіп, 185 жауап алды. (1) формулаға сәйкес 
дестелердің 7,5% жоғалды. Барлық имитацияланған сценарийлердің 
нәтижелерінен дестені кешіктіру шабуылы олардың жоғалуына әсер етпейді 
деген қорытынды жасауға болады. RTT нәтижелері ең төменгі және ең 
жоғары мәндерге (1,378; 805,655) жетті, оның ішінде орташа 349,404 мс. Осы 
үш мән арасындағы стандартты ауытқу 193 545 мс құрайды. (1) формулаға 
сәйкес дестелердің 7,5% жоғалды. Барлық имитацияланған сценарийлердің 
нәтижелерінен дестені кешіктіру шабуылы олардың жоғалуына әсер етпейді 
деген қорытынды жасауға болады. 

Көліктің қолжетімділігін тексеруден алынған мәндер желінің кідіріс 
уақытының айтарлықтай артқанын көрсетеді. Модельдеу кезінде node0 
түйін1 түйініне 200 сұрау жіберіп, 185 жауап алды. (1) формулаға сәйкес 
дестелердің 7,5% жоғалды. Барлық имитацияланған сценарийлердің 
нәтижелерінен дестені кешіктіру шабуылы олардың жоғалуына әсер етпейді 
деген қорытынды жасауға болады. RTT 

нәтижелері ең төменгі және ең жоғары мәндерге (1,378; 805,655) жетті, 
оның ішінде орташа 349,404 мс. Осы үш мән арасындағы стандартты ауытқу 
193 545 мс құрайды.

20 Cурет –Беріліс кідірістерінің және RTO мәндерінің графигі
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Десте тастау шабуылы
Дестелерді түсіру шабуылы - бұл DOS шабуылының ең жиі кездесетін 

түріарнайы сымсыз желілер. 
Сценарий №. R=0,2 лақтыру ықтималдығымен 1
Сценарийде шабуылдаушының көлігі делдалдық жасайтын шамамен әрбір 

бесінші десте тасталады. Сондай-ақ, дестелердің көбірек санының түсуі, содан 
кейін уақытша тастаудың тоқтатылуы мүмкін. Бұрынғыдай көліктер бір-бірімен 
MITM позициясында орналасқан шабуылдаушының көлігі арқылы байланысады.

21  Сурет  UDP қолданбасының өткізу қабілеттілігінің графигі

UDP хатаммасын пайдалана отырып, көлік түйіні0 модельдеу кезінде желіге 
жіберілген жалпы саны 19994 дестені (10 236 МБ) жасады. Шабуылдаушының 
көлігі алған 19991 дестенің жалпы санынан 4160 десте тасталды. Node1 0,026 
секунд орташа End-to-End кідірісімен модельдеу кезінде 14624 дестені (7,487 
МБ) алды.

TCP көмегімен node0 симуляция кезінде 1 түйініне тек 344 дестені (0,499 
МБ) жіберді. Node0 көлігі тағайындалған көлікке 321 дестені жеткізу туралы 
192 растау алды. ACK растауларының қабылданбауына байланысты қайта 
жіберу RTO 1082 секунд орташа мәнімен он үш рет тоқтатылды. Нәтиже 
- TCP өткізу қабілетінің төмендеуі және жіберілетін дестелердің аз саны. 
Тасымалдау кезіндегі орташа RTT 0,061 секундқа жетті. UDP хатаммасымен 
салыстырғанда шабуылдың жойқын әсері бар TCP хатаммасын қолдану.

22 Сурет  TCP қолданбасының өткізу қабілетінің графигі
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Қол жетімділікті тексеру арқылы node0 түйін1 түйініне 200 сұрау жіберіп, 
118 жауап алды. Осы мәндерге сүйене отырып, дестелердің 41% жоғалды. 
RTT нәтижелері ең төменгі және максималды мәндерге жетті (1225; 251283), 
оның ішінде орташа 5,430 мс. Стандартты ауытқу 27 413 мс болды. Алдыңғы 
шабуылмен салыстырғанда дестені түсіру желінің кідірісін арттыруға әсер 
етпейді.

Сценарий №. R=0,5 тастау ықтималдығымен 2
Бұл сценарийде біз дестелерді тастау ықтималдығын 50% дейін арттырдық. 

Шабуылдаушының көлігі әрбір екінші дестені әдейі тастайды. UDP 
хатаммасын пайдалана отырып, node0 модельдеу кезінде желіге жіберілген 
жалпы саны 19971 дестені (10 225 МБ) құрады. Алғаннан кейін зиянды түйін 
P = 0,5 болатын дестелерді таңдап тастады. Шабуыл жасаушының көлігі алған 
19971 дестенің жалпы санынан 10004 десте тасталды. Түйін1 0,013 секунд 
орташа End-to-End кідіріс мәнімен модельдеу кезінде 9201 дестені (4,710 МБ) 
алды.

23 Сурет - UDP қолданбасының өткізу қабілетінің графигі

24 Сурет  TCP қолданбасының өткізу қабілетінің графигі

TCP көмегімен 0 түйіні модельдеу кезінде 1 түйініне 26 дестені (37 КБ) 
жіберді. Node0 көлігі тағайындалған көлікке 16 дестені жеткізу туралы 11 
растау алды. № сценариймен салыстырғанда. 1, орташа RTT мәні беру 
кезінде айтарлықтай өсті және 0,203 секундқа жетті. Модельдеу кезінде 
беріліс орташа RTO мәнімен бес рет кідіртілді2326 секунд. Дестенің түсіп 
қалу ықтималдығының артуы жіберу кезінде дестенің өткізу қабілетіне және 
RTT мәндеріне тікелей әсер етеді.
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1 түйінінің қолжетімділігін сынау арқылы (1) формулаға сәйкес 78% 
дестенік шығын есептелді. RTT нәтижелері ең төменгі және максимумға 
жеттімән (1,261; 1,846), барлық мәндердің орташа мәні 1,516 мс. Стандартты 
ауытқу 0,141 мс болды. UDP-ден айырмашылығы, TCP растау хабарламаларын 
жіберу арқылы дестелердің жеткізілуіне кепілдік береді. RTT және RTO 
мәндерінің графигі төмендеу ықтималдығы жоғары болғандықтан мақсатты 
түйінге деректерді жеткізудің ACK растауларының аз санын көрсетеді. Бұл 
байланыстың тоқтатылуына әкеледі, бұл TCP деректерінің өткізу қабілетінің 
төмендеуінен көрінеді.

25  Сурет  TCP App үшін RTT және RTO қол жеткізілген мәндерінің графигі

Желі жағдайына байланысты хабарламаның кідірісі 26 суретте 
көрсетілген. Онда Wi-Fi және 4G кідіріс деңгейі бойынша тиімдірек, 
әсіресе хабарламаларды жылдам жеткізуге арналған қосымшалар үшін. 
Poor Signal мессенджерлердің жұмысын айтарлықтай баяулатады.

26  Сурет - Хабарламаның кідірісі

Өткізу қабілеті  27 суретте көрсетілген. Үлкен файлдар желінің 
ресурстарын көбірек пайдаланады, бұл кідірістерге немесе жылдамдықтың 
төмендеуіне әкелуі мүмкін. Файлдарды сегментациялау: үлкен файлдарды 
кішірек бөліктерге бөлу. Мәліметтерді сығу: жіберу жылдамдығын арттыру 
үшін файл көлемін азайту. Асинхронды жіберу: файлдарды бөліп-бөліп 
жеткізу.
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27 Сурет - Өткізу қабілеті 

Сеанстар санына байланысты CPU және RAM пайдалану 28 суретте көр
сетілген.

28 Сурет - Сеанстар санына байланысты  CPU және RAM пайдалану 

Қорытынды
Мұндағы мақсат қызметтердің сапасы мен қолжетімділігіне әсер ететін 

параметрлерге жеке желілік шабуылдардың әсерін көрсету болды. Біз үшеуін 
модельдедікәрбір модельденген сценарий үшін әртүрлі параметрлерді 
пайдалана отырып, көлік желісіндегі MITM шабуылдарының түрлері. 
Шабуылдардың барлық түрлері желіге айтарлықтай әсер етеді, бұл жоғары 
E2E кідіріс мәндеріне, төмен деректер жылдамдығына, дестелердің жоғалуына 
әкеледі.және жұқтырған дестелердің үлкен санының таралуы (RREP жалған 
жауаптары). 

Деректер дестенің таңдамалы кешігуінің шабуылы UDP және TCP арқылы 
берілетін деректердің өткізу қабілетіне айтарлықтай әсер ету ықтималдығы 
аз болды. Уақыт бойынша UDP берудегі кідіріс сызықты түрде өсті және 
TCP жіберумен салыстырғанда жоғары мәндерге жетті. Деректерді жеткізу 
бойынша кері байланыссыз желіге деректерді сериялық түрде жіберетін UDP-
тен айырмашылығы, TCP ағынды басқару механизмін пайдаланады. UDP 
жіберудегі таңдамалы дестені түсіру шабуылы деректердің өткізу қабілетіне 
және кешігуіне тікелей әсер етпейді, бірақ дестелердің жоғалуына. 
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Abstract. The paper reviews current unmanned aerial vehicle (UAV) control 
systems with built-in mission planners, identifies their limitations when heterogeneous 
UAV groups and a mobile ground support complex are employed, and presents the 
Swarmown + PlanMaker suite that implements a genetic-algorithm route optimiser 
and automatically passes the resulting waypoints to QGroundControl. Implemented 
in Python, the toolkit runs on commodity hardware, reuses standard MAVLink 
messages, and can be incorporated into existing QGroundControl workflows 
without firmware changes or additional electronics. Its modular architecture 
simplifies future algorithm swaps, facilitates cloud-based batch optimisation 
experiments, and shortens field calibration loops for agricultural deployments. 
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Results. A mission-planning module based on a genetic algorithm was developed 
to balance task allocation among multiple UAVs; the PlanMaker converter was 
created to generate .plan files and link them with QGroundControl; field trials 
confirmed successful execution of monitoring missions by a UAV group and 
the ground complex. Scientific novelty. A multi-criteria fitness function that 
minimises total mission cost—route length, time and energy consumption—for a 
heterogeneous UAV fleet is introduced, a universal coupling scheme that connects 
the planner to standard flight-control software without source-code modification is 
proposed, broadening the application of genetic algorithms in precision agriculture. 
Practical value. The suite reduces planning time to a few minutes, automates 
mission upload to QGroundControl, lowers operator workload, improves energy 
efficiency and flight accuracy, and facilitates large-scale deployment of UAV-based 
monitoring and agrotechnical operations.

Keywords: unmanned aerial vehicle, control, mission planning, genetic 
algorithm, program software
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Аннотация. Бұл мақалада миссияны жоспарлау модульдері бар заманауи 
ұшқышсыз ұшу аппараттарын (ҰҰА) басқару жүйелері қарастырылып, 
әртүрлі дрондар мен жылжымалы жерүсті кешенінің бірлескен жұмысы 
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кезіндегі шектеулер анықталды, сондай-ақ QGroundControl жүйесіне жол 
нүктелерін автоматты түрде жіберуді жүзеге асыратын маршруттарды 
оңтайландырудың генетикалық алгоритмі негізінде құрылған Swarmown + 
PlanMaker кешені ұсынылды. Python тілінде толық жазылған бұл құралдар 
жинағы кәдімгі аппараттық қамтамасыз етуде жұмыс істейді, стандартты 
MAVLink хабарларын пайдаланады және QGroundControl жұмыс процестеріне 
микробағдарламаны өзгертпей-ақ оңай ендіріледі. Оның модульдік 
архитектурасы болашақта алгоритмдерді ауыстыруды жеңілдетеді, бұлтта 
пакеттік оңтайландыру эксперименттерін іске асыруға мүмкіндік береді және 
агротехникалық өрістердегі калибрлеу циклдерін жеделдетеді.

Нәтижелері. Генетикалық алгоритмге негізделген миссияны жоспарлау 
модулі әзірленіп, бірнеше ҰҰА арасында тапсырмаларды біркелкі бөлу 
қамтамасыз етілді, .plan файлдарын құрастырып, оларды QGroundControl 
жүйесімен біріктіретін PlanMaker конвертері жасалды, дала жағдайында 
жүргізілген сынақтар нәтижесінде дрондар тобы мен жерүсті кешенімен 
мониторинг миссияларының сәтті орындалуы расталды.

Ғылыми жаңалығы. Гетерогенді ҰҰА тобы үшін миссияның 
жиынтық шығынын (маршрут ұзындығы, уақыт және энергия шығыны) 
минимизациялайтын мультикритериалды лайықтылық функциясы енгізілді, 
сондай-ақ жоспарлаушыны басқару жүйелеріне олардың бастапқы 
кодын өзгертусіз қосудың әмбебап схемасы ұсынылды, бұл генетикалық 
алгоритмдерді дәл егіншілік саласында қолдану аясын кеңейтеді.

Практикалық құндылық. Кешен жоспарлау уақытын бірнеше минутқа 
дейін қысқартып, миссияларды QGroundControl жүйесіне автоматты түрде 
жүктеуді қамтамасыз етеді, операторлардың еңбек шығындарын төмендетеді, 
ұшу энергия тиімділігі мен дәлдігін арттырады, бұл ұшқышсыз мониторинг 
пен агротехникалық жұмыстарды кең ауқымды аумақтарда қолдануға 
мүмкіндік береді.

Түйін сөздер: ұшқышсыз ұшу аппараты, басқару, миссияны жоспарлау, 
генетикалық алгоритм, бағдарламалық қамтамасыз ету

©К. Якунин1,2, Д. Кусайын1, Р.И. Мухамедиев1,2, Н. Юничева1,3*,
Н. Кульдеев2, 2025.

1Институт информационных и вычислительных технологий МНВО РК, 
Алматы, Казахстан;

2КазНИТУ им. К.И. Сатпаева, Алматы, Казахстан;
3Алматинский Университет энергетики и связи им. Г. Даукеева, 

Алматы, Казахстан.
Е-mail: naduni@mail.ru

СОПРЯЖЕНИЕ ПРОГРАММ ПЛАНИРОВАНИЯ МАРШРУТОВ 
ПОЛЕТА И СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ БЕСПИЛОТНЫХ 

ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ



320

N E W S  of  the National Academy of  Sciences of  the  Republic  of  Kazakhstan

Якунин Кирилл ― PhD, старший научный сотрудник Института информационных и 
вычислительных технологий МНВО РК и  КазНИТУ им. К.И. Сатпаева, Алматы, Казахстан, 
E-mail: yakunin.k@mail.ru, https://orcid.org/0000-0002-7378-9212;
Мухамедиев Равиль Ильгизович ―   д.инж.н., профессор Института информационных и 
вычислительных технологий МНВО РК и КазНИТУ им. К.И. Сатпаева,  Алматы, Казахстан, 
E-mail: ravil.muhamedyev@gmail.com, https://orcid.org/0000-0002-3727-043X;
Юничева Надия Рафкатовна ― к.т.н., доцент, ведущий научный сотрудник Института 
информационных и вычислительных технологий МНВО РК и Алматинского Университета 
энергетики и связи им. Г. Даукеева, Алматы, Казахстан, 
E-mail: naduni@mail.ru, ORCID ID: https://orcid.org/0000-0001-6351-3450;
Кусайын Диас Русланулы ― бакалавр Computer Science, инженер-программист Института 
информационных и вычислительных технологий МНВО РК, Алматы, Казахстан, 
E-mail: diac. kusain@gmail.com, ORCID ID: https://orcid.org/0009-0001-2680-5443;
Кульдеев Нурсултан ― магистр по специальности «Менеджмент информационных систем», 
инженер КазНИТУ им. К.И. Сатпаева, Алматы, Казахстан, 
E-mail: kuldeevnursultan129@gmail. com, https://orcid.org/0009-0004-5906-1040.

Аннотация. В статье рассмотрены современные системы управления 
беспилотными летательными аппаратами (БЛА) с модулями планирования 
миссий, выявлены их ограничения при совместной работе разнородных дронов 
и мобильного наземного комплекса, а также представлен разработанный 
комплекс Swarmown + PlanMaker, реализующий генетический алгоритм 
оптимизации маршрутов с последующей автоматической передачей 
путевых точек в QGroundControl. Полностью реализованный на Python, 
комплект работает на стандартном оборудовании, использует типовые 
сообщения MAVLink и потому легко встраивается в привычные процессы 
QGroundControl без изменения прошивки или дополнительной бортовой 
электроники. Её модульная архитектура упрощает последующую замену 
алгоритмов, позволяет проводить пакетные эксперименты оптимизации 
в облаке и ускоряет полевые циклы калибровки для агротехнических 
применений. Результаты. Разработан модуль планирования миссий на базе 
генетического алгоритма, обеспечивающий равномерное распределение задач 
между несколькими БЛА, создан конвертер PlanMaker, формирующие файлы 
.plan и интегрирующий их с QGroundControl, проведены полевые испытания, 
подтвердившие успешное выполнение миссий мониторинга группой дронов 
и наземного комплекса. Научная новизна. Введена мультикритериальная 
функция приспособленности, минимизирующая совокупную стоимость 
миссии (длина маршрута, время и энергозатраты) для гетерогенной группы 
БЛА, а также предложена универсальная схема сопряжения планировщика 
с существующими системами управления без изменения их исходного кода, 
что расширяет применение генетических алгоритмов в точном земледелии. 
Практическая ценность. Комплекс сокращает время планирования до 
нескольких минут, автоматизирует загрузку миссий в QGroundControl, 
снижает трудозатраты операторов, повышает энергоэффективность и 
точность полётов, способствуя масштабированию беспилотных технологий 
мониторинга и агротехнических работ на большие площади.
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Введение
В последние годы технологии беспилотных летательных аппаратов (БЛА) 

переживают стремительный рост, находя применение в разнообразных 
сферах — от сельского хозяйства и экологии до промышленности и сферы 
безопасности (Mukhamediev, et al., 2021; Oksenenko, et al., 2024).  Одной из 
сфер продуктивного применения БЛА является точное земледелие (precision 
agriculture -PA). Каждое поле при реализации PA рассматривается по 
отдельности, так что каждый его участок может обрабатываться несколько 
иначе с применением точно выверенного количества ресурсов (Finger, et al., 
2019). Точное земледелие требует сбора большого количества актуальных 
по времени и пространству данных для реализации агротехнических 
мероприятий. БЛА могут использоваться как один из важных средств 
мониторинга для сбора информации, создания карт полей с их спектральными 
характеристиками, определения влажности почвы, выявление вредителей и т.п. 
Важным фактором успешного использования дронов является эффективное 
планирование полётов и надёжная интеграция планировщиков с полётными 
контроллерами. Это обеспечивает точность выполнения миссий, оптимизацию 
ресурсов и повышение общей эффективности операций. Современные 
системы управления БЛА имеют встроенные модули планирования полетов, 
но они как правило предназначены для полета одного БЛА решающего задачу 
покрытия. В случае сложных миссий группы БЛА требуется более точное 
планирование, поскольку могут выполняться не только задачи покрытия (Li, 
et al., 2023), но и задачи поиска (Jasim, et al., 2024), распыления удобрений или 
гербицидов, мониторинга выделенных участков (Vélez, et al., 2025) (например 
живых изгородей)  и др. 

Цель данной статьи заключается в анализе современных систем 
планирования полетов БЛА и их сопряжения системами управления 
полетами. Для этого, мы во-первых, рассмотрим системы управления 
полетами, имеющие подсистемы планирования миссий, во-вторых, обсудим 
основные паттерны и алгоритмы планирования и оптимизации сложных 
миссий, и, в третьих, представим комплекс планирования и сопряжения 
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обеспечивающий  планирование миссии нескольких разнородных 
БПЛА совместно с передвижным наземным комплексом обеспечения и 
управления. Актуальность темы обусловлена растущей потребностью в 
оптимальных решениях для планирования полётов и взаимодействия с 
контроллерами полетов в условиях быстро развивающихся технологий БЛА. 
В статье рассматриваются достоинства и недостатки существующих систем 
планирования маршрутов облетов и основных алгоритмов оптимизации, 
описывается метод планирования и сопряжения, основанный на генетическом 
алгоритме, а также представлены полученные результаты, включая опыт 
практического применения системы. В заключении описаны ограничения 
системы и задачи будущих исследований.

Краткий обзор некоторых публикаций, посвященных данной 
тематике. К некоторым, наиболее популярным системам управления полетом 
БПЛА, имеющим модуль планирования, относится система QgroundControl. 
QGroundControl (программное обеспечение, необходимое для прошивки, 
настройки и калибровки полетного контроллера) - обеспечивает контроль 
полета и планирование миссии для любого дрона с поддержкой MAVLink. 
QGroundControl относися к системам с открытым исходным кодом 
(QgroundControl, 2024) и имеет следующие преимущества и недостатки. К 
преимуществам можно отнести способность выполнять следующие функции:

−	Поддержка различных платформ (Windows, macOS, Android, iOS).
−	 Гибкость интерфейса: удобное визуальное отображение полётного 

пути, показанного на рис. 1:

Рис. 1 - Маршрут, построенный в QGroundControl

−	Поддержка различных типов дронов и контроллеров, таких как PX4 и 
ArduPilot.

−	Возможность настройки параметров полёта в реальном времени.
−	Открытый исходный код и поддержка сообщества. 



323

ISSN 1991-346X 2. 2025

	 В тоже время имеются некоторые недостатки, такие как:
−	Ограниченные возможности для продвинутого анализа данных после 

миссий.
−	 Требуется обучение, так как интерфейс насыщен функциями.
QGroundControl позволяет автоматически спланировать миссию облета 

одного БПЛА для чего достаточно задать зону облета, показанную на рис.2:

Рис. 2 - Выделение области интереса и планирование миссию по паттерну Замбони в 
QGroundControl

Cистема DroneKit - DroneKit-Python (ранее DroneAPI-Python) содержит 
реализацию языка Python для DroneKit. API позволяет разработчикам создавать 
приложения Python, которые взаимодействуют с транспортными средствами 
через MAVLink. Он обеспечивает программный доступ к телеметрии, 
состоянию и параметрам подключенного транспортного средства, а также 
позволяет как управлять миссией, так и напрямую контролировать движение 
и операции транспортного средства. API в первую очередь предназначен 
для использования в бортовых компьютерах-компаньонах (для поддержки 
расширенных вариантов использования, включая компьютерное зрение, 
планирование пути, 3D-моделирование и т. д.). Его также можно использовать 
для приложений наземных станций, взаимодействующих с транспортными 
средствами по радиоканалу.

Преимущества:
−	Открытый исходный код и поддержка сообщества, большая гибкость.
−	Прямое программное управление дронами через Python, что даёт больше 

возможностей для автоматизации миссий.
−	Поддержка ArduPilot и его Mission Planner, что делает его полезным 

инструментом для работы с популярными контроллерами. На рис. 3 показана 
формальная схема взаимодействия упомянутых компонентов.
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Рис. 3 - Схема взаимодействия ArduPilot u Dronekit

−	 Возможность симуляции миссий для тестирования.
Недостатки:
−	 Не является графическим интерфейсом, требуется программирование. 

Фрагмент кода показан на рис. 4:

Рис. 4 - Скрипт для подключения к дронам

−	Ограниченная поддержка для некоторых сложных сценариев управления.
Далее кратко рассмотрим систему UgCS (Universal Ground Control Software) 

– многоплатформенное программное обеспечение для планирования полетов 
для дронов. Поддерживает дроны разных производителей, включая DJI, 
FreeFly, Inspired Flight и другие из списка Blue UAS (Ugcs, 2024).

К переимуществам платформы можно отнести следующее:
−	Поддержка различных платформ (Windows, macOS, Ubuntu).
−	Поддержка сложных миссий, многократных дронов показано на рис.5:
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Рис. 5 - Интерфейс UgCS 

−	 Возможность интеграции с различными типами оборудования и 
контроллеров.

−	 Возможность использования 3D-карт и данных о местности.
Недостатки:
−	 Платное ПО, ограниченные функции в бесплатной версии.
−	 Сравнительно сложный интерфейс для новичков, требуется обучение.
Еще одной универсальной системой автопилотирования с открытым 

исходным кодом, является система ArduPilot, которая поддерживает широкий 
спектр транспортных средств: мультикоптеры, вертолеты, самолеты, лодки, 
подводные лодки и вездеходы. Разрабатывается большим сообществом 
профессионалов и энтузиастов. Имеет модульную архитектуру. Позволяет 
осуществлять автономную навигацию, поддерживает различные датчики и 
системы управления, стабилизацию и удержание позиции, а также интеграцию 
с системами предотвращения столкновений.

Преимущества:
o	Открытый исходный код.
o	Широкая поддержка сообществом, большое количество инструкций.
o	Возможность работы с разными типами беспилотных систем показана 

на рис. 6:

Рис. 6 - Виды беспилотных систем, поддерживаемые ArduPilot (Ardupilot, 2024)
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Недостатки:
o	Требуется высокая квалификация специалиста для полноценной 

настройки. Схема взаимодействия показана на рис. 7.
o	Ограниченные возможности для интеграции с коммерческими 

системами.

Рис. 7 - Схема взаимодействия компонентов беспилотной системы при использовании 
ArduPilot (Naubot)

Основным недостатком рассмотренных систем является их 
ограничение в планировании миссии нескольких разнородных БПЛА 
совместно с передвижным наземным комплексом обеспечения и 
управления (Mukhamediev, et al., 2023). Поэтому продолжаются 
разработки методов и алгоритмов планирования сложных миссий (Kumar, 
et  al.,  2023), например по распылению гербицидов в предварительно 
найденных зонах (Jasim, et  al.,  2024), внесению удобрений, точечного 
опрыскивания (Plessen, 2023), повышению энергоэффективности и т.п.  
Методы и материалы.

 Алгоритмы планирования маршрутов движения БПЛА. 
К наиболее распространённым алгоритмам, используемым для 

планирования миссии мониторинга с помощью БЛА, относится, к примеру, 
планирование облета на основе паттерна Замбони.

Паттерн «Back-and-Forth/Zamboni» (также известный как «Зигзаг» или 
«Зигзагообразный») представляет собой метод генерации маршрута, при 
котором БЛК перемещается по заданной зоне, совершая параллельные 
проходы (Cabreira, et al., 2019).  Перемещение показано на рис. 8:
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Рис. 8 - Движение с использованием паттерна «Back-and-Forth»

Этот паттерн особенно удобен для быстрого покрытия относительно 
небольших геометрически простых зон облета, таких как городские районы 
или сельскохозяйственные поля. Преимущество паттерна в быстрой и 
экономичной генерации маршрутов и простоте реализации. Поэтому «Back-
and-Forth» используется как генератор маршрутов по умолчанию для случаев, 
где зоны облета не слишком масштабные и не требуют комплексного 
планирования с учетом движения нескольких БЛА, ограничений, связанных 
с препятствиями и т.п. Однако он не подходит для сложных и масштабных 
зон облета, когда требуется учет дополнительных ограничений по времени, 
трудозатратам, препятствиям и т.п. 

Также используется прямое планирование на основе грид-системы.
Прямое планирование на основе грид-системы включает деление области 

облета на равномерные сетки и последующее выполнение полетов по этим 
сеткам (Apostolidis, et al., 2023). Метод легко реализуется, не требует сложных 
вычислений и обеспечивает равномерное покрытие заданной области, 
показанной на рис. 9:

Рис. 9 - Пример сетки облета, сгенерированного на основе 
грид-системы (Apostolidis, et al., 2023) 
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Однако, как и в предыдущем случае, построенные маршруты могут быть 
избыточными и неэкономичными с точки зрения времени и энергозатрат. 
Метод не учитывает особенности ландшафта и препятствия.

Алгоритм оптимизации роя частиц (PSO).
Еще одним из распространенных алгоритмов является алгоритм 

оптимизации роя частиц (Particle Swarm Optimization).
Алгоритм оптимизации роя частиц (PSO) использует поведение роя для 

нахождения оптимальных решений в многомерных пространствах поиска 
(Muslimov, et al., 2018). PSO довольно легко реализуется, подходит как для 
непрерывных, так и дискретных задач оптимизации, сравнительно быстро 
сходится. Однако, как и другие эвристические алгоритмы имеет проблемы с 
локальными экстремумами оптимизации, то есть «частицы» могут «застрять» 
в локальных минимумах функции стоимости. Кроме того, качество работы 
алгоритма существенно зависит эмпирических параметров (коэффициенты 
обучения, инерционный коэффициент). На рис. 10 показан пример движения 
нескольких БЛА на сетке из частиц.

 Рис. 10 - Симуляция полёта дронов с использованием PSO (Muslimov et al., 2018)

 Алгоритм оптимизации муравьиной колонии (Ant Colony Optimization – 
ACO) моделирует поведение муравьев в природе для нахождения оптимальных 
маршрутов (Perez-Carabaza, et al., 2018). По своей сути этот алгоритм 
предназначен для нахождения кратчайшего маршрута на графе, способен 
избегать локальных минимумов и может адаптироваться к изменению 
условий. Однако, для его реализации требуется настройка эвристических 
параметров. Алгоритм требует значительное количество вычислительных 
ресурсов. Но самым важным является то этот алгоритм хорошо подходит для 
минимизации длины маршрута, в случае если задачу можно представить в 
виде графа. В тоже время его применение для решения задач мониторинга не 
очевидно.
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Также актуальным явлвяется использование   генетических алгоритмов. 
Генетический алгоритм (ГА) имитирует дарвиновский принцип естественного 
отбора. ГА подразумевает наличие некоторых возможных решений, которые 
обычно называются особями, решениями, хромосомами и т. д. В ходе 
выполнения ГА размер популяции особей не меняется, а плохие решения 
(особи) заменяются лучшими с помощью стохастического отбора на основе 
функции приспособленности (Mirjalili, et al., 2019). Алгоритм использует 
операторы скрещивания и мутации, которые комбинируют и изменяют 
хромосомы для создания нового поколения решений. В процессе выполнения 
алгоритма популяция решений оптимизируется за счет вычисления функции 
приспособленности, псевдослучайного отбора, скрещивания и мутации 
в течение множества циклов. По завершении алгоритма в популяции 
остаются маршруты, обеспечивающие максимальное значение функции 
приспособленности. Генетические алгоритмы способны находить глобальные 
оптимальные решения (точнее близкие к ним) в сложных многомерных 
пространствах поиска, избегая локальных оптимумов. Их можно 
адаптировать для решения различных типов задач, включая планирование 
маршрутов, оптимизацию ресурсов, распределение задач. Также как алгоритм 
муравьиной колонии генетический алгоритм допускает параллельное 
выполнение операций, то есть скорость его вычислений можно значительно 
повысить в среде многопроцессорных (многопоточных) систем. Вместе с тем, 
в стандартных системах эти алгоритмы требуют много времени и, как и для 
других эвристических алгоритмов, нуждаются в настройке параметров. 

Основным недостатком перечисленных эвристических алгоритмов, за 
исключением генетического, является необходимость подбора некоторых 
эмпирических параметров. Генетический алгоритм в силу своей гибкости 
и уникальной способности решать мультикритериальные задачи широко 
используется для решения задачи планирования миссий БПЛА. В качестве 
параметров функции приспособленности используются длина маршрута, 
энергоэффективность (Shivgan, et al., 2020), продолжительность полета 
(Coombes, et al., 2018), вероятность столкновений. В работе (Mukhamediev, 
et al., 2023) предложено формировать функцию приспособленности из 
расчета полной стоимости миссии нескольких разнородных БЛА совместно с 
передвижным наземным комплексом обеспечения и управления. В результате 
был разработан пакет планирования маршрутов движения Swarmown 
(SwarMown, 2024).

Метод планирования и сопряжения. 
Система планирования маршрутов движения Swarmown используются 

две основные модели: математическую модель маршрута и модель 
распределения задач. Математическая модель маршрута позволяет находить 
оптимальные маршруты, минимизируя затраты энергии и времени, а модель 
распределения задач обеспечивает равномерное распределение задач между 
дронами, учитывая их технические характеристики и текущее состояние. 
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Система оперирует следующими основными сущностями: дроны, поля, 
миссии, путевые точки. Множество путевых точек является результатом 
оптимизации. По существу, они представляют собой пары – широта-долгота, 
привязанные к определённой миссии и БПЛА заданного типа, полученные в 
результате запуска алгоритма оптимизации. Рис. 11 иллюстрирует процесс 
симуляции маршрута по облёту поля для решения задачи покрытия (границы 
поля обозначены красным цветом, а маршрут – зелёной ломанной линией, 
проходящей через красные путевые точки/waypoints).

Рис.11 - Процесс симуляции облета в системе Swarmown

Система построена на базе следующего программного стека: 
Язык программирования Python 3.11
Веб-Фреймворк Django версии 3.0.3
Фронтенд – Django templates + custom plain JavaScript
База данных PostgreSQL (для локального тестирования и разработки 

возможна работа с SQLite)
В качестве библиотеки для решения численных задач оптимизации 

использовалась библиотека deap версии 1.3. В связи с ограничениями 
языка Python (невозможность прямой мультипоточности из-за механизма 
глобальной блокировки интерпретатора (Global Interpreter Lock, GIL), 
для запуска оптимизации с использованием нескольких ядер процессора 
использовалась библиотека scoop версии 0.7.1.1.

Особенностью разработанной системы является то, что её 
функционирование происходит в двух режимах:
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1) Веб-приложение. Веб-интерфейс Swarmown позволяет получать 
доступ к данным системы, вносить изменения (создавать миссии по облёту 
территорий, добавлять дроны и т.п.) и проводить визуализацию данных. В 
этом режиме для развёртки в продуктовой среде рекомендуется использование 
следующих инструментов:

gunicorn – WSGI HTTP сервер для масштабирования Django-приложения
nginx – реверс-прокси для настройки доступа к Django приложению, 

статическим файлам (JavaScript, CSS, изображения и т.п.) и медиафайлам 
(пользовательские данные).

2) В качестве CLI команды. Оптимизация выполняется на сервере через 
запуск консольных команд. Оптимизация выполняется сравнительно долго 
и необходим способ, не зависящий от возможных проблем с сетевым 
соединением и от ограничений протоколов HTTP/TCP.

Полученные результаты и их обсуждение.
Для преобразования маршрутов, сгенерированных с помощью алгоритмов 

Swarmown, в формат. plan, была разработана специальная программа-конвертер 
(PlanMaker). PlanMaker обеспечивает передачу сгенерированного набора 
путевых точек, записанных в формате csv в программу управления полетом. 
В качестве программы управления полетом используется QGroundControl, 
которая, как отмечено выше, является программным обеспечением с 
открытым исходным кодом, предназначенным для управления БПЛА. 

Программа PlanMaker принимает на вход координаты путевых точек и 
другие параметры полета, представленных в Табл. 1, а на выходе формирует 
файл. plan, который может быть загружен в QGC.

Табл. 1 - Структура файла, сгенерированного с помощью Swarmown. 
lat lon height drone_

id
drone_name drone_model speed accel-

eration
spray_on

43.24595 76.85559 10 203 DJI Phantom 4 DJI Phantom 4 30 0 False
43.24721 76.86647 10 203 DJI Phantom 4 DJI Phantom 4 30 0 True
43.24721 76.86647 10 203 DJI Phantom 4 DJI Phantom 4 30 0 True

… … … … … … … … …
43.24383 76.86051 10 203 DJI Phantom 4 DJI Phantom 4 30 0 True
43.24447 76.85987 10 203 DJI Phantom 4 DJI Phantom 4 30 0 True
43.24742 76.86383 10 203 DJI Phantom 4 DJI Phantom 4 30 0 False

Структура файла .plan примерно следующая:
{
    “fileType”: “Plan”,
    “geoFence”: {
        “circles”: [],
        “polygons”: [],
        “version”: 2
    },
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    “groundStation”: “QGroundControl”,
    “mission”: {
        “cruiseSpeed”: 15,
        “firmwareType”: 12,
        “globalPlanAltitudeMode”: 1,
        “hoverSpeed”: 5,
        “items”: [
            {
                “autoContinue”: true,
                “command”: 16,
                “doJumpId”: 1,
                “frame”: 3,
                “params”: [0, 0, 0, null, 43.237004871432, 76.933279371122, 50],
                “type”: “SimpleItem”
            }
        ],
        “plannedHomePosition”: [43.237004871432, 76.933279371122, 0],
        “vehicleType”: 2,
        “version”: 2
    },
    «rallyPoints»: {
        «points»: [],
        «version»: 2
    },
    «version»: 1
}
На рис. 12 показан результат выполнения кода, создающего полётные 

миссии.

Рис. 12 - Результат работы программы-конвертера
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На рис. 13 представлен один из вариантов полетной миссии загруженный 
в среду QGroundControl. 

Рис. 13 – Полетная миссия для проверки работы конвертера в реальных условиях

На рис. 14 показан автоматический полет БПЛА, спланированный с 
помощью Swarmown и переданный в программы управления с помощью 
PlanMaker.

Рис.14 - Полетная миссия для проверки работы конвертера в реальных условиях

Заключение
В представленой статье рассмотрены основные программные системы 

и среды управления БПЛА, обеспечивающее планирование полета. 
Ограничением существующих систем является невозможность планирования 
миссии нескольких разнородных БПЛА совместно с передвижным наземным 
комплексом обеспечения и управления. Для решения специальных задач 
планирования миссий БПЛА применяются алгоритмы роя частиц, муравьиной 
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колонии, генетический и др. С целью планирования миссии нескольких БПЛА 
и передвижного наземного комплекса обеспечения и управления разработана 
система Swarmown реализующая паттерн движения Замбони.

Полученный результат необходимо было апробировать в реальных 
условиях. 

С этой целью был разработан конвертер плана миссии в формат .plan 
совместимый с системой управления QGroundControl. Поставленная задача 
была выполнена. В совокупности полученные модули позволяют выполнить 
планировании миссии, перенести совокупность путевых точек миссии в 
QGroundControl и выполнить полеты БПЛА. Полученные результаты описаны 
в настоящей работе. Несмотря на положительный результат можно отметить 
некоторые ограничения выполненной работы, которые могут служить целями 
будущих исследований:

1. В реальных условиях применения планирование миссии должно занимать
несколько минут. Разработанное программное обеспечение планирования 
миссий требует ускорения путем дальнейшего распараллеливания выполнения 
алгоритма планирования.

2. Конвертер миссии разработан и апробирован только для одной из
возможных систем управления полетом. Необходимо оценить возможность и 
спроектировать подобные конвертеры и для других систем (DroneKit, UgCS, 
ArduPilot).

Приведенные ограничения тем не менее на критичны. Разработанный 
комплекс, несмотря на ограничения, можно использовать при планировании 
миссий группы разнородных БПЛА.

 Одной из будущих задач проводимого исследования является интеграция 
комплекса в состав системы мониторинга производства растительных кормов. 
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