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Abstract. The nonlocal boundary value problem with integral conditions for system of hyperbolic equations of 

the second order is considered. The questions of the existence of unique solution of the considering problem and 
ways of its construction are investigated. For the solve of nonlocal problem with integral conditions for system of 
hyperbolic equations of the second order a method of a introducing additional functional parameters is applied. We 
introduce a new unknown function as the values of the desired solution on the characteristics. The desired solution of 
nonlocal problem with integral conditions for system of the hyperbolic equations is replaced by the sum of the new 
unknown function and the introduced functional parameters. The consider nonlocal problem with integral conditions 
is reduced to an equivalent problem consisting of a Goursat problem for the system of hyperbolic equations with 
functional parameters and functional relations. The algorithms of finding solution to setting equivalent problem on 
the characteristics with functional parameters are proposed. The feasibility and convergence of the constructed 
algorithm are proved in the terms of the data to problem. Sufficient coefficient conditions of the unique solvability to 
the equivalent problem on the characteristics with functional parameters are established. Theorem of the existence 
unique classical solution to the nonlocal problem with integral conditions for system of hyperbolic equations of the 
second order is proved. 

  
 

УДК 517.958:52/59 
 

ОБ ОДНОЗНАЧНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ НЕЛОКАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ  
С ИНТЕГРАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ ДЛЯ СИСТЕМЫ 

ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
 

А. Т. Асанова 
 

Институт математики и математического моделирования МОН РК, Алматы, Казахстан 
 

Ключевые слова: гиперболическое, условие, интегральное, разрешимость, алгоритм. 
Аннотация. Рассматривается нелокальная краевая задача с интегральными условиями для системы 

гиперболических уравнений второго порядка. Исследуются вопросы существования единственного решения 
рассматриваемой задачи и способы его построения. Для решения нелокальной краевой задачи с интеграль-
ными условиями для системы гиперболических уравнений второго порядка применяется метод введения до-
полнительных функциональных параметров. Вводятся новые неизвестные функции как значения искомого 
решения на характеристиках. Искомое решение нелокальной краевой задачи с интегральными условиями 
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для системы гиперболических уравнений заменяется на сумму новой неизвестной функции и введенных 
функциональных параметров. Рассматриваемая нелокальная задача с интегральными условиями сводится к 
эквивалентной задаче, состоящей из задачи Гурса для системы гиперболических уравнений с функцио-
нальными параметрами и функциональным соотношениям. Предложены алгоритмы нахождения решения 
полученной эквивалентной задачи на характеристиках с функциональными параметрами. Доказана осуще-
ствимость и сходимость построенного алгоритма в терминах данных задачи. Установлены коэффициентные 
достаточные условия однозначной разрешимости эквивалентной задачи на характеристиках с функциональ-
ными параметрами. Доказана теорема о существовании единственного классического решения нелокальной 
краевой задачи с интегральными условиями для системы гиперболических уравнений второго порядка. 

 
Рассматривается нелокальная краевая задача с интегральными условиями для системы 

гиперболических уравнений второго порядка в области ],0[],0[  T   
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где )( nn -матрицы ),( xtA , ),( xtB , ),( xtC , n - вектор-функция ),( xtf  непрерывны на  , 

)( nn -матрица ),( xtK  непрерывно дифференцируема на   по обеим переменным, n - вектор-

функции )(t , )(x  непрерывно дифференцируемы на ],0[ T , ],0[  , соответственно. 

Предполагается, что функции )(t  и )(x  удовлетворяют соотношению  
ba

dd
00

)()(  .  

Пусть ),( nRC   - пространство функций nRu :  , непрерывных на  , с нормой 

),(max
),(0

xtuu
xt 

 , |),(|max),(
,1

xtuxtu i
ni

 . 

Функция ),(),( nRCxtu  , имеющая частные производные ),(
),( nRC

x

xtu





, 

),(
),( nRC

t

xtu





, ),(
),(2

nRC
xt

xtu





 называется классическим решением задачи (1) - (3), 

если она удовлетворяет системе уравнений (1) и интегральным условиям (2), (3). 
Нелокальные задачи с интегральными условиями возникают при математическом моде-

лировании различных физических явлений, например, процессов распространения тепла [1-3], 
физики плазмы [4], технологии очистки кремния [5], влагопереноса в капиллярно-пористых средах 
[6-8] и др. Использование интегральных соотношений вместо краевых условий на искомое 
решение соответствующего дифференциального уравнения оказалось достаточно удобным 
аппаратом математического исследования. Систематическое изучение нелокальных краевых задач, 
в которых вместо классических краевых условий задается связь между значениями искомой 
функции на границе области и внутри нее, проведено в [9]. Нелокальные краевые задачи с 
интегральными условиями для гиперболических уравнений начали изучаться относительно 
недавно, некоторые классы задач и библиографию можно посмотреть в [10-21]. С помощью 
различных методов были получены условия классической, обобщенной разрешимости задачи с 
интегральными условиями для гиперболических уравнений. Задача (1)-(3) для одномерного случая 
при a , Tb   исследовалась в работе [19]. Выяснены условия разрешимости рассматриваемой 
задачи при предположении непрерывной дифференцируемости коэффициентов ),( xtA , ),( xtB .  

В работах [22, 23] рассматривалась нелокальная краевая задача с интегральным условием по 
временной переменной для системы гиперболических уравнений со смешанной производной. 
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Установлены необходимые и достаточные условия корректной разрешимости исследуемой задачи 
в терминах исходных данных и предложены алгоритмы его нахождения.  

Отметим, что при исследовании задач с интегральными условиями дя гиперболических 
уравнений возникают ряд трудностей, связанных с изучением сопряженной задачи и построением 
функции Римана. Одним из путей преодоления этих трудностей является сведение их к обычным 
нелокальным условиям. Однако, это не всегда удается сделать на основе классических методов.  

В настоящей работе нелокальная задача с интегральными условиями для системы гипербо-
лических уравнений на основе метода введения функциональных параметров [24, 25] сведена к 
задаче Гурса для системы гиперболических уравнений с параметрами и функциональным соот-
ношениям. Получены условия существования единственного классического решения изучаемой 
задачи в терминах исходных данных. Предложен алгоритм построения приближенных решений и 
доказана его сходимость. Относительно коэффициентов системы гиперболических уравнений (1) 
предполагается только непрерывность в области  . Указанный метод ранее был применен к 
частному случаю задачи (1)-(3), при IxtK ),( , где I - единичная матрица размерности n  в 
работе [26].  

Схема метода введения функциональных параметров. 
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)(),()(),()(),()(),( txtСxxtCtxtBxxtA    ,                                    (4) 

0)0,(~ tu , ],0[ Tt  ,                                                              (5) 

0),0(~ xu , ],0[ x ,                                                             (6) 

)()(),()(),(),(~),(
000

ttdtKdtKdtutK
aaa

   , ],0[ Tt  ,              (7) 

)()(),()(),(),(~),(
000

xdxKxdxKdxuxK
bbb

   , ],0[ x ,           (8) 

Решением задачи (4)-(8) является тройка функций )),(~),(),(( xtuxt  , где функция ),(~ xtu  
имеет непрерывные производные первого порядка и смешанную производную второго порядка на 
 , функция )(t  непрерывно дифференцируема на ],0[ T , функция )(x  непрерывно диф-

ференцируема на ],0[  , удовлетворяющая системе уравнений (4) условиям (5)-(8).  

Задача (4) - (6) при фиксированных )(x , )(t  является задачей Гурса относительно 

функции ),(~ xtu  в области  . А соотношения (7), (8) позволяют определить неизвестные 

параметры )(x , )(t , где функции )(x , )(t  удовлетворяют равенству )0()0(   . 

Введем новые неизвестные функции 
x

xtu
xtv





),(~

),(~ , 
t

xtu
xtw





),(~

),(~  и запишем ее 

решение в виде системы трех интегральных уравнений 

  
t

xfxtuxCxtwxBxtvxAxtv
0

),(),(~),(),(~),(),(~),(),(~   

   dxCxxCxBxxA )(),()(),()(),()(),(   ,                           (9) 
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  
x

tftutCtwtBtvtAxtw
0

),(),(~),(),(~),(),(~),(),(~   

   dttCtCttBtA )(),()(),()(),()(),(   ,                           (10) 

 
t

dxwxtu
0

),(~),(~  .                                                          (11)  

Предположим, что матрица 
a

dtKtK
0

1 ),()(   обратима для всех ],0[ Tt  , а матрица 


b

dxKxK
0

2 ),()(   обратима для всех ],0[ x .  

Тогда из соотношений (7), (8) находим 

  
aa

dtKtKdtutKtKttKt
0

1
1

0

1
1

1
1 )(),()]([),(~),()]([)()]([)(  , ],0[ Tt  ,    (12) 

  
bb

dxKxKdxuxKxKxxKx
0

1
2

0

1
2

1
2 )(),()]([),(~),()]([)()]([)(  , ],0[ x ,  (13) 

Продифференцировав соотношение (7) по t , а соотношение (8) – по x  и учитывая обозна-
чения, получим  










  
aa

d
t

tK
tKtd

t

tK
tKt

0

1
1

0

1
1 )(

),(
)]([)(

),(
)]([)(   

 )()]([),(~),()]([),(~),(
)]([ 1

1

0

1
1

0

1
1 ttKdtwtKtKdtu

t

tK
tK

aa


 




  , ],0[ Tt  ,     (14) 










  
bb

d
x

xK
xKxd

x

xK
xKx

0

1
2

0

1
2 )(

),(
)]([)(

),(
)]([)(   

)()]([),(~),()]([),(~),(
)]([ 1

2

0

1
2

0

1
2 xxKdxvxKxKdxu

x

xK
xK

bb

 



   , ],0[ x ,   (15) 

Таким образом, имеем замкнутую систему уравнений (9) - (11), (12)-(15) для определения 
неизвестных ),(~ xtv , ),(~ xtw , ),(~ xtu , )(t , )(x , )(t , )(x . 

Если известны )(t , )(x , )(t , )(x , то из (9) - (11) находим функции ),(~ xtv , ),(~ xtw , 

),(~ xtu . Обратно, если известны функции ),(~ xtv , ),(~ xtw , ),(~ xtu , то из системы уравнений (12)-

(15) можем найти )(t , )(x , )(t , )(x . 

Так как неизвестными являются как ),(~ xtv , ),(~ xtw , ),(~ xtu , так и )(t , )(x , )(t , )(x , 
для нахождения решения задачи (4) - (8) используем итерационный метод.  

Тройку )),(~),(),(( xtuxt    - решение задачи (4) - (8), определяем как предел последо-

вательности троек )),(~),(),(( )()()( xtuxt mmm  , ,...2,1,0m , по следующему алгоритму: 

Шаг-0. a) Полагая в правой части интегрального соотношения (12) 0),(~ xtu , )0()( )0( x  

находим )()0( t  для всех ],0[ Tt  , а в интегральном соотношении (13), полагая в правой части 

0),(~ xtu , )0()( )0( t  - )()0( x  для всех ],0[ x . В соотношении (14), полагая в правой 

части )()( )0( tt   , )0()( )0( x , 0),(~ xtu , 0),(~ xtw , находим )()0( t  для всех ],0[ Tt  , 

а в соотношении (15), полагая в правой части )()( )0( xx   , )0()( )0( t , 0),(~ xtu , 
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0),(~ xtv , находим )()0( x  для всех ],0[ x . Из системы интегральных уравнений (9)-(11) 

при )()( )0( tt   , )()( )0( xx   , )()( )0( tt    , )()( )0( xx   , определяем ),(~ )0( xtv , 

),(~ )0( xtw , ),(~ )0( xtu  для всех ),( xt . 

Шаг-1. a) Полагая в правой части интегрального соотношения (12) ),(~),(~ )0( xtuxtu  , 

)()( )0( xx   , находим )()1( t  для всех ],0[ Tt  , а в интегральном соотношении (13), полагая в 

правой части ),(~),(~ )0( xtuxtu  , )()( )0( tt    - )()1( x  для всех ],0[ x . В соотношении (14), 

полагая в правой части )()( )1( tt   , )()( )0( xx   , ),(~),(~ )0( xtuxtu  , ),(~),(~ )0( xtwxtw  , 

находим )()1( t  для всех ],0[ Tt  , а в соотношении (15), полагая в правой части )()( )1( xx   , 

)()( )0( tt   , ),(~),(~ )0( xtuxtu  , ),(~),(~ )0( xtvxtv  , находим )()1( x  для всех ],0[ x . Из 

системы интегральных уравнений (9)-(11) при )()( )1( tt   , )()( )1( xx   , )()( )1( tt    , 

)()( )1( xx   , определяем ),(~ )1( xtv , ),(~ )1( xtw , ),(~ )1( xtu  для всех ),( xt . 
И т.д. 

Шаг- m . a) Полагая в правой части интегрального соотношения (12) ),(~),(~ )1( xtuxtu m , 

)()( )1( xx m  , находим )()( tm  для всех ],0[ Tt  , а в интегральном соотношении (13), полагая 

в правой части ),(~),(~ )1( xtuxtu m , )()( )1( tt m   - )()( xm  для всех ],0[ x . В соотношении 

(14), полагая в правой части )()( )( tt m  , )()( )1( xx m  , ),(~),(~ )1( xtuxtu m , 

),(~),(~ )1( xtwxtw m , находим )()( tm  для всех ],0[ Tt  , а в соотношении (15), полагая в правой 

части )()( )( xx m  , )()( )1( tt m  , ),(~),(~ )1( xtuxtu m , ),(~),(~ )1( xtvxtv m , находим 

)()( xm  для всех ],0[ x . Из системы интегральных уравнений (9)-(11) при )()( )( tt m  , 

)()( )( xx m  , )()( )( tt m   , )()( )( xx m  , определяем ),(~ )( xtv m , ),(~ )( xtw m , ),(~ )( xtu m  для 

всех ),( xt , ,...2,1m . 

Пусть ||),(||max
),(

xtA
xt 

 , ||),(||max
),(

xtB
xt 

 , ||),(||max
),(

xtC
xt 

 ,  H , 

||),(||max
),(

xtK
xt 

 , 
t

xtK
xt 






),(
max

),(
1 , 

x

xtK
xt 






),(
max

),(
2 ,   1

11 )()(  tKt , 

  1
22 )()(  xKx , )(max 1

],0[
1 t

Tt



 , )(max 2

],0[
2 x

x



 , 

        baeeeeTba HbbHHTaTH
21

)(
2

)(
11 ,max),max(),(   , 

      111
)(

11112 1),max()(  aaeeTaa HTaTH   , 

      222
)(

22223 1),max()(   bbeeTbb HbH   . 

Условия следующего утверждения позволяют установить сходимость предложенного 
алгоритма и однозначную разрешимость задачи (4)-(8). 

Теорема 1. Пусть 
i ) матрицы ),( xtA , ),( xtB , ),( xtC , вектор-функция ),( xtf  непрерывны на  ; 

ii) вектор-функции )(t , )(x  непрерывно дифференцируемы на ],0[ T , ],0[  , соответ-

ственно, и удовлетворяют соотношению  
ba

dd
00

)()(  ; 



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
10  

iii) матрица 
a

dtKtK
0

1 ),()(   обратима для всех ],0[ Tt  , а матрица 


b

dxKxK
0

2 ),()(   обратима для всех ],0[ x ; 

iv) выполняется неравенство   1)(),(),,(max),( 321  bababaq  . 

Тогда задача (4) - (8) имеет единственное решение. 
Доказательство. Используя нулевой шаг алгоритма из интегрального соотношения (12), 

определим )()0( t : 

)0(),()]([)()]([)( )0(

0

1
1

1
1

)0(   
a

dtKtKttKt , ],0[ Tt  , 

отсюда                                       )0()]0([
2

1
)0( 1

1
)0(   K , 

и                                 )0()]0([
2

1
)()]([)( 1

1
1

1
)0(    KttKt , ],0[ Tt  ,                               (16) 

а из интегрального соотношения (13) определим )()0( x : 

)0(),()]([)()]([)( )0(

0

1
2

1
2

)0(   
b

dxKxKxxKx , ],0[ x , 

отсюда                                        )0()]0([
2

1
)0( 1

2
)0(   K ,  

и                               )0()]0([
2

1
)()]([)( 1

2
1

2
)0(    KxxKx , ],0[ x .                              (17) 

Из соотношений (14), (15) определяем )()0( t , )()0( x :  

)()]([)()]([
),(

)]([)( 1
1

1
1

0

1
1

)0( ttKttKd
t

tK
tKt

a

   



  , ],0[ Tt  ,              (18) 

)()]([)()]([
),(

)]([)( 1
2

1
2

0

1
2

)0( xxKxxKd
x

xK
xKx

b

 



   , ],0[ x .        (19) 

Решая систему интегральных уравнений (9) - (11) при найденных значениях параметров, 

находим ),(~ )0( xtv , ),(~ )0( xtw , ),(~ )0( xtu . 
Имеют место оценки 

  MeTxtv xtH )()0( ,max||),(~||   ,   MeTxtw xtH )()0( ,max||),(~||   ,  

  MeTxtu xtH )()0( ,max||),(~||   , 

где ),(max)(max)(max)(max)(max
),(

)0(

],0[

)0(

],0[

)0(

],0[

)0(

],0[
xtftxtxM

xtTtxTtx 
 


 . 

Находя последующие приближения из m -го и )1( m -го шагов, ,...2,1m , и оценивая их 
разности, получим 

   dtututKttt mmmm
a

mm )()(),(~),(~),()()()( )1()()1()(

0

1
)()1(    ,   (20) 

   dxuxuxKxxx mmmm
b

mm )()(),(~),(~),()()()( )1()()1()(

0

2
)()1(    ,    (21) 
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



   )()(

),(
)()()( )()1(

0

1
)()1( ttd

t

tK
ttt mm

a
mm    

  



   dtutu

t

tK
t mmmm

a

),(~),(~)()(
),(

)( )1()()1()(

0

1  

  dtwtwtKt mm
a

),(~),(~),()( )1()(

0

1
  ,                               (22)  





   )()(

),(
)()()( )()1(

0

2
)()1( xxd

x

xK
xxx mm

b
mm   

  



   dxuxu

x

xK
x mmmm

b

),(~),(~)()(
),(

)( )1()()1()(

0

2  

  dxvxvxKx mm
b

),(~),(~),()( )1()(

0

2
  ,                                 (23)  

    



 )()(max,max||),(~),(~|| )()1(

],0[

)()()1( xxeTxtvxtv mm

x

xtHmm 


 

 )()(max)()(max)()(max )()1(

],0[

)()1(

],0[

)()1(

],0[
ttxxtt mm

Tt

mm

x

mm

Tt



 










 ,     (24) 

    



 )()(max,max||),(~),(~|| )()1(

],0[

)()()1( xxeTxtwxtw mm

x

xtHmm 


 

 )()(max)()(max)()(max )()1(

],0[

)()1(

],0[

)()1(

],0[
ttxxtt mm

Tt

mm

x

mm

Tt



 










 ,     (25) 

    



 )()(max,max||),(~),(~|| )()1(

],0[

)()()1( xxeTxtuxtu mm

x

xtHmm 


 

 )()(max)()(max)()(max )()1(

],0[

)()1(

],0[

)()1(

],0[
ttxxtt mm

Tt

mm

x

mm

Tt



 










 .     (26) 

Введем обозначение  

,)()(max,)()(maxmax )()1(

],0[

)()1(

],0[


  






ttxx mm

Tt

mm

x
m 


  



 






)()(max)()(max )()1(

],0[

)()1(

],0[
ttxx mm

Tt

mm

x



. 

Тогда из соотношений (20)-(23), с учетом оценок (24)-(26), получим основное неравенство  

   11321 ),()(),(),,(max   mmm baqbaba  , ,...2,1m  .                  (27) 

Из неравенства (27) и условия iv) 1),( baq  вытекает сходимость последовательности  m  

при m  к  . Отсюда получаем равномерную сходимость последовательностей  )()( xm , 

 )()( xm ,  )()( tm ,  )()( tm  при m  соответственно к )(x , )(x , )(t , )(t  для 

всех ],0[ x , ],0[ Tt  . Функции )(x , )(t  являются непрерывными на ],0[  , ],0[ T , 

соответственно. Из равномерной сходимости последовательностей  )()( xm ,  )()( tm  при 

m  вытекает, что )(
)(

x
dx

xd 


 
 для всех ],0[ x  и )(

)(
t

dt

td 


 
  для всех ],0[ Tt  . 
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На основе оценок (24), (25), (26) установим равномерную сходимость последовательностей 

 ),(~ )( xtv m ,  ),(~ )( xtw m ,  ),(~ )( xtu m  при m  к функциям ),(~ xtv  , ),(~ xtw , ),(~ xtu  , 

соответственно, для всех ),( xt . Очевидно, что функция ),(~ xtu   является непрерывной на   

и имеет непрерывные частные производные ),(~),(~
xtv

x

xtu 






, ),(~),(~

xtw
t

xtu 






 для всех 

),( xt .  

Тройка функций )),(~),(),(( xtuxt    является решением задачи (4)-(8). Единственность 
решения задачи (4)-(8) доказывается от противного. 

Теорема 1 доказана.  

Определим сумму функций ),()()(),(~ xtuxtxtu    . Из эквивалентности задач (1)-
(3) и (4)-(8) следует  

Теорема 2. Пусть выполнены условия i)-iv) теоремы 1. 
Тогда нелокальная задача с интегральными условиями для системы гиперболических 

уравнений (1)-(3) имеет единственное классическое решение ),( xtu  . 
Заключение. Таким образом, нелокальная задача с интегральными условиями для системы 

гиперболических уравнений (1)-(3) путем введения новых функциональных параметров )(x , 

)(t  как значений искомой функции ),( xtu на характеристиках 0t , 0x  со специальным 

смещением в точке )0,0(  и осуществления замены )()(),(~),( txxtuxtu    сводится к 
эквивалентной задаче, состоящей из задачи Гурса для системы гиперболических уравнений с 
функциональными параметрами и интегральных соотношений относительно параметров. Построен 
алгоритм нахождения решения полученной задачи и доказана его сходимость. Получены условия 
существования единственного классического решения задачи (1)-(3) в терминах матриц ),( xtA , 

),( xtB , ),( xtC , ),( xtK , чисел  , T , a , b . 
Работа выполнена в рамках проекта № 0822/ГФ4 по грантовому финансированию научных 

исследований МОН РК на 2015-2017 гг.  
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ЕКІНШІ РЕТТІ ГИПЕРБОЛАЛЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР ЖҮЙЕСІ ҮШІН  
ИНТЕГРАЛДЫҚ ШАРТТАРЫ БАР БЕЙЛОКАЛ ЕСЕПТІҢ  

БІРМƏНДІ ШЕШІЛІМДІЛІГІ ТУРАЛЫ  
 

А. Т. Асанова 
 

ҚР БҒМ Математика жəне математикалық моделдеу институты, Алматы, Қазақстан 
 

Тірек сөздер: гиперболалық, шарт, интегралдық, шешілімділік, алгоритм.  
Аннотация. Екінші ретті гиперболалық теңдеулер жүйесі үшін интегралдық шарттары бар бейлокал 

шеттік есеп қарастырылады. Қарастырылып отырған есептің жалғыз шешімінің бар болуы мəселелері жəне 
оны құру тəсілдері зерттеледі. Екінші ретті гиперболалық теңдеулер жүйесі үшін интегралдық шарттары бар 
бейлокал шеттік есепті шешу үшін қосымша функционалдық парамтерлер енгізу əдісі қолданылады. Жаңа 
белгісіз функциялар ізделінді шешімнің характеристикалардағы мəндері ретінде енгізіледі.  

Гиперболалық теңдеулер жүйесі үшін интегралдық шарттары бар бейлокал шеттік есептің ізделінді 
шешімі жаңа белгісіз функция мен енгізілген функционалдық параметрлердің қосындысына алмастыры-
лады. Қарастырылып отырған интегралдық шарттары бар бейлокал шеттік есеп функционалдық параметр-
лері бар гиперболалық теңдеулер жүйесі үшін Гурса есебінен жəне функционалдық қатынастардан тұратын 
пара-пар есепке келтіріледі. Алынған функционалдық параметрлері бар характеристикалардағы пара-пар 
есептің шешімін табудың алгоритмдері ұсынылған. Құрылған алгоритмнің жүзеге асырылымдығы мен жи-
нақтылығы есептің берілімдері терминінде дəлелденген. Функционалдық параметрлері бар характеристи-
калардағы пара-пар есептің бірмəнді шешілімділігінің коэффициенттік жеткілікті шарттары тағайындалған. 
Екінші ретті гиперболалық теңдеулер жүйесі үшін интегралдық шарттары бар бейлокал шеттік есептің 
жалғыз классикалық шешімінің бар болуы туралы теорема дəлелденген. 

  
Поступила 25.02.2015 г. 

 
  



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 3. 2015 
 

 
15 

N E W S 
OF THE NATIONAL ACADEMY OF SCIENCES OF THE REPUBLIC OF KAZAKHSTAN 

PHYSICO-MATHEMATICAL SERIES 

ISSN 1991-346Х 

Volume 3, Number 301 (2015), 15 – 20 
 
 

ABOUT AN ANALYTIC SOLUTION  
TO THE EQUATION DESCRIBING  

THE PROCESS OF SECOND HARMONIC GENERATION  
IN TRANSITION METAMATERIALS 

 
Zh. A. Kudyshev1, A. E. Davletov1, I. R. Gabitov2, A. Kisan1, Ye. S. Mukhametkarimov1 

 
1Al-Farabi Kazakh National University, Almaty, Kazakhstan, 

 2Arizona University, Tucson, USA. 
E-mail: askar@physics.kz, ildar.gabitov@gmail.com,  z.kudyshev@gmail.com 

 
Key words: metamaterial with zero refractive index, second harmonic generation, FDTD method. 
Abstract. On the basis of the classical Maxwell's equations the corresponding wave equations are derived for 

description of multiwave interactions in transition metamaterials whose refractive index varies along the sample 
from positive to negative values. The phenomenon of second harmonic generation is predicted in the transition layer 
near the point at which the refractive index turns zero, even at low intensities of the fundamental pumping wave. An 
analytical solution of the corresponding equations are found and specific recommendations are developed for the 
construction of a compact second harmonic generator based on transition metamaterials. Second harmonic gene-
ration process was investigated in metamaterials, refractive index, which varies from negative to positive values. 
Shows that zero-point refractive index increases dramatically the amount field of the fundamental wave pumping, 
resulting in non-linear effects even for the weak intensity falling on the pattern of the waves.  

When the wavelength of characteristic size of structures in the metamaterials a record of non-local effects. In 
this regard, it should be noted that there is some optimal thickness of transition layer in which the efficient 
conversion of energy into a second harmonics will construct an efficient generator. 
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Аннотация. На основе классических уравнений Максвелла выведены уравнения, описывающие много-

волновое взаимодействие в переходных метаматериалах, показатель преломления которых меняется вдоль 
образца от положительных до отрицательных значений. Предсказано явление генерации второй гармоники в 
переходном слое, вблизи которого коэффициент преломления обращается в нуль, даже при слабых интен-
сивностях фундаментальной волны накачки. Получены аналитические решения соответствующих уравнений 
и разработаны конкретные рекомендации для создания компактного генератора второй гармоники на 
переходном метаматериале. 
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Введение. В 2001 Роджер Валсер из Университета Остин в Техасе ввел в употребление 
термин метаматериалы [1]. Этим термином обозначались структурированные композиты, свойства 
и предельные характеристики которых существенно отличались от характеристик обычных 
материалов, встречающихся в природе. Позже этот термин был подхвачен и введен в широкое 
употребление Американским Оборонным Агентством Перспективных Исследований (DARPA) в 
контексте программы «DARPA Metamaterials», стартовавшей в 2001 году. 

С 2001 года интерес научной общественности к метаматериалам демонстрирует только 
устойчивый рост, о чем свидетельствует экспоненциальное увеличение числа публикаций. Этот 
интерес подогревается большими перспективами приложений метаматериалов в фотонике [2-5], 
информационных технологиях [6], наноэлектронике [7], биомедицине [8-9] и т.д. В настоящее 
время продемонстрированы уникальные возможности для манипулирования световыми потоками, 
что привело к значительному прогрессу в области трансформационной оптики [10]. В частности, 
большую известность получили эксперименты с невидимостью [11-13], оптическими иллюзиями, 
световыми переключателями, а также эксперименты по созданию материалов с заданным про-
странственным распределением оптических характеристик. Большие успехи достигнуты в 
технологии сенсоров сверхвысокой чувствительности, обеспечивающих регистрацию всего лишь 
нескольких молекул [14]. Другим примером является использование метаматериалов для создания 
оптических приборов с разрешающей способностью выше дифракционного предела [15, 16]. 
Впечатляющие возможности метаматериалов были продемонстрированы на примере создания 
нанолазера [17] (известного в литературе как спазер [18]), размер которого много меньше длины 
излучаемой волны. 

Генерация второй гармоники в переходном слое метаматериала. Физика явления резо-
нансного усиления поля в переходных метаматериалах может быть описана следующим образом. 
Для падающих поперечных магнитных волн (так называемые TM-волны) тонкий слой, вблизи 
которого показатель преломления близок к нулю, может быть рассмотрен как очень тонкий 
конденсатор, способный накапливать значительную энергию электрического поля, которая 
ограничена на практике диссипативными явлениями и дисперсией волн. При этом особо следует 
подчеркнуть, что накопление энергии возможно только при касательном падении света на слой с 
нулевым показателем преломления, так как в этом случае электрическое поле волны имеет 
компоненту, совпадающую с направлением преимущественного распространения волны. В силу 
того, что вектор электрического смещения должен оставаться непрерывным электрическое поле 
должно неограниченно возрастать, так как диэлектрическая проницаемость стремится к нулю. Это 
и приводит к возможности сильного увеличения напряженности электрического поля и прояв-
лению нелинейных эффектов даже при слабых интенсивностях падающих волн. 

Изучим резонансное усиление поля в переходных метаматериалах с квадратичной нелиней-
ностью, которое способно привести к созданию очень компактных генераторов второй гармоники 
при слабых интенсивностях падающих волн. На рисунке 1(а) схематически показано касательное 
падение электромагнитной волны на переходный слой метаматериала. На частоте фундаменталь-
ной волны ߱ଵ реальная часть линейного коэффициента преломления ݊ሺ߱ଵ, ሻݔ ൌ ,ଵሺ߱ଵߝ ,ଵሺ߱ଵߤሻݔ  ሻݔ
постепенно меняется от положительного до отрицательного значения, как показано на рисунке 
1(b), в то время как мнимая часть возрастает с координатой, как показано на рисунке 1(с). Для 
волны второй гармоники ߱ଶ ൌ 2߱ଵ считается, что знак реальной части коэффициента преломления 
остается положительным вдоль всего образца. Вдоль оси ݕ переходный слой считается одно-
родным. Отметим, что отрицательность показателя преломления обычно достигается использо-
ванием плазмонного резонанса в металлических наноструктурах, а значит распространение волн 
должно сопровождаться значительными потерями энергии. Поэтому мы считаем, что потери 
энергии на фундаментальной частоте существенно выше, чем на частоте волны второй гармоники, 
как показано на рисунке 1(с). Нелинейная компонента коэффициента преломления предполагается 
пространственно однородной и определяется нелинейной восприимчивостью второго порядка ߯ሺଶሻ.  

В дальнейшем считается, что волна накачки и генерируемая ей волна второй гармоники 

представляют собой ТМ-поляризованные волны со следующими компонентами: ܪሬሬԦሺ௝ሻ ൌ ሼ0,0, ௫ܪ
ሺ௝ሻሽ и 

ሬԦሺ௝ሻܧ ൌ ሼܧ௫
ሺ௝ሻ, ௬ܧ

ሺ௝ሻ, 0ሽ, где индексы ݆ ൌ 1,2 соответствуют фундаментальной волне и второй гармонике  
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Рисунок 1 – (a) Схема падения ТМ-поляризованной волны внутри переходного слоя толщиной ܮ;  

(b) Пространственное распределение реальной части коэффициента преломления ௝݊ሺݔሻ ൌ ඥߝ௝ሺݔሻߤ௝ሺݔሻ  
на фундаментальной частоте (сплошная линия) и частоте волны второй гармоники (штриховая линия);  

с) Пространственное распределение мнимой части коэффициента преломления на фундаментальной частоте  
(сплошная линия) и частоте волны второй гармоники (штриховая линия) 

 
соответственно. В этом случае система волновых уравнений, описывающих данный процесс, 
принимает вид: 

 

ሻݔଵሺߝ 
ௗ

ௗ௫
൤ ଵ

ఌభሺ௫ሻ
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ሺభሻ

ௗ௫
൨ ൅

ௗమு෩೥
ሺభሻ

ௗ௬మ
൅

ఠభ
మ

௖మ
෩௭ܪሻݔଵሺߤሻݔଵሺߝ

ሺଵሻ ൌ ߨ4
௜ఠభ

௖
ቈߝଵሺݔሻ

ௗ

ௗ௫
ቆ
௉෨೤
ሺభሻ

ఌభሺ௫ሻ
ቇ െ

ௗ௉෨ೣሺభሻ

ௗ௬
቉,            (1) 
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ௗ௫మ
൅

ௗమு෩೥
ሺమሻ

ௗ௬మ
൅

ఠమ
మ

௖మ
෩௭ܪଶߤଶߝ
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௖
ቈ
ௗ௉෨೤

ሺమሻ

ௗ௫
െ
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ௗ௬
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Здесь ෨ܲሺ௝ሻ – нелинейная поляризация фундаментального поля ෨ܲሺଵሻ ൌ ߯ሺଶሻሺܧ෨ሺଵሻሻ∗ܧ෨ሺଶሻ и поля волны 
второй гармоники ෨ܲሺଶሻ ൌ ߯ሺଶሻሺܧ෨ሺଵሻሻଶ, ܿ – скорость света в вакууме.  

Так как среда является однородной вдоль оси ݕ, то магнитные компоненты полей волн могут 

быть записаны в виде ܪ෩௭
ሺ௝ሻ ൌ Φ௝ሺݔሻexp	ሺ݅݇௬

ሺ௝ሻݕሻ. Тогда уравнения (1) и (2) можно переписать в виде: 
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ሺೕሻ௬,              (3) 

 
ௗమΦమ
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మ

௖మ
ଶߤଶߝ െ ሺ݇௬

ሺଶሻሻଶቁΦଶ ൌ ߨ4
௜ఠమ

௖
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െ
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ௗ௬
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ሺೕሻ௬.             (4) 

 
Если волна накачки падает продолжительное время, а нелинейные эффекты малы, то правую 

часть уравнения (3) можно положить равной нулю и оно становится независимым от уравнения 
(4). Следует отметить, что в этом случае дифференциальное уравнение (3) описывает распростра-
нение электромагнитной волны через переходным слой, которое было рассмотрено в [19]. 



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
18  

Уравнение (4) для волны второй гармоники может быть приведено к следующему виду: 
 

ௗమΦమ
ௗζమ

൅ ଶΦଶߢ ൌ  ሺζሻ,                                 (5)ܨ

где ߢଶ ൌ
ఠమ
మ

௖మ
ଶߤଶߝ െ ሺ݇௬

ሺଶሻሻଶ, ζ ൌ  безразмерная координата, а L – эффективная толщина – ܮ/ݔ

переходного слоя.  
Это известное дифференциальное уравнение, описывающее вынужденные колебания осцил-

лятора под действием внешней силы ܨሺζሻ, которая в данном случае определяется фундамен-
тальной волной накачки. Правую часть уравнения (5) можно переписать как: 

 

ሺζሻܨ ൌ ሺଶሻ߯ߨ8
௜ఠమ

௖
ቈܧ෨௬

ሺଵሻ ௗா෨೤
ሺభሻ

ௗζ
െ ෨௬ܧ଴ሻሺߠሺ	଴sinߚ݅

ሺଵሻሻଶ቉ exp	ሺെ݅∆݇௬ݕሻ,             (6) 

 

где ∆݇௬ ൌ ݇௬
ሺଶሻ െ 2݇௬ଵ ൌ ݇௬

ሺଶሻ െ 2݇଴sin	ሺߠ଴ሻ – фазовая расстройка между y-компонентами волновых 
векторов фундаментальной волны и волны второй гармоники, а ߚ଴ ൌ ݇଴ܮ – обезразмеренный 
волновой вектор ݇଴. Здесь мы предположили, что ∆݇௬ ൌ 0, а соответствующее пространственное 
распределение ܨሺζሻ показано на рисунке 2(a). 

Общее решение уравнения (5) может быть получено в следующей форме: 
 

Φଶሺζሻ ൌ Φଶ
ା ൅ Φଶ

ି ൌ Cାሺζሻ expሺ݅ߢζሻ ൅ Cିሺζሻ expሺെ݅ߢζሻ,                (7) 
 

где  Cାሺζሻ ൌ
ଵ

ଶ௜఑
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ζ
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ଵ

ଶ௜఑
׬ ߟሻ݀ߟߢሺ݅	ሻexpߟሺܨ
ζ

ா೘೔೙
. 

Это решение показывает, что порождаемая волна второй гармоники представляет собой 
суперпозицию волн, сгенерированных в прямом и обратном направлениях с амплитудами Cାሺζሻ и 
Cିሺζሻ соответственно. Пространственные распределения реальных частей поля волн второй гармо-

ники  ܪ෩௭
ሺଶሻ, порожденных в прямом и обратном направлениях, показаны на рисунке 2 (b). 

Используя материальные уравнения для волны второй гармоники, электрические компоненты 
могут быть найдены в виде: 

 

௫ܧ
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ଵ

ఌమ
൤ ௜௖

ఠమ௅

డு෩೥
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௬ܧ
ሺଶሻ ൌ െ

ଵ

ఌమ
൤ ௜௖
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где ߦ ൌ   .безразмерная координата –  ܮ/ݕ

Как видно из полученных выше выражений, в случае наклонного падения волн в области 

«нулевой» точки ζ଴ второй член, пропорциональный ሺܧ෨௫
ሺଵሻሻଶ, дает главный вклад в x-компоненту 

поля волны второй гармоники. Пространственное распределение абсолютной величины ܧ௫
ሺଶሻ пока-

зано на рисунке 2(c). Поэтому можно сделать вывод, что при непрерывной накачке взаимо-
действие фундаментальных волн приводит к сильному усилению волны второй гармоники вблизи 
«нулевой» точки. 

Заключения и выводы. В данной работе исследовался процесс генерации второй гармоники 
в метаматериалах, коэффициент преломления которых меняется от отрицательных до поло-
жительных значений. Показано, что вблизи точки с нулевым показателем преломления резко 
возрастает величина поля фундаментальной волны накачки, что приводит к появлению нели-
нейных эффектов даже для слабых интенсивностей падающих на образец волн. 
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Рисунок 2 – (a) Зависимость абсолютной величины внешнего |ܨሺζሻ| от ζ при фиксированной величине ߯ሺଶሻ ൌ 0.001  
и различных значений углов падения: сплошная линия – ߠ ൌ 30°; штриховая линия – ߠ ൌ 0;  

(b) Пространственное распределение реальной части ܪ෩௭
ሺଶሻ волны второй гармоники, сгенерированной  

в прямом (сплошная линия) и обратном (штриховая линия) направлениях при фиксированном угле падения ߠ ൌ 30°	;  
(c) Пространственное распределения абсолютной величины электрического поля ܧ௫

ሺଶሻ волны второй гармоники 
от ζ при фиксированном угле падения ߠ ൌ 30° 

 
С практической точки зрения эффективная генерация второй гармоники достигается при 

неколлинеарном взаимодействии волн, а с увеличением толщины переходного слоя соответст-
вующие интенсивности должны уменьшаться вследствие потерь энергии. Поэтому чем тоньше 
слой, тем лучше будет построенный генератор. Однако, создание очень тонких метаматериальных 
слоев с высоким градиентом оптических свойств является нетривиальной технической задачей. 
Кроме этого, при достижении длиной волны характерных размеров структур в метаматериале 
необходим учет нелокальных эффектов. В связи с этим следует отметить, что существует неко-
торая оптимальная толщина переходного слоя, при которой эффективное преобразование энергии 
во вторую гармонику позволит сконструировать соответствующий эффективный генератор. 
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Тірек сөздер: сыну көрсеткіші нөлге тең метаматериал, екінші ретті гармониканың генерациясы, FDTD 
əдісі. 

Аннотация. Классикалық Максвелл теңдеулерінің негізінде, сыну көрсеткіші оң мəннен теріс мəнге 
дейін өзгеретін ауыспалы метаматериалдардағы көптолқындардың əсерлесуін сипаттайтын теңдеулер қоры-
тылып шығарылды. Түскен толқынның аз интенсивтілігінде де байқалатын, сыну көрсеткіші нөлге ұмты-
латын шекаралық қабаттағы екінші ретті гармониканың генерациясы құбылысын байқау мүмкіндіктері 
қарастырылды. Алынған теңдеулердің аналитикалық шешімдері анықталып, ауыспалы метаматемате-
риалдардың негізінде екінші ретті гармониканың шағын генераторын жасау нұсқаулары келтірілді. 
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Abstract. In this work mass spectrum of mesons consisting of light-heavy quarks was designed. The depen-
dence of the constituent mass of the orbital quantum number was considered. Although that was not introducinf of 
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the Cabibbo-Kobayashi-McAvoy matrix, all the characteristics have been determined by the constituent quark 
masses. In the calculations we took into account the singlet-octet mixing. The results coincide with the experimental 
data for both light and heavy quarks. 

The main results of this paper are:  
1.  Analytically determined interaction potential with the relativistic correction. nonperturbative correction to 

the Hamiltonian of the interaction, which is related to the relativistic nature of the system, was determined. 
2. To propose one of the alternatives accounting nonlocal nature of the interaction in determining the 

properties of hadrons at large constituent mass distances. The dependence on the radius of confinement was 
determined. 

3.  To determine the mass spectra of mesons consisting of light-light, heavy-heavy and light-heavy quarks in a 
unified manner, taking into account nonperturbative, non-local and non-potential nature of the interaction. 

4. Determining the width of the lepton decay of vector mesons with the nonperturbative, relativistic and 

nonlocal nature of the interaction. The probability of a radiative transition mesons consisting of  cc ,  bb  and 

 bc  quarks, which is caused by the E1 transition. 
 
 

УДК 539.12.01 
 

ТОЛЫҚ ГАМИЛЬТОНИАНДЫ ЕНГІЗУ АРҚЫЛЫ  
МЕЗОНДАРЫҢ МАССАСЫН ЖƏНЕ  

КОНСТИТУЕНТТІ МАССАСЫН АНЫҚТАУ 
 

Г. Нұрбақыт, С. Е. Кемелжанова, E. Махаббат 

 

Əл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университеті, Алматы, Қазақстан 
 

Тірек сөздер: əсерлесу гамильтонианы, келтірілген масса, калибрлік өріс, кеңістіктің өлшемділігі, 
энергиялық спектр, кванттық осциллятор, оптикалық тұзақ. 

Аннотация. Жұмыста жеңіл-ауыр кварктардан тұратын мезондардың массалық спектрі есептеп та-
былды. Конституентті массаның орбиталды кванттық саннан тəуелділігі анықталды. Кабибо-Каваяшева-
Макава матрицасы негізілмегенімен, сипаттамалары кварктердің конституентті массасы арқылы анықталды. 
Есептеулер кезінде октет синглетті араласу ескерілді. Бұл жеңілінен бастап ауырына дейінгі барлық кварктік 
құрылымдар үшін тəжірибелік нəтижелермен қанағаттанарлық сəйкестік тапты.  

Бұл жұмыстың негізгі нəтижелері: 
1. Релятивтік түзетудің əсерінен өзара əсерлесу потенциалы анықталды. Əсерлесудің релятивистік 

табиғаты мен гамильтонианға байланысты пертурбативті емес қосымша есептелінді. 
2. Үлкен қашықтықта адрондардың қасиетін анықтау барысында əсерлесудің локальді емес сипаты 

есебінде альтернативті нұсқаулар ұсынылды. Конституентті массаның конфайнмент радиусына тəуелділігі 
анықталынды. 

3. Өзара əсерлесудің локальды емес жəне потенциалды емес, пертурбативті емес жағдайындағы ауыр-
жеңіл, аур-ауыр, жеңіл-жеңіл кварктардан тұратын мезон спектрлері анықталынды. 

4. Өзара əсерлесудің релятивистік сипаты жəне локальді емес жағдайындағы пертурбативті емес 

сипатта векторлық мезондардың лептондық ыдырау ені анықталынды. Е1 жүрімінің шарты арқылы  cc , 

 bb  жəне  bc  кварктардан тұратын мезондардың радиациялық жүрімінің ықтималдылығы анықталынды.  
 

Мақала мəтіні 
 

Осцилляторлық өрнек (ОӨ) нолдік жуықтауында, мынадай теңдеулер жүйесін аламыз: 
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(2) 
 

 

1 , 2  жəне  параметрлерінің функциясы ретінде. 

1 , 2  массасы бар скаляр бөлшектердің əсерлесу гамильтонианы мына түрде жазылады: 
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Мұндағы   21 rrV jiW , арқылы анықталатын əсерлесу потенциалы, онда əсерлесу гамиль-

тонианының меншікті мəні болып табылады [6], яғни  
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 (5) 
1 , 2  параметрлері массаның өлшемі. Алдағы есептеулерде жаңа параметр енгіземіз: 
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Онда (5) өрнек мына түрде жазылады: 
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Біздің əдісімізде байланыс күйінің энергетикалық спектр мен толқындық функциясы 
Шредингер теңдеуінен μ конституенттік массасымен анықталады. Əсерлесудің релятивистік 
табиғатымен байланысты түзетумен емес, əсерлесу потенциалына тек түзетумен ғана емес, 
сонымен қатар (8) өрнекте μ1, μ2, параметрлері арқылы да ескеріледі. Сондықтан əр түрлі авторлар 
анықтаған атомдық жəне адрондық байланыс күйлерінің қасиетін сипаттау үшін стандартты 
потенциалдарды пайдаланып конституенттік массасы бар Шредингер теңдеуінен (ШТ) 
релятивистік түзету спектрін анықтаймыз [4, 5]. 

(5) өрнек жəне (6) өрнекке орай құрамға енетін массасы мен конституентті массасын анықтау 
үшін   параметрі бойынша дифферениалдаймыз. Бірақ, байланыс энергиясы (БЭ) мен осциллятор 
жиілігі 1 , 2  жəне   параметрлерінен тəуелді. Сондақтан, полярлық координаталар жүйесінде 
келесі түрде жазамыз:

 .
2

1;
1

1;1


  yx  

Сəйкесінше келесі түрде декарт координаталар жүйесіне өтеміз: 
.cos;sin   yx  

Онда,   бойынша дифференциалдау 

yyxx 












 


 

түрінде жазылады. 
Полярлық координаталардағы бұрыш былай анықталады: 

  .
2

21

214
22sin;

2
cos;

1
sin



















 yx  

Онда, жоғарыдағыларды ескере отырып,  параметрі бойынша дифференциалдауды келесі жолмен 
анықтаймыз: 

 

2

2

1

1






 





d
d                                                          (9) 

 -ді анықтауға қажет болатын  1 , 2  параметрлерінің мəндерін бірдей кварктерден тұратын 
мезондардың массалық спектрін зерттеу кезінде анықтауға болады [7, 8]. Əр түрлі күйлер үшін 

)2(sin2  -функцияның мəні 1-кестесінде көрсетілген: 
 

1-кесте – Əр түрлі күйлер үшін )2(sin2  -функцияның мəні 

 

   0 1 2 3 

 us  s = 0 

s = 1 
0,992875 
0,997759 

0,999666 
0,999698 

0,999774 
0,999736 

0,999837 
0,999942 

 cs  s = 0 

s = 1 
0,807754 
0,888376 

0,808331 
0,820645 

0,823756 
0,820192 

0,840549 
0,832748 

 bs  
s = 0 

s = 1 
0,391901 
0,476458 

0,403142 
0,414885 

0,425912 
0,422155 

0,45012 
0,441368 

 cu  s = 0 

s = 1 
0,745768 
0,858996 

0,79529 
0,808458 

0,813268 
0,808788 

0,831916 
0,827522 

 bu  
s = 0 

s = 1 
0,342526 
0,444421 

0,395436 
0,403954 

0,416274 
0,411805 

0,441653 
0,436346 

 sb  s = 0 

s = 1 
0,730952 
0,736189 

0,744102 
0,744947 

0,754503 
0,75398 

0,76362 
0,762392 
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(9) өрнекті ескере отырып (1) өрнектен, азғантай ықшамдаулар жасағаннан кейін 
d

dE  үшін 

төмендегі өрнекті аламыз: 

 
 

 
       

 

 
  .

23

1
2

32

21

2
2

1
321

12
3

23
22

122
2

1
2
1

122
23

31

36

2
23

1
2

219

3
2132

)23(28

1
2

2























































































































































d
SLSS

SL

s

d
SSs

d

d
dE

                 

 (10) 

Ыңғайлы болу үшін ары қарай жасалатын есептеулер кезінде келесі параметризацияны енгі-
земіз, яғни өлшемсіз параметрлерге өтеміз 

 .;; uZxxZ                                              (11) 

Спиндік əсерлесуді ескере отырып, синглеттік жəне триплеттік күйлер үшін аналитикалық 
нəтижелерді келтіреміз. Синглет күй үшін БЭ: 

 

 
 
 

 
 

 
   

   
  ,23

21
212

13

22sin
23
21

26

3

23
22

3

4

23
241

2328

222































































Sx
SZS

s
Sx

SZS

SZS

SZ
Sx

SZSE

               (12) 

жəне триплет күй үшін: 

 

 
 

 
 

 
 

 
       

 

 
       

 
.

23

21
122sin

32218

3
22sin

2
11

23
22

224

23
21

212

13
22sin

23
21

218

3

23
22

3

4

23
241

2328

222




















































































































t
tx

tZS
t

tx

tZ

tx

tZS
t

tx

tZS

tZS

tZ
tx

tZtE

   (13) 

(1) өрнектен u параметрі үшін өрнек аламыз. Бұл теңдеу синглет күй үшін де, триплет күй 
үшін де былай жазылады: 

 ,0

2

2
2

2

2
1

1 









W
Z

um

uu

W
Z

um

uu

                                            

 (14) 

 
мұндағы параметлер синглет күй үшін жəне триплет күй үшін сəйкесінше tusuu , , tZsZZ , , 

tWsWW ,  түрінде жазылады. 

ZS  жəне  Zt  параметрлері мыаған тең болады 
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 
;

244

0

2
2

S
S Z

su
Z

 
  

 
   

   
;

21122sin
323

2
0

22)4cos4(sin
3

2
2424

2

















 




















t
tu

s
tZ

tt
tutu

tZ                      (15) 

мұнда келесі белгілеулер қолданылған: 
 

         ;21
1

22sin21
2

222
3
16

22
0




 





 

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s
s
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s
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         .21
1

22sin21
3

2
222

3
16220 


  




tu
s

t
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s

tustZ  

 

WS , Wt параметлері келесі жолмен анықталады: 
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
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                  (16) 

(12) жəне (13) көрсетілген теңдеулер элементар жолмен есептеледі, жəне біз құрамдас 
бөлшектедің массасын, конституентті массасын анықтай аламыз. Мұндай жағдайда, БЭ үшін 
жазылған өрнекті ескере отырып (6) өрнектен мезонның массасын анықтай аламыз [4, 5]. 

  
Мезондардың массасына меншікті энергияның қосатын үлесі 

 
Құрамға енетін бөлшектердің əсерлесуі калибрлік өрістерді алмасу арқылы жүзеге асады, яғни 

біз қолданған əсерлесу потенциалы барлық мүмкін болатын Фейнман диаграммалары арқылы 
анықталады. Əсерлесудің екі түрі бар: біріншісі – құрамға енетін бөлшектердің калибрлік өріс 
арқылы əсерлесуі, ал ол алмасу диаграммалары арқылы жүзеге асады, екіншісі – құрамға енетін 
бөлшектердің өзара əсерлесуі, яғни меншікті энергия диаграммасы. Алмасу диаграммасы реляти-
вистік емес жағдайда потенциалды əсерлесуге сəйкес келеді, ал меншікті энергия диаграммасы 
бөлшек массасының қайта нормалануын анықтайтын потенциалды емес əсерлесуге сəйкес келеді. 
Меншікті энергия диаграммасының енгізілуі [9] жұмыста егжей-тегжейлі қарастырылған жəне 
былай жазылады 

 















2

1
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16



SEH                                                         (17) 

мұндағы 1 жəне 2 
– құрамға енетін бөлшектердің конституентті массы,  – струнаның созылуы. 

Меншікті энергия диаграммасын ескерген кездегі байланысқан күйдің массасы: 
 

 










621 


 







 EE
x

xM .                                       (18) 

Алынған сандық есептеулер 2 жəне 3-кестеде көрсетілген.  
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2-кестеде – орбиталды қозған,  us  кварктерінен тұратын мезонның энергетикалық жəне 

массалық спектрі. БЭ мен массалары 39.0s  мəнінде GeV бірлігінде анықталған. 

 

   
 

0 
20.45 GeV   

1 
20.225 GeV   

2 
20.215 GeV   

3 
20.2 GeV   

S = 0 S  0.520 0.626 0.594 0.59 

 uS 0.4416 0.6049 0.7647 0.8604 

 ES 1.2826 1.4648 1.6761 1.8783 

 1 0.51403 0.58997 0.6416 0.6983 

 2 .05302 0.6041 0.6546 0.7103 

 Msp (our)  0.1684 1.2549 1.6988 2.0477 

 Msp (exp)   1.272±0.007   

S = 1 S 0.522 0.563 0.569 0.573 

 uS 0.7536 0.7986 0.8727 0.9404 

 ES 1.0373 1.4813 1.6725 1.8681 

 1 0.7444 0.6573 0.6829 0.7287 

 2 0.7557 0.670 0.6952 0.7402 

 Msp (our) 0.9878 1.4189 1.7732 2.0896 

 Msp (exp)     

 
3-кестеде – орбиталды қозған,  uc  кварктерінен тұратын мезонның энергетикалық жəне 

массалық спектрі. БЭ мен массалары 2.0s , 226.0 GeV мəндерінде GeV бірлігінде 

анықталған. 
 

   0 1 2 3 

S = 0 S 0.665 0.595 0.582 0.582 

 uS  0.5454 0.7715 0.8936 0.9742 

 ES 0.9688 1.4322 1.7775 2.0686 

 
1
 1.4201 1.4731 1.520 1.5645 

 
2
 0.4977 0.63336 0.736 0.8238 

 Msp (our)  1.815 2.443 2.8917 3.2644 

 Msp (exp)  1.8696±0.0002 2.422±0.0013   

S = 1 S  0.533 0.562 0.571 0.574 

 uS  0.8005 0.8696 0.941 1.0104 

 ES  1.0185 1.4396 1.7744 2.0615 

 1 1.4395 1.4869 1.5318 1.575 

 2 0.55078 0.6649 0.76003 0.84368 

 Msp (our)  1.9346 2.4836 2.9115 3.2751 

 Msp (exp)  2.00697±0.0019 2.460   
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОНСТИТУЕНТНЫХ МАСС И МАСС МЕЗОНОВ  
С ПОМОЩЬЮ ПОЛНОГО ГАМИЛЬТОНИАНА 

 
Г. Нурбакыт, С.Е. Кемелжанова, Е. Махаббат 

 

Казахский Национальный университет им. Аль-Фараби, Алматы, Казахстан 
 

Ключевые слова: гамильтониан взаимодействия, приведенная масса, калибровочные поля, энергети-
ческий спектр, квантовый осциллятор, оптическая ловушка. 

Аннотация. В работе был рассчитан массовый спектр мезонов состоящих из легких-тяжелых кварков. 
Определена зависимость конституентной массы от орбитального квантового числа. Несмотря на то, что не 
была введена матрица кабиббо-кобаяши-макавы, все характеристики были определены постредством кон-
ституентных масс кварков. При вычислениях мы учитывали октет-синглетное перемешивание. Результаты 
согласуются с экспериментальными данными как для легких, так и для тяжелых кварков. 

Основными результатами данной работы являются: 
1. Аналитически определен потенциал взаимодействия с учетом релятивистской поправки. Определена 

непертурбативная добавка к гамильтониану взаимодействия, которая связана с релятивистской природой 
системы. 

2. Предложен один из альтернативных вариантов учета нелокального характера взаимодействия при 
определении свойств адронов на больших расстояниях. Определена зависимость конституентной массы от 
радиуса конфайнмента. 

3. Определены массовые спектры мезонов, состоящих из легко-легких, тяжело-тяжелых и легко-тяже-
лых кварков единым образом, учитывая непертурбативный, нелокальный и непотенциальный характер 
взаимодействия. 

4. Определена ширина лептонного распада векторных мезонов с учетом непертурбативного, нело-
кального и релятивистского характеров взаимодействия. Определена вероятность радиационного перехода 

мезонов, состоящего из  cc ,  bb  и  bc  кварков, которая обусловлена Е1 переходом. 
 

Поступила 25.02.2015 г. 
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Abstract. This article discusses the definition of flat solar collectors heat loss to the environment. It is 

suggested that in practical use under consideration will have to take the solar collector solar water heated to 60°C, in 
some cases - up to 80 ° C. At steady state, the same heat flux passes through an air layer between the heat receiving 
unit and the glass meets the thermal resistance at the transition to the atmospheric air. Thermal resistance towards 
glasses sum of the following: thermal resistance of the air layer between the beam assimilated surface of the heat and 
the facing surface of the glass. 

 
 

УДК 623 
 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕПЛОВЫХ ПОТЕРЬ ПЛОСКИХ 
ГЕЛИОКОЛЛЕКТОРОВ В ОКРУЖАЮЩУЮ СРЕДУ 

 
О. А. Ауелбеков, Н. С. Катаев, М. М. Кунелбаев, Г. И. Салгараева  

 
Казахский государственный женский педагогический университет, Алматы, Казахстан 

 
Ключевые слова: тепло, плоские гелиоколлекторы, окружающая среда, теплоприемник, излучение 
Аннотация: В статье рассматривается определение тепловых потерь плоских гелиоколлекторов в окру-

жающую среду. Предлагается, что при практическом использовании рассматриваемого нами солнечного 
гелиоколлектора придется отводить воду, нагретую до 60˚С, в некоторых случаях – до 80˚С. При ста-
ционарном состоянии один и тот же тепловой поток проходит через слой воздуха между теплоприемником и 
стеклом, встречает термическое сопротивление при переходе к атмосферному воздуху. Тепловое сопро-
тивление в сторону стекол складывается из следующих величин: термического сопротивления воздушной 
прослойки между лучепоглощающей поверхностью теплоприемника и обращенной к ней поверхностью 
стекла. 

 
Задачу вычисления теплопотерь солнечного гелиоводонагревателя сведем к самому 

простейшему случаю – определению стационарного теплового потока от нагретой поверхности в 
сторону термоизоляционных ограждений. Под этим состоянием мы понимаем такое состояние, 
при котором разность температур между поглощающей панелью и атмосферным воздухом 
поддерживается постоянной, что может быть достигнуто путем регулирования впуска в 
теплоприемник гелиоколлектора холодной и отвода из него нагретой воды.  

Постоянство указанной разности температур при постоянной скорости ветра обусловливает 
неизменность теплопотерь гелиоколлектора. При этих условиях температура отводимой воды 
меняется в зависимости от интенсивности солнечной радиации, поглощаемой теплоприемником.  

Предлагается, что при практическом использовании рассматриваемого нами солнечного 
гелиоколлектора придется отводить воду, нагретую до 60˚С, в некоторых случаях – до 80˚С. 
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При стационарном состоянии солнечного колелектора поток тепла предполагается не-
прерывные, постоянные по величине и направлению, а также постоянны теплопотери от тепло-
приемника к ограждающей его конструкции. 

Тепло, терямое наружной поверхностью прозрачного перекрытия гелиоколлектора, слагается 
из теплопотерь путем лучеиспускания (qл) и конвекции (qк). 

При установившемся режиме оно равно количеству гелиоокллектора, которое в свою очередь, 
воспринимается внутренней поверхностью прозрачного перекрытия путем лучеиспускания и 
конвекции (открытой части теплоприемника, поверхности каналов и воздуха в гелиоколлекторе). 
Расчетные формулы имеют вид: 

qn2 = qл2 +qк2                                                                           (1) 

qк2 =α2 (Tс2 – T0)                                                                     (2)  

qк2 =α1 (Tк – Tс1)                                                                     (3)  

qn1 = qл1 +qк1                                                                           (4)  

qn1 =
с

с




 (Tc2 – T0 ),                                                                (5)  

где qл2 – тепло, излучамое наружной поверхностью гелиоколектора в окружающее пространство, 
Вт/м2; qл1 – тепло, излучаемое поверхностью труб и экранов на внутреннюю поверхность стекла 
Вт/м2; α1 – коэффициент теплоотдачи воздуха внутри гелиоколлектора внутренней поверхности 
стекла Вт/м2; α2 – коэффицент теплоотдачи наружной поверхности в окружающее пространство 
Вт/м2; λс – коэффициент теплопроводности стекла, Вт/м К; δс – толщина стекла, м; Tс2 – тем-
пература наружной поверхности стекла, К; Tс1 – температура внутренней поверхности в гелио-
коллекторе, К; Tк – средняя температура поглощающей поверхности, К; T0 – температура окру-
жающего воздуха, К. 

 
 

Модель солнечного гелиоколлектора 
 

После суммирования (1), (2), (3) предварительно решенных относительно температурной 
разности, получаем 


cc

nq

 1

1


kq

+ 
2

2


kq

= Tk –T0                                                        (6)  

Подставляя (6) соотвественно (2) и (3) qr1 и qk2 из имеем 

qn ( )
11

21 





с

с  – 
1

1


kq

– 
2

2


kq

= Tk –T0                                              (7)  
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Во втором множителе первого слагаемого левой части (7) сумма термических сопротивлений 
представляет собой обратную величину коэффициенту теплопередачи конвекцией и теплопро-
водностью через поверхность стекла: 

K

1
=

21

11







с

с  

Поэтому, заменяя сумму термических сопротивлений второго множителя левой части (7) 
первого слагаемого величиной и решая это соотношение относительно, получим: 

qn = K(Tk –T0) + 21
1

 
q

K
q

K

с

                                                      (8)  

Если поверхность стекла равна 1м2, а Fc м
2 , то можно записать так: 

qnFc =kFc (Tk –T0) + 21
1

 
q

kF
q

kF

с

cc                                                (9)  

Температуры, входящие в формулу, нам известны. Таким образом, задача сводится к опре-
делению общего термического сопртивления: во- первых, застекления, во-вторых, дна и, наконец, 
боковых стенок коробки гелиоколлектора. 

Потери в сторону застекления. Тепловой поток, идущий от теплоприемника в сторону 
застеклении, преодолевает термическое сопротивление прослоек воздуха и стекол. 

При стационарном состоянии один и тот же тепловой поток проходит через слой воздуха 
между теплоприемником и стеклом, встречает термическое сопротивление при переходе к 
атмосферному воздуху. 

Ввиду малости влияния термического сопротивления стекол на величину теплового потока от 
теплоприемника к атмоферному воздуху в дальнейших расчетах не учитывается. 

Таким образом, тепловое сопротивление в сторону стекол складывается из следующих 
величин: термического сопротивления воздушной прослойки между лучепоглощающей по-
верхностью теплоприемника и обращенной к ней поверхностью стекла. 

1

1

K
=

с

с


81

1

                                                                    (10)  

Коэффициент теплоотдачи от воздуха внутри гелио коллектора к внутренней плоской 
поверхностью стекла, обращенной вниз, определяется по формуле, заимствованной из работы [1]. 

Для угла наклона +45  Num=0,60 (GrPr)
0,25 

для угла наклона 30  Num=0,56 (GrPr)
0,25 

или для упрощенных случаев  4
11 200 ck TT                                    (11) 

Принимая во внимание, что формула Tc1=C1Tk+(1–C1)T0 (11) может быть переписана так: 

1 2(1– C1)
1/4 (Tk– T0)

1/4                                                       (12)  

где C1 – некоторые функции от Tk, T0, Vв скорости ветра, φ – расположения труб dэф и их диаметры, 
величины термического сопротивления стекла гелиоколлектора и пр. 

Зависимость C1 от указанных параметров раскрывается ниже. 
В случае, когда угол наклона теплоприемника составляет 30˚, теплоотдачу можно 

рассчитывать следующим образом: 

Num=0,60 (GrPr)
0,25, α1=Nu

d
m  α≈1,3 α1 

При угле наклона теплоприемника 45˚ по формуле, откуда 

Num=0,56 (GrPr)
0,25 

Термическое сопротивление атмосферного воздуха, прилегающего к наружному стеклу 
гелиоколлектора, определяется равенством: 
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2

1

K
=

с

с


81

2

  

где α2 вычисляется по формуле Nu=0,56 Re 0,76 (критериальные обработки исследований 
теплообмена плоского теплоприемника) или для упрощенных случаев  

α2=a+b(Vв
n

T
)

239                                                              (13)  

Значения коэффиицентов a, b, n рассмотрены в таблице 1. 
 

Таблица 1 – Значения коэффиицентов a, b, n от скорости ветра 
 

Скорость ветра a b n 

Vв>5 м/с 4,8 3,4 1,00 

5< Vв < 30м/с 0,0 6,2 0,78 

 
По закону Стефана – Больцмана и формуле Нуссельта 

α  = a ( ) 

где a =

4

02

2

100100

TT

TT

c

вc







 

температурный фактор излучения и   = 

321

111
1




 приведенный 

коэффициент лучеиспускания параллельных поверхностей. 
Принимаем следущее значения коэффициентов лучеиспускания: для поверхности тепло-

приемника – 4,46, для стекол – 4,40 для абсолютного черного тела – 4,90. В целях упрощения 
нахождения коэффициента теплопередачи лучеиспускания (α  ) в зависимости от температур 

поверхностей удобно пользоваться специальными таблицами и диаграммами [2]. 
Количество тепла (qλ1), переданное лучеиспусканием на внутреннюю поверхность стекла 

гелиоколлектора, слагается из: 
1) тепла, излучаемого поверхностью канала стекла солнечного гелиоколлектора: 

qλ1=4,9εψπφ(
100

T
)4                                                           (14) 

где  

ε = 

)1
1

(
1

1


cT 




 – приведенный коэффициент излучения. 

Ψ – коэффициент сравнения с теплообменом двух паралельных плоскостей, полученный в 
результате обработки данных – работы [3]. 

Так как в являются фукциями от, то принимая уравнение может быть записано так: 

Ψ=φ(3,26–3,92φ+2,06φ2–0,40φ3) 

Так как в (14) ε и Ψ являются функциями от φ, то, принимая εТ= εС≈0,94 [4], уравнение (13) 
может быть записано так: 

qc=A(
100

cT
)4                                                                      (15)  

где A есть функция от φ. Численное значение коэффициента в зависимости от приведено в табли- 
це 2. 
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Таблица 2 – Зависимость коэффициента А от φ 
 

φ 0,00 0,05 0,10 0,15 0,2 0,25 0,3 0,4 0,5 

A 0,00 0,111 0,419 0,274 1,47 2,10 2,38 0,54 6,10 

 
2) Тепло, излучамое открытой частью теплоприемника на стекло qок гелиоколлектора: 

qок =4,9Ес(1–φ)(
100

kT
)4                                                           (16)  

где (1–φ) – доля свободной поверхности теплоприемника. 
3) Тепло, излучаемое внутренней поверхностью стекла на каналы и открытые части 

теплоприемника 

qс1 = –4,9Ес(1–φ)(
100

1сT
)4                                                           (17)  

Также qλ1=qc + qок + qс1, то суммируя (15), (16) и (17) получаем: 

qλ1= A(
100

cT
)4 +4,9εс[(1–φ)(

100
kT

)4 – (
100

1сT
)4 ]                                       (18)  

Тепло qλ1, излучаемое наружной поверхностью гелиоколлектора в окружающее пространство, 
определяется по обычной формуле и равно: 

qλ2= 4,9εс[(
100

2сT
)4 – (

100

T
)4 ]                                                   (19)  

Подставляя значения qλ1 и qλ2 соответственно из (17) и (18) в (19) в получим 

qn= k (Tk –T0) + 
1

k
{ A(

100
cT

)4 +4,9εс[(1–φ)(
100

kT
)4 – (

100
1сT

)4 ]}+ 
2

k
4,9εс[(

100
2сT

)4 – (
100

T
)4 ]     (20)  

 Ниже приведены зависимости qn общей тепловой потери как функции температуры 
теплоприемника (Tk) при Vв = 300 К, αл = 6,2 Вт/м2 ч ˚С, Епад = 700 Вт/ м2 ч, Vл = 0,96, αст = 0,87,                
δиз = 0,08 мм, λс = 0,04 Вт/ м2 ч˚С. 
 
Таблица 3 – Зависимость общей тепловой потери qn как функции температуры тепловоспринимающей поверхности Tk 

 

 Температура, С 

Теплопотери Вт/м2 
50 

323 
60 
333 

70 
343 

80 
353 

90 
363 

100 
375 

Теплопотери через прозрачное покрытие  
в окружающее пространство 

 
100,5 
80,42 

 
168,0 
125,6 

 
228,7 
176 

 
281,0 
226 

 
352 
283 

 
449 
361 

Теплопотери через дно установки 6,5 11 15,5 20 24,5 29 

Теплопотери через боковые стенки установки 1,56 2,64 3,72 4,8 5,9 6,9 

∑ qn теплопотери 
108,56 
80,42 

168,0 
125,6 

228,7 
176 

281,0 
226 

352 
283 

449 
361 

Примечание: В суммарной теплопотере ∑ qn в числителе подсчитана по формуле Nu = ,32 Re0,8 (а), а в 
знаменателе ∑ qn посчитана по формуле Nu = 0,32 Re0,76 (б). При подсчете суммарной теплопотери по двум формулам 
(а) и (б) доля погрешности составляет 30%. 
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ЖАЗЫҚ ГЕЛИОКОЛЛЕКТОРДЫҢ ЖЫЛУЫН ҚОРШАҒАН ОРТАДА  

ЖОҒАЛТУЫН АНЫҚТАУ 
 

Ауелбеков О.А., Катаев Н.С., Кунелбаев М.М., Салғараева Г.И. 
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Тіре сөздер: жылу, жазық гелиоколлекторлар, қоршаған орта, жылу қабылдағыш, сəуле шығару.  
Аннотация: Берілген мақалада жазық гелиоколлектордың қоршаған ортадағы жылудың таралып 

жоғалуы талқыланады. Қарастырылып жатқан күн сəулесі гелиоколлекторын іс жүзінде қолдану барысында 
60˚С тан кейбір жағдайда 80˚С қа дейін қыздырылған суды бұру ұсынылады. Стационар қалып күй жағ-
дайында жылу ағысы жылу қабылдағыш пен шыны арасындағы ауа қабаты арқылы өтеді жəне атмо-
сфералық ауаға ауысу барысында термикалық кедергіге тап болады. Шыны бағытындағы жылу кедергісі 
келесі өлшемдерден тұрады: жылу қабылдағыштың сəуле жұтатын беті мен оған бағытталған шыны бетінің 
арасындағы ауа қабатының термикалық кедергісі.  
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Keywords: fiber, optic, links, heat, chamber. 
Abstract. The experiment allowed to determine the stability of the optical radiation transmitter – receiver 

module at the changing temperature of the ambient. Changing temperature was carried out anywhere from -40 to 
+70ºС, in both experiments the influence of temperature to signal attenuation was minor.  

The aim of the experimental studies is a checking attenuation on the main line portion depending on the 
magnitude of changes in the temperature range. For experimental research a poster module was made that allows to: 
investigate the dependence of the optical power of the transmitter on the temperature; investigate the dependence of 
temperature on the mechanical properties of the cable and the consequent verification of probabilistic additional 
damping. 

Change the output power transceiving module with temperature range of 100° c is only 0.3 db. that is, the 
frequency characteristics of the test signal is substantially independent of temperature within the specified range. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ ТЕМПЕРАТУРЫ  
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ВОЛОКОНННО-ОПТИЧЕСКИХ ЛИНИЙ СВЯЗИ 
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Ключевые слова: волоконно-оптические линии связи, термокамера. 
Аннотация. Эксперимент позволил определить стабильность оптического излучения приемо-передаю-

щего модуля при изменении температуры окружающей среды. Изменение температуры осуществлялось в 
пределах от –40 до +70ºС, в обоих экспериментах влияние температуры на затухание сигнала оказались 
незначительными.  

 
Установление сигнала в сети волоконно-оптические линий связи (ВОЛС) зависит от темпе-

ратуры [1]. 
Экспериментальных данных, поясняющих изменения величины затуханий от изменения тем-

пературного диапазона, недостаточно. 
Целью экспериментальных исследований, является проверка затухания сигнала на участке 

магистральной линии в зависимости от величины изменений температурного диапазона. 
Для проведения экспериментальных исследований был разработан стендовый модуль, 

который позволяет: 
– исследовать зависимость мощности оптического передатчика от температуры; 
– исследовать зависимость температуры на изменения механических свойств кабеля и как 

следствие этого проверка вероятностных дополнительных затуханий. 
Для проведения экспериментальных исследований были применены [2]: 
Термокамера Heraeus Votsch, приемо-передающий оптический модуль, анализатор ошибок HP 

70842 A, оптический аттенюатор, блок питания HP E3631A, генератор Anritsu MP1632A, 
электронный осциллограф HP 83480A. 

Термокамера Heraeus Votsch – диапазон изменяемых температур внутри оборудования 
составляет от –60 до +125ºС. Внутренний объем 2700 л; скорость повышения температуры –
10°С/мин, скорость понижения –5°С/мин равномерно по всему объему; габаритные размеры 
внутреннего объема (ШхГхВ) 1500х1500х1200 мм; постоянство температуры ±1,5°С, разброс 
температуры по объему ±1,5°С; смотровое окно 500х500 мм; водяное охлаждение; масса 2030 кг. 
Камера имеет два сменных дна: одно с отверстием под вибростенд, для совместной работы с ним 
(в комплекте крепления и защитная пленка), второе глухое, для работы в режиме термокамеры. 
Пульт управления камеры выносной. Длина соединительных кабелей до 10 м. Для проведения 
наиболее точных измерений в термокамере необходимо выдерживать не менее 20 – 30 минутные 
паузы после установления необходимой температуры [2]. 

Оптический аттенюатор – используется для внесения затуханий в волоконно-оптическую 
линию, представляющую из себя одномодовое волокно марки Corning optical fiber с размерами 
сердцевины и оболочки 8/125 мкм и длиной волны 1,3...1,55 мкм. Для проведения исследования 
взята длина Lопт=1 м [3]. 

При проведении эксперимента с генератора последовательности импульсов на передающую 
часть модуля подается псевдослучайная последовательность импульсов определенной частоты. 
Приемо-передающий модуль осуществляет преобразование входного электрического сигнала в 
оптический и передает его в линию связи. С помощью аттенюатора в линию вносится затухание, 
что приводит к снижению мощности передаваемого сигнала. На приемную часть модуля поступает 
маломощный сигнал, что может привести к неверному его приему и дешифрированию. Принятый 
сигнал подается на анализатор ошибок и сравнивается с исходным, таким образом, определяется 
достоверность принятого сигнала. Схема измерительного стенда показана на рисунке 1. 
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Аннотация. Тəжірибе қоршаған орта температура өзгерісі кезіндегі қабылдау - өткізбе модулінің опти-

калық сəлелену тұрақтылығын анықтауға мүмкіндік берді. Температура өзгерісі -40-тан +70ºС-ке дейін іске 
асты, бəсеңсу сигналына температура əсері екі тəжірибеде де болмашы болып шықты. 
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Abstract. In this work the analysis of nonlinear lateral vibrations of a drill string with the use of various nu-

merical methods is carried out. As known, oil and gas industry is one of the most intensively developing industries in 
Kazakhstan. At the same time lateral vibrations are the main reasons of the drilling equipment failures. Therefore, 
this problem is of great practical importance and is to be studied in detail. 

A mathematical model of the drill string vibrations is based on the nonlinear theory of elasticity. Also, the 
hypothesis of plane sections is applied. The drill string is considered as a one-dimensional rotating rod of symmetric 
cross-section. To include rotation two coordinate systems: the global (static) coordinate system Oxyz and the local 
one Ox'y'z' rotating along with the drill string are introduced. The rod is supposed to be isotropic, and the strain 
components to be infinitesimal. The flat bending of the rod is examined, that is the axis of the drill string is bent only 
in one Cartesian plane Oyz. Boundary conditions for the rod with pinned ends are considered. The drill string is com-
pressed by an axial force N(z,t) applied at the top end of the drill string. Likewise, the influence of a supersonic gas 
flow on the drill string motion is taken into account. The nonlinear model of the drill string vibrations is obtained 
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using the Hamilton principle. The Bubnov-Galerkin method in the second approximation is utilized to receiving a 
system of ordinary differential equations. Numerical solution to the system is found by explicit and implicit Runge-
Kutta methods, two variations of the stiffness switching method and the multistep backward differentiation formula 
(BDF). To estimate the efficiency of these methods their comparative analysis is conducted. The change in speed of 
the gas flow and its impact on the lateral vibrations of the drill string is also investigated. 

The results show advantages of application of the methods combining explicit and implicit schemes when 
modelling the nonlinear dynamics of drill strings in a supersonic gas flow.  
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Аннотация. В работе проводится анализ нелинейных поперечных колебаний буровой штанги с исполь-
зованием различных численных методов. Математическая модель колебаний основывается на нелинейной 
теории упругости В. В. Новожилова. Учитываются вращение штанги, действие продольной сжимающей 
нагрузки и влияние сверхзвукового потока газа. Для получения системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений применяется метод Бубнова-Галеркина. Численное решение системы находится явным и неявным 
методами Рунге-Кутта, двумя вариациями метода с переключением жесткости и многошаговым методом 
дифференцирования назад. Для оценки эффективности данных методов проводится их сравнительный ана-
лиз. Полученные результаты показывают преимущества применения методов, сочетающих в себе явную и 
неявную схемы, при моделировании нелинейной динамики буровых штанг в потоке газа. 

 
Введение. Нефте- и газодобывающая отрасль является одной из наиболее бурно разви-

вающихся отраслей промышленности в Казахстане. В процессе бурения нефтяных и газовых 
скважин буровые штанги подвергаются поперечным, продольным и крутильным колебаниям, 
среди которых поперечные колебания являются наиболее опасными и чаще остальных приводят к 
поломкам бурового оборудования и разрушению стенок скважин. Ввиду этого возникает необ-
ходимость в эффективном проведении геологоразведочных работ, что в свою очередь требует 
качественного анализа самого процесса бурения. 

Линейные математические модели, описывающие движение буровых штанг, были подробно 
изучены в работах [1-4]. В. И. Гуляевым и О. И. Борщом [1] были построены моды колебаний 
буровых штанг, заранее нагруженных неравномерной силой, вычислены их частоты и проведен 
численный анализ с применением метода Эверхарта. В работе И. А. Кулиева и др. [2] исследована 
динамическая модель буровой штанги, имеющей сложную конфигурацию. При решении модели 
использовался метод конечных элементов. В [3] авторы моделируют устойчивость нижнего 
пролета бурильной колонны, используя метод конечных разностей для интегрирования исходной 
системы уравнений. Динамическое поведение буровой штанги с учетом влияния промывочной 
жидкости, скорости вращения штанги, стабилизаторов, продольной силы и крутящего момента 
описывают линейными уравнениями типа Матье, которые решаются многошаговым методом [4]. 
Нелинейные колебания сжато-скрученной буровой штанги под действием переменных во времени 
осевой нагрузки и крутящего момента были изучены в работе Л. А. Хаджиевой и А. Б. Умбет-
куловой [5]. Для численного решения модели применялся пакет символьных вычислений Wolfram 
Mathematica. 

Основной целью данной работы является проведение сравнительного анализа применения 
различных численных методов для моделирования нелинейных поперечных колебаний буровой 
штанги с учетом сверхзвукового потока газа. Модели, описывающие данные режимы колебаний, в 



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 3. 2015 
 

 
39 

настоящее время являются недостаточно изученными и представляют большой практический 
интерес. 

Математическая модель. Рассмотрим глобальную правую декартовую систему координат 
Oxyz  и локальную систему координат Ox y z   , чтобы учесть вращение штанги. Пусть оси Oz и Oz  
направлены вдоль оси штанги. Компоненты перемещения по осям x, y, z обозначим соответственно 
через  , , ,U x y z   , ,V x y z  и  , ,W x y z .  

Ввиду большой длины буровой штанги представим ее как одномерный стержень сим-
метричного поперечного сечения длины l. Будем основываться на нелинейной теории упругости                     
В. В. Новожилова [6].  

Применим гипотезу плоских сечений. Будем предполагать, что стержень является изотропным 
и компоненты деформации бесконечно малы. Условие малости накладываем на удлинения и 
сдвиги, а также на углы поворота; перемещения не ограничиваются. 

Предположим, что ось штанги изгибается только в одной плоскости Oyz. Пренебрегая 
поступательным смещением вдоль оси Oz и кручением стержня, выражения для перемещений 
принимают вид: 

( , , , ) ( , ),

( , )
( , , , ) ,

V x y z t v z t

v z t
W x y z t y

z





                                                             

 (1) 

где ( , )v z t  - перемещение центра изгиба поперечного сечения вдоль оси Oy вследствие изгиба; 

( , )v z t

z





 - угол поворота сечения вокруг оси Oy при изгибе. 

Тогда положение любой точки стержня в локальной системе координат относительно 
глобальной системы координат можно определить следующим образом: 

   
   

cos sin

sin cos

.

x x U y V

y x U y V

z z W

 

 

    

     

   

                                                  (2) 

где t   - угол, на который поворачивается штанга при вращении;   - угловая скорость вра-
щения штанги. 

Пусть на верхний конец буровой штанги действует продольная сила  ,N z t , равная реакции 

опирания нижнего конца штанги на дно скважины. Будем считать приложенную сжимающую силу 
положительной. Также будем полагать, что сжимающая нагрузка является постоянной и 
распределенной по длине стержня  ,N z t N . 

Для получения уравнений колебаний буровой штанги применяем вариационный принцип 
Остроградского-Гамильтона. 

Чтобы учесть воздействие сверхзвукового потока газа P  на буровую штангу, воспользуемся 
формулой [7], основанной на гипотезе плоских сечений: 

2

1

0
0

1
1 ,

2
nU

P P
C


  

   
 

                                                          (3) 

где n g
v

U V
z





 - нормальная составляющая скорости потока газа на поверхности штанги;                    

Vg - скорость невозмущенного потока газа; 0C  - скорость звука для невозмущенного потока;              
P0 - давление невозмущенного потока;   - показатель политропы. 

Считаем, что газ движется в направлении, противоположном направлению движения буровой 
штанги.  

Раскладывая (3) в степенной ряд и удерживая первое и третье слагаемые в разложении, 
получим нелинейную модель поперечных колебаний буровой штанги, сжатой продольной силой 
N , в сверхзвуковом потоке газа: 
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где   - плотность, E  - модуль Юнга, xI  - осевой момент инерции поперечного сечения штанги, 

F  - площадь поперечного сечения,   - коэффициент Пуассона, 
0

gV
M

C
  - число Маха. 

Граничные условия для шарнирного закрепления стержня по концам представляются в виде: 
 

2

2

( , ) 0 0,

( , )
0 ( 0, ).x

v z t z z l

v z t
EI z z l

z

  


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                                                 

 (5) 

Для нахождения решения уравнения (4) с граничными условиями (5) применим метод Буб-
нова-Галеркина в двухмодовом приближении. Согласно данному методу разложим перемещение 

( , )v z t  в синусоидальный ряд по базисной функции: 

   
1

, sin ,
n

i
i

i z
v z t f t

l





   
 

  2n  .                                                 (6) 

Применяя процедуру Бубнова-Галеркина, приходим к нелинейной системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений относительно временных составляющих перемещения    1 2,f t f t , 

которую далее можно интегрировать, используя известные численные методы. 
Результаты и обсуждение. В работе [5] было установлено, что буровые штанги, изготов-

ленные из дюралюминия подвержены меньшим изгибным деформациям, чем стальные штанги при 
воздействии на них равных по величинам внешних нагрузок. Поэтому в данной статье численные 
расчеты проводятся для буровых штанг из дюралюминия. Для проведения вычислений приме-
няется универсальная математическая среда Wolfram Mathematica. 

Используем следующие значения параметров системы и внешних нагрузок: внешний диаметр 

буровой штанги 0.2D м , внутренний диаметр 0.12d м , 32.2 10 ,N H   50.7 10 ,E МПа   
32700 ,кг м   3

0 1.013 10 ,P Па   0.34,   1.4  . 
Применяя явный метод Рунге-Кутта четвертого порядка точности, было получено численное 

решение исследуемой системы поперечных колебаний буровой штанги. 
Было изучено влияние сверхзвукового потока газа на нелинейные колебания буровой штанги 

при изменении скорости потока. Рисунки 1, 2 показывают, что увеличение числа Маха приводит к 
возрастанию амплитуды и интенсивности поперечных колебаний штанги. При этом вторая мода в 
разложении (6) вносит существенный вклад в общий колебательный процесс, в определенные 
моменты времени превосходя вклад основной моды колебаний. 
  

                                   1st mode                 2nd mode 
 
 

Рисунок 1 – Влияние скорости потока газа  
на колебания штанги, М = 2.2 

                                  1st mode                   2nd mode 
 
 

Рисунок 2 – Влияние скорости потока газа  
на колебания штанги, М = 3 
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Как известно, при определенных шагах по времени использование явной схемы приводит к 
резкому увеличению числа вычислений или возрастанию погрешности. Это показывает, что 
система уравнений является жесткой и явный метод становится численно неустойчивым. 

Изучаемая в статье нелинейная модель колебаний при увеличении значений параметров 
внешних нагрузок и потока газа оказывается жесткой, что требует применения либо неявных схем, 
либо методов с переключением жесткости. Чтобы оценить эффективность данных методов, 
проведем их сравнительный анализ с явным методом Рунге-Кутта четвертого порядка точности 
(Explicit Runge-Kutta) при таких параметрах системы, когда жесткость системы еще не прояв-
ляется. Для этого рассмотрим неявный метод Рунге-Кутта (Implicit Runge-Kutta), два метода с 
переключением жесткости и метод дифференцирования назад (BDF). 

Первый метод с переключением жесткости (Stiffness switching 1) использует для численного 
решения два экстраполяционных метода: явный метод «чехарда» и линейный неявный метод 
Эйлера. Во втором методе с переключением жесткости (Stiffness switching 2) вместо метода 
«чехарда» используется явный метод Рунге-Кутта восьмого порядка. 

 
Таблица 1 – Сравнение численных методов, t = 50 c  

Метод Количество шагов 
Количество 
операций 

Ошибка 

Explicit Runge-Kutta 2751 11006 0 

Stiffness Switching 1 112 5233 69.58384 10  

Stiffness Switching 2 276 3576 61.70795 10  

BDF 2166 2631 46.22935 10  

Implicit Runge-Kutta 23053 115261 51.45612 10  

 
Таблица 2 – Сравнение численных методов, t = 50 c  

Метод Количество шагов 
Количество 
операций 

Ошибка 

Explicit Runge-Kutta 8355 33422 0 

Stiffness Switching 1 318 14848 0.272509 

Stiffness Switching 2 843 10920 0.046584 

BDF 6448 7786 0.254955 

Implicit Runge-Kutta 67879 339391 0.040081 

 
Таблица 3 – Затраты машинного времени для получения численного решения 

 

Метод 
Время на вычисления, с. 

t = 50 c t = 100 c t = 200 c 

Explicit Runge-Kutta 0.500 0.968 2.308 

Stiffness Switching 1 0.187 0.343 0.905 

Stiffness Switching 2 0.141 0.266 0.640 

BDF 0.187 0.359 0.890 

Implicit Runge-Kutta 5.772 11.123 22.574 

 
Как видно из таблиц 1, 2 методы с переключением жесткости требуют меньшего количества 

шагов по времени по сравнению с остальными методами и относительно малого количества 
арифметических операций для получения численного решения. Более того данные методы, также 
как и метод BDF, являются наименее затратными в плане машинного времени (таблица 3). 
Неявный метод Рунге-Кутта четвертого порядка показывает наименьшую эффективность среди 
исследуемых методов, которую, однако, можно значительно повысить путем увеличения порядка 
метода. 
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Заключение. В работе было изучено влияние сверхзвукового потока газа на нелинейные 
поперечные колебания буровой штанги, а также проведен сравнительный анализ применения 
различных численных методов для решения системы. Было установлено, что возрастание скорости 
потока газа, движущегося против направления движения буровой штанги, ведет к более частым и 
большим по амплитуде колебаниям штанги. Сравнение явного и неявного методов Рунге-Кутта, 
методов с переключением жесткости и метода дифференцирования назад показало хорошую 
согласованность численных результатов, полученных данными методами. В жестких системах 
метод с переключением жесткости, включающий явный метод Рунге-Кутта и линейный неявный 
метод Эйлера, позволяет получить достаточно точные результаты при меньшем количестве 
затрачиваемых шагов и времени вычислений. 
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БҰРҒЫЛАУ ҚАРНАҒЫ СЫЗЫҚСЫЗ ДИНАМИКАСЫНЫҢ МОДЕЛЬДЕУДЕ  
САНДЫҚ ƏДІСТЕРДІҢ САЛЫСТЫРМАЛЫ ТАЛДАУЫ 

 

А. Қ. Құдайбергенов, Асқ. Қ. Құдайбергенов 
 

Əл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университеті, Алматы, Қазақстан 
 

Тірек сөздер: бұрғылау қарнағы, сызықсыз үлгі, сандық əдістер, көлденең тербелістер, газ ағыны. 
Аннотация. Берілген жұмыста түрлі сандық əдістерін қолдануымен бұрғылау қарнағы сызықсыз 

көлденең тербелістерінің салыстырмалы талдауы жургізіледі. Тербелістердің математикалық үлгісі негізінде 
В. В. Новожиловтың сызықсыз серпімділік теориясы болып жатады. Қарнағының айналуы, білікке түсетін 
бойлық жүк-салмақтың əрекеті жəне дыбыстан газ ағыны есепке алынады. Жай дифференциалдық теңдеу-
лердің жүйесі алу үшін Бубнов-Галеркин əдісі қолданылады. Анық мен анық емес Рунге-Кутта əдістері, қат-
тылықтың ауыстыруымен əдістің екі вариациясы жəне көп аралық артқа дифференциалдау əдісі қолданып, 
жүйенің сандық шешімі табылады. Бұл əдістердің тиімділігін бағалау үшін салыстырмалы талдауы 
өткізіледі. Алынған нəтижелер анық мен анық емес сызбаларды байланыстырған əдістерді қолданудың 
артықшылығыны көрсетеді. 
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Abstract. In this paper we consider a procedure of comparison between the Fock approximate solution and the 
Kerr exact solution. Since the Kerr and Fock metrics are widely known in the scientific circles, we will use the final 
form of the metrics without going into their detailed derivation. The paper is purely didactic and methodological in 
nature. The methods of perturbation theory are applied within the approximation ~1/c2. Approximate coordinate 
transformations, allowing the comparison between the Fock and Kerr metrics, have been obtained analytically. The 
proposed method is applicable to other external approximate solutions of Einstein's equations. 
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СООТВЕТСТВИЕ МЕТРИК ФОКА И КЕРРА 
 

К. А. Бошкаев1,2, Ш. С. Сулейманова1, Б. А. Жами1, А. С. Таукенова1, Е. К. Аймуратов2 
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Ключевые слова: приближенные и точные решения уравнений Эйнштейна, метрика Фока, метрика 
Керра, координатные преобразования. 

Аннотация. В работе рассмотрена процедура сопоставления приближенного решения Фока и точного 
решения Керра. Поскольку метрики Фока и Керра широко известны в научных кругах, мы будем исполь-
зовать конечный вид метрик, не вдаваясь в их подробный вывод. Работа носит чисто дидактический и 
методический характер. Применяются методы теории возмущений в приближении ~1/c2. Аналитически 
получены приближенные координатные преобразования, позволяющие сопоставить метрики Фока и Керра. 
Предложенная методика применима к другим приближенным внешним решениям уравнений Эйнштейна. 

 
Введение. Метрика Фока [1-3] является постньютоновским приближенным решением 

уравнений Эйнштейна, которая применяется для описания геометрии вокруг астрофизического 
объекта со слабым гравитационным полем и медленным вращением. Данная метрика была получе-
на в разные годы Чандрасекаром (1965) и Абдильдиным (1985) в общей интегральной форме [1, 2]. 
Хотя именно в работе [2] метрика Фока была впервые получена для медленно вращающегося 
сферически-симметричного шара (жидкого и твердого) [4]. Было продемонстрировано, что точное 
решение уравнений Эйнштейна для вращающегося тела, так называемая метрика Керра [5], в 
приближении слабых полей и медленных скоростей нетривиальным образом сводится к метрике 
Фока, соответствующими координатными преобразованиями [2, 4, 6]. Однако, до сих пор не уда-
лось найти внутреннее решение Керра, даже в приближенном виде [6]. Данный факт показывает, 
что метрика Керра, характеризующаяся двумя мультипольными моментами, такими как полная 
масса и параметр вращения, может применяться только для ограниченного класса астрофизи-
ческих объектов таких как, например, черные дыры [6]. 
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Цель данной работы показать, как найти координатные преобразования с помощью теории 
возмущений для сопоставления метрик Фока и Керра. 

Одной из самых важных концептуальных проблем классической общей теории относи-
тельности (ОТО) является определение гравитационного поля внутри компактных объектов.            
В действительности, известно, что в случае статичных сферически-симметричных объектов, 
гравитационное поле полностью описывается внутренним и внешним решениями Шварцшильда 
[7]. Однако, уже при учете вращения тела (исходные уравнения намного усложняются) известна 
только внешняя точная метрика, именуемая метрикой Керра [5]. Более 50 лет физики в поисках 
внутреннего решения метрики Керра, но физическое решение до сих пор не найдено. В связи с 
этим, основной акцент мы будем делать только на внешнее решение Фока, так как для него 
существует внутренний аналог [6, 8]. 

Для сопоставления метрики Фока с метрикой Керра, в первой вычисляются интегралы для 
осе-симметричного деформированного тела, зависящие от внутренней структуры [4, 6, 8, 9]. В 
результате выводится метрика Фока для медленно вращающегося деформированного тела с тремя 
параметрами: полная масса, угловой момент, квадрупольный момент [6, 8]. Затем рассматривается 
предельный случай для сферически-симметричного распределения масс, где квадрупольный 
момент тела исчезает [4, 6]. Далее метрика Керра записывается в приближении ~1/c2 в координатах 
Бойера-Линдквиста и находятся координатные преобразования между двумя метриками. В итоге 
оба внешних решения, записанные в одних и тех же координатах, сопоставляются между собой 
весьма простыми алгебраическими выражениями. 

Структура статьи организована следующим образом. Сначала мы представим уточненную 
метрику первого приближения Фока, какой она впервые была получена Абдильдиным [2, 3], в 
гармонических координатах Де Дондера и Ланчоса [10, 11]. Далее приведем метрику Фока с 
учетом квадрупольного момента и вращения, а также рассмотрим частный случай в отсутствии 
ньютоновского квадрупольного момента. Затем представим решение Керра в координатах Бойера-
Линдквиста и кратко прокомментируем его наиболее важные свойства. Кроме того, мы найдем 
преобразование координат, устанавливающее связь между внешней уточненной метрикой первого 
приближения Фока и внешним решением Керра. 

Подход Фока. Для изучения физических свойств решений уравнений Эйнштейна, Фок [9] 
предложил альтернативный метод, в котором параметры, входящие во внешнюю метрику, полу-
чаются с помощью физических моделей для внутренней структуры тела. Этот подход учитывает 
внутренние свойства гравитационного источника, и сводит задачу нахождения приближенного 
внутреннего решения к вычислению некоторых интегралов, которые явно зависят от физических 
характеристик объекта [3, 4, 12]. Таким образом, значимость внешних параметров становится 
более реалистичной и появляется возможность определения некоторых аспектов внутренней 
структуры объекта с помощью наблюдений, проводимых во внешней области тела. Итак, в этой 
работе мы приводим основные результаты данного подхода и изучаем возможность сопоставления 
его с метрикой Керра. 

Внутреннее решение. Уточненная метрика первого приближения Фока была получена и 
исследована в довольно простой форме [2-4]. Впервые метрика была написана в исходном виде 
для гармонической системы координат следующим образом: 
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где c - скорость света в вакууме, G - гравитационная постоянная, U - ньютоновский гравита-
ционный потенциал, ρ - плотность массы тела, v - скорость частицы внутри тела, Π - упругая 

энергия на единицу массы, р - давление, U


 - гравитационный векторный потенциал. Заметим, что 
величины ρ, v, Π и U, характеризующие внутреннюю структуру источника, зависят только от 
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"внутренних" координат ix , которые определяются только внутри тела. Для упрощения обозна-

чений мы опускаем аргументы, которые определяют координаты этой зависимости. Соответ-
ствующий тензор энергии-импульса задается как 
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где δij - символ Кронекера и i, j = 1, 2, 3. Потенциал Ньютона удовлетворяет уравнению                      
ΔU= - 4πGρ. Решение этого уравнения, удовлетворяющее условиям на бесконечности, может быть 
записано в виде объемного интеграла: 
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Кроме того, гравитационный векторный потенциал должен непосредственно удовлетворять 
уравнению ΔUi = - 4πGρvi, тогда общее асимптотическое плоское решение может быть 
представлено в виде 
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Метрика Фока для деформированного тела. Рассмотрим случай, деформированных объек-
тов, как, например, вращающийся эллипсоид. Очевидно, что если форма тела слегка отклоняется 
от сферической симметрии, то тело приобретает дополнительные мультипольные моменты, в 
частности, квадрупольный момент [7]; моменты более высокого порядка являются незначи-
тельными, особенно для медленно вращающегося эллипсоида. Мы обобщим метрику Фока, так, 
чтобы квадрупольный момент мог появиться явно при интегрировании (1), а также в ньютонов-
ском потенциале. Следует отметить, что определение внешнего и внутреннего ньютоновских 
потенциалов для вращающегося эллипсоида является одной из классических проблем как 
теоретической, так и математической физики. Некоторые примеры для однородного эллипсоида 
рассмотрены в [7], но самые подробные сведения по этому вопросу были приведены в [13] и 
совсем недавно в [14]. 

Таким образом, внешнее решение Фока, описывающее гравитационное поле медленно вра-
щающегося и слегка деформированного тела в гармонических координатах выглядит следующим 
образом: 
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где M - полная масса тела, D - ньютоновский квадрупольный момент, 2/cD  - релятивистская 
поправка к ньютоновскому квадрупольному моменту D, т.е. квадрупольный момент, возникающий 

из-за вращения, S0 - угловой момент тела,  1cos3
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)cos( 2

2  P  - полином Лежандра,   - угол 

между радиальной координатой r и осью z. Данное решение аксиально-симметрично относительно 
оси z, и направление S0 совпадает с z [6, 8]. 

Метрика Фока для сферически-симметричного тела. В предельном случае с нулевым 
вращением S0=0 и исчезающими квадрупольными моментами 0== DD , метрика представляет 
приближенное решение Шварцшильда в гармонических координатах [9, 12]: 
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Исследование метрики (5) показывает, что в грубом (нулевом) приближении для случая 
медленного вращения 00 S , и при сохранении сферической симметрии данная метрика сводится 

к приближенной метрике Фока рассмотренной в [2, 4] с полной массой М, и 
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Здесь   - численный множитель, характеризующий внутреннюю структуру тела, соответственно 
равный [2, 4, 6] 
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Тогда метрика Фока принимает следующий вид: 
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Это и есть уточненная метрика Фока для сферически-симметричного распределения масс, полу-
ченная впервые Абдильдиным [2, 4]. 

Метрика Керра. Для описания гравитационного поля вращающейся сферы вне источника, 
физически разумно предположить, что внешняя метрика должна быть асимптотически плоской. В 
этом случае, первым очевидным кандидатом является решение Керра в соответствующем пределе. 
Метрику Керра [5] в координатах Бойера-Линдквиста [13] можно записать в виде 
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где 
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Произведя разложение в ряд Тейлора по ~1/c2, получим: 
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В целях сопоставления с внешней метрикой Фока для вращающегося сферически-симмет-
ричного распределения масс, дополнительно введем новые координаты ),( rRR  , ),( r ; 
соответственно, координатные преобразования необходимо искать с помощью методов теории 
возмущений в виде: 
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Подставляя (13) в (12) и снова разлагая в ряд Тейлора по ~1/c2, получим: 
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Для того, чтобы найти ),(1 rF  и ),(2 rF , приравниваем tt  и   компоненты метрических 
функции в метриках Фока (9) и Керра (14); соответственно, получаем: 
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Для нахождения параметра внутренней структуры k , используем найденные значения 
),(1 rF  и ),(2 rF  в r  компоненте метрического тензора (14) и приравняем данную компоненту 

нулю, так как она должна исчезнуть в силу ее отсутствия в исходных метриках. Отсюда следует, 
что 1k  и окончательно получим 











rM

S
GM

c
rR

2

22
0

2 2

sin1 
,   

222

2
0

2

cossin

rMc

S  
                            

 (16) 

Тогда приближенная метрика Керра (12) в гармонических координатах может быть сведена к 
следующей форме: 
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которая совпадает с (9) только при k = 1. Следовательно, уточненную метрику Фока (9) можно 
интерпретировать как метрику, описывающую внешнее гравитационное поле вращающегося тела 
второго порядка по угловой скорости. Преимущество использования этого метода заключается в 
нахождении приближенного решения, которое позволяет определить произвольную постоянную k. 
На самом деле, в случае 7/4 Lkk  для жидкой сферы и 28/15 Skk  для твердой сферы, 

значение 1 Kkk  для метрики Керра не соответствует конкретной внутренней модели. С дру-
гой стороны, все попытки найти физически разумное внутреннее решение метрики Керра не 
увенчались успехом. Возможно, соотношение с формализмом Фока может пролить свет на 
структуру внутренней модели метрики Керра. 

Заключение. В работе мы исследовали решения уравнений Эйнштейна, которые широко 
используются в литературе для описания гравитационных полей компактных объектов. В 
частности, были рассмотрены внутреннее и внешнее приближенные решения Фока, решение Фока 
с квадрупольным моментом, решение для сферически-симметричного распределения масс и 
решение Керра. Мы показали, что специфический параметр k, входящий в уточненную метрику 
Фока, впоследствии, принимает особые значения в случае жидкой и твердой сфер. Выяснилось 
также, что в случае приближенной метрики Керра, этот параметр, не соответствует ни одной из 
известных внутренних моделей тела, проанализированных в рамках формализма Фока. 

Чтобы избежать технических проблем, которые обычно возникают в процессе сопоставления 
решений, мы вывели координатные преобразования в приближении ~1/c2, используя метод теории 
возмущений. В случаях, представленных здесь, это сделано относительно простым способом 
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только потому, что все преобразования координат рассчитываются не точно, а с тем же при-
ближением, что и метрические функции. Такой подход позволяет сократить соответствующие 
проблемы в сопоставлении метрик на соответствующей заданной поверхности: таким образом, 
появляются только алгебраические условия. Используя этот метод, мы могли показать, что 
методика, представленная в настоящей работе, применима для сопоставления и других 
приближенных решений уравнений Эйнштейна. 
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ФОК ЖƏНЕ КЕРР МЕТРИКАЛАРЫНЫҢ СƏЙКЕС БОЛУЫ 
 

К. А. Бошкаев1,2, Ш. С. Сулейманова1, Б. А. Жами1, А. С. Таукенова1, Е. К. Аймұратов2 
 

1Əл-Фараби атындағы ҚазҰУ, Əл-Фараби даңғылы 71, 050040 Алматы, Қазақстан, 
2ICRANet, Piazza della Repubblica 10, I-65122 Pescara, Italy 

 
Тірек сөздер: Эйнштейн теңдеулерінің жуық жəне дəл шешімдері, Фок метрикасы, Керр метрикасы, 

координаттық түрлендірулер. 
Аннотация. Жұмыста Фоктың жуық жəне Керрдің дəл шешімдерін сəйкес қою əдісі қарастырылды. 

Бұл шешімдер ғылыми əдебиетте кеңінен белгілі болғандықтан біз олардың қорытып шығару жолын егжей-
тегжейлі қарастырмаймыз, тек метрикалардың соңғы дайын түрін пайдаланамыз. Жұмыс дидактикалық жəне 
педагогикалық сипатқа ие. ~1/c2

 жуықтауында ұйытқу теорияның тəсілдері қолданылады. Фок жəне Керр 
метрикаларын сəйкес қоюға мүмкіндік беретін жуық координаттық түрлердірулер аналитикалық жолмен 
алынды. Ұсынылған əдісті Эйнштейннің өзге де сыртқы жуық шешімдеріне пайдалануға болады. 
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Abstract. Causes and factors that lead to prihvatu are many and varied, the same for all types of stuck pipe is 

that the column of some its over is quite firmly associated with the wall of the well.  
Main goal is to reduce the limit values of the forces between the particles and the surface of the pipe, which 

provides pipes on the walls of the well. To do this, various methods are used, one of which is the impact on the 
convoy in the area of welding. 

The impact speed of the elastic element in the amount shown at large values of the time. The voltage changes 
in a limited time interval. Thus, for each value of force is the value of the coefficient of tightness stiffness of elastic 
element, where the shock plays a pivotal role in liquidation stuck pipe. 

 
 

УДК 622.48 
 

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА УДАРНОГО ВОЗДЕЙСТВИЯ  
ЧЕРЕЗ УПРУГИЙ ЭЛЕМЕНТ  

НА ПРИХВАЧЕННУЮ В СКВАЖИНЕ КОЛОННУ 
 

А. Бараев1, И. И. Джанзаков2, М. Ж. Жумабаев1, К. М. Кулжатаева1, А. С. Тулеп3 
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3 Международный казахско-турецский университет им. Х. А. Ясави, Туркестан, Казахстан 

 
Ключевые слова: прихват, колонна, скважина, метод. 
Аннотация. Причины и факторы, приводящие к прихвату многочисленны и разнообразны, общим же 

для всех типов прихватов является то, что колонна на некотором своем протяжении оказывается достаточно 
прочно связанной со стенкой скважины.  

Основной задачей являются уменьшение до предельного значения величины силы связи между части-
цами корки и поверхностью трубы, которая обеспечивает движение трубы относительно стенок скважины. 
Для этого применяются различные методы, одним из которых является ударное воздействие на колонну 
находящегося в зоне прихвата. 

 
Рассмотрим действия ударного импульса нагрузки на колонну через упругий элемент, сопря-

женный с некоторым сечением недеформируемой колонны [1, 2]. При этом колеблющаяся колонна 
возбуждает поперечные (сдвиговые) волны в окружающей колонну среде, которые существенно 
могут изменить напряженное состояние массива горной породы. Движения частиц среды вблизи 
колонны описывается уравнением  
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где ),( trWg  – осевое перемежение частиц породы; 0P  – осевое усилие; /2 Gc   – скорость 

распространения поперечной волны в массиве горной породы;  и G – плотность и модуль сдвига 
для слоя массива, создающего сопротивление движению колонны. Ось 0r направлена 
перпендикулярно оси 0Z, k0 – коэффициент жесткости упругого элемента, закрепленного одним 
концом к телу колонны, hRR  12 , 1R  – внешний радиус колонны, h – толщина пристеночного 

слоя массива, )(** tWW   – перемещение другого конца элемента. 
Решение уравнения (1) представим в виде 
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В дальнейшем влиянием вязкости в зоне прихвата пренебрегаем, и решение уравнения (1), 
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Решение уравнения (5) при 0  представим в виде  
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В дальнейшем полагаем 000 PconstP   (с постоянной величиной силы натяга), и рассмот-

рим случая движения конца упругого элемента. с постоянной скоростью 0V : tVW 0*  .  
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Результаты расчетов для перемещения колонны ),( 1RtWW g (мм) и касательного напря-

жения ),( 1Rtsigma rz (МПа) представлены на рисунках 1–4 в виде графиков.  
В расчетах принято: длина, внешний радиус колонны и погонная масса колонны соот-

ветственно равны: H = 1000 м, R1 = 0.07 м, mn = 30 кг, толщина пристеночного слоя h = 0.7 м                
(R2 = 10 R1), радиус скважины R1 = 0.09 м Плотность, коэффициент Пуассона и модуль сдвига для 

породной среды соответственно равны 3/2000 мкг , 2.0  и МПаG 310 , коэффициент 
трения между поверхности трубы и стенками скважины f = 0.3. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рисунок 1 – Кривые зависимости перемещения ),( 1RtWW g (мм) и напряжения ),( 1Rtsigma rz (МПа)  

от времени для мkНk /500   и при равенстве силы натяга к силе веса колонны 0* P )( 0 mghP   
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Рисунок 2 – Кривые зависимости перемещения ),( 1RtWW g (мм) и напряжения ),( 1Rtsigma rz (МПа)  

от времени для мkНk /5240   и при равенстве силы натяга к силе веса колонны 0* P )( 0 mghP   
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Рисунок 3 – Кривые зависимости перемещения ),( 1RtWW g (мм) и напряжения ),( 1Rtsigma rz (МПа)  

от времени для мkНk /5000   при )824(524 0* kНPkНP   

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рисунок 4 – Кривые зависимости перемещения ),( 1RtWW g (мм) и напряжения ),( 1Rtsigma rz (МПа)  

от времени для мМНk /50   при )824(524 0* kНPkНP   
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Расчеты были проведены для длины прихвата l = 50, трех значений коэффициента жесткости 
упругого элемента мkНk /500  , мkНk /5000  , мМНk /50   при действии силы натяга 

kНPP cр 1048*20  (сила прихвата при этом будет равна kНPср 524 ).  

Скорость перемещения конца упругого элемента была принята смV /1.00  (линии красного 

цвета), смV /10  (линии голубого цвета), смV /50  (линии зеленого цвета), смV /100  (линии 

черного цвета).  
Из анализа кривых следует, что отсутствии натяга изменение перемещения колонны по вре-

мени практически носит линейный характер (рисунок 2). Влияние скорости перемещения упругого 
элемента на величину перемещения проявляется при больших значениях времени. При этом 
напряжения по времени меняется в ограниченном интервале.  

Таким образом, для каждого значения силы натяга существует значение коэффициента жест-
кости упругого элемента, начиная с которого ударное воздействие играет определяющую роль при 
ликвидации прихвата.  
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Abstract. In this work the method of chemical vapor deposition of carbon nanotubes and its composites is 

considered. The synthesis of carbon nanotubes was carried out in fixed and fluidized bed reactors. The silicon sub-
strate, titanium dioxide powder and fiberglass were used as catalyst carriers. Catalytic thin nanolayers (Ni) were 
deposited on the surface of Si substrate by electron-beam sputtering method. Metal nanoparticles (Fe, Ni, Co) were 
deposited on the surface of powder and fiberglass by wet impregnation method into catalyst solution and its 
following drying. The obtained samples were examined by scanning electron microscopy (SEM) and Raman 
spectroscopy. The electrical properties of obtained composites were measured at direct current. The degree of defect-
free zone of carbon nanotubes deposited on a silicon substrate and titanium oxide powder is quite high. The obtained 
composite material of fiberglass with carbon nanotubes has high electrical conductivity. The electrical resistivity of 
composite material is very sensitive for external pressure. On increasing of external pressure (from ~0.03 to ~0.15 
МPa) and at constant voltage (5 Volts) the electrical resistivity of samples decreases and wherein the pressure 
sensitivity is different for samples with different electrical resistance.  
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скопия. 

Аннотация. В настоящей работе рассматривается метод химического осаждения из газовой фазы угле-
родных нанотрубок и их композитов. Синтез углеродных нанотрубок проводился в реакторах с подвижным 
и неподвижным слоем. В качестве носителей катализатора использовались подложки кремния, порошок 
оксида титана и стекловолокно. На пластины Si тонкие слои катализатора (Ni) наносились методом элек-
тронно-лучевого распыления. Наночастицы металлов (Fe, Ni, Co) наносились на поверхность порошков и 
стекловолокна методом пропитки в химических растворах солей металлов с последующим отжигом. Полу-
ченные образцы исследовались методом сканирующей электронной микроскопии (SEM) и спектроскопией 
комбинационного рассеяния. Электрические характеристики полученных композитов измерены на постоян-
ном токе. Установлено, что степень бездефектности углеродных нанотрубок на кремниевых подложках и на 
порошке оксида титана довольно высокая. Полученный композитный материал из стекловолокна, покрытого 
углеродными нанотрубками, имеет высокую электрическую проводимость, которая весьма чувствительна к 
внешнему давлению. При увеличении внешнего давления (от ~0.03 до ~0.15 МПа) и при фиксированном 
напряжении (5 В) электрическое сопротивление образцов резко уменьшается в 4-5 раз, при этом чувстви-
тельность к давлению может регулироваться условиями приготовления композитов. 
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Введение. Углеродные нанотрубки (УНТ) были впервые обнаружены в 1991 г. Иидзимой [1] в 
ходе исследования на просвечивающем электронном микроскопе продуктов плазмохимической 
реакции в дуговом разряде. На микроскопе были обнаружены необычные полые трубчатые 
структуры с диаметром в несколько нанометров, которые впоследствии получили название 
углеродных нанотрубок. Различают одностенные и многостенные УНТ. Одностенная углеродная 
нанотрубка (ОУНТ) образуется в результате сворачивания одной графеновой плоскости в цилиндр, 
а многостенная углеродная нанотрубка (МУНТ) состоит из большого количества свернутых 
графеновых плоскостей. Оба вида УНТ имеют превосходную механическую прочность с замеча-
тельными тепловыми и электрическими свойствами. ОУНТ и МУНТ находят многочисленные 
применения в качестве химических сенсоров, нанобиоматериалов, проводящих прозрачных 
электродов, проводящих чернил, капсул для хранения водорода, в композитных материалах, 
наноустройствах и дисплеях [2-8].  

На сегодняшний день существуют три наиболее распространенных методов получения УНТ – 
метод электродугового синтеза [9-11], плазмохимическое осаждение паров из газовой фазы [12-15] 
и лазерная абляция [16, 17]. Существуют и другие методы, но из-за трудности контроля роста 
УНТ, дороговизны каталитических реагентов и аппаратуры они не получили широкого приме-
нения. В настоящее время для масштабного производства УНТ применяют метод дугового рас-
пыления и метод плазмохимического осаждения из газовой фазы, так как они наиболее 
максимально отвечают требованиям производства высококачественных УНТ. Недостатки данных 
методов – токсичность реагентов, высокая температура, высокие энергетические затраты, за-
грязнение примесями продуктов синтеза. Поэтому для улучшения производительности методов 
синтеза УНТ проводятся многочисленные исследования. В настоящей работе рассматривается 
метод синтеза УНТ на основе химического осаждения паров углерода из газовой фазы (CVD) с 
неподвижным и подвижным слоями. Неподвижный слой – это катализатор, нанесенный на 
неподвижную инертную подложку, расположенную в реакторе синтеза УНТ, подвижный слой – 
это катализатор, нанесенный на порошкообразный носитель, который находится в динамическом 
равновесии внутри реактора. 

  
Эксперимент 

 
Синтез УНТ проводился на двух установках. Для синтеза УНТ на неподвижном слое (под-

ложке) была использована установка, схема которой представлена на рисунке 1 (слева). Установка 
состоит из горизонтальной реакционной камеры в виде трубчатой печки. Внутри печки вдоль ее 
оси расположена герметичная кварцевая трубка. На вход трубки подают транспортный газ водород 
вместе с парами спирта, а выход соединяют с водяной ловушкой для растворения токсичных 
продуктов плазмохимической реакции. Синтез УНТ осуществлялся при температурах 600-900оС в 
атмосфере водорода. Источником углерода были пары этанола. В качестве подложки использо-
валась кремниевая пластина с термически выращенным оксидным слоем SiO2. На подложку 
методом электронно-лучевого распыления наносилась тонкая пленка никеля, играющая роль 
катализатора для роста УНТ. Подготовленная подложка загружалась в кварцевую трубку в область 
изотермической зоны. Все фланцы установки герметизировались, и установка продувалась водо-
родом в течение часа, после чего включался нагрев реактора. Вследствие малой инерционности 
печи и реактора температура в интервале 600-900оС достигалась за 15-20 минут. При достижении 
необходимой температуры синтеза включалась продувка газа через второй канал – барботер, 
находящийся при комнатной температуре и заполненный этанолом. На рисунке 1 стрелками 
обозначены направления потока реакционного газа. 

В качестве неподвижного слоя также было использовано стекловолокно на основе SiO2, на 
которое наносился катализатор путем обработки в водном растворе 0.1 М нитратов кобальта и 
никеля с последующей промывкой в дистиллированной воде и сушкой на воздухе. Волокна 
загружались в среднюю часть реактора, заполняя весь диаметр трубки. Нитраты кобальта и никеля 
восстанавливались в водородной атмосфере до металлов на этапе нагрева и выхода на рабочую 
температуру синтеза. 
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1 – генератор водорода, 2 – барботер с этанолом, 3 – печка,  

4 – кварцевая трубка, 5 – подложка/стекловолокно,  
6 – водяная ловушка, 7 – переключатель каналов  

для подачи чистого водорода и водорода с парами спирта 
 

 
1 – печка, 2 – кварцевая трубка,  

3 – керамические фильтры,  
4 – микрочастицы оксида титана, 5 – барботер  
с этиловым спиртом, 6 – водяная ловушка 

Рисунок 1 – Структура установок с неподвижным (слева) и подвижным (справа) слоями носителя катализатора 
 

 
В методе с подвижным слоем был использован порошок TiO2 с размером частиц порядка 0.2 мкм 

в качестве носителя железного катализатора. Катализатор наносился путем обработки порошка 
TiO2 в водном растворе хлорида железа в течении 12 ч, с последующей сушкой при 105оC и 
восстановлением в водороде при ~500oC в течение 30-60 минут непосредственно перед синтезом в 
вертикальном реакторе. Установка с подвижным слоем порошков TiO2 представлена на рисун-       
ке 1 (справа). Динамическое равновесие порошков обеспечивалось керамическими фильтрами с 
размерами пор меньше, чем диаметр частиц порошка. Синтез УНТ проводился при температурах 
700оС в атмосфере водорода и азота с парами этанола. 

 
Результаты 

 
Свойства полученных УНТ исследованы методом сканирующей электронной микроскопии 

(SEM) и спектроскопии комбинационного рассеяния. 
Определены условия для синтеза слоев углеродных нанотрубок на подложках из кремния с 

нанесенными слоями никеля. На рисунке 2а показана морфология полученных многостенных 
нанотрубок с диаметром 25-70 нм, длиной более 30 мкм. На рисунке 3 приведены спектры 
рамановского рассеяния полученных образцов УНТ. Известно [18], что для оценки размеров 
области гомогенного рассеяния La в углеродных структурах можно использовать данные из 
спектров комбинационного рассеяния и формулу La = 4.4*I(G)/I(D) нм. По рамановским спектрам 
и по изменению отношения интенсивностей IG/ID полос D и G при варьировании технологических 
параметров синтеза проведены оценки изменения степени бездефектности полученного 
графитового материала. Размер La, оцененный по рамановским спектрам полученных УНТ (рису-
нок 3), составил от 2.4 до 5.2 нм. Таким образом, при росте температуры синтеза степень безде-
фектности полученных УНТ, характеризуемая длиной La, увеличивается. Возможным объяснением 
этому является то, что с увеличением температуры увеличивается подвижность атомов углерода 
при росте УНТ, в результате падает количество дефектов на УНТ. 
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Рисунок 2 – SEM снимки слоев УНТ осажденных на кремниевой подложке, время синтеза 15 мин (а)  
и на порошке TiO2 с железным катализатором в псевдокипящем слое, время синтеза 60 мин (б) 

 

Рисунок 3 – Рамановские спектры слоев УНТ, 
полученных на подложках Si+Ni  

при температурах 660, 770 и 870 оС,  
и на порошке TiO2 с железным катализатором.  
Спектры сняты при возбуждении на 473 нм 
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Как показывают исследования SEM, отжиг кремниевых подложек с каталитическим слоем 
никеля при температурах 650-900оС в инертной либо в водородной атмосфере без подачи углерод-
содержащих компонентов приводит к формированию нанокластеров никеля на поверхности 
оксида кремния. Средние размеры нанокластеров зависят от толщины первоначального слоя 
никеля и в нашем случае составляли 10-20 нм. Эти нанокластеры выступают в роли катализаторов 
роста УНТ по известному механизму перенасыщения раствора углерода в металле и выделения 
углерода в виде второй фазы.  

На рисунке 2б показана морфология полученных в вертикальном реакторе УНТ при исполь-
зовании в качестве подвижного слоя порошков оксида титана с железным катализатором. Отме-
тим, что степень кристалличности полученных УНТ достаточно высокая, что видно из раманов-
ских спектров (рисунок 3), оцененный размер кристаллитов равен ~5 нм. 

Для увеличения количества УНТ в качестве подложки и основы композитного материала 
были использованы волокна на основе SiO2. Морфология полученных образцов показана на 
рисунке 4. Как видно из рисунка, УНТ диаметром 20-80 нм покрывают более или менее однородно 
крупные SiO2 волокна. 

 

 
a 

 
b 

 
Рисунок 4 – SEM снимки слоев УНТ, осажденных на волокнах на основе SiO2 с Ni-Co катализатором  

в водородной атмосфере при температуре 700оС, время синтеза 60 мин. Увеличение на снимке (a) х15 000, на (b) x50 000 
  

 
 

Рисунок 5 – Вольт-амперные характеристики и зависимость электрического сопротивления  
от величины приложенного внешнего давления для двух типов композитов:  

слева – с низким и справа – с высоким содержанием УНТ 
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Полученный композитный материал из волокон SiO2, покрытых УНТ, имеет высокую элек-
трическую проводимость. Измерены электрические свойства композитов МУНТ/волокна на 
постоянном токе. Удельное сопротивление композитов можно легко варьировать в пределах от 
нескольких Омсм и выше в зависимости от режимов получения и содержания УНТ в композите. 
Вольтамперные характеристики композитов были близки к линейным зависимостям и приведены 
на рисунке 5 для двух образцов – с низким (a) и высоком (b) содержанием УНТ.  

Заключение. Исследован метод химического осаждения из газовой фазы углеродных 
нанотрубок и их композитов. Синтез углеродных нанотрубок проводился в реакторах с под-
вижным и неподвижным слоем. В качестве носителей катализатора использовались подложки 
кремния, порошок оксида титана и стекловолокно. На пластины Si тонкие слои катализатора (Ni) 
наносились методом электронно-лучевого распыления. Наночастицы металлов (Fe, Ni, Co) 
наносились на поверхность порошков и стекловолокна методом пропитки в химических растворах 
солей металлов с последующим отжигом. Полученные образцы исследовались методом скани-
рующей электронной микроскопии (SEM) и спектроскопией комбинационного рассеяния. Элек-
трические характеристики полученных композитов измерены на постоянном токе. Установлено, 
что степень бездефектности углеродных нанотрубок на кремниевых подложках и на порошке 
оксида титана довольно высокая. Полученный композитный материал из стекловолокна, покры-
того углеродными нанотрубками, имеет высокую электрическую проводимость, которая весьма 
чувствительна к внешнему давлению. При увеличении внешнего давления (от ~0.03 до ~0.15 МПа) 
и при фиксированном напряжении (5 В) электрическое сопротивление образцов резко уменьшается, 
при этом чувствительность к давлению разная для образцов с разным электрическим сопротив-
лением и может регулироваться условиями приготовления композитов. Стабильность электрических 
и тензочувствительных свойств композитов можно значительно увеличить путем усиления 
структуры композитов при пропитке раствором связующего полимера в подходящем растворителе.  

Работа была выполнена при финансовой поддержке МОН РК, гранты 3109/ГФ4, 2501/ГФ3. 
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CVD ƏДІСІМЕН КӨПДЕҢГЕЙЛІ КӨМІРТЕКТІ НАНОТҮТІКШЕЛЕР МЕН  
ОЛАРДЫҢ КОМПОЗИТТІН СИНТЕЗДЕУ 

 
Д. Г. Батрышев, Х. А. Абдуллин, Т. С. Рамазанов, М. Т. Габдуллин,  

Д. В. Исмаилов, А. К. Тоғамбаева, Е. В. Чихрай 
 

Əл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университеті, Алматы, Қазақстан 
 

Тірек сөздер: көміртегі нанотүтікшесі, CVD əдісі, сканерлеуші электрондық жəне зондтық микро-
скопия. 

Аннотация. Жұмыста газдық фазадан химиялық қондыру əдісімен көміртекті нанотүтікшелер мен 
композитті материалдар алу əдісі қарастырылған. Көміртекті нанотүтікшелерді синтездеу жылжымалы жəне 
тұрақты қабаттар ректорларында жүргізілген. Катализатор тасушылары ретінде кремний төсеніші, титан 
оксидінің ұнтағы жəне шыны мақта қолданылған. Катализаторлар наноқабаттарыэлектронды сəулелік 
тозаңдандыру жəне соңында кептіру мен шаю қарастырылған химиялық қоспаларда катализаторды сіңіру 
əдістері арқылы алынған. Алынған дайын үлгілер сканерлеуші электрондық микроскопия (SEM) жəне 
комбинациялық шашырау спектроскопиясы əдістерімен зерттелген. Алынған композиттердің электрлік си-
паттамалары тұрақты токта өлшенген. Титан оксидінің ұнтағындағы жəне кремний төсенішіндегі көміртекті 
нанотүтікшелердің кристалдылық дəрежесі айтарлықтай жоғары жəне 5 нм. тең екендігі анықталды. Көмір-
текті нанотүтікшелермен қапталған шыны мақтадан алынған композитті материалдың электр өткізгіштігі өте 
жоғары. Жəне де олардың электрлік кедергісі сыртқы қысымға өте сезімтал. Сыртқы қысым артқан кезде          
( ~0.03 МПа-дан ~0.15 МПа дейін) жəне тұрақты кернеуде (5В) дайын үлгілердің электрлік кедергісі күрт 
төмендейді, алайда электрлік кедергісі əртүрлі үлгілердің сыртқы қысымды сезгіштігі де түрліше. 
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Abstract. This article is devoted to studying algebraic properties of Rogers semilattices of generalized 

computable families of total functions. Indeed, it is a continuation of attempts to find the elementary properties of 
the corresponding Rogers semilattices, which differ from properties of the classical Rogers semilattices for families 

of computable functions. Families of total A -computable functions, where AT '0 , will be considered. The basic 

idea was taken from [1].  
  
Some definitions and notations. For a family F  of total functions a numbering F :  is 

called computable if the binary function ))(( yxyx   is total recursive. Let F :  and 

F :  be two numberings of the same set F . We say that the numbering   is reducible to the 

numbering  , if there is a computable function f  such that f  , and we write this symbolically 

as:   . If    and    then the numberings   and   are said to be equivalent, written as 

  . Denote by )deg(  the degree of  , that is, the set }|{    of numberings. The reducibility 

of numberings is a pre-order relation on the set of all computable numberings of a family F , which we 
denote by )(FCom , and it induces a partial order relation on a set of degrees of the numberings in 

)(FCom , which we also denote by  . The partially ordered set  )},(|){deg()( FComF   

is an upper semilattice, which we call the Rogers semilattice of the family F . 
A numbering   of a set F  is called minimal if, for any numbering   of F ,    implies that 

  . A computable one-to-one numbering is called a Friedberg numbering. The numerical 

equivalence   of a numbering   is defined as follows: )}()(|),{( yxyx   . An equivalence 

relation   is said to be decidable (positive) if   is computable (computably enumerable). For the further 
undefined notions we refer to [2, 3].  

Let F  be a family of total functions which are computable by an oracle A . A numbering 
F :  is called A -computable if the binary function ))(( xn  is A -computable, [4]. A family F  

is called A -computable if it has an A -computable numbering. If A  is a recursive set, then we are 
dealing with a family of computable functions and its classical computable numberings. The partially 

ordered set  )},(|){deg()( FCF AA  , where )(FC A  denotes the set of all A -computable 

numberings of the family F , is called the Rogers semilattice of the family F , [4].  

It is known that the Rogers semilattice of every infinite 0
2n -computable family contains an infinite 

number of minimal elements, and if a family 0
2 nS  has a 0

2n -computable Friedberg numbering 
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then S  has an infinite number of non-equivalent positive undecidable 0
2n -computable numberings and 

an infinite number of non-equivalent 0
2n -computable minimal non-positive numberings, [1]. 

Generalizing these results according to [4] and doing some simplifying in their proofs we have the next 
statements.  

Theorem 1 [5, 6]. Let F  be an infinite A -computable family of total functions, where AT '0 . 

Then F  has infinitely many pairwise nonequivalent A -computable Friedberg numberings. 
This theorem is obtained after generalization theorem 1 from [5]. 
Theorem 2. Let F  be an infinite A -computable family of total functions, where AT '0 . Then F  

has infinitely many pairwise nonequivalent positive non-decidable A -computable numberings. 
Proof. By theorem 1, suppose that   is an A -computable Friedberg numbering of the family F . 

Let M  be a maximal set and }{ 210  mmmM . For all k  we construct numberings k  of 

the family F  by the following way: 
)()( imik    for any i , and )()( kxk    for any Mx . 

Then  

   )))((&(&))((&))(( xiynmiMnorxkyMnxny ik   , 

where the relations Mn , Mn  and nmi   are '0 -computable. Therefore k  is an A -computable 

numbering of the family F . Also 
 }{&}{)()( pMypMxoryxyx kk    , 

where Mp  is a k -index of the function )(k . So, obviously, 
k

  is a c.e. equivalence. Since the set 

}{))((1 pMkk    is not computable the numbering k  is not decidable.  

Now we will show that if lk   then lk   . Assume ))(()( xfx lk    for some computable 

function f . Since )()( kxl    for any Mx , it follows that MkfMf k   )))((()( 1  . And 

note that the set )))(((\ 1 kfM k    contains l -indices of all functions in F  distinct from )(k , 

therefore this set is infinite. So, since M  is maximal set, the c.e. set )(Mf  is finite. Moreover, by 

computability of the set )}()(|{))((1 MfyfyMff  , the set M  is computable, which contradicts 

with maximality of the set M .  
Theorem 3. Let F  be an infinite A -computable family of total functions, where AT '0 . Then F  

has infinitely many pairwise nonequivalent minimal non-positive A -computable numberings. 
Proof. By theorem 1, suppose that   is an A -computable Friedberg numbering of the family F . 

Let M  be a maximal set and }{ 210  mmmM . By theorem 2, we know that if we define 

numbering   of the family F  by the following way: 

)()( imi    for any i , and )()( px    for any Mx with fixed p , 

then   is positive non-decidable A -computable numbering of F  such that ))((1 p   is a non-

computable c.e. set. For all k  we construct numberings k  of the family F  by the next way: 

)()( imik    for any i , and )()( kxk    for any Mx . 

We will show that if )()( pk    then k  is a minimal non-positive A -computable numbering of 

F . First, we prove that k  is a minimal numbering. Let   be a numbering of F  which is reducible to 

k  via some computable function f , where Wfrng )( . Since F  is an infinite family and 

)()( kxk    for any Mx , it follows that the set MW   is infinite. Then, by M  is a maximal set, 
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WM \  is a finite set. Now we construct a computable function g  reducing k  to  . We enumerate the 

sets M  and W  simultaneously, and for every WMx   if x  appears in M  first then )(xg  is equal 

to some fixed  -index of the function )(k  (for example, )))()((()( mfzfcxg zm 


 , where 

f


 is computable function such that Mfrng )(


), otherwise ))(()( xyfxg y   . Finally if x  

belongs to the finite set WM \  then again )(xg  is equal to some fixed  -index of the function )(k , 
which completes the construction. 

Now it remains to show that if )()( pk    then k  is a non-positive A -computable numbering. 

)()( pxk    for all MWx 


, since )()()( pkxk    for all Mx , where ))((1 pW k  


 

is infinite set. If k  were positive numbering then the set W


 would be c.e. set, it follows that W


\  is an 

infinite set since WM


\ , and MW \


 is an infinite set since MW 


, which contradicts with the 

affirmation that M  is maximal set.  
Theorem 4 [7]. Let F  be an A -computable family of total functions, where AT '0 . If F  

contains at least two functions then F  has no A -computable principal numbering. 
This theorem is obtained after generalization theorem 3 from [5]. 
If for any non-principal A -computable numbering   of a family S  we can find an A -computable 

numbering   of S  such that )deg()deg(   , and for every degree )deg( , if 

)deg()deg()deg(    then either )deg()deg(    or )deg()deg(   , then )deg(  is called 

a minimal cover of )deg( .  

It is known that if a family 0
2 nS  contains at least two sets C  and D , and   be a 0

2n -

computable numbering of S , and if the set )(1 C  is '0 -computable, then )(deg   has a minimal 

cover, [1]. But we have the next statement for an A -computable family of total functions. 
Theorem 5. Let F  be an A -computable family of total functions and let   be an A -computable 

numbering of F , where AT '0 . If F  contains at least two functions then )(deg   has a minimal 
cover.  

Proof. By theorem 4, we know that any numbering of F  is not principal. Let M  be a maximal set 

and }{ 210  mmmM . Then there exists an one-to-one computable function f  such that 

Mf )( . If we define ))(()( 1 xfx    for all Mx  then    via f  and   is an A -

computable since )(1 xf   is '0 -computable set. Now we take Fff 21,  and find a number a  such 

that )()( 21 afaf  . We complete construction   by defining values )(x  for Mx . If )( ee m   

and )()))((( 1 afamee   then we define 2)( fme  , otherwise 1)( fme  . It is clear that   is 

still an A -computable. We will show that   . Suppose ))(()( xx e  , x ,                      

for some computable function e . Put emx  . If )()))((( 1 afamee   then by construction 

)))((()()())(( 12 amafafam eee   , contradiction. If )()))((( 1 afamee   then by 

construction )))((()())(( 1 amafam eee   , contradiction again. Therefore )deg()deg(   .  

Now let   be an A -computable numbering of F  such that    and   . Suppose    via 

computable function h  where Vhrng )(  then h  , also we know that f   where 

Mfrng )( . Since   hf , it follows that we can assume VM  (otherwise we can 

redefine the function h  such that the condition is satisfied). Since the set M  is maximal, either V\  or 
MV \  is finite. In the former case (for obvious reasons)   , in the latter case   . 
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РОДЖЕРС ЖАРТЫТОРЛАРЫНДАҒЫ МИНИМАЛ ЭЛЕМЕНТТЕР  

ЖƏНЕ МИНИМАЛ ЖАБУЛАР 
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Тірек сөздер: минимал нөмірлеу, позитив нөмірлеу, шешілімді нөмірлеу, минимал жабу.  
Аннотация. Мақала барлық жерде анықталған функциялардың жалпыланған есептелімді үйірлерінің 

Роджерс жартыторларының алгебралық қасиеттерін зерттеуге арналған. Мұнда айтылған Рождерс жарты-
торларының, есептелімді функциялар үйірлерінің классикалық Роджерс жартыторларынан айырмашылығын 

көрсететін элементар қасиеттерін іздеу жалғасуда. AT '0  болатындай барлық жерде анықталған А-есеп-

телімді функциялар үйірлері қарастырылады. Мақаланың негізгі идеялары [1]-ден алынған.  
 
 

МИНИМАЛЬНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ И МИНИМАЛЬНЫЕ ПОКРЫТИЯ  
В ПОЛУРЕШЕТКАХ РОДЖЕРСА 

 
Ас. А. Исахов 

 
Казахский национальный университет им. аль-Фараби, Алматы, Казахстан 

 
Ключевые слова: минимальная нумерация, позитивная нумерация, разрешимая нумерация, минималь-

ное покрытие.  
Аннотация. Статья посвящена изучению алгебраических свойств полурешеток Роджерса, обобщенно 

вычислимых семейств всюду определенных функций. На самом деле, это продолжение попыток найти эле-
ментарные свойства соответствующих полурешеток Роджерса, отличных от свойств классических полуре-
шеток Роджерса для семейств вычислимых функций. Будут рассматриваться семейства всюду определенных 

А-вычислимых функций, где AT '0 . Основные идеи взяты из [1]. 
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Abstract. In proposed work a method of pyrolytic vapor deposition of carbon nanotubes is considered. The 

synthesis process was carried out in a vertical reactor with nebulized aerosols of ferrocene and ethanol. The vertical 
arrangement of the reactor allows the synthesis of single-walled and multi-walled carbon nanotubes with their 
simultaneous separation. Such separation technique during the synthesis process essentially facilitates the further 
process of separation of carbon nanotubes, which requires additional special equipment, and most importantly the 
time and energy. The products of chemical processes (pyrolysis and chemical vapor deposition) were deposited on 
the inner wall of the reactor and on the paper filter at the reactor outlet. Obtained samples were studied by a Quanta 
3D 200i scanning electron and Ntegra Spectra probe microscopies. Synthesized samples on the inner wall of the 
reactor were identified as multi-walled carbon nanotubes. Deposited samples on paper were identified as single-
walled carbon nanotubes with high crystalline perfection. The diameters of single-walled carbon nanotubes have 
been estimated from radial breathing mode band frequencies. The technological conditions of synthesis process were 
also investigated for increasing the quality of deposited carbon nanotubes. 
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Ключевые слова: нанотрубка, CVD, синтез, Раман спектр. 
Аннотация. В работе рассматривается метод пиролитического осаждения из газовой фазы углеродных 

нанотрубок. Синтез углеродных нанотрубок проводился на установке с вертикальным реактором. Такое 
расположение реактора позволяет синтезировать одностенные и многостенные углеродные нанотрубки с 
одновременной их сепарацией. Такой метод сепараций во время процесса синтеза существенно облегчает 
дальнейший процесс разделения углеродных нанотрубок, который требует дополнительного специального 
оборудования и растрат времени и электроэнергий. В ходе эксперимента были получены продукты пиролиза 
и газофазного осаждения на катализаторах железа на внутренней стенке реактора и на бумажном фильтре, 
расположенном на выходе реактора. Данные образцы были исследованы на Quanta 3D 200i сканирующем 
электронном и Ntegra Spectra зондовом микроскопах. Образцы, синтезированные на внутренней стенке реак-
тора, были идентифицированы как многостенные углеродные нанотрубки. Образцы, осажденные на бумаж-
ном фильтре, были идентифицированы как одностенные углеродные нанотрубки с высоким кристалли-
ческим совершенством. Диаметры одностенных углеродных нанотрубок были определены из частот 
радиальных дыхательных колебательных мод. Также в работе были исследованы технологические условия 
синтеза углеродных нанотрубок для повышения их качества осаждения. 
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Введение. Углеродная нанотрубка (УНТ) – это цилиндрическая структура, представляющая 
собой свернутую одну или несколько графеновых плоскостей (именуемые как одностенные ОУНТ 
и многостенные МУНТ углеродные нанотрубки) с открытыми или закрытыми концами [1-5]. 
Диаметр ОУНТ и МУНТ лежит в диапазоне от 0,8 до 2 нм и от 5 до 20 нм соответственно. 
Идеальная УНТ имеет все углеродные связи во всех гексагональных ячейках, кроме тех, которые 
находятся у края трубки, где могут образоваться пентагоны и гептагоны. Такие же дефекты могут 
образоваться и в самой структуре УНТ. Дефекты могут значительно ухудшать их свойства. УНТ 
имеют значительную механическую прочность, значение модуля упругости приблизительно равно 
1 ТПа, а предел прочности на разрыв 100 ГПа для отдельных УНТ [6, 7].  

 

 
 

 Рисунок 1 – Схема установки для синтеза УНТ: 
1 – ультразвуковой распылитель, 2 – раствор этанола с ферроценом, 3 – первый вход для транспортного газа,  

4 – второй вход транспортного газа, 5 – вход транспортного газа, 6 – цилиндрическая кварцевая трубка,  
7 – цилиндрическая печка, 8 – водяная ловушка, 9 – герметичная камера с фильтром для ОУНТ,  

10 – медная трубка с охлаждением 
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Такая прочность в 10 раз выше прочности любых видов выпускаемых волокон. ОУНТ делятся 
на структуры с металлической или полупроводниковой проводимостью, что определяется их 
хиральностью, т.е. ориентацией графеновой решетки относительно оси трубки. ОУНТ могут иметь 
теплопроводность порядка 3500 Вт/(м·К) при комнатной температуре [8-11], это значение превы-
шает теплопроводность алмаза. В настоящее время проводятся различные экспериментальные 
работы по синтезу ОУНТ с металлической [12-15] и полупроводниковой [13, 16] проводимостью. 
Данные работы очень актуальны, так как получение определенного типа ОУНТ (хиральность, 
диаметр, длина, чистота) сильно зависит от условий синтеза и композиции катализаторов. Синтез 
УНТ с требуемыми характеристиками затруднено сильной зависимостью морфологии от условий 
синтеза, вследствие чего синтезированные УНТ имеют значительный разброс электрических и 
структурных свойств. Данная работа посвящена разработке метода синтеза ОУНТ и МУНТ. В 
работе приводятся результаты исследований свойств полученных образцов и условия для синтеза 
высококачественных УНТ. 

  

Эксперимент 
 

Метод синтеза УНТ, примененный в настоящей работе, основан на газофазном осаждении 
углерода на наночастицах катализаторах железа в процессе пиролиза. Рост УНТ на катализаторах 
осуществлялся по хорошо известному механизму: перенасыщение наночастиц катализатора по 
углероду с последующим выделением углерода в виде второй фазы в форме УНТ.  

Синтез УНТ проводился на экспериментальной установке (рисунок 1) при температурах 850-
900оС в атмосфере водорода. Источником углерода и катализатора был аэрозоль из этанола и 
ферроцена (1, 2 на рисунке 1). Раствор этанола с ферроценом был подготовлен растворением 0.25 г 
ферроцена C10H10Fe в 100 мл C2H5OH с перемешиванием на магнитной мешалке. Аэрозоль 
образовывался путем ультразвукового распыления.  

На начальном этапе во время повышения температуры реактора продувка системы транспорт-
ным газом водород/азот осуществлялась по каналу 5-4 (рисунок 1). При достижении температуры 
синтеза транспортный газ направлялся через ультразвуковой распылитель (по каналу 5-3) и 
аэрозоль поступал из области с комнатной температурой в область с максимальной температурой, 
минуя более холодные области благодаря охлаждаемой медной трубки у входа реактора (10). 
Данный этап позволяет значительно снизить образование аморфного углерода и повысить 
производительность по ОУНТ. Время синтеза УНТ составляло 3 часа до образования густого слоя 
сажевого продукта на бумажном фильтре на выходе из реактора, затем реактор охлаждался при 
продувке водородом. 

В процессе синтеза УНТ, часть сажевого продукта осаждалась на внутренней стенке квар-
цевой трубки (6), другая часть уносился из реактора и осаждался на фильтре (9). Полученные 
образцы на стенках реактора и на фильтре исследовались методом сканирующей электронной 
микроскопии (SEM) на микроскопе SEM 3D 200i (FEI, USA) и методом комбинационного 
рассеяния на спектрометре Ntegra Spectra (NT-MDT). 

 

Результаты 
 

Фотографии полученных продуктов синтеза методом пиролитического газофазного осаждения 
представлены на рисунке 2. Анализ данных продуктов методом электронной микроскопии пред-
ставлен на рисунке 3. Как видно из SEM снимков, синтезированные образцы содержат структуры 
подобным углеродным нанотрубкам. На данных рисунках можно оценить диаметры УНТ, которые 
составляют от десятков нм до единиц нм. 

Рентгенофлуорисцентный анализ образцов также представлен на рисунке 3. Видно, что 
синтезированные наноматериалы содержат только химические элементы углерода и катализатора 
(железо). Данный показатель говорит о чистоте процесса синтеза и о низком уровне посторонних 
примесей в синтезированных наноструктурах. 

Таким образом, метод сканирующей электронной микроскопии демонстрирует, что морфо-
логия синтезированных образцов соответствует углеродным нанотрубкам. Для получения 
дополнительной информации по структуре УНТ был использован дополнительный метод 
исследования: метод колебательной спектроскопии (комбинационного рассеяния).  
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Рисунок 2 – Образцы осажденных продуктов синтеза а) на внутренней стенке реактора и б) на бумажном фильтре 
 
 

  
 

 
а 

 
б 
 

Рисунок 3 – СЭМ снимки и химический состав продуктов синтеза,  
осажденных на бумажном фильтре (а) и на внутренней стенке реактора (б) 
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БІРҚАБАТТЫ ЖƏНЕ КӨПҚАБАТТЫ КӨМІРТЕГІ НАНОТҮТІКШЕЛЕРІН  
ГАЗДЫҚ ФАЗАДАН ПИРОЛИТИКАЛЫҚ ҚОНДЫРУ ƏДІСІМЕН СИНТЕЗДЕУ 

 
Д.Г. Батрышев, Х.А. Абдуллин, Т.С. Рамазанов, М.Т. Габдуллин, Д.В. Исмаилов, Е.В. Чихрай 

 
Əл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университеті, Алматы, Қазақстан 

 
Тірек сөздер: нанотүтікше, CVD, синтез, Раман спектр. 
Аннотация. Жұмыста көміртегі нанотүтікшелерін газдық фазадан пиролитикалық қондыру жəне 

оларды сканерлеуші электрондық (Quanta 3D 200i) жəне зондтық (Ntegra Spectra) микроскопия əдістерімен 
талдау қарастырылған. Көміртегі нанотүтікшелерді синтездеу тігінен орнатылған реакторлық қондырғыда 
жасалынған. Реактордың осылай орналасуы бірқабатты жəне көпқабатты көміртегі нанотүтікшелерді 
синтездеу процессі үстінде оларды өз ара бөліп алуына мүмкүндік береді. Аталған жұмыста бірқабатты 
көміртегі нанотүтікшелерінің қондыру сапасын жақсартудың техналогиялық шартары зертелген. Реактордың 
ішкі қабырғасында синтезделген үлгілер көпқабатты көміртегі нанотүтікшелері екені анықталды. Ал, 
реактордың шығысындағы қағаз фильтрде қонған үлгілер жоғарғы кристалдық симметриялы бірқабатты 
көміртегі нанотүтікшелері екені анықталды. Бірқабатты көміртегі нанотүтікшелердің диаметрлері радиалдық 
тербеліс модтарының жиіліктері арқылы анықталды. 

 
Поступила 25.02.2015 г. 
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Abstract. On base of task solution on effect of moving load on two-layer lining in elastic space influence of 

contact conditions steel-concrete shell a deep tunnel and a massif on its tense-deformed condition at action of 
transport loadings (loadings from moving intra tunnel transport) is researched. 

In constructing a mathematical model of the dynamics of the tunnel under the influence of the traffic load to 
describe the motion of the outer thick layer of the lining and surrounding massif uses dynamic equations of the theo-
ry of elasticity in the moving coordinate system associated with the load. Displacement vector points from the layer 
and the massif expressed in terms of Lame potentials. Fluctuations in the inner thin layer of the lining described in 
the moving coordinate system adopted by the approximate equations of the classical theory of thin shells, which 
greatly simplifies the solution of the problem, the authors obtained for the case of subsonic motion of the load (when 
the velocity of load is less than the velocity of shear wave in a thick layer of the lining and the surrounding massif). 

When using the obtained solution of the problem and the numerical experiment in the paper we investigate the 
effect of conjugation conditions (rigid and sliding contacts) two-layer tunnel lining with a rockmass in its tense 
deformed condition under the influence traffic load. In this case, the contact between the layers lining relied rigid. 
The results of calculations are presented in tables and graphs, which are analyzed in details. It was found that with 
increasing distance from the inner layer lining the influence of contact conditions on the tense deformed condition of 
the rockmass is reduced. 
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состояние.  
Аннотация. На основе решения задачи о действии бегущей нагрузки на двухслойную оболочку в упру-

гом пространстве исследуется влияние контактных условий сталебетонной обделки тоннеля глубокого зало-
жения с массивом на его напряжённо-деформированное состояние при действии транспортной нагрузки 
(нагрузки от движущегося внутритоннельного транспорта).  
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1. Постановка и аналитическое решение задачи. Используя для исследований модельный 
подход, представим подкреплённый двухслойной обделкой тоннель глубокого заложения как 
цилиндрическую полость радиусом R1 в бесконечной, линейно-упругой, однородной и изотропной 
среде (массиве). Полость подкреплена двухслойной оболочкой, внутренним слоем которой яв-
ляется тонкостенная оболочка толщиной h0 и радиусом срединной поверхности R2, а наружным – 
толстостенная оболочка. Условимся внутренний слой называть несущим слоем, а наружный – 
ограждающим слоем. В силу малости толщины несущего слоя можно принять, что он контакти-
рует с ограждающим слоем вдоль своей срединной поверхности. Контакт между слоями оболочки, 
а также контакт между ограждающим слоем и массивом будем полагать либо жёстким, либо 
скользящим при двусторонней связи в радиальном направлении. Пусть на внутреннюю поверх-
ность несущего слоя действует транспортная нагрузка интенсивностью P, движущаяся с постоян-
ной скоростью c в направлении оси z (совпадающей с осью оболочки) цилиндрической системы 
координат r, , z. Скорость движения нагрузки принимаем дозвуковой, т.е. меньше скоростей 
распространения волн сдвига в ограждающем слое и массиве, – характерной для современных 
транспортных средств. Физико-механические свойства материала массива и ограждающего слоя 
характеризуются следующими постоянными: 1 , 1 , 1 ; 2 , 2 , 2 , где k  – коэффициент 

Пуассона, k  – модуль сдвига, k  – плотность (k = 1, 2). Здесь и в дальнейшем индекс k = 1 отно-

сится к массиву, а k = 2 – к ограждающему слою.  
Так как рассматривается установившийся процесс, то картина деформаций стационарна по 

отношению к движущейся нагрузке. Поэтому можно использовать подвижную цилиндрическую 
систему координат r, ,  = z – ct.  

Для описания движения несущего слоя воспользуемся классическими уравнениями теории 
тонких оболочек 
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Здесь 0u , 0u , ru0  – перемещения точек срединной поверхности несущего слоя; P , P , rP  – 

составляющие интенсивности нагрузки P; 
222

222 ,,
RrrrrRrrRrr qqq


    – состав-

ляющие реакции ограждающего слоя, где 2rj  – компоненты тензора напряжений в этом слое 

rj ,, ); 000 ,,   – соответственно коэффициент Пуассона, модуль сдвига и плотность 

материала несущего слоя; 2  – оператор Лапласа. 
Для описания движения массива и ограждающего слоя используем динамическими урав-

нениями теории упругости 

  2,1,divgrad 222222   kMMM kkskkskpk uuu ,                                  (2) 

где skskpkpk ccMccM /,/   – числа Маха;   kkkpkc  2 , kkskc   – скорости 

распространения волн расширения-сжатия и сдвига в массиве и ограждающем слое, 
)21/(2 kkkk   ; ku  – векторы смещений точек массива и ограждающего слоя. 

Выразим векторы ku  через потенциалы Ламе 3 

    2,1,rotrotrotgrad 321  kkkkk   eeu ,                                    (3) 
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которые, как следует из (2) и (3), удовлетворяют уравнениям 

2,1,3,2,1,2222  kjM jkjkjk  ,                                           (4) 

где e  – орт оси  , skkkpkk MMMMM  321 , . 

Через эти же потенциалы можно выразить компоненты тензоров напряжений в массиве и 

ограждающем слое lmk , связанные с компонентами векторов перемещений lku  законом Гука 

 ,,, rml  ; 2,1k ).  

Применив к (4) преобразование Фурье по  , находим 

2,1,3,2,1,0*22*2
2  kjm jkjkjk  ,                                              (5) 

где 2
2  – двумерный оператор Лапласа, ,1 22

jkjk Mm   ,1 Pkk mm   Skkk mmm  32 , 
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Аналогично можно получить выражения для трансформант перемещений *
lku  и напряжений 

*
lmk  (  ,,, rml  ; 2,1k ) как функции от *

jk . 

При дозвуковой скорости движения нагрузки 1skM  )0( skm , и решения (5) можно пред-

ставить в виде: 
– для массива 
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1 ,                                                          (6,а) 

– для ограждающего слоя 
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Здесь ,3,2,1j  11 jj mk  , 22 jj mk  ; )(),( krKkrI nn  – функции Бесселя первого и второго 

рода от мнимого аргумента, 91,..., nn aa  – неизвестные коэффициенты, подлежащие определению. 

Подставляя (6,а), (6,б) в выражения для трансформант перемещений *
iku  и напряжений *

ijk , 

можно получить выражения для *
iku  и *

ijk  с неизвестными коэффициентами 91,..., nn aa , для опре-

деления которых следует воспользоваться граничными условиями.  
Применив к (1) преобразование Фурье по  и разлагая функции перемещений точек средин-

ной поверхности несущего слоя и нагрузок в ряды Фурье по , для n-го члена разложения получим 
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nrmnmq )( *
2 , при 2Rr  , nmu0 , nmP  соответственно коэффициенты разложения 
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Разрешая (7) относительно nu0 , nu0 , nru0 , находим 
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для njP  и njq  индекс j = 1 соответствует индексу , j = 2 – , j = 3 – r.  

Граничные условия можно представить в следующем виде: 
а) при жестком сопряжении слоев оболочки: 
– в случае скользящего контакта оболочки с массивом 

при 1Rr   
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– в случае жёсткого контакта оболочки с массивом 
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б) при скользящем сопряжении слоев оболочки: 
– в случае скользящего контакта оболочки с массивом 
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– в случае жёсткого контакта оболочки с массивом 
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Приравнивая коэффициенты рядов при 
ine , получим бесконечную систему (n = 0, ±1, ±2,…) 

линейных алгебраических уравнений блочно-диагонального вида. После определения коэффи-
циентов, применяя обратное преобразование Фурье, можно вычислить компоненты напряженно-
деформированного состояния (НДС) массива и оболочки. При этом для вычисления интегралов 
Фурье можно использовать любой численный метод, если определители  cn ,  полученной для 

конкретных граничных условий системы уравнений не обращаются в ноль, т.е. в случае движения 
нагрузки с докритической скоростью 1. 

2. Численные эксперименты. Исследуем напряженно-деформированное состояние подкреп-
лённого сталебетонной обделкой тоннеля глубокого заложения при воздействии движущейся с 

докритической скоростью c = 100 м/с транспортной нагрузки давления интенсивностью P , 
равномерно распределенной по нижней половине внутренней поверхности несущего слоя 
(R2 = R = 1 м) в интервале   0,2R. Параметры обделки: несущий слой – тонкая стальная 
оболочка (R2 = R, h0/R = 0,02; 0 = 0,3, 0 = 8,08104 МПа, 0 = 7,8103 кг/м3), ограждающий слой – 
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толстостенная оболочка с радиусом наружной поверхности R1 = 1,2R – бетон (2 = 0,2, 2 = 1,21104 МПа, 
2 = 2,5103 кг/м3, cs2 = 2200 м/с). Контакт между слоями обделки полагаем жёстким. Характе-
ристики массива: 1 = 0,25, µ1 = µ = 4,0103 МПа, 1 = 2,6103 кг/м3; cs1 = 1240,35 м/с 2.  

Результаты расчётов напряжённо-деформированного состояния обделки и окружающего ее 
массива при различных условиях их сопряжения помещены в таблицы 1–3 (обозначения в табли-

цах:  Puu rr / , м,  Prrrr /  ,  P/   ,  P/   ) и представлены в виде 

графи-ков на рисунках 1, 2 (обозначения кривых на графиках: 1 – жёсткий контакт обделки с 
массивом;   2 – скользящий контакт обделки с массивом). 

Из анализа таблиц следует, что граничные условия в месте контакта обделки с массивом 
(r = R1 = 1,2R) выполняются с большой точностью. В случае скользящего контакта обделки с 
массивом максимальные радиальные перемещения ur всех сопряженных поверхностей больше, чем 
при жёстком контакте (рисунок 1). То же можно сказать об экстремальных нормальных напря-
жениях на контактирующих поверхностях бетонного слоя и массива, за исключением экстре-
мальных θθ, действующих на поверхности массива. На внутренней поверхности бетонного слоя 
наблюдается понижение экстремальных значений rr,  и повышение максимальных значе-         
ний θθ.  
  
 

Таблица 1 – Компоненты НДС внутренней поверхности бетонного слоя в сечении  = 0 
 

Комп. 
НДС 

, град 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 

Жёсткий контакт оболочки с массивом 

ur, м -0,028 -0,027 -0,021 -0,006 0,024 0,081 0,111 0,126 0,132 0,133 


rr 0,033 -0,024 0,042 0,012 0,012 -0,899 -0,900 -0,930 -0,864 -0,921 


θθ

 0,067 0,078 0,117 0,133 0,205 0,264 0,336 0,352 0,391 0,402 




 0,006 -0,012 -0,007 -0,050 -0,118 -0,457 -0,526 -0,569 -0,564 -0,581 

Скользящий контакт оболочки с массивом 

ur
 -0,037 -0,034 -0,027 -0,009 0,027 0,090 0,126 0,144 0,152 0,153 


rr 0,046 -0,016 0,052 0,016 0,019 -0,892 -0,888 -0,925 -0,856 -0,919 


θθ

 0,109 0,136 0,142 0,188 0,230 0,337 0,378 0,424 0,430 0,457 




 -0,041 -0,053 -0,046 -0,070 -0,121 -0,425 -0,477 -0,501 -0,493 -0,506 

 
 

Таблица 2 – Компоненты НДС наружной поверхности бетонного слоя в сечении  = 0 
 

Комп. 
НДС 

, град 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 

Жёсткий контакт оболочки с массивом 

ur
 -0,027 -0,026 -0,021 -0,005 0,019 0,066 0,090 0,106 0,111 0,111 


rr 0,014 0,022 0,044 -0,001 -0,037 -0,039 -0,428 -0,472 -0,450 -0,442 


θθ

 0,068 0,055 0,003 0,121 0,009 0,490 0,378 0,495 0,443 0,431 




 -0,024 -0,026 -0,044 -0,018 0,045 0,315 0,378 0,404 0,386 0,384 

Скользящий контакт оболочки с массивом 

ur
 -0,033 -0,034 -0,025 -0,009 0,022 0,074 0,105 0,121 0,130 0,129 


rr 0,004 0,064 0,033 0,027 -0,040 -0,389 -0,457 -0,462 -0,494 -0,433 


θθ

 0,234 0,013 0,117 0,079 0,065 0,599 0,585 0,547 0,651 0,431 




 -0,077 -0,107 -0,090 -0,039 0,170 0,689 0,898 0,950 0,966 0,936 
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 Таблица 3 – Компоненты НДС поверхности массива (r = R1) в сечении  = 0 
 

Комп. 
НДС 

, град 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 

Жёсткий контакт оболочки с массивом 

ur
 -0,027 -0,026 -0,021 -0,005 0,019 0,066 0,090 0,106 0,111 0,111 


rr 0,014 0,022 0,044 -0,001 -0,037 -0,039 -0,428 -0,472 -0,450 -0,442 


θθ

 0,028 0,022 0,013 0,040 -0,004 0,081 0,037 0,065 0,055 0,049 




 -0,004 -0,003 -0,004 -0,005 0,007 0,024 0,036 0,036 0,034 0,035 

Скользящий контакт оболочки с массивом 

ur
 -0,033 -0,034 -0,025 -0,009 0,022 0,074 0,105 0,121 0,130 0,129 


rr 0,004 0,064 0,033 0,027 -0,040 -0,389 -0,457 -0,462 -0,494 -0,433 


θθ

 0,007 0,008 0,022 0,032 0,016 -0,007 -0,023 -0,013 0,001 0,002 




 0,017 0,029 0,018 -0,002 -0,072 -0,259 -0,329 -0,349 -0,361 -0,349 

 

      
  

а                                                                                                                б 
 

Рисунок 1 – Эпюры радиальных перемещений ur , м на контуре поперечного сечения  = 0  
внутренней (а) и наружной (б) поверхности бетонного слоя обделки 

 
При удалении от несущего слоя обделки влияние контактных условий на радиальные сме-

щения точек снижается (рисунок 2), и при r  3R на толщине динамически активного слоя практи-
чески не отражается. Это, как показывают расчёты, характерно и для других компонент НДС 
массива. 
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а 

 

 
б 

 

Рисунок 2 – Изменения перемещений ur, м в сечении  = 0 с удалением  
от верхней (а) нижней (б) точек несущего слоя обделки в радиальном направлении 
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Аннотация. Серпімді кеңістіктегі екі қабатты қабықшаға жүгірмелі жүктеме əрекеті туралы тапсыр-

маның шешімі негізінде көлік жүктемелері əсер еткенде (ішкітоннельдің жылжымалы көлігінің жүктемесі) 
тоннельдің кернеу-деформациялық күйіне терең орналасқан болатбетонды тоннель қаптамасы мен массивтің 
контакт шартарының əсері зерттеленді. 
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Abstract. The article discusses the possibility of modeling the dynamics of one-dimensional photon-govern-

mental Euler equations. The following hypotheses: radiated by the sun and other stars of the Galaxy photons reach 
the Earth's surface and other space objects with different velocities due to the influence of gravitational fields on a 
cosmic scale is theoretically proved. Speed of photons of light propagation distance depends on the physical 
condition of the emitting object. Showing coning directed-rays with a high density of photons, the appearance of 
waves of light, photons impact on the gravitational forces of the "black hole." Euler's equations enough to objec-
tively convey the dependence of the speed of photons from the physical condition of the object, emitting a range of 
dissemination, education of the cone of light, wave nature.  

Motion picture new straight line (light beams), therefore, are of interest application of one-dimensional Euler 
equations to model some where the photon scattering phenomena in the field of lighting, heating body sun exposure 
to Photon strong gravitational fields, the phenomenon of "black hole". 

 
 

УДК 519.6, 532.516 
 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ ФОТОНОВ  
 

К. Б. Джакупов  
 

Институт математики и математического моделирования МОН РК, Алматы, Казахстан 
 

Ключевые слова: фотон, импульс, гравитационные силы, давление, свет. 
Аннотация. Динамика фотонов по прямолинейному лучу моделируется одномерными уравнениями 

Эйлера. Определяются энергия фотонов, радиус освещения, волновая природа света, постоянство скорости 
фотонов при отсутствии градиента давления и переменность в гравитационных полях.  

 
В системе координат, связанной с источником, масса покоя фотона принимается равной нулю, 

но движущийся фотон обладает определенными массой и скоростью, измерение давления света 
было выполнено в ХІХ веке великим русским физиком П. Н. Лебедевым. Движение фотонов 
прямолинейное (лучи света), следовательно, представляют интерес применения одномерных 
уравнений Эйлера для моделирования некоторых явлений рассеяния фотонов в пространстве – 
сферы освещения, нагревания участков тела солнечными лучами, воздействие на фотонов сильных 
гравитационных полей, явление «черной дыры» и т.д. 

1. Энергия фотонов. Предположим, что плотность фотонов   есть переменная величина 

(тому основанием служат наблюдаемые явления: яркий свет – большая плотность фотонов, 
сумерки – меньшая их плотность и т.д.) и будем исходить из одномерных стационарных уравнений 
Эйлера  

,                                                           (1.1) 
xфф F

dx

dp

dx

dc
c  
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                                                                   (1.2) 

Уравнение динамики (1.1) в силу уравнения неразрывности (1.2) преобразуется к виду 

.
2

xF
dx

dp

dx

cd


 


  На больших расстояниях от источника фотонов можно пренебречь действием 

гравитационных сил , учитывая стремление этих сил к нулю на дальнем расстоянии 

. Тогда из уравнения (1.1) вытекает интеграл  

,                                            (1.3)  

Константа в (1.3) определяется условиями данных на конкретном источнике «S»: 
,                                                     (1.4) 

здесь , Sc   плотность, скорость и давление, свойственные фотонам на источнике «S». В 

левой части (1.4) переменная плотность энергии движущихся фотонов равна 
,                                                             (1.5) 

что позволяет вычислить энергию 

 

фотонов в некотором объеме 

. Теорема о среднем интеграла дает выражение  

,)( 222 
 




    pcmpcpcE  

следовательно, полная энергия фотонов представляется в виде  

,2   pcmE                                                      
(1.6) 

 
масса фотонов в данном объеме. Формула (1.6) разнится от формулы Эйнш-

тейна 
2mcE   на энергию давления  p . Из интеграла (1.4) следует скорость фотонов, 

исходящих от «S»:  

                                                        (1.7)  

Полученное соотношение показывает зависимость скорости фотонов от их плотности  на 

источнике «S», начального давления « », скорости , следовательно, в целом зависит от физи-
ческого состояния объекта «S».  

Из теоремы о кинетической энергии cF
c

dt

d
m


)

2
(

2

при постоянной массе m = const и 0F


 

следует mc2/2 = const. Следовательно, только для постоянных массы скорости при отсутствии 
внешних сил удвоенная кинетическая энергия постоянна и равна E=mc2 = сonst. 

В случае материальной точки с переменной массой , движущейся со скоростью c


 под дей-

ствием силы , предполагается справедливым закон Мещерского (теорема об изменении импуль-

са) F
dt

cdm 
 . Из скалярного произведения ),(),( cFc

dt

cdm 


 следует ),(
2

2
2

cFc
dt

dm

dt

dcm 
 . 

При инерционном движении 0F


 после деления на 
2mc  получается равенство 0

)ln( 2


dt

mcd
, 

откуда вытекает constmc 2)( . Таким образом, для тела переменной массы кинетическая энергия 

0
dx

cd ф

2x

mm
F Sф

x 

x

0
)( 2




dx

рcd ф constрcф 2

SSфSф pcрc  22 

фS Sp

рcU ф  2

 


  )( 2 рcUE ф





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constmc 2/2  и удвоенная кинетическая энергия constmcE  2  не будут постоянными в 
движении, в то время как импульс тела будет постоянным во все время движения mc m0c0. 

Следовательно, из c  m0c0/m вытекает возрастание скорости при уменьшении массы и, наоборот, 
из m  m0c0/c следует уменьшение массы m  0

 
при увеличении скорости c  . В этом случае по 

закону сохранения массы constm    плотность тела должна увеличиваться  , но 

постоянство массы в этом случае возможно только при уменьшении (сжатии) объема 
0 zyx lll , т.е. линейные размеры должны убывать (создается ложное представление о 

сокращении линейных размеров при скорости, близкой к скорости света). Но при отсутствии 

внешних сил 0F


 в инерционном движении, очевидно, увеличение скорости возможно только 

при уменьшении массы (реактивное движение), а не наоборот, кроме того, при 0F


 импульс 
тела constmc  является неизменной величиной как для переменного, так и постоянного значений 
массы.  

2. О дальности распространения света вокруг источника. По закону сохранения массы 
поток фотонов через поверхность  в единицу времени равен потоку через поверхность источ-
ника (фигура 1):  

                                                              
(2.1) 

 

 
 

Фигура 1 
 

На расстоянии R от источника масса фотонов, протекающая в единицу времени через поверх-

ность , по формуле (2.1) равна  

                                                            (2.2) 

Из данной формулы вытекает, что плотность фотонов на расстоянии R 

                                                                (2.3) 

обратно пропорциональна площади отдаленной поверхности и прямо пропорциональна площа-

ди поверхности источника , т.е. чем больше  и чем меньше , тем меньше будет 

плотность фотонов, следовательно, ухудшается видимость для человеческого глаза на опре-
деленном расстоянии. Очевидно, яркость светила характеризируется плотностью  фотонов, 

давлением « » и скоростью фотонов cS, полученных из источника «S».  








SSфSф cc  

24 RR  

SSфSRRфR cc  

R

SSфS
фR cR

c
24


 
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S 24 RR   S
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Фигура 2 
 

На фигуре 2 показан известный способ зажигания фокусированными солнечными лучами. Из 
(2.2) при  применительно к линзе вытекает возрастание плотности фотонов в точке пере-

сечения лучей от линзы . Кинетическая энергия фотонов переходит в энергию 

молекул на площадке , происходит выгорание и возгорание легко воспламеняющихся тел. 

Дифференцирование (2.1) по радиусу дает равенство , с применением которого 

уравнение динамики 
 
преобразуется к виду 

                                               (2.4) 

где  поверхность сферы произвольного радиуса r. Для тривиальных источников 
фотонов, как свеча, горящая спичечная головка и др., градиенты давления и гравитационные силы 
должны быть невелики по сравнению с Солнцем. Пренебрежение ими приводит к неравенству 

. 

Производная  отрицательна, следовательно, кинетическая энергия единицы объема 

является уменьшающейся функцией, стремящейся к нулю (освещение от небольших ис-

точников занимает соответствующую площадь).  
3. О постоянстве скорости фотонов вне гравитационного поля при нулевом градиенте 

давления. Уравнение  рассмотренное выше, вне гравитационного 

поля 0F


 при нулевом градиенте давления имеет вид , откуда следует 

. Закон сохранения массы (2.1) дает равенство . В результате 

из двух уравнений следует постоянство скорости фотонов . Формула (2.3) для произ-

вольного радиуса r принимает вид , т.е. и в этом случае плотность фотонов убывает 

обратно пропорционально квадрату расстояния от источника света. При не равном нулю   
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градиенте давления 
 
из (1.7) и (2.3) вытекает зависимость скорости фотонов от давления 

«pS» и скорости  на источнике «S», а также от радиуса R отдаленности от Солнца или другого 
источника света.  

4. Переменность скорости фотонов вдоль луча в гравитационном поле. Одномерные 
уравнения Эйлера вдоль луча даны в 1. Гравитационные силы направлены к центру источника 
фотонов, поэтому в уравнении динамики  

,                                                           (4.1)  

проекция силы на направление луча отрицательна , суммарная энергия единицы объема 

 становится монотонно убывающей функцией, стремящейся к нулю:
 

                                                                    (4.2)  

Данное явление характерно для известных в астрофизике «черных дыр», где по предполо-
жению гравитационные силы настолько велики, что фотоны не могут покинуть сферу, радиус 

которой определен действием силы тяготения «черной дыры» .  

При незначительных гравитационных силах фотоны покидают пределы их действия и 
распределяются в пространстве. При приближении фотонов к любой планете Солнечной системы 
гравитационная сила Солнца ослабевает и начинает действовать на фотоны сила тяготения 

планеты, что вызывает ускорение фотонов, потому как будет иметь положительную 

проекцию на направление луча, вследствие чего суммарная энергия единицы объема  

монотонно возрастает  до поглощения фотонов поверхностью Земли или 

другой планеты. Измерения скорости света от Солнца на поверхности любой планеты, например, 
на Земле, зависят, очевидно, от места расположения прибора на конкретном расстоянии R от 
Солнца и должны иметь небольшие по космическим масштабам отклонения от измеренного на 
планете Земля значения в вакууме . 

Как видно из результатов применения уравнений Эйлера, скорость фотонов есть переменная 
величина в поле гравитационных сил.  

5. Уравнения Эйлера о волновой природе движения фотонов. Природа звуковых волн как 
явление переноса малых возмущений по адиабатическому газу обоснована одномерными 
уравнениями Эйлера [3]. Данный в [3] подход, очевидно, вполне приемлем здесь. Действительно, 
образование конуса лучей при прохождении фотонов через линзу с возрастанием их плотности 

можно принять за явление «баротропности» 
 
течения. Следуя [3], допустим, что до 

момента времени  параметры потока фотонов установились во времени и имеют стацио-

нарные значения вдоль луча
 

. Пусть в некоторый 

момент времени  в поток фотонов внесены относительно малые возмущения  

, например, изменение физического состояния воздуха после грозы, 

прохождение света через грани хрусталя или алмаза и т.д. Дальнейшее развитие возмущений по 

лучу во времени описываются нестационарными уравнениями  

,                                                (5.1) 
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(5.2) 

 Опираясь на , представим уравнение (5.1) в виде 

                                              (5.3) 

 Решение системы (5.2) и (5.3) для времени  представляется в виде 

                                        (5.4)  

В результате подстановки суммы (5.4) в (5.3) и отбрасывания величин второго и третьего 
порядков малости получается система уравнений для малых возмущений 

                                                (5.5) 

                                                  (5.6)  

В (5.5) производится приближенная замена  где  имеет размерность 

скорости и является аналогом скорости звука в газодинамике. В этом случае система становится 
линейной: 

                                                
(5.7) 

                                                   (5.8) 

 Исключение из (5.7) и (5.8)  приводит к волновому уравнению  

 

 Аналогичное исключение  дает второе волновое уравнение 

 

 Для  данная система принимает форму, аналогичную распространению звуковых волн 

    
 Таким образом, моделирование динамики фотонов уравнениями Эйлера приводит к сле-

дующим гипотезам: излучаемые Солнцем или другими звездами Галактики фотоны доходят до 
поверхности Земли и других космических объектов с различными скоростями из-за влияния 
гравитационных полей в космических масштабах.  

Известно следующее [2]. Датский астроном Ремер из наблюдений за затмениями спутников 
Юпитера в 1676 г. определил скорость света равным 215 000 км/с. Бредли из астрономических на-
блюдений вычислил с = 303 000 км/с. Французский ученый Физо в 1849 г. получил с = 313 000 км/с. 
По опытам Майкельсона 1932 года скорость света в вакууме равна 299 792,459 км/с. 

Уравнения Эйлера достаточно объективно передают зависимость скорости фотонов от 
физического состояния излучающего объекта, дальности их распространения, образования конуса 
направленных лучей, волновую природу. 
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ФОТОНДАР ДИНАМИКАСЫН МОДЕЛЬДЕУ  

 

К. Б. Жақып-тегі 
 

ҚР БҒМ Математика жəне математикалық модельдеу институты, Алматы, Қазақстан  
 

Тірек сөздер: фотон, импульс, гравитациялық күштер, қысым, сəуле. 
Аннотация. Мақалада фотондар динамикасын Эйлердің бірөлшемелі теңдеуімен модельдеу мүмкін-

шілігі қарастырылған. Мынандай гипотезалар теориялық тұрпатта негізделген: Күннен немесе Галактиканың 
басқада жұлдыздарынан шыққан фотондар Жер бетіне жəне өзге планеталарға гравитация күштерінің əсе-
рінен əртүрлі жылдамықтармен жетуі, фотондардың жылдамдықтары жəне фотонодардың алысқа тарауы 
сəуле жіберетін жұлдыздардың физикалық күйлерінен тəуелді екендігі. Көрсетілген: линзадан өткенде фо-
тондардың тығыздығы ұлғаятындығы, кеңістікте сəулелер толқындар тұрпатында үлестірілуі жəне фотон-
дарға «қара тесіктің» гравитация күшінің əсерлігі. 
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Abstract. In this paper the results of theoretical investigations of dust particles fluctuations on the basis of 

Fourier analysis of the velocity autocorrelation function were presented. The method of molecular dynamics was 
used to solve the dust particles equations of motion. The Yukawa potential was used as an interaction potential. The 
results were obtained in a wide range of system parameters. The position of the dominant peak in the frequency 
spectrum of the velocity autocorrelation function confirms the onset of a joint effect of the magnetic field and strong 
correlations at high coupling. 
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ВЛИЯНИЕ ВНЕШНЕГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ  
НА КОЛЕБАНИЯ ПЫЛЕВЫХ ЧАСТИЦ 

 

К. Н. Джумагулова1, Т. С. Рамазанов1, Р. У. Машеева1, З. Донко2 

 

1Казахский национальный университет им. аль-Фараби, Алматы, Казахстан, 
2Институт физики твердого тела и оптики, Вигнеровский исследовательский центр Академии наук Венгрии, 

Н-1525 Будапешт, Венгрия. 
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Ключевые слова: пылевая плазма, автокорреляционная функция скоростей, спектральная функция, 

фурье-преобразование. 
Аннотация. В работе показаны результаты теоретических исследований колебании пылевых частиц с 

помощью Фурье анализа автокорреляционных функции скоростей. В работе был использован метод моле-
кулярной динамики. В качестве потенциала взаимодействия был взят потенциал Юкава. Результаты полу-
чены в широком диапазоне изменения параметров системы. Показано, что на положение доминирующего 
пика в спектральной функции автокорреляционных функции скоростей оказывают совместное влияние, как 
магнитное поле, так и сильные корреляции при больших связях.  

 
Введение. В силу необходимости фундаментальных и теоретических исследований при-

родных явлений и разновидности практических приложений пылевой плазмы непрерывно растет 
интерес к ее изучению. Сегодняшний интерес к пылевой плазме связан, прежде всего, с про-
цессами самоорганизации и образования упорядоченных структур, так называемых плазменно-
пылевых кристаллов. В последние годы влияние магнитного поля на сильно связанную пылевую 
плазму является одним из важных предметов исследования [1-5], например, влияние магнитного 
поля на распространение волн было изучено в работах [1].  

Целью данной работы является исследование Фурье-преобразования автокорреляционных 
функций скоростей пылевых частиц, расположенных в двумерном слое и подвергающихся 
влиянию внешнего однородного магнитного поля, которое направлено перпендикулярно к слою 
пылевых частиц. Компьютерное моделирование движения пылевых частиц было проведено с 
помощью решения уравнений движения Ньютона в рамках взаимодействия Юкава. 

Метод моделирования. Для исследования влияния магнитного поля на частицы плазмы 
сложного состава был использован метод молекулярной динамики. В качестве межчастичного 
потенциала взаимодействия частиц был взят потенциал Юкава:  
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   – параметр связи,                

Т – температура, 
/ Da   – коэффициент экранировки, 

1/ 2(1/ )a n   – двумерный радиус 

Вигнера-Зейтца и n – плотность частиц. 
Для интегрирования уравнения движения частиц в присутствии магнитного поля использован 

метод, описанный в работе [6]. Число частиц N = 4000. Частицы двигаются в плоскости (x,y) и 
предполагается, что магнитное поле однородное и направлено перпендикулярно двумерному слою 
(2D) частиц, то есть (0,0, )B B


. Влияние магнитного поля на свойства системы выражается с 

помощью следующего параметра: 
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где /c QB m   – циклотронная и 2 / 2p nQ ma   – 2D плазменная частота.  
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С помощью данных вычисления автокорреляционных функции скоростей частиц можно 
исследовать спектральную функцию пылевых частиц на основе Фурье-преобразования авто-
корреляторов скоростей следующим образом:  

0

( ) ( ) ,i tA A t e dt
 



                                                          (3)  

Результаты. Влияние внешнего магнитного поля на спектральную функцию автокорре-
ляционных функции скоростей представлено на рисунке 1 при Γ = 120 и κ = 2. В случае 0   

спектральная функция имеет только один пик при / 0.48p   . Данный пик, как известно, мож-

но связать с продольными флуктуациями [7]. При 0   формирование магнетоплазмонов 

сдвигает пик на более высокие значения / 0.74p  
 

(рисунок 1). Также мы наблюдали 

формирование маленького пика при / 0.5p  

 

который соответствует циклотронной частоте 

пылевых частиц.  
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A
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(
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
p

 
 

k=2

 
Рисунок 1 – Фурье-преобразование автокорреляционных функции скоростей при  = 0 и  = 0,5, для Г = 120,  = 2 

 
На рисунке 2 показаны соответствующие ( )A   функции для разных значении параметра 

магнитного поля при фиксированных значениях 120   и 1.   Данные показывают, что 
доминирующие частоты увеличиваются с увеличением  . В работе [1] было показано что, при 

сильной связи в системе доминирующий пик продольного спектра колебании принимает вид: 
2 2 2 2 2 2
1 2 2 ,c E p E        

                                                
 (4) 

где 
E  – частота Эйнштейна, который определяется как частота колебания пробной частицы в 

замороженной среде других частиц. При 1   получено 0.52E p  . Сравнения результатов 

теоретических данных, вычисленных по формуле (4) с положениями пиков, наблюдаемых на 
рисунке 2, представлены в таблице I. Мы нашли очень хорошее согласие (только несколько % 
отклонения) между двумя наборами данных, которые подтверждают теоретические данные работы 
[1], в соответствии с которыми доминирующая частота колебаний образуется при совместном 
действии магнитного поля и сильной связи, увеличивая фундаментальную частоту выше 
циклотронной частоты c p  .  

Далее мы исследовали влияние сильной связи на Фурье-образ автокорреляционных функции 
скоростей частиц при фиксированном значение  параметра  магнитного  поля 0.5  .  Эти резуль- 
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Рисунок 2 – Фурье-преобразование автокорреляционных функции скоростей при Г = 120,  = 1 и разных значениях 
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Рисунок 3 – Фурье-преобразование автокорреляционных функции скоростей при  = 0,5,  = 1  

и разных значениях параметра связи Г 
 

таты показаны на рисунке 3 для 1  . Данные показывают, что частотный спектр ( )A  пока-

зывает сдвиг доминирующего пика вверх с уменьшением параметра  . 
Соотношение (4) которое обсуждалось выше, справедливо только при больших связях. В 

пределе малых корреляции (слабо связанный предел плазмы, 0 ) частота результирующей 
гибридной моды в намагниченной плазме (направление распространения перпендикулярно 
направлению магнитного поля) как известно, превращается в значения приближения случайных 
фаз (RPA) (детали см. [8]).  

2 2 2 2 2
2 ( 1)c p p                                                           (5) 

При 0.5   частота, определенная с помощью уравнения (5), есть 2 1.19 p  . Это зна-

чение не было достигнуто c помощью данных нашего моделирования с уменьшением связи, из-за 
значительного расширения спектральной частоты, как отмечено на рисунке 3 для Г = 10,  = 2,  = 0,5.  



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
90  

Зависимость частоты доминирующего пика ( )A 
 
для  Г = 120,  = 1 

 

 / p   Теоретический 
1 / ,p   (7) уравнение 

0 0.74 0.74 

0.2 0.78 0.76 

0.5 0.92 0.89 

1.0 1.28 1.24 

 
Здесь магнетоплазмоны становятся едва заметными при уменьшении волновых чисел, где спектр 
колебаний практически ровный. 

Заключение. Было исследовано влияние внешнего магнитного поля на Фурье-образ авто-
корреляционных функции скоростей частиц в двумерной сильно связанной системе Юкава с 
помощью численных методов. Показано, что, доминирующий пик в ( ),A  связанный с продоль-

ными колебаниями тока в жидкости, появляется при больших значениях параметра связи и при 
частотах, которые определяются путем совместного эффекта магнитного поля и сильной связи в 
системе [1]. С уменьшением параметра связи положение пика сдвинуто к RPA пределу, который 
не был достигнут нами за счет увеличения ширины пика.  
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Abstract. Let  ,M  be a semi-finite von Neumann algebra and f  be a nonnegative function on  ,0  with 

  00 f . Let nxxx ,,, 21   be  -measurable operators and let n ,,, 21   be positive real numbers such 

that 1
1




n

j
j . We have the following results. 

(1) If    tftg   is convex, then 
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 (2) If    tfth   is concave, then 
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1. Introduction. Let n  be von Neumann algebra of nn  complex matrices, and let  n  be 

positive part of n . Hirzallah and Kittaneh in [5] proved the following noncommutative Clarkson 

inequalities for n tuples of operators: Let ||||||   be a unitarily norm, 
  nnAA 10 ,,  and 10 ,, n   

be positive real numbers such that 1
1

0






n

j
j . 

(1) If f  be a nonnegative function on  ,0  such that   00 f  and    tftg   is convex on 

 ,0 , then 

   

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1
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jj
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n

j
jj AfAAfAf  . 

(2) If f  be a nonnegative function on  ,0  such that    tftg   is concave on  ,0 , then 

   















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





10

1
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1

0 nkj
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n

j
jj

n

j
jj AAfAfAf  . 

The purpose of this paper is to extend the above results to n tuples of  measurable operators. 
This paper is organized as follows. Section 2 contains some preliminary definitions. 
In section 3, we proved the weak majorization type of Clarcson inequalities for n tuples of 

measurable operators. 
2. Preliminaries. Throughout this paper, we denote by M  a semi-finite von Neumann algebra on the 

Hilbert space H  with a normalized normal faithful finite trace  . The closed densely defined linear 

operator x  in H  with domain  xD  is said to be affiliated with M  if and only if xxuu   for all 

unitary u  which belong to the commutant M   of M . If x  is affiliated with M , the x  said to be 
measurable if for every 0  there exists a projection Me  such that    xDHe   and    e  

(where for any projection e  we let ee  1 ). The set of all  measure operators will be denoted by 
 ML0 . The set  ML0  is a  algebra with sum and product being the respective closure of the 

algebraic sum and product. Let  MP  be the lattice of projections of M . The sets 

          exeMPeMLx ,thatsuch:=, 0  

 0,   from a base at 0  for an metrizable Hausdorff topology in  ML0  called the measure 

topology. Equipped with the measure topology,  ML0  is a complete topological  algebra (see [6]). 

For  MLx 0 , the generalized singular value function  x  of x  is defined by 

        0,:inf=   sseMPexexs  . 

If  MLyx 0,  , then we say that x  is submajorized by y  and write yx   if and only if 

    0>,
00

tdsydsx s

t

s

t
   . 

As Proposition 4.6 in [3], we obtain the following result. 
Lemma 2.1. Let f  be a continuous increasing function on R  with   00 f . Let nxxx ,,, 21   

be positive  measurable operators and let naaa ,,, 21   be positive elements in M  with 

1
1





n

j
jj aa . 
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 (1) When f  is convex, we have 
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(2) When f  is concave, we have 
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The following lemma is a well-known result (see [2], Theorem 5.3.). 
Lemma 2.2. Let nxxx ,,, 21   be positive  measurable operators. 

(1) If     ,0,0:g  be a convex function with   00 g . Then 

   










n

j
j

n

j
j xgxg

11

 .                                                 (2.3) 

 (2) If     ,0,0:h  be a concave function. Then 

  









 n

j
j

n

j
j xhxh

11

 .                                                 (2.4)  

3. Main result. Let nxxx ,,, 21   be positive  measurable operators and let n ,,, 21   be 

positive real numbers such that 1
1




n

j
j . Then 

 



n

j
jj

nkj
kjkj

n

j
jj xxxx

1

2

1

2
2

1

  .                        (3.1) 

Theorem 3.1. Let nxxx ,,, 21   be  measurable operators and let n ,,, 21   be positive real 

numbers such that 1
1




n

j
j  and     ,0,0:f  such that   00 f  and    tftg   is 

convex on  ,0 . Then 

    











 n

j
jj

nkj
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n

j
jj xfxxfxf

111

   .                  (3.2) 

Proof. By (2.1), (2.3) and (3.1), we obtain that 

    

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 
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  
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
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 .                                      

Theorem 3.2. Let nxxx ,,, 21   be  measurable operators and let n ,,, 21   be positive real 

numbers such that 1
1




n

j
j  and     ,0,0:f  such that    tfth   is concave on  ,0 . 

Then 

    
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   .                (3.3) 

Proof. We my assume   00 f . Using (2.2), (2.4) and (3.1) we get that 
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.  

Specializing Theorems 3.1 and 3.2 to the functions     pttf p 2  and

   20  pttf p
. 

Corollary 3.1. Let nxxx ,,, 21   be  measurable operators and let n ,,, 21   be positive real 

numbers such that 1
1




n

j
j . Then 
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for  p2 , and 
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for 20  p . 

Applying Corollary 3.1 for the trace norm 
1

 , we have the following result. 

Corollary 3.2. Let nxxx ,,, 21   be  measurable operators and let n ,,, 21   be positive real 

numbers such that 1
1




n

j
j . Then 
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for  p2 , and 
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for 20  p . In particular 


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for  p2 , and 
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for 20  p . 
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Аңдатпа.  ,M  жартылай ақырлы фон Нейман алгебрасы жəне _f    00 f  болатын  ,0  тегі 

теріс емес функция болсын. nxxx ,,, 21   дер   өлшемді операторлар жəне n ,,, 21   оң нақты 

сандары 1
1




n

j
j  болсын . Біз келесі нəтижелерді аламыз. 

(1) Егер    tftg   дəңес болса, онда 

   
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 n
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n
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jj xfxxfxf

111

  . 

 (2) Егер    tfth   ойыс болса, онда 
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НЕРАВЕНСТВА СЛАБО МАЖОРИЗАЦИОННЫЕ КЛАРКСОНА  
ДЛЯ -ИЗМЕРИМЫХ ОПЕРАТОРОВ 

  
Дауитбек Достилек 

 
Казахский национальный университет имени аль-Фараби, Алматы, Казахстан 

 
Ключевые слова: неравенства Кларксона, -измеримый оператор, алгебра Фон Неймана, субмажо-

ризация. 
Аннотация. Пусть  ,M  полу конечная алгебра Фон Неймана и f  неотрицательная функция на 

 ,0  с   00 f . Пусть nxxx ,,, 21     измеримых операторов и n ,,, 21   положителные 

вещественные числа такие, что 1
1




n

j
j . Мы получили следушие резултаты. 

(1) Если    tftg   является выпуклым, то 
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 (2) Если    tfth   является вогнутой, то 
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Abstract. The article discusses the components of the stress distribution near the cavity beyond the elastic 

limit. Under the assumptions of the statistical problem of definability plastic stress component satisfies the dif-
ferential equation and the equilibrium is solved by the stress function and use conditions of plasticity. 
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ƏРТҮРЛІ АҒЫМДЫҚ ШАРТТАРҒА  
ТƏУЕЛДІ ПЛАСТИКАЛЫҚ ОРТАДАҒЫ КЕРНЕУ 

КОПОНЕНТТЕРІНІҢ ТАРАЛУЫ ТУРАЛЫ 
 

М. Е. Есқалиев, Г. Ө. Өмірбек, М. К. Чанбаева  
 

Қазақ мемлекеттік қыздар педагогикалық университеті, Алматы, Қазақстан 
 
Тірек сөздер: деформация, пластикалық, изотропты, кернеу, коэффициент. 
Аннотация. Мақалада ағымдық шарттарға тəуелді болатын денедегі пластикалық кернеу компо-

ненттерінің қуыс маңайындағы таралуы қарастырылған. Есеп статикалық анықталғандықтан пластикалық 
кернеу компоненттері тепе-теңдіктің дифференциалдық теңдеулерін қанағаттандырып, кернеулік функ-
циялармен пластикалық шарттарды пайдалана отырып шешілген. 

 
Қатты дененің біртіндеп өсе беретін Р күштің əсерінен формасының өзгеруіне қарсылылығын 

цилиндр нұсқалы дененің созу кезінде байқалады. Суреттің жоғарғы жағында бөлме температу-
расындағы жұмсақ болат жəне мыстың созылу диаграммасы кескінделген.  

Вертикаль оське P/F0 кернеуі, мұндағы F0 стерженнің алғашқы көлденең ауданы, ал гори-
зонталь оське салыстырмалы ұзару салынған, мұндағы l0 нұсқаның алғашқы ұзындығы. А нүктесі 
шектік пропорционалдық атауына сəскес жəне ол серпімділік шегі В нүктесінен төмен орналасқан. 
Осы В нүктесінен бастап қалдық деформация пайда болады да, ұзару тез өсе бастайды; 
сипатталатын ВС ағымдық ауданша пайда болады, осыдан кейін кернеу тағы да өсе бастайды. CD 
аралығы металдың бекемдік күйіне қатысты. 
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Цилиндрлік нұсқаны созу кезіндегі қалдық деформацияның пайда болунының диаграммасы 
 

Ағымдық шарттар. Материалдың серпімді күйінен ағымдық күйіне көшуі қандай шарт-
тармен сипатталатын мағынасын көрсету қажеттілігі туындайды. Ағымдық күйде орындалатын 
шартты ағымдық шарт (немесе пластикалық) деп атайды. Изотропты денелер үшін бұл шарт бас 
кернеулердің симметриялық функциясы болуы керек. 

f = (σ1, σ2, σ3) = const =K                                                              (1) 

мұндағы К – материал тұрақтысы. 
Треска-Сен-Венан шарты. Сен-Венан осы шарттың жазық деформация үшін математикалық 

тұжырымдамасын берді. 
Кеңістік жағдайындағы осы шарттың түрі: 

,2

,2

,2

213

132

321

s

s

s













                                                          

(2)

 

Қарапайым созуға ағымдық күйі кезінде  

sconst  1

 

Серпімділік күйі кезінде (2) формула орынды. Ағымдық күйі кезінде осы шарттың біреуінде 
немесе екеуінде теңдік белгісі болуы қажет. 

Жанама кернеу қарқындылығының тұрақтылық шарты (Мизес шарты). Үш өлшемді есеп-
терге арналған теңсіздіктермен берілген Треска-Сен-Венан ағымдық шарты кейбір математикалық 
қиындықтармен байланысты. 

Осы жағдай Мизесті мына шартқа келеді:  

                               

    22
2

13
2

32
2)21( s 

                                      

(3)

 
Мизес шарты мына түрде де жазылуы мүмкін: 

3

3
T  т                                                                           (4)  

Таза ығысу кезінде Т = τ, онда (2.4) өрнектен 
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3

s
s


                                                                          (5)  

Бірлескен (ассоцированный) ағымдық заңы. 
Ең маңызды қарапайым жағдай, ол ағымдық функциямен пластикалық потенциалдың сəйкес 

келуі: 
f = Ф 

бұл жағдайда оның қарапайымдылығынан экстремальды ұстаным орнатылады. 
Сонымен,  

                                                                                                                                (6) 

жəне пластикалық ағым ағымдық бетке нормаль бағытта дамиды. dλ көбейткіші пластикалық 
деформацияның жұмысына пропорционалды.  

         

mK

dA
d P                                                                      (7) 

Пластикалық ортадағы кернеулер статикалық анықталғандықтан, кернеу компоненттері 
серпімді-пластикалық шекараны есептемей-ақ табылады. 

Дөңгелек қуыс маңайындағы пластикалық кернеу компоненттерін полярлық координаттық 
жүйеде көрсету қолайлы. Осы кернеу компоненттерін деп белгілесек, олардың жазылу түрі мына 

 :ఏ,߬௥ఏ түрде болады (тепе-теңдіктің дифференциялдық теңдеулері) [1]ߪ,	௥ߪ
௥ߪ߲
ݎ߲

൅
1
ݎ
߲߬௥ఏ
ߠ߲

൅
௥ߪ െ ఏߪ

ݎ
ൌ 0 

 
డఛೝഇ
డ௥

൅
ଵ

௥

డఙഇ
డఏ

൅
ଶఛೝഇ
௥
ൌ 0                                                          (8)   

 
(r = 1 болғанда) қуыс маңайындағы шекаралық шарт: 

                                                          ߬௥ఏ ൌ 0.                                               (9) 
Кернеу компоненттерімен байланысты кернеулік функцияны eнгізсек ол (1) тепе-теңдік 

дифференциялдық теңдеулерін қанағаттандырады ߮ሺݎ, 0ሻ: 

௥ߪ ൌ
ଵ

௥

డఝ

డ௥
൅ ଵ

௥మ
డమఝ

డఏమ
  

                                                                       (10) 

 

Пластикалық аумақта дене изотропты деп ескерілсе жəне қуыс жиегінде тек қана бірқалыпты 
нормаль кернеулер əсер еткенде кернеулік функция полярлық координатқа тəуелді емес. Онда 

кернеулік функция мына түрге келеді  ߮ሺݎሻ. 

௥ߪ ൌ
ଵ

௥

ௗఝሺ௥ሻ

ௗ௥
,  

                                                              (11) 
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Ендігі жерде (8) жəне (9) теңдеулерге пластикалық шарттарды енгізуге болады, бұл шарттар 
дене құрамына байланысты. 

Треска-Сен-Венан пластикалық шарты. Ішкі үйкеліс коэффициенті аз жəне шамалы қабысу 
коэффициенті бар денелер үшін Треска-Сен-Венан пластикалық шартын пайдалануға болады:  

                                               (12) 
k – қабысу коэффициенті.  

(11) өрнектегі кернеулік функция мəндерін (12) өрнекке қойсақ, коэффициенттері айнымалы 
екінші ретті жəй дифференциялдық теңдеулерді аламыз:  

                                                              (13)  

Бұл теңдеудің жалпы шешімі: 

                                            (14) 

С1, С2 – интегралдау тұрақтылары, олар [2] əдісімен табылады.  
Пластикалық ортадағы кернеу компоненттері (11) формула арқылы (9) шекаралық шартты 

ескере отырып, табылған (14) формула кернеулік функциямен былайша өрнектеледі: 

݇/	௥ߪ ൌ ݎ2݈݊ ൅ ଴ܲ	/݇,
 

݇/	௥ߪ ൌ 2ሺ݈݊ݎ ൅ 1ሻ ൅ ଴ܲ	/݇,                                                       (15) 

߬௥ఏ ൌ 0. 

Декарттық жүйедегі кернеу компоненттері: 

݇/௫ߪ ൌ
̅ݖݖ݈݊ െ ሺݖ െ ሻଶ̅ݖ

|ݖ|2
൅ ଴ܲ

݇
, 

݇/௬ߪ ൌ
௟௡௭௭̅ାሺ௭ି௭̅ሻమ

ଶ|௭|
൅

௉బ
௞
,                                                         (16) 

߬௫௬/݇ ൌ
ሺݖ ൅ ݖሻሺ̅ݖ െ ሻ̅ݖ

|ݖ|2݅
 

Мұндағы  ݖ ൌ ݔ ൅ ,ݕ݅ ̅ݖ ൌ ݔ െ  .ݕ݅
Кулон-Мордың пластикалық шарты. Қабысу коэффициенті жəне ішкі үйкеліс коэффициенті 

бар, біршама қатты денелер үшін Кулон-Мор пластикалық шартын енгізуге болады: 

 ሺσθ െ σ୰ሻଶ ൅ 4τ୰θ
ଶ ൌ sinଶρሺσθ ൅ σ୰ ൅ 2kctgρሻ                                    (17) 

Мұндағы –  ішкі үйкеліс коэффициенті, k - дененің қабысу коэффициенті (эксперименттік 

нəтижелерден алынады).  
(17) өрнекке (11) кернеулік функция мəндерін қойсақ, коэффициенттері айнымалы екінші 

ретті жəй дифференциялдық теңдеулерді аламыз: 

݀ଶ߮
ଶݎ݀

െ
ߜ
ݎ
݀߮
ݎ݀

൅ ߛ ൌ 0, 

ߜ  ൌ
ଵି௦௜௡ఘ

ଵା௦௜௡ఘ
, ߛ ൌ

௖௢௦ఘ

ଵା௦௜௡ఘ
                                                              (18) 

(18) теңдеудің жалпы шешімі [2]: 

߮ሺݎሻ ൌ
ఊ

ଶሺଵିఋሻ
ଶݎ ൅ ఋାଵݎଵܥ ൅  ଶ                                                   (19)ܥ

С1 , С2 – интегралдау тұрақтылары. 
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Кулон-Мор шартын қанағаттандыратын кернеу компоненттері (11) формула арқылы (9) 
шекаралық шартты ескере отырып, табылған (19) формула кернеулік функциямен былайша 
өрнектеледі: 

݇/	௥ߪ ൌ
ߜ

1 െ ߛ
െ ൬ ଴ܲ

݇
൅

ߜ
1 െ ߛ

൰  ఊିଵݎ

݇/	ఏߪ ൌ
ఋ

ଵିఊ
െ ߛ ቀ

௉బ
௞
൅

ఋ

ଵାఊ
ቁ  ఊିଵ                                                    (20)ݎ

߬௥ఏ ൌ 0. 

Декарттық жүйедегі кернеу компоненттері: 

σ୶/k ൌ ቈctgρ െ σቆ1 െ sinρ
zଶ ൅ zതଶ

2|z|ଶ
ቇ቉ ൅

P଴
k
, 

 σ୷/k ൌ ቂctgρെ σ ቀ1 ൅ sinρ
୸మା୸തమ

ଶ|୸|మ
ቁቃ ൅

୔బ
୩
,                                              (21) 

߬௫௬/݇ ൌ ߩ݊݅ݏߪ2
ଶݖ െ ଶ̅ݖ

ଶ|ݖ|4݅
, 

ݖ ൌ ݔ ൅ ,ݕ݅ ̅ݖ ൌ ݔ െ  ݕ݅
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Аннотация. В статье рассматривается распределение компонент напряжений вблизи полости за преде-

лами упругости. В предположении статистической определимости задачи пластические компоненты напря-
жений удовлетворяют дифференциальным уравнениями равновесия и решаются с привлечением функции 
напряжений и использованием условий пластичности.  
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БІЛІМ БЕРУ ЖҮЙЕСІНДЕГІ  
КОМПЬЮТЕРЛІК ТЕХНОЛОГИЯНЫ ҚОЛДАНУ 

 
Н. Б. Дүйсенова, Р. Т. Байказиева, А. Н. Нүсіпбекова 

 
Қазақ мемлекеттік қыздар педагогикалық университеті, Алматы, Қазақстан 

 
 Тірек сөздер: анимациялы слайд-фильмдер, дыбыстық жəне бейнефрагменттер, коммуникация, иллю-

страциялық құрал. 
Аннотация. Қазіргі кезде компьютердің көмегімен тек белгілі бір аудиторияларда ғана емес, сонымен 

бірге қашықтан оқыту үрдісі де дамып келе жатыр. Ол үшін интернет желісіне қосылған компьютер керек. 
Қашықтан оқыту кезінде тапсырманы жəне онымен бірге ұсынылған оқулықтарды қарап отырып білім 
алғысы келетін адам өзі ізденіп, жауаптарын салып жібереді. Немесе бірлескен телеконференцияларға қаты-
сады. Оқытудың бұл түрі анағұрлым арзан, əрі қалаған уақытыңда оқуыңа, тапсырмаларды орындауыңа 
мүмкіндік береді. Қазіргі заманғы ақпараттық технологияларды пайдалану өз білімін көтеру тиімділігін де 
арттырады. Бұл бірінші кезекте сандық түрде жазылған ақпараттарды пайдалану кезінде қажетті мəлімет-
терді оңай табуға мүмкіндік береді. Қазіргі кезде көптеген əлемге танымал энциклопедиялар, сөздіктер элек-
тронды түрге айналдырылған. Бұл ұғымның мəнін білім беру үдерісін өздігінше дамытатын жүйе деп түсі-
нуге болады, онда білім алушылардың қызметі жетекші фактор болып табылып, оқыту мұғалім мен білім 
алушының субьект аралық өзара əрекетін қарастыратын жəне олардың мүмкіндіктерін қамтамасыз ететін 
рефлексиялық басқару ретінде көрінеді. 

Оқыту, білім беру тəжірибесі педагогикалық үрдістің сапасын үнемі арттырып отыруды талап етеді.  
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Қазақстан Республикасының Білім туралы Заңында: «Білім беру жүйесінің басты міндеті- 
ұлттық жəне жалпы адамзаттық құндылықтар, ғылым мен практика жетістіктері негізінде жеке 
адамды қалыптастыруға жəне кəсіби шыңдауға бағытталған білім алу үшін қажетті жағдайлар 
жасау; оқытудың жаңа технологияларын енгізу, білім беруді ақпараттандыру, халықаралық ғалам-
дық коммуникациялық желілерге шығу» – деп білім беру жүйесін одан əрі дамыту міндеттерін 
көздейді. Бұл міндеттерді шешу үшін, əрбір білім беру мекемедегі ұжымының, əрбір мұғалімнің 
күнделікті ізденісі арқылы, барлық жаңалықтар мен қайта құру, өзгерістерге батыл жол ашарлық 
жаңа практикаға, жаңа қарым-қатынасқа өту қажеттігі туындайды. 

Қазіргі кездегі жоғары білім беру қоғам талаптарын қанағаттандырудың бірнеше жүйелерін 
қарастырады, яғни ғылымды, білімді жəне өндірісті интеграциялау түрі ретінде ғылыми оқу-
өндірістік кешендер құру; оқытуды жəне студент еңбегін дараландыру, білім беруді ізгілендіру; 
оқытушылардың кəсіби даярлығына жоғары талап қою, жоғары оқу орнында болашақ мұғалім-
дерді даярлау мен олардың кəсіби деңгейін көтеруде педагогикалық мұғалімдерді жаңа техноло-
гиялар негізінде көтеру. Мұндай үдеріс əлемнің түрлі елдерде өздерінің ұлттық ерекшеліктеріне, 
экономикалық жағдайына, білім беру жүйесінің дəстүрлеріне қарай əртүрлі деңгейде көрініс 
тапқан. 

Қазіргі заман талабына сай адамдардың мəлімет алмасуына, қарым-қатынасына ақпараттық-
коммуникативтік технологиялардың кеңінен қолданысқа еніп, жылдам дамып келе жатқан кезе-
ңінде ақпараттық қоғамды қалыптастыру қажетті шартқа айналып отыр. Келешек қоғамымыздың 
мүшелері – жастардың бойында ақпараттық мəдениетті қалыптастыру қоғамның алдында тұрған 
ең басты міндет. Жеке тұлғаны жан-жақты дамыту шеңберінде білім берудің мақсаты мен мəнінің 
өзгеруі «білім беру технологиясы» деп алатын жаңа ұғымның пайда болуына ықпал етті. Бұл 
ұғымның мəнін білім беру үдерісін өздігінше дамытатын жүйе деп түсінуге болады, онда білім 
алушылардың қызметі жетекші фактор болып табылып, оқыту мұғалім мен білім алушының 
субьект аралық өзара əрекетін қарастыратын жəне олардың мүмкіндіктерін қамтамасыз ететін 
рефлексиялық басқару ретінде көрінеді. 

Оқыту, білім беру тəжірибесі педагогикалық үрдістің сапасын үнемі арттырып отыруды талап 
етеді. Сол себепті педагогикалық үрдісті технологияландыру мəселесі маңызды болып саналады. 

Қазіргі ақпараттық қоғамда өндірістің дамуының негізгі құралы болып ақпараттық ресурс-
тардың қажеттілігі көрінеді. Сондықтан білім беру саласы да өзінің дамуы үшін жаңа қадамдарға 
баруда. Осыған байланысты адамға ақпараттар кеңістігінде дұрыс бағытты таңдауға мүмкіндік 
жасай алатын оқытудың жаңа технологиялары пайда болуда.  

Жаңа ақпараттық технологиямен орындалатын қызмет өзінің кез келген нақты формасында 
тиімдірек орындалады, адам өркениетті бола бастайды. 

Ұрпақ үшін кітаптың маңызы қандай болса, компьютер де оқушы үшін қоршаған əлемді 
танудың табиғи құралы болып табылады. Олай болса, барлық сабақтарды компьютерлердің қуат-
тануымен жүргізуді үйрену – бүгінгі күннің кезек күттірмейтін өзекті мəселелерінің бірі.  

Соңғы жылдары білім беру аясы жүйесінде компьютерлік техниканы пайдалану белсенді 
түрде жүзеге асырылуда. Білім беру жүйесіндегі жаңа ақпараттық технология дегеніміз – оқу жəне 
оқу-əдістемелік материалдар жинағы, оқу қызметіндегі есептеуіш техниканың техникалық құрал-
дары, олардың ролі мен орны туралы ғылыми білімнің жүйесін жəне оқытушылар еңбектерін 
жүзеге асыру үшін оларды қолдану формалары мен əдістері деген анықтама беруге болады. Яғни, 
ақпараттық технология – білім беру мекемесі мамандарының жұмысын жүзеге асырушы əдістер 
мен формалар жəне балаларға білім беруші құрал. 

Ақпараттық технология қызметінің құралы ретінде жаңа ақпараттық технологияның компью-
терлік құралдары қолданылып жүр, алайда заман талабына сай компьютерлік техниканың дамып 
жетілуіне байланысты ғылыми сипаттағы компьютерлік бағдарламаларды жасау керек жəне ол 
оқушының іс əрекетінің интеллектуалды құрылысымен сəйкес келуі тиіс. 

Ақпараттық əдістемелік материалдар коммуникациялық байланыс құралдарын пайдалану 
арқылы білім беруді жетілдіруді көздейді. Заман ағымына қарай ақпараттық-коммуникациялық 
технологияны қолдану айтарлықтай нəтиже беруде. Кез-келген сабақта электрондық оқулықты 
пайдалананып, оқушылардың танымдық белсенділігін арттырып қана қоймай, логикалық ойлау 
жүйесін қалыптастыруға, шығармашылықпен еңбек етуіне жағдай жасайды. Сабақта компьютерлік 
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технологияны тиімді пайдалану арқылы оқушылардың ойлау қабілетін дамытып, өз бетінше 
жұмыс істеуге дағдыландыру. 

Педагогикалық жəне əдістемелік əдебиеттерде оқытуда ақпараттық технологияларды пай-
даланудың бірнеше бағыттары көрсетілген, солардың ішінде мектептегі оқу практикасында 
қажеттілерінің негізгілері мыналар: компьютер – оқушы білімін бағалау құралы; компьютерлік 
модельдеуді қолданатын зертханалық практикум; мультимедиа-технология, жаңа материалды 
түсіндірудегі иллюстрациялық құрал; дербес компьютер, білім жетілдіру құралы. 

Мұғалім жұмысы практикада оқушы білімін бағалау үшін алатын тақырыптық тестерден 
көрінеді. Тест көзі мультимедиа компакт-дискілер немесе интернет желісі болуы мүмкін.  

Бұдан басқа да, тест генераторлары деп аталатын тестілеуші бағдарламалар құруға болатын 
арнайы компьютер бағдарламалары (қосымшалар) бар. Бұл жағдайда мұғалім тестің сұрақтарын 
жəне барысын өздігінен таңдап алады. 

Қазіргі кездегі ақпараттық технологиялар оқу материалдарын иллюстрация жасау кезінде 
(мысалы анимациялы слайд-фильмдер) қолданылады. Бұл оқу үрдісін қозғалыста бейнелеуге мүм-
кіндік береді. Компьютердің көмегімен дыбыстық жəне бейнефрагменттерді де демонстрация 
жасауға болады. 

Қазіргі заманғы ақпараттық технологияларды пайдалану өз білімін көтеру тиімділігін де 
арттырады. Бұл бірінші кезекте сандық түрде жазылған ақпараттарды пайдалану кезінде қажетті 
мəліметтерді оңай табуға мүмкіндік береді. Қазіргі кезде көптеген əлемге танымал энциклопе-
диялар, сөздіктер электронды түрге айналдырылған.  

Білім беру үдерісінің барлық қатысушыларымен- оқушылар, мұғалімдер, басшылық, ата-
аналар, қоғам мүшелерінің арасындағы ақпараттық ағындардың жүруін қамтамасыз етеді. Оқу 
үрдісінде компьютерлік техниканы қолданудағы қиыншылықтар көбіне мұғалімнің дербес ком-
пьютерді дидактикалық құрал ретінде қабылдауына дайын екендігіне байланысты. 

Қорытындылай келе біздің мақсатымыз қазіргі заман талабына сай ұрпақ тəрбиелеу, оларды 
«оқи» білуге үйрету, қашықтан оқытуға үйрету, көп материалды аз уақытқа қабылдай білуге 
үйрету. Осылардың бəрін іске асыру үшін жаңа технологияларды сабаққа қолдана білуі. Егер біз 
барлық мүмкіндіктерімізді толық пайдалана алатын болсақ, онда біздің келешек ұрпағымыз 
компьютерлік технологиямен толыққанды білім ала алады. 
 

ƏДЕБИЕТ 
 

[1] Балапанов Е., Бөрібаев Б., Абдильдин Е. Интернетке кіріспе «Бүкілдүниежүзілік өрмек»: Əдістемелік құрал. – 
Алматы, 1999. 

[2] Острейковский В.А. Информатика: Учеб. для вузов. – М.: Высш. шк., 2000.  
[3] Компьютерлік оқыту программаларын қолдану // Информатика – физика – математика журналы. – Алматы, 

2000. – №3. 
[4] Алексеев Г.В. Компьютерные технологии при проектировании и эксплуатации технологического оборудова-

ния: Учебное пособие. – ГИОРД, 2012. – 256 с. 
[5] Мельников П.П. Компьютерные технологии в экономике: Учебное пособие. – КноРус, 2013. – 224 с. 

 

REFERENCES 
 

[1] Balapanov E., Boribaev B., Abdildin Е. Internetke kirispe «Bukilduniejuzilik ormek»: Adistemelik kural. Аlmaty, 1999. 
[2] Оstreikovckii V.А. Informatika: Ucheb. dlya vuzov. M.: Vysch. shk., 2000. 
[3] Коmpiuterlik оkytu programmalaryn koldanu. Informatika – phisica – matematika jurnaly. Аlmaty, 2000. №3.  
[4] Alekseev G.B. Computernye tehnologi pri proektirovanii i ekspluotacii tehnicheskogo objrudovanie: Ucheb. posobie. 

GIORD, 2012. 256 p. 
[5] Melnikov P.P Computernye tehnologi v economike: Ucheb. posobie. КnoRUS, 2013. 224 p. 

 
 

ПРИМЕНЕНИЕ КОМПЬТЕРНЫХ ТЕХНОЛОГИИ В СИСТЕМЕ ОБРАЗОВАНИИ 
 

Н. Б. Дуйсенова, Р. Т. Байказиева, А. Н. Нусипбекова  
 

Казахский государственный женский педагогический университет, Алматы, Казахстан 
 

Ключевые слова: анимационные слайд-фильмы, звук и видеофрагменты, иллюстрация средство ком-
муникация. 



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 3. 2015 
 

 
105 

Аннотация. Сейчас развивается с помощью компьютера не только в аудитории, но и в дистанциях про-
цесса обучения. Для этого нужна компьютер с интернетом. При дистанционном обучение нужна, выполнять 
задание и вместе с выданным учебником человек получает знание, самостоятельно смотря на эти книги, 
пересылает ответы на эти задания. Или участвует на телеконференциях. Эта форма обучение намного 
дешевле, и в любое время можно читать, и помогает выполнять задания. B твое наиболее дешевое и этот вид 
обучения желающее время читать, позволяет исполнять задания. Теперешнюю эпоху информационные тех-
нологии увеличивает и эффективность поднять знание и использовать. Во время использования инфор-
мации, которая была первоем очередье в численном виде написанной, необходимые сведения легко нахо-
дить позволяет. Миру, который умножил в теперешнее время, знакомый энциклопедию, словари электрон-
ному виде. Можно понять систему, которую развивает процесс образования своеобразн. Изучения, требует 
то, что опыт образования постоянно увеличит педагогичность качество тенденции.  
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Abstract. When pumping oil out of deposits in accordance with the physical and mechanical properties of the 

Earth surface located above the oil-bearing bed, the Earth surface subsidence in the region of oil-producing 
complexes can be destructive. In order to prevent this process, a control function is proposed and the problems of 
managing the subsidence of oil stratum and Earth surface are solved. The preliminary analysis of the results of 
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Аннотация. При откачке нефти из залежей в зависимости от физико-механического свойства земляной 

массы, расположенной над нефтеносным пластом, оседания земной поверхности на территории нефтедо-
бывающих комплексов могут быть разрушительными. В целях предотвращения этого процесса предложена 
функция управления и решены задачи по управлению процессом осадки нефтеносного пласта и оседаний 
земной поверхности. Приведен предварительный анализ результатов численных расчетов.  
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Введение. В настоящее время имеется немало работ по математической теории оптимального 
управления [1-3]. Теория оптимизации для систем с распределенными параметрами, описывае-
мыми уравнениями с частными производными, стала разрабатываться уже после того, как были 
получены основные результаты в теории оптимизации для обыкновенных дифференциальных 
уравнений. 

Теория, изложенная в работах Л.С.Понтрягина, В.Г.Болтянского, Р.В. Гамкрелидзе, Е.Ф. Ми-
щенко [1] и М.Р.Хестенса [2], посвящена изучению следующих вопросов:  

– получить необходимые условия экстремума;  
– изучить структуру и свойства уравнений, выражающих эти условия для случая, когда , 

называемой «моделью» системы, представляет собой обыкновенный дифференциальный оператор. 
В многочисленных приложениях из-за сложности управляемых систем приходится отказаться 

от только что указанной математической модели и рассматривать в качестве  оператор с 
частными производными [3]. Именно этот случай мы изучаем в настоящей работе. 

1. Задачи об управлении процессом оседания нефтеносного пласта. Задачи об управлении 
процессом оседания нефтеносного пласта и земной поверхности при откачке нефти тесно связаны 
с задачами об управлении давлением поровой жидкости. 

Существуют многочисленные типы управления. В данной работе рассмотрим только два типа 
управления: управление на границе и управление внутри области. Последовательно рассмотрим 
эти типы управления. 

1.1. Управление давлением на границе. Управление осуществляется так, чтобы давление 
),( txp на границе Г области  не понижалось с течением времени (например, подача жидкости 

через стенку). Функция ),( txp (давление) удовлетворяет внутри области [,0] T  уравнению 
уплотнения 
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или, в общем случае, уравнению 
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а функции )(xaij  удовлетворяют условиям: 
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Пусть, кроме того, при 21 qq   задано начальное давление [4] 
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Наличие и тип управления сказываются на форме граничных условий. В подтверждение этому 
приводим результаты исследования автором данной работы [5, 6]. 

Деформация неоднородных земляных масс, обусловленных их консолидацией, сильно зависит 
от типа краевых условий. Так, например, при граничных условиях, когда на границах массива 
земляной среды происходит свободный водообмен с окружающей средой (рисунок 1), так как 
растекание напора в однородной среде двухстороннего характера и незначительно, чем в неод-
нородном, осадок неоднородных грунтовых оснований в начальные моменты времени больше, чем 
у однородного, а со временем он становится гораздо меньше (1,1-–5 раза), в зависимости от их 
физико-механических свойств (рисунок 2). 
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Рисунок 1 – Кривые изменения напора Н по х3:  
1 – однородная среда; 2 – неоднородная среда 

Рисунок 2 – Изменение осадки St (см) по t (сут)  
от нагрузки q = 2 кг/см2 

(условные обозначения те же, что и на рисунке 1)
 
В случае граничных условий, когда грунтовая вода свободно удаляется с боковых поверх-

ностей массива земляной среды, а на нижних и верхних границах его происходит свободный 
водообмен с окружающей средой, так как давление в верхних слоях неоднородной грунтовой 
массы ниже атмосферного, а в нижних слоях достаточно больше, в начальные моменты времени 
происходит обратный процесс уплотнения – набухание грунта, а со временем оно затухает и может 
возникнуть осадок незначительного характера (рисунок 3).  

При граничных условиях с водоупором на глубине и водонепроницаемыми стенками, так как 
давление в нижних слоях неоднородной грунтовой массы ниже атмосферного, то за счет растека-
ния давления осадок основания в начальные моменты времени больше осадка, соответствующего 
пределу времени, что вызывает после некоторого времени явление набухания (рисунок 4). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рисунок 3 – Изменение осадки St  

от нагрузки q = 2 кг/см2 при (1)
2

(1)
1     

Рисунок 4 – Изменение осадки St (см)  

от нагрузки q = 2 кг/см2 (2)
2

(1)
2     

 
Исходя из вышеизложенного, можно прийти к выводу: искусственно создавая граничные 

условия, можно управлять процессом оседания нефтеносного пласта. 
1.2. Управление давлением внутри области. Управление осуществляется так, чтобы давле-

ние ),( txp  в области  не понижалось с течением времени (например, введением в  потока жид-
кости qв). Количество жидкости qв, поступающей к нефтяной залежи из законтурной области 
пласта по условию управления, должно быть приблизительно равным количеству отбираемой 
нефти q1 из месторождения, т.е. qв  q1. Тогда задача об управлении процессом осадки 
нефтеносного пласта, согласно работе [4], может быть сведена к следующему виду 
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10 ),,( qtrzp  , 1),,( qtRzp  ,                                                    (9) 
 

0



hzz

p
, 0

0





zz

p
,                                                      (10) 

 

где )(zCv и ),,( trz – известные функции [4]. 

В этой задаче определению подлежит функция (давления) ),,( trzp и функция æ )(t . Функция 

æ )(t в рассматриваемом интервале времени [,] 1   непрерывна, положительна и ограничена снизу 
и сверху. Нас интересует те значения этой функции, которые лежат внутри полусегмента ]0,1], т.е. 
0 æ )(t 1 . 

Для решения поставленной задачи (6)-(10) вначале определим функцию давления ),,( trzP , 
удовлетворив уравнению (6), начальному условию (7) и граничным условиям (9) и (10) [4] 
































z

z

ij

r

i

i j
ij e

K
Vr

K
VtTqtrzP

i

2

701 1
1

72
 )(),,(



 


,                         (11) 

tijvC
ijv eDdtettT ij

tC
ijij

2
02

0)()( 1


 






   . 

Затем удовлетворив условию (8), т.е. (5) и (11) подставив в (8), находим функцию æ )(t : 
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Здесь ijD1 , ijijijij DDDD 5432 ,,, и ijD6 – известные коэффициенты, определяемые в ходе решения 

задачи, а ij – положительные корни уравнения составленного из комбинации функции Бесселя 

первого и второго рода. 
Нетрудно заметить, что функция вида (12) в рассматриваемой задаче является функцией 

управления. Действительно, управление давлением внутри области , управление процессом 
оседания нефтеносного пласта и земной поверхности на территории нефтедобывающих комп-
лексов, в конечном счете, можно осуществить только с помощью функции æ )(t , введением в  
поток жидкости qв, регулируемой посредством полупроницаемой перегородки или некоторым 
сервомеханизмом, согласно правилу (h – поле заданных давлений): 

0 вqhp , 

0 вqhp , 
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)( phkqhp в  . 

где k  (положительный скаляр) – мера проводимости стенки.  
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Механический смысл этого числа означает: конечное давление в поровой жидкости равно 
начальному давлению; осадок нефтеносного пласта и оседания земной поверхности практически 
равны нулю. 

1.3. Управление процессом оседания нефтеносного пласта. Управление процессом оседа-
ния нефтеносного пласта, вызванной весом земляного массива, расположенного над нефтеносным 
пластом ),( rtq  [7] 
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как в этом случае æ = 1. 
Нетрудно заметить, из (13) и (14) при æ(t) >1 происходит негативное явление – набухание 

нефтеносного пласта, что нежелательно в практике. А при æ(t) (т.е. при вq ) можно 

ожидать катастрофическое явление. Сила набухания нефтеносного пласта такова, что даже она 
может разрушить земную поверхность на территории нефтедобывающих комплексов. 

2. Управление процессом оседания земной поверхности. В основу данного управления 
положены функция управления æ(t) и два уравнения: 
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и закон распределения реактивного давления )(rp , удовлетворяющего двум основным условиям: 
– прогибы полосы всюду по ее подошве должны совпадать с просадкой поверхности 

нефтеносного пласта полосой (рис. 5), т.е. 
)()( rsry  ;                                                                    (17) 

– реактивные давления и внешняя нагрузка на полосу должны удовлетворять условиям 
равновесия статики: 
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где )(rs  в (16) и (17) определены одной из формул (13), (14); 0Y  и 0M – сумма вертикальных сил 

и сумма моментов всех внешних нагрузок относительно начального сечения полосы (рисунок 5). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 5 – Расчетная схема метода убывающей функции 

 
Далее, присоединяя к приведенным (15)-(19) систему алгебраических линейных уравнений [4]  
 

 kknnkk yfafafa   00,221100   ( 2,,2,1,0  nk  ) 
 

и решая ее, определены необходимые параметры управления процессом оседания земной 
поверхности. 

3. Результаты предварительных расчетов. Согласно функции управления æ(t) и по полу-
ченным результатам составлена программа для прогноза оседания нефтеносного пласта и земной 
поверхности на территории нефтедобывающего комплекса. Проведены предварительные расчеты 
на ПЭВМ. При расчете использованы те же исходные данные, что и в работе [4]. 

Результаты расчетов показали, что снижение оседания нефтеносного пласта и земной поверх-
ности по сравнению с приведенным в [4] на 50-70%, в зависимости от введенного в  потока 
жидкости вq  (рисунок 6).  

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. 227.0qA ; 525.0q ; 2.  339.0qA ; 307.0q ; 3. 417.0qA ; 209.0q ; 
 

Рисунок 6 – Оседание нефтеносного пласта и земной поверхности в зависимости от qqA ,  и qв 

 
Этот показатель можно улучшить, решив специальные задачи для принятия экономически 

эффективных и конструктивных решений, согласующих с задаваемой функцией стоимости. 
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Abstract. Let ),( M  be a semi-finite von Neumann algebra and let and )[0,)[0,: f  is increasing 

concave function such that   0=0f  We have the following results: 

 • If x, y are -measurable operators, then      .yfxfyxf    

 • If x is self-adjoint -measurable operator and Mz  is expansive operator, then     .** zxfzxzzf   

 

1. Introduction. Let nM  be von Neumann algebra of nn  complex matrices, and let 
nM  be 

positive part of nM . Bourin in [3] proved the following a matrix subadditivity inequality for symmetric 

norms: Let     0,0,:f  be concave.  

 • If A  and B  be normal matrices. Then, for all symmetric norms  

      .BfAfBAf   

 • If A  be normal and let Z  be expansive. Then, for all symmetric norms  

    .** ZAfZAZZf   

The purpose of this paper is to extend the above results to n-tuples of -measurable operators. 
This paper is organized as follows. Section 2 contains some preliminary definitions.  
In section 3, we proved the weak majorization type of subadditivity inequalities for n tuples of                     

-measurable operators. 
2. Preliminaries. Throughout this paper, we denote by M a semi-finite von Neumann algebra on the 

Hilbert space H with a normalized normal faithful finite trace . The closed densely defined linear 

operator x in H with domain D(x) is said to be affiliated with M if and only if xxuu =  for all unitary u 
which belong to the commutant M   of M . If x  is affiliated with M , the x  said to be  -measurable if 

for every 0>  there exists a projection Me  such that    xDHe   and  <)( e  (where for any 

projection e  we let ee  1= ). The set of all  -measure operators will be denoted by  ML0 . The set 

 ML0  is a  -algebra with sum and product being the respective closure of the algebraic sum and 

product. Let  MP  be the lattice of projections of M. The sets  

         <,<thatsuch:=, 0
 exeMPeMLxN  

 0)>,(   from a base at 0  for an metrizable Hausdorff topology in  ML0  called the measure 

topology. Equipped with the measure topology,  ML0  is a complete topological  -algebra (see [6]). For 

 MLx 0 , the generalized singular value function )(x  of x  is defined by  

0.},)()(;{inf=)(   sseMPexexs   

If )(, 0 MLyx  , then we say that x  is submajorized by y  and write yx  if and only if  

[0,1].,)()(
00

  tdsydsx s

t

s

t
  

The following lemma is a well-known result (see [4], Theorem 5.2.). 
 Lemma 21.1. Let yx,  be positive -measurable operators and )[0,)[0,: f  be a concave 

function. Then 
).()()( yfxfyxf                                                              (1)  

In particular, Theorem 3.2.8., In [2], we obtain the following result. 
Lemma 2.2. Let     0,0,:f  be a concave function, and let Mz  be an expansive ope-

rator. Then  

      ., 0
**  MLxzxfzxzzf                                                   (2) 
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3. Main result 
Theorem 3.12 Let yx,  be -measurable operators and let and     0,0,:f  is increasing 

concave function such that   0=0f . Then  

      .yfxfyxf                                                               (3) 

 Proof. Lemma 4.3 in [5] there exist partial isometries vu,  in M  such that  

** vyvuxuyx    

Applying Lemma 2.5. (iii) in [5]. 

   ** vyvuxuyx ss    

 Since continuous increasing of f  , we have that 

     ** vyvuxufyxf ss   . 

 By Lemma 2.5. (iv) in [5], we get  

     ** vyvuxufyxf ss   . 

 Using inequality (1), we obtain that  

       **** vyvfuxufvyvuxufyxf   . 

 By Lemma 2.5. (iii) in [5], we take  

|)(||)(|)||( ** xxuuuxu sss   . 

 Since continuous increasing of  f  

|))(|())||(( * xfuxuf ss   . 

 By Lemma 2.5. (iv) in [5], we have that  

|))(|())||(( * xfuxuf ss    

so  

   xfuxuf *  

and we obtain the same inequality as a following:  

   yfvyvf * . 

Hence 

     .yfxfyxf    

 Corollary 3.1. 3 Let yx,  be normal -measurable operators and let and     0,0,:f  is 

increasing concave function such that   0=0f . Then  

     .yfxfyxf    

Theorem 3.2. 4 Let x  be self-adjoint  measurable operators and let and     0,0,:f  is 

increasing concave function such that   0=0f . Then  

     .** zxfzxzzf                                                                   (4) 

Proof. It is clear that  
|| xx  . 

Then by using Proposition 4.5 (iii) [7]  
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zxzxzz ||**  . 

 By Lemma 2.5. (ii),(iii) in [5], we take  

)||()(=|)(| *** zxzxzzxzz sss   . 

 Since continuous increasing of f , we get  

))||((|))(|( ** zxzfxzzf ss   . 

 Applying Lemma 2.5. (iv) in [5], we have that  

))||((|))(|( ** zxzfxzzf ss   . 

 By continuously of integral and inequality (2), we obtain  

     zxfzzxzfxzzf ***  . 

 Theorem 5 3.3. Let x  be -measurable operators and let and     0,0,:f  is increasing 

concave function such that   0=0f . Then  

 .
|)(|0

0|)(|

|)(|0

0|)(|
**

*

**

*


















zxfz

zxfz

zxzf

xzzf


                                  

 (5) 

Proof. Applying Theorem 3.2 to the Hermitian operators  










0

0 *

x

x
 

 we obtain  








































































z

z

x

x
f

z

z

z

z

x

x

z

z
f

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0 ****

  

 Hence  

 
 

 
 

 
  





















































































































































































zxfz

zxfz

z

z

xf

xf

z

z

z

z

x

x
f

z

z

z

z

x

x
f

z

z

z

z

x

x

z

z
f

xzz

zxz
f

zxz

xzz
f

zxzf

xzzf

**

*

**

*

**

*

**

**

*

**

**

*

**

*

0

0
=

0

0

0

0

0

0
=

0

0
)

0

0
(

0

0
=

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
=

0

0
=)
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0
(=

0
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-ӨЛШЕМДІ ОПЕРАТОРЛАР ҮШІН  
СУБАДДИТИВТІ ƏЛСІЗ МАЖОРЛАНҒАН ТЕҢСІЗДІКТЕР 

 
Д. Достілек 

 
ҚР ҰҒА Математика жəне математикалық моделдеу институты, 

Əл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университеті, Алматы, Қазақстан 
 

Тірек сөздер: субаддитивті теңсіздіктері, -өлшемді оператор, кеңейтуші оператор, Фон Нейман 
алгебрасы, субмажорланған. 

Аңдатпа.  ,M  жартылай ақырлы фон Нейман алгебрасы жəне )[0,)[0,: f    00 f  болатын 

өспелі ойыс функция болсын. Біз келесі нəтижелерді аламыз. 
(1) Егер x, y тер -өлшемді операторлар болса, онда 

     yfxfyxf   . 

 (2) Егер x өзіне-өзі түйіндес -өлшемді оператор жəне Mz  кеңейтуші оператор болса, онда 

   xfzxzzf **  . 

 
 

СУБАДДИТИВНОСТЬ СЛАБО МАЖОРИЗАЦИОННЫХ НЕРАВЕНСТВ  
ДЛЯ -ИЗМЕРИМЫХ ОПЕРАТОРОВ 

 
Д. Достилек 

 
Институт математики и математического моделирования МОН РК, 

Казахский национальный университет им. аль-Фараби, Алматы, Казахстан 
 

Ключевые слова: субаддитивное неравенство, -измеримый оператор, расширяющий оператор, 
алгебра Фон Неймана, субмажоризация. 

Аннотация. Пусть  ,M  полу конечная алгебра Фон Неймана и )[0,)[0,: f  возрастающая 

вогнутая функция с   00 f . Мы получили следущие резултаты. 

(1) Если x, y -измеримые операторы, то 

     yfxfyxf   . 

 (2) Если x самосопряженный -измеримый оператор и Mz  расширяющий оператор, то 

   xfzxzzf **  . 
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Abstract. In this paper we introduced noncommutative vector-valued );( 1lAH p  and ),( АH p spaces. 

Then we proved two criteria for positive sequences and proved the analogue of Saito’s theorem on );( 1lAH p  and 

),( АH p  spaces.  

 
Introduction. Let M  be a finite von Neumann algebra equipped with a faithful normal normalized 

tracial state τ. Let N  be a von Neumann subalgebra of M , and let NМФ :  be the unique normal 
faithful conditional expectation such that τ○Ф =τ. A finite subdiagonal algebra of M with respect to Ф  is 
a w*-closed subalgebra A  of M satisfying the following conditions: 

(i) *AA  is weak* dense in M ; 
(ii) Ф  is multiplicative on A , i.e.      bФaФabФ  , for all Mba , ; 

(iii) NAA  *
, where *A  is the family of all adjoint elements of the element of A , i.e., 

 AaaA  :** . 

The algebra N is called the diagonal of A . It's proved by Exel in [16] that a finite subdiagonal 
algebra A is automatically maximal in the sense that, if B  is another subdiagonal algebra with respect to 
Ф  containing A , then AB  . This maximality yields the following useful characterization of A : 

  )1.1(,0)(: 0AсxcMxA  
 

where  ker0 AA  (see [1]).  

Given  p0 we denote by  MLp  the usual noncommutatve pL -spaces associated with );( M

. Recall that MML  )(  equipped with the operator norm (see [15]). The norm of  MLp  will be 

denoted by  pр

р
  . For  p0  we define  AH p  to be closure of A  in  MLp  and for 

p  we simply set AAH  )(  for convenience. These are so called Hardy spaces associated with A . 
They are noncommutative extensions of the classical Hardy space on the torus T. We refer to [1] and [15] 
for more examples. The theory of vector-valued noncommutative pL -spaces are introduced by Pisier in 

[14]. Pisier considered the case M is hyperfinite and later by Junge in [12] (see also [13]) for the general 
case. We refer the reader notably to the recent work by Defant/Junge [7]. Junge and Xu introduced the 

spaces );(),(
lML sr

p and );( 1lMLp  spaces (see also [9]). They proved that both spaces );(),(
lML sr

p and



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 3. 2015 
 

 
117 

);( 1lMLp  spaces are Banach spaces for  p1 . More precisely, let  p1 such that

1/1/1  qp . Then the duality theorem holds, i.e. ).2.1();();( *
1  lMLlML qp  We now define the 

analogue of );( lMLp and );( 1lMLp  spaces by a similar way (see [4]).  

Definition 1.1 Let  p0 . 

(i) We define ),( АH p  
to be the space of all   1 nnxx  in  AH p  for which there exist 

)(, 2 АHba p and a bounded sequence  )(1 АHy nn   such that bayx nn  , for all 1n . Given 

),,(  АHx p  define  












1

22);(
supinf

n
pnplAH

byax
p

, 

where the infimum runs over all factorizations of   1 nnxx  as above. 

(ii) We define ),( 1АH p as the space of all sequence in   )(1 AНxx pnn    which can be 

decomposed as ,
1




k

nkknn vux for al 1n , for two families   1, nkknu  and   1, nkknv  in )(2 АН р  such 

that ).(,
1,

*

1,

* MLvvuu р
nk

nknk
nk

knkn 


 
 

In this space we define norm the following form:
  













 


2/1

1,

*

2/1

1,

*

);(
inf

1

pnk
nknk

pnk
knknlAH

vvuux
p

, 

where the infimum runs over all decompositions of   1 nnxx  as above .  

In [4] it is proved that both );( 1lAH p  and ),( АH p  
spaces are quasi-Banach spaces. Then proved 

some basic properties such as duality theorem and contractibility of conditional expectations on these 
spaces.  

Formula (1.1) admits the following  AH p  analogue proved by Saito in [18]: 

  )3.1(1,,0)(:)()( 0  pAcxcMLxAH pp 
 

Then in [3] Bekjan and Xu proved that formula (1.3) holds for every  p0 . This 
noncommutative Hardy spaces have received a lot of attention since Arveson's pioneer work. We refer the 
reader a series of newly finished papers by Blecher/Labuschagne [2],[5],[6], whereas more references on 
previous works can be found in the survey paper [15]. Most results on the classical Hardy spaces on the 
torus have been established in this noncommutative setting. Here we mention some of them directly 
related with the objective of this paper. The main purpose of the present paper is to extend formula (1.1) 
to the spaces );( 1lAH p  and ),( АH p . 

2. Main results. To gain a very first understanding on );( 1lAH p  and ),( АH p  
space above we 

define, following Lemmas are very useful.  
Lemma 2.1. Let  p1 . Then for any );(}{ 11 lAHxx pnn    we have  

 
 1;

1
lAH

AHn
n

p

p

xx 


  

In addition a positive sequence   1 nnxx (i.e. 0nx , 1 n ) belongs to );( 1lAH p  if and only if  
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)(
1

AHx p
n

n 



 

Proof. Let 



1k

nkknn vux is a decomposition of ,x then by the Hölder inequality in Proposition 3.6 in 

[18], 

 
;

1,1,1 pkn
nk

pnk
kn

AHn
n vux

p















 

whence 

 
 .1;

1
lAH

AHn
n

p

p

xx 


  

In fact, this inequality holds for any );( 1lAHx p . To prove converse for a positive x  we need only 

to take   1, nkknu  and   1, nkknv defined by 2/1
nnkkn xvu   if kn   , 0 nkkn vu  otherwise.  

Lemma 2.2. A positive sequence   1 nnxx  belongs to ),( АH p  if and only if there exists 

positive )(АHa p  such that  

,axn   
.1 n  

Proof. Let   )(1 AHx pnn  . Assume that there exists positive )(АHa p  such that ,axn   
.1 n  Then by Remark 2.3 in [7] there exists a contraction operator Mun   such that 

2/12/1 aux nn  , 

so 
2/1*2/1 auuax nnn  . Thus );(  lMLx p  and 

plML
ax

p


 );(
(see [9]). Then by using Proposition 2.1 

in [4], we obtain );(  lAHx p . On the other hand if );(  lAHx p  is positive, then for all 1n  we can 

find a positive )(АHa p
 
and positive contractions Ayn   such that 2/12/1 ayax nn  . From this it is 

easy to show that axn  , which is the conclusion.  

The following Theorems are the analogue of Saito’s theorem (see [18]) on noncommutative 
);( 1lAH p  and ),( АH p  

spaces. 

Theorem 2.1. Let .1  p Then we have the following, where 

 :1,0)(:);();(0   nandAcxlMLxlAH npp   

  )1.2(1,0)(:);();( 0   nandAcxlMLxlAH npp  

Moreover, 

  )2.2(1,0)(:);();(0   nandAcxlMLxlAH npp  

Proof. The inclusion  1,0)(:);();( 0   nandAcxlMLxlAH npp  is clearly. Let 

 1,0)(:);( 0   nandAcxlMLxy np . Then by Lemma 2.1 (i) in [4] there exist 

)(, 2 АHba p and a bounded sequence  Mz nn 1 such that bayx nn  , for all 1n , where 

Aba  11,  and 1sup 
n

n
z . On the other hand we have 0,0)( Acxc  . Since 

00
11 , AsAsba 

, substituting c  by 11  sba  we obtain Azn   (see [18]), so   );(1   lAHy pnn . 

Now we prove the (2.2).It is obvious that  1,0)(:);();(0   nandAcxlMLxlAH npp . 
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Let ),;(  lMLx p  then as above by using Lemma 2.1 (i) in [4] and since 0,0)( Addxn   we get 

that );(  lAHx p . On the other hand we have. Then since 1),(  nMLx pn , we deduce 

1),(0  nAHx pn  (see [18]), which is the conclusion.  

Similar to Theorem 2.1 and by using Lemma 2.1 (ii) in [4] we have the following result.  
Theorem 2.2. Let .1  p Then we have the following, where 

  :1,0)(:);();( 11
0  nandAcxlMLxlAH npp   

  )1.2(1,0)(:);();( 011  nandAcxlMLxlAH npp  

Moreover, 

  )2.2(1,0)(:);();( 11
0  nandAcxlMLxlAH npp  
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*торлар, коммутативті емес вектор мəнді Харди кеңістіктері. 

Аннотация. Мақалада коммутативті емес );( 1lAH p  жəне ),( АH p  
кеңістіктері қарастырылған 

);( 1lAH p  жəне ),( АH p  
кеңістіктерінде оң операторлар тізбегі үшін екі критерий жəне Сайтоның тео-

ремасына ұқсас теорема дəлелденген.  
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Abstract. We compute the ground state energy of two atoms in a one-dimensional geometry of a harmonic 

optical trap. We obtain a dependence of the energy on a one-dimensional scattering length, which corresponds to 

various strengths of the interaction potential }2exp{)( 2
0int cxVxV  of a Gaussian type. The calculation is per-

formed by numerical and analytical methods. For the analytical method we choose the oscillator representation 
method (OR), which has been successfully applied to computations of bound states of various few-body systems.  

The main results of this paper are:  
1) numerical investigation of the validity range of the previously used pseudopotential method;  
2) investigation of the validity range of the OR for potential  

}2exp{
2

)()()( 2
0

2

int cxV
x

xVxVxV conf  . 
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Аннотация. Жұмыста гармоникалық оптикалық тұзақтың бір өлшемді геометриясындағы екі атом-             
ның негізгі күйлерінің энергиялары есептелді. Энергияның атомаралық əсерлесу потенциалының əртүрлі 

}2exp{)( 2
0int cxVxV   

интенсивтіліктеріне жауап беретін біртекті шашырау ұзындығынан тəуелділігі алын-

ды. Есептеулер сандық жəне аналитикалық əдістермен жүргізілді. Аналитикалық əдіс ретінде осцилляторда 
өрнектеу (ОӨ) əдісі таңдалып алынды, ол əртүрлі азбөлшекті жүйелердің байланысқан күйлерін есептеу 
үшін қолданылады. 

Бұл жұмыстың негізгі нəтижелері: 
1) бұл есептеулер үшін бұрын қолданылған нөлдік радиус потенциалын жуықтаудың қолданылу 

аймағын сандық зерттеу; 

2) }2exp{
2

)()()( 2
0

2

int cxV
x

xVxVxV conf   потенциалы үшін ОӨ əдісінің қолданылу шекарасын 

зерттеу болып табылады.
  

Ультрасуық атомдар бойынша зерттеулер жүргізу асқын өткізгіштік, асқын аққыштық [1], 
кванттық компьютер элементтері үшін қолданылатын молекулалар пайда болатын химиялық 
реакциялар [1, 2], сондай-ақ Үлкен Жарылыс кезінде алғаш пайда болған кварк-глюонды плазма 
[1, 3] сияқты физикалық құбылыстарды басқару жəне модельдеу мүмкіндігін тудырады. 

Бұл тəжірибелерде атомдар атомдардың сыртқы оптикалық потенциалмен əсерлесуінің 
нəтижесінде пайда болған шектеулі геометрияда болады [4, 5]. Мысал ретінде квазибірөлшемді 
жəне квазиекіөлшемді оптикалық тұзақ геометриялары алынады [6]. Бірінші жағдайда (тұзақтың 
сигара типтес түріне сəйкес келетін) атомдар өстердің біреуінің бағытымен бойлай еркін қоз-
ғалады, ал олардың көлденең қозғалысы шектелген жəне квантталған. Екінші жағдайда ("құймақ" 
түріндегі тұзақ жағдайында) айнымалылардың біреуі бойынша қозғалысы квантталған болып 
табылады. 

Оптикалық тұзақ тіке қойылатын оптикалық толқын болып табылады, оны нөлдік жуықтауда 
гармоникалық потенциалмен бейнелеуге болады. Ультрасуық атомдармен жүргізілген əртүрлі 
тəжірибелерде тұзақ потенциалы үшін гармоникалық жуықтауға негізделген теорияға қарсы 
келетін резонанстар анықталды [7]. Келесі жұмыс [7] авторларының айтуы бойынша мұндай 
теорияның тəжірибеден ауытқуы ангармоникалық түзетулермен шартталған. Алайда, бұл жұмыста 
орындалған, бірінші ретті ауытқу теориясындағы ангармоникалық түзетулерді есептеуді қана-
ғаттанарлық деп есептеуге болмайды [8]. 

Бұл жұмыс ауытқу теориясы аясынан тыс ангармонизмді бейнелеу жолындағы бірінші қадам 
болып табылады, мұнда біз біртекті жағдайдағы атомдардың негізгі күйлерінің энергияларын 
есептейміз, яғни атомаралық əсерлесу потенциалы мен тұзақ потенциалы біртекті болған жағ-
дайда, соңғысы параболалық функциямен жуықталады. Дельта-функция түріндегі атомаралық 
əсерлесу жағдайы үшін мұндай есептеулер (нөлдік радиус псевдопотенциалы) [9] жұмыста 
келтірілген. Біздің жағдай Гаусстың реалистік потенциалын қолданумен ерекшеленеді. Осы 
жұмыстан айтарлықтай ауытқу байқалды (1, 2-сурет). Сондай-ақ атомаралық əсерлесудің шынайы 
үшөлшемді потенциалы үшін жəне тұзақтың екіөлшемді осцилляторлық потенциалы үшін 
спектрлер есептелді [10], мұнда псевдопотенциалды əдісте алынған нəтижеден ауытқу байқалды.  

Қойылған есепті шешу үшін сандық əдісті де жəне аналитикалық əдісті де қолданамыз. Сан-
дық есептеуде кері шашырау ұзындығының əсерлесу потенциалы параметрлерінен тəуелділігі 
есептелді. Энергияны есептеу екінші ретті ақырғы-айырмалы жуықтауды жəне кері итерация 
əдісін қолдану арқылы жүргізіледі. Энергияны есептеудің аналитикалық əдісі - осцилляторда 
өрнектеу (ОӨ) əдісі арқылы жүзеге асырылады. ОӨ əдісі өрістің скалярлық кванттық теориясы 
əдістері жəне идеяларына негізделген жəне оның эффективтілігі əртүрлі азбөлшекті жүйелердің 
байланысқан күйлерін есептеу кезінде көрінеді [8]. 

Негізгі күй энергиясы. Жұмыстың мақсаты біртекті гармоникалық тұзақты екі бозонды 
атомдардың сəйкес Ψ толқындық функциялары (ТФ) жəне Е негізгі деңгей энергияларының 
атомаралық əсерлесу интенсивтілігінен тəуелділіктерін зерттеу болып табылады. Бұл есеп 

2

( )
2conf

x
V x   гармоникалық потенциалдағы атомдардың салыстырмалы қозғалысының ТФ үшін 
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нөлдік шекаралық шарттары   0x    болатын Шредингердің біртекті теңдеуін (ШТ) 

шешуге келтіріледі: 

 
2 2

2
02

1
exp 2 ( ) ( )

2 2

d x
V cx x E x

dx

 
      
                                         

 (1) 

Осцилляторлық бірліктер жүйесін қолданамыз, онда энергиялар   бірлігінде, ал ұзын-

дықтар 
m


 бірлігінде өлшенеді. Атомаралық əсерлесу  2
int 0( ) exp 2V x V cx   екіпараметрлік 

гаусстық потенциалмен модельденеді, мұндағы 0V  параметрі тереңдікті, ал c  - потенциал енін 

анықтайды. Біз E жəне ( )x  шамаларының confV  тұзақтың ұстап тұру потенциалы болмаған 

кездегі  2
0 exp 2V cx  біртекті гаусстық потенциалдағы 1

1 0( )Da V  кері шашырау ұзындығынан 

тəуелділігін зерттедік. Алғашында 1
1 0( )Da V  тəуелділігі 0confV   жағдайында (1) ШТ сандық шешу 

кезінде 0E   үздіксіз спектр үшін мынадай толқындық функцияға арналған шекаралық 
шарттармен есептелді: 

 

lim ( ) cos( ( ))
x

x k x k


                                                          (2) 

мұндағы 2k E ,ал ( )k - шашырау фазасы. Сонымен қатар біртекті шашырау ұзындығы былай 
анықталады: 

1 0

( ( ))
limD k

ctg k
a

k





                                                              

 (3) 

Есептің сандық шешімі үшін (1) меншікті мəндеріне кері итерация əдісі қолданылды. ШТ (1) 
кіретін туындыларды жуықтау үшін дəлдіктің екінші ретті ақырғы-айырмалы жуықтаулары 
қолданылды, олар h2 ретті қателікті қамтамасыз етеді, мұндағыh - айырмалы тордың қадамы. Есеп-
теу нəтижелері 1, 2-суретте көрсетілген. 

 

 
 

1-сурет – Əртүрлі c кезіндегі негізгі күй энергиялары;  
Epseudo – [8]-де есептелген дельта-функция түріндегі жанасқан əсерлесу жағдайындағы энергия 
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Графиктен (1-сурет) көрініп тұрғандай, екі атомның əсерлесу потенциалының 0( , )c V  бір 

уақытта тарылуы мен тереңдеуі кезінде, яғни графикте көрсетілген 1/a1D диапазонда қысқа əре-
кетті əсерлесуге ауысу кезінде, біз ұқсас нəтиже аламыз. Осы нəтижені [8] жұмыстағы нəтижемен 
салыстырған кезде 1/a1D оң мəндерінің аймағында өсетін қисықтардың сəйкес келмейтінін 
анықтаймыз. c   шегінде Гаусс потенциалы сапалы түрде [8] жұмыста қолданылған нөлдік 
радиустағы потенциалға (псевдопотенциалға) ұмтылады. Алайда, жалпы түсініктен, атомдардың 
құрылымы болатыны белгілі, сондықтан потенциалдың ақырғы əсер радиусы болуы керек.  

 
2-сурет – Əртүрлі əдістер есептеулерін салыстыру; Enum – энергияның сандық есептелуі,  

Epseudo – [8]-де есептелген дельта-функция түрінде жанасқан əсерлесу жағдайындағы энергия,  

OR
zeroth orderE  – ОӨ нөлдік жуықтаудағы энергия, OR

second orderE  – ОӨ екінші жуықтаудағы энергия 

 
3-сурет – Сандық есептеудегі ТФ мен ОӨ əдісіндегі ТФ с = 1000 үшін əртүрлі V0 кезінде салыстыру.  

Тұтас сызық–сандық есептеудегі ТФ. Штрихталған сызықтар–нөлдік ретті ОӨ əдісіндегі ТФ. Enum – энергияның сандық 

есептелуі, OR
zerothE  – ОӨ нөлдік жуықтаудағы энергия, OR

secondE  – ОӨ екінші ретті жуықтаудағы энергия 
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ОӨ əдісінің ауытқу себебі осцилляторлық толқындық функцияның гаусстық көрінісінің 
шынайы ТФ көрінісінен ауытқуына байланысты, оны 3-суреттен көруге болады.  

Осцилляторда өрнектеу əдісі (ОӨ). ОӨ əдісі көмегімен Шредингер теңдеуін (1) шешуге 
кірісейік. Бұл əдіс өрістің скалярлы кванттық теориясының идеялары мен əдістеріне негізделген. 
Əдістің толық сипаттамасы [9] жұмысында бейнеленген. Əдістің артықшылығы, оның аумағында 
потенциалдардың кең түрі үшін ауытқу теориясы қатары өте тез ұқсастырылатынында. Нөлдік 
жуықтауда байланысқан күйдің гамильтонианның негізгі күйі кейбір эффективті жиілігі Ω бола-
тын осцилляторлық толқындық функциямен бейнеленеді деп болжанады. Ω жиілігі байланысқан 
күй болдыратын потенциалдан негізгі кванттық үлесті ескере алатындай етіп таңдалады. Ол үшін 
бастапқы гамильтонианда əзірге белгісіз Ω жиілігі бар осцилляторлық бөлігі бөлініп шығарылады, 
ал каноникалық айнымалыларды, координата мен импульсті a+

 туу жəне a жою операторлары 
арқылы өрнектейді, ал одан кейін оларды дұрыс формада реттейді. Ары қарай мұндай түрленген 
гамильтонианда каноникалық айнымалылар бойынша сызықты жəне квадраттық қосылғыштардың 
болмауы талап етіледі. Бұл шарт Ω –осциллятор жиілігін анықтайды жəне осцилляторлық көрініс 
шарты деп аталады. Осылайша, алынған ауытқу теориясының қатары эффективті қосылады.  

 
4-сурет – Сандық есептеудегі ТФ мен ОӨ əдісіндегі ТФ c = 1 үшін əртүрлі V0 

кезінде салыстыру.  
Тұтас сызық – сандық есептеудегі ТФ. Штрихталған сызықтар – нөлдік ретті ОӨ əдісіндегі ТФ. Enum – энергияның 

сандық есептелуі, OR
zerothE  – ОӨ нөлдік жуықтаудағы энергия, OR

secondE  – ОӨ екінші ретті жуықтаудағы энергия 
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ОПИСАНИЕ УЛЬТРАХОЛОДНЫХ АТОМОВ В ГАРМОНИЧЕСКОЙ ЛОВУШКЕ 
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Ключевые слова: энергетический спектр, квантовый осциллятор, ангармонический осциллятор, опти-
ческая ловушка, ультрахолодные атомы. 

Аннотация. В работе выполнен расчет энергии основного состояния двух атомов в одномерной 
геометрии гармонической оптической ловушки. Получена зависимость энергии от одномерной длины 
рассеяния, отвечающей различным интенсивностям потенциала межатомного взаимодействия 

}2exp{)( 2
0int cxVxV  . Расчет произведен численным и аналитическим методами. В качестве анали-

тического метода выбран метод осцилляторного представления (ОП), успешно применяемый для расчета 
связанных состояний различных малочастичных систем. 

Основными результатами данной работы являются: 
1) численное исследование области применимости в этой задаче ранее использованного приближения 

потенциала нулевого радиуса; 
2) исследование границы применимости метода ОП для потенциала 
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2

)()()( 2
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Abstract. The aim of this work is an experimental study of coherent structures in turbulent mixing processes in 

the jet streams in order to obtain further control over these processes through its impact on the dynamics of coherent 
structures. 
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Extensively studied visual flow pattern, according to the results, it was found that, in the initial stage of vortex 
perturbation is located along the edge of the nozzle in the form of a cord belting jet in one plane. However, exten-
ding the downstream perturbation on the long side of the nozzle gradually lags behind the disturbances on the short 
side. In this case, the trajectory of the vortex focuses on the short part of the nozzle is directed towards the center of 
the jet and vortex on the long side - from the center. It is established, at what distance vortices depending on the 
nozzle extension λ are merged. 

Simplified diagram of the formation and decay of vortex structures, made on the basis of observation and 
photographing shadow flow patterns and to determine the trajectories of vortices tricks, is shown. 

 
 

УДК 532.525.2 
 

ДИНАМИКА ВИХРЕВЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ НА НАЧАЛЬНОМ  
И ПЕРЕХОДНОМ УЧАСТКАХ ТРЕХМЕРНЫХ СТРУИ  
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Ключевые слова: трехмерная струя, крупномасштабные вихри, турбулентность, число Струхаля. 
Аннотация. Цель данной работы заключается в экспериментальном исследовании развития когерент-

ных структур в процессах турбулентного смешения в струйных течениях с целью получения в дальнейшем 
возможности управления этими процессами через воздействие на динамику когерентных структур. 

Подробно изучена визуальная картина течения, по результатам которых было установлено, что в на-
чальной стадии вихревое возмущение располагается вдоль линии кромки сопла в виде шнура, опоясываю-
щего струю в одной плоскости. Однако, распространяясь ниже по потоку, возмущение со стороны длинной 
стороны сопла постепенно отстает от возмущений со стороны короткой части. При этом траектория 
движения фокусов вихрей со стороны короткой части сопла направлена к центру струи, а вихрей со стороны 
длинной части – от центра. Установлено, на каком расстоянии происходит слияние вихрей в зависимости от 
удлинения сопла λ. 

Представлена упрощенная схема формирования и распада вихревых структур, составленная на основе 
наблюдения и фотографирования теневой картины течения и по определению траекторий фокусов вихрей. 

 
В работах [1-3], посвященных экспериментальному исследованию трехмерных турбулентных 

струй, истекающих из сопел с прямоугольным выходным сечением был обнаружен ряд интерес-
ных особенностей: деформация поперечного сечения струй, анизотропия течения, наличие в таких 
струях трех областей затухания осевой скорости (начального участка, где Um=const, переходного 
участка, где Um ~ x-0.5 и основного участка, где Um ~ x-1) и другие проявления струи. 

Эти особенности развития трехмерных струй по-разному проявляют себя с изменением 
удлинения сопла λ (λ=a/b, где а – размер длинной стороны сопла, b – размер короткой стороны 
сопла). 

Вышеназванные особенности в основном связаны с возникновением и развитием когерентных 
структур течения [4-6], что является важным объектом для исследования. 

Больше возможности для количественной оценки динамики когерентных структур дает метод 
фазовой выборки [7, 8], позволяющий получить распределения скорости и температуры в по-
перечном сечении вихря. При совместном использовании данного метода и метода синхронной 
визуализации импульсным освещением исследуемой области течения удается получить более 
полное представление о процессах смешения в потоках с периодической структурой. 

Данная работа является продолжением серии исследований, направленных на выяснение роли 
когерентных структур в процессах турбулентного смешения в струйных течениях с целью полу-
чения в дальнейшем возможности управления этими процессами через воздействие на динамику 
когерентных структур. 

Эксперименты проводились на установке, схематически показанной на рисунке 1. Воздух от 
вентилятора 1 поступал через виброгасящий переход 2 в успокоительную камеру 3, затем через 
нагреватель 4 и сетку 5 истекал из сопла прямоугольной формы 6. Для измерений пульсационных  
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Рисунок 1 – Схема экспериментальной установки 
 

характеристик и выделения средней, регулярной и хаотических составляющих пульсаций скорости 
использовалась система термоанемометрического блока типа СТМ-02. Описание системы и 
методика измерений приведено в работах [7, 8]. 

Наблюдение и фотографирование теневой картины течения производилось при слабом на-
греве струи по всему сечению, нагреве только стенок сопла или нагреве тонкого нихромового 
проводника, натянутого вдоль траектории движения вихрей. Первый из трех способов исполь-
зовался для наблюдения поля течения начального и переходного участков струи и получения 
предварительной информации о пространственной структуре организованных движений. Второй и 
третий способы позволяли более точно определить положение фокусов вихрей. 

Для получения информации о динамике когерентных структур использовался теневой метод 
цветной визуализации. Он дает возможность получить более наглядную картину пространст-
венной деформации вихрей в области переориентации формы поперечного сечения в начальном и 
переходном участках трехмерных струй. Из опробованных способов цветной визуализации 
наилучшие результаты были получены при использовании трехщелевой диафрагмы с фильтрами 
основных цветов: красного, зеленого и синего. При настройке фонового поля на белое свечение 
помимо основных цветов информацию о направлении градиента температуры дают также все 
промежуточные цвета. 

На рисунке 2 показаны результаты экспериментов по определению области наиболее ярко 
выраженной периодичности течения и числа Струхаля, рассчитанного по характерной частоте этой 

периодичности. По форме кривой автокорреляции )()(  tUtU  определялся полупериод τх 

характерной частоты nx и амплитуда величины )()( xtUtU  . Из рисунка 2 видно, что наи-

большей энергией периодичности обладает течение вблизи х/dэ=1,5÷2 (dэ – эффективный диаметр 
прямоугольного сопла, площадь среза выхода которого для всех сопел примерно одинакова и 
равновелика по площади круглому соплу, диаметр которого составлял бы dкр = 22,57 мм). 
Соответствующее ему число Струхаля S=0,74. По форме кривой зависимости числа Струхаля от 
х/dэ, можно сделать вывод, что в области х/dэ=1,3÷1,5 происходит первое слияние вихрей, так как 
значение S уменьшается примерно в 2 раза. Второе слияние заканчивается при х/dэ=3, где S 
уменьшается еще в два раза. Этот процесс подтверждается по наблюдению теневой картины 
течения. 

Пробные опыты по определению частоты наиболее эффективного воздействия показали, что 
при n>nx в начальном участке струи стабилизируется развитие более мелких вихрей и эффект от 
воздействия уменьшается. При n<nx размер вихрей становится больше и вместе с ним увели-
чивается расстояние от среза сопла до места их разрушения. Однако заметных изменений в сред-
них характеристиках не наблюдается. Их можно повысить, увеличивая амплитуду воздействия. 
При этом эффект насыщения наступает при более высокой амплитуде воздействия по сравнению с 
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Рисунок 2 – Результаты экспериментов по определению области наиболее ярко выраженной периодичности течения  

и числа Струхаля, рассчитанного по характерной частоте этой периодичности.  
Удлинение сопла λ = 3, скорость потока U0 = 21.35 м/с 

 
воздействием на частоте nx. Эффект насыщения, т.е. прекращение изменений, вызванных воздей-
ствием при дальнейшем увеличении амплитуды воздействия, обычно реализуется в случае, когда 
энергия струи намного больше энергии управляющего воздействия. Таким образом, воздействие 
на частоте nx является оптимальным, но ограниченно насыщенным. Для практического исполь-
зования может оказаться более выгодным воздействие на частотах n<nx, если необходим более 
широкий интервал управления характеристиками струи. 

Из наблюдения картины течения при стробоскопическом освещении было выяснено, что в 
начальной стадии вихревое возмущение располагается вдоль линии кромки сопла в виде шнура, 
опоясываюшего струю в одной плоскости. Однако, распространяясь ниже по потоку, возмущение 
со стороны длинной стороны сопла постепенно отстает от возмущений со стороны короткой части. 
При этом траектория движения фокусов вихрей со стороны короткой части сопла направлена к 
центру струи, а вихрей со стороны длинной части – от центра. С помощью теплеровских импульс-
ных снимков картины течения со стороны длинной и короткой частей сопла при фиксированной 
фазе развития вихрей, можно достаточно хорошо увидеть это. Достигнув области течения, где 
завершается переориентация формы поперечного сечения струи, вихри приобретают довольно 
сложную пространственную форму. Более детально ее удается разглядеть на теневой картине 
течения в цветном изображении. На рисунке 3 приведены результаты опытов по определению 
траекторий фокусов вихрей путем наблюдения цветной теневой картины течения при стробо-
скопическом освещении. Представленные на рисунке 3 данные получены при одинаковом расходе 
и одном значении числа Струхаля Sа = n·а/U0. Такое представление результатов дает информацию 
о влиянии удлинения сопла λ=а/b на положение места, где вихревые возмущения в поперечном 
сечении приобретают форму, близкую к квадратной. 

Подобную переориентацию длинной и короткой сторон струи можно наблюдать по резуль-
татам измерения средних динамических характеристик течения, показанные на рисунке 4 (такие 
результаты были получены и у других авторов [1]). На рисунке 4 приведены результаты измерений 
характерных ширин профилей продольной скорости в плоскостях у, z, перпендикулярных оси 
струи, с осями координат, ориентированными соответственно вдоль малой и большой сторон 
сопла. Значения у0,5 и z0,5 соответствуют координатам точек, где скорость U=0.5Umax. Как 
показывают результаты, струя быстрее расширяется в сторону коротких сторон среза сопла и на 
некотором определенном расстоянии от среза сопла ширины струй по осям у и z становятся 
равными.  Из  рисунка 4 видно,  что  эти  расстояния  для  λ=3 и 11  соответственно  равны  12 и 50. 
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S = 0,42: 1 – осесимметричная струя, d = 30 мм; 2 и 3 – λ = 2; 4 и 5 - λ = 3; 6 и 7 - λ = 6; 3,5 и 7 – ly/dэ; 2,4 и 
6 – lz/dэ; ly – расстояние от фокуса вихря до центра струи в направлении оси у; lz – то же в направлении оси z. 

 

Рисунок 3 – Траектория фокусов вихрей в трехмерной струе при различных удлинениях сопла 
для режима течения с одинаковым расходом и воздействии 

 

 
 

Рисунок 4 – Изменение характерных полуширин поперечных профилей скорости в плоскостях ху и хz 
 

Интересно отметить, что хотя начало участка убывания осевой скорости по закономерности ~х-1 

(характерной для осесимметричной струи) примерно совпадает с указанными выше расстояниями, 
течение в целом и на больших удалениях нельзя назвать полностью осесимметричным. Как 
показывают результаты измерений для струи, истекающей из сопла с λ=11, в переходной области 
наблюдается сужение струи в направлении z. 

На рисунке 5 представлена упрощенная схема формирования и распада вихревых структур, 
составленная на основе наблюдения и фотографирования теневой картины течения и по опреде-
лению траекторий фокусов вихрей. 

В начальной стадии развития вихревое возмущение имеет форму шнура, расположенного по 
периферии струи в оторвавшемся от кромки сопла свободном пограничном слое. При смещении 
вниз по потоку его части со стороны  коротких  кромок  движутся  по траектории,  направленной  к 
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Рисунок 5 – Схема формирования и распада крупных вихрей в трехмерной струе  

при наличии воздействия большой интенсивности λ = 3 
  

центру струи, а части со стороны длинных кромок, отставая своей центральной областью и 
двигаясь по траектории от центра струи образуют петли, симметрично расположенные относи-
тельно оси струи. Из этих петель при движении ниже по потоку формируются когерентные вихре-
вые структуры, суммарное вихревое поле которых можно представить в виде торроидальных 
вихрей, плоскость расположения которых наклонена по отношению к оси струи. Оставшиеся части 
вихревого возмущения, соединившись, образуют торроидальный вихрь с осесимметричным распо-
ложением относительно оси струи. Сформировавшаяся система вихрей при своем перемещении 
вниз по потоку создает среднее поле скоростей в виде центральной осесимметричной струи и двух 
спутных струй, симметрично расположенных относительно центральной струи по сторонам 
соответствующим кромкам сопла. 

Таким образом, воздействие большой интенсивности приводит к формированию крупных 
вихрей, которые затем, распадаясь на систему из трех вихрей, создают поле скоростей, способ-
ствующее разделению течения в области переходного участка на три спутных потока. 
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ҮШӨЛШЕМДІ АҒЫНШАНЫҢ БАСТАПҚЫ ЖƏНЕ ӨТКІНШІ БӨЛІМШЕЛЕРІНДЕГІ 

ҚҰЙЫНДЫҚ ҚҰРЫЛЫМДАРДЫҢ ДИНАМИКАСЫ 
 

С. И. Исатаев, С. Б. Тарасов, Ғ. Төлеуов, М. С. Исатаев, Ш. А. Болысбекова, Б. Байғалиқызы 
 

Əл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университеті, Алматы, Қазақстан  
 

Тірек сөздер: үшөлшемдік ағынша, ірі масштабты құйындар, турбуленттік, Струхаль саны. 
Аннотация. Берілген жұмыстың мақсаты когеренттік құрылымдардың динамикасына əсер ету арқылы 

осы процестерді болашақта басқару мүмкіндігін алу мақсатымен ағыншалық ағыншалардағы турбуленттік 
араласу процестеріндегі когеренттік құрылымдардың дамуын эксперименттік зерттеу. 

Ағыстың визуальді картинасы түпкілікті зерттелді, нəтижесінде, бастапқы стадияда құйындық құ-
рылым ағыншаны бір жазықтықта орайтын жіпше түрінде соплоның қима сызығы бойымен орналасатыны 
орнатылды. Алайда, соплоның ұзын қыры жағынан болатын қозу, ағын бойынша төмен тарала отырып, қыс-
қа қыры жағынан болатын қозудан жайлап артта қалады. Осы кезде соплоның қысқа қыры жағынан 
құйындардың фокустарының қозғалыс траекториясы ағыншаның центріне қарай бағытталған, ал ұзын қыры 
жағынан – центрден əрі. λ соплоның ұзаруынан тəуелділікте құйындардың бірігуі қандай қашықтықта жүре-
тіндігі, орнатылды. 

Ағыстың көлеңкелік картинасын бақылау жəне фотографиялау жəне құйындардың фокустарының 
траекториясын анықтау негізінде жасалынған, құйындық құрылымдардың туындауы жəне ыдырауының 
жорамал сызбасы көрсетіледі. 
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Abstract. The model of the form of the organization of computer laboratory work on research of an 

interference of light by means of experiments the Ship's boy, including fact-finding tasks with computer model of 
experiments the Ship's boy, problems with the subsequent computer check of answers, experimental, research and 
creative tasks is offered. Tasks are given much. Performance to one pupil is unessential all of them. The teacher can 
pick up to the pupil taking into account its ability or offer other similar tasks. It is necessary to pay special attention 
pupils on importance of performance of research and creative tasks.  
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ЖАРЫҚТЫҢ ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ ҚҰБЫЛЫСЫН ЗЕРТТЕУДІ 
ҰЙЫМДАСТЫРУҒА АРНАЛҒАН КОМПЬЮТЕРЛІК ЗЕРТХАНАЛЫҚ 

ЖҰМЫСТЫҢ БЛАНКІ ҮЛГІСІ  
 

К. А. Қабылбеков, Х. А. Аширбаев, А. П. Сабалахова, А. И. Жұмағалиева 
 

М. Əуезов атындағы Оңтүстік Қазақстан мемлекеттік университеті, Шымкент, Қазақстан 
 

Тірек сөздер: бланкі үлгісі, компьютерлік зертханалық жұмыс, саңлаулар ара қашықтығы, когерентті 
толқындар, интерференция бейнесі, толқын ұзындығы, ақ жолақ, қара жолақ, оптикалық жүру жолы. 

Аннотация. Жарықтың интерференция құбылысын Юнг тəжірибелері арқылы зерттеуді ұйымдасты-
руға арналған компьютерлік зертханалық жұмыстың бланкі үлгісі берілген. Үлгіде жауабын компьютермен 
тексеруге арналған есептер, тəжірибелік, зерттеулік жəне творчестволық тапсырмалар қамтылған. Тапсыр-
малар артығымен берілген, олардың барлығын бір оқушының орындауы шарт емес. Оқушының шамасына 
қарай оқытушы тапсырмаларды таңдап бере алады, немесе өзінің құрастырған тапсырмаларын қоса алады. 
Оқушылардың зерттеулік жəне творчестволық тапсырмаларды орындауына аса көңіл аударғаны маңызды.  

  
Қазақстан Республикасының Президенті-Елбасы Н. А. Назарбаев ««Казахстан-2050 – страте-

гиясы» – қалыптасқан мемлекеттің жаңа саяси бағыты» атты Қазақстан халқына Жолдауында: 
Қазақстан 2050 жылы 30 дамыған мемлекетер қатарына енуі керек деп атап көрсетті. Дамып келе 
жатқан елдер арасында мұндай қатарда болуы үшін бəсекелестік қатаң болады. Ұлт глобалдық 
экономикалық бəсекелестікке дайын болғанда ғана мұндай қатарда бола алады. Біз, аса маңызды 
мақсаттарымызды естен шығармай, мақсатты жəне шабытты еңбек етуіміз керек: қазіргі заманға 
сай нəтижелі білім мен денcаулық сақтау жүйесін құру. Бəсекеге қабілетті дамыған мемлекет болу 
үшін біз сауаттылығы жоғары елге айналуымыз керек. Бізге оқыту əдістемелерін жаңғырту жəне 
өңірлік мектеп орталықтарын құра отырып, білім берудің онлайн-жүйелерін белсене дамыту керек 
болады. Біз қалайтындардың барлығы үшін қашықтан оқытуды жəне онлайн режімінде оқытуды 
қоса, отандық білім беру жүйесіне инновациялық əдістерді, шешімдерді жəне құралдарды 
қарқынды енгізуге тиіспіз [1].  

Президент жолдауында келтірілген тапсырмаларды орындау үшін М. Əуезов атындағы 
мемлекеттік университететінің «Физиканы оқытудың теориясы мен əдістемесі» кафедрасы биылғы 
оқу жылында оқу үрдісіне "Білімдегі ақпараттық технологиялар", "Физиканы оқытудағы ақпарат-
тық технологиялар" жəне "Электронды оқулықтарды оқу үрдісінде қолдану" курстарын енгізді. 
Курстың мақсаты: студент-болашақ физика мұғалімдерін оқу үрдісінде, өздерінің кəсіпшілік 
қызметінде жəне біліктілігін жоғарылатуында, оқу үрдісі мен сыныптан тыс жұмыстарды жəне 
компьютерлік зертханалық жұмыстарды ұйымдастыруда болашағы зор білім беру технология-
ларын творчесволық жəне тиімді пайдалануға дағдыландыру. 

Оқу материалдары базасын жасауда студенттер мен магистранттар белсенді қатыстырылады. 
Авторлар құрастырған бірқатар демонстрациялық тəжірибелердің компьютерлік моделдерін оқу 
үрдісінде пайдалану жəне компьютерлік зертханалық жұмыстарды ұйымдастыруға арналған 
бланкі үлгілері туралы біз бұрын жазғанбыз [2-15].  

Мақалада студенттерге, магистранттарға, мектеп мұғалімдеріне көмекші құрал ретінде-
оқушылардың [16] ресурсын пайдаланып «Ньютон сақиналары. Интерференция құбылысын 
зерттеу» компьютерлік зертханалық жұмысты ұйымдастыруда қандай тапсырмалар беруге 
болатынын жəне оқушыларға алдын ала берілетін компьютерлік зертханалық жұмыстың бланкі 
үлгісін ұсынамыз.  

Жұмыстың тақырыбы: Интерференция құбылысын зерттеу. 
Жұмыстың мақсаты: Юнгтің интерференциялық тəжірибелерін жүргізу. Интерференциялық 

минимум мен максимумдардың пайда болу шарттарын анықтау, тəжірибе арқылы жарықтың 
толқын ұзындығын анықтау.  

Сынып............. Оқушының фамилиясы...................................... Есімі............................ 
Теориядан қысқаша мəлімет.  
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Екі немесе бірнеше жарық толқындарының қабаттасуы нəтижесінде кеңістіктің əртүрлі нүкте-
леріндегі қорытынды тербелістер амплитудаларының таралуы (максимум мен минимумумдары 
кезекпен орналасқан) уақыт өтуімен өзгермей тұрақты қалатын құбылысты жарықтың интер-
ференциясы деп атайды. Кеңістікте интерференциялық сурет алу үшін қабаттасатын толқын-
дардың жиіліктері мен тербеліс фазалары бірдей болуы қажет. Мұндай толқындар когерентті 
толқындар деп аталады. Когерентті толқындар бірдей жиілікпен тербелетін, ығысу фазалары 
тұрақты қалатын когерентті толқын көздерінен алынады.  

Интерференциялық сұлбаларда жарық көзінен шыққан сəулелер бақылау нүктесіне əр түрлі 
жолмен жүріп өтеді (1-сурет).  

 

 
 

1-сурет 
 

Интерференция нəтижесі осы сəулелердің оптикалық ∆ жүру жолдарының айырмасына жəне  
λ толқын ұзындығына байланысты болады. Егер опткалық жүру жол айырмасы толқын ұзынды-
ғының бүтін санына тең болса ∆=mλ, онда интерференциялық максимум (жарық жолақ) 
байқалады. Егер опткалық жүру жол айырмасы толқын ұзындығының жартысының тақ санына тең 
болса ∆=(2m+1)λ/2, онда интерференциялық минимум (қара жолақ) байқалады. Интерференциялық 
жолақтардың ені   жарық толқынының λ ұзындығына жəне интерференцияға ұшыраған сəуле-
лердің арасындағы α бұрышқа тəуелді болады. Экранға түскен сəулерлер симметриялы жағдайда 




 ( d<<L жағдайда).  

Бақылау сұрақтары 
 Қандай құбылысты жарықтың интерференциясы деп атайды? 
Жауабы:................................................................................... 
 Когерентті толқындар деп нені айтады? 
Жауабы:................................................................................... 
 Интерференциялық максимум қандай жағдайда пайда болады? 
Жауабы:................................................................................... 
 Интерференциялық минимум қандай жағдайда пайда болады? 
Жауабы:................................................................................... 
 Интерференциялық жолақтардың ені қандай шамаларға тəуелді? 
Жауабы:................................................................................... 
1. Танысу тапсырмалары.  
1.1. Екі саңлау арасын d=1.0 мм етіп жарықтың толқын ұзындығын 380 нм-760 нм аралығында 

өзгертіп 3-4 тəжірибе жүргізіңдер. Интерференциялық жолақтарды бақылаңдар.  
Бақылау қорытындысы:………………………………………………………………… 
1.2. Екі саңлау арасын d=2.0 мм етіп жарықтың толқын ұзындығын 380 нм-760 нм аралығында 

өзгертіп 3-4 тəжірибе жүргізіңдер. Интерференциялық жолақтарды бақылаңдар.  
Бақылау қорытындысы:………………………………………………………………… 

d- саңлаулар ара
қашықтығы

àéûðûìûæîë
 îïòèêàëûd  sin

d

бақылау нүктесі- Р
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1.3. Екі саңлау арасын d=3.0 мм етіп жарықтың толқын ұзындығын 380 нм-760 нм аралығында 
өзгертіп 3-4 тəжірибе жүргізіңдер. Интерференциялық жолақтарды бақылаңдар.  

Бақылау қорытындысы:…………………………………………………………………  
 

 
 

2-сурет 
 

2.  Тəжірибелік есептер. 
2.1. Екі саңлау арасын d=3.0 мм етіп жарықтың толқын ұзындығы 400 нм жағдайында қара 

жолақтың енін анықтаңдар.  
Жауабы:………………………………………….. 
2.2. Екі саңлау арасын d=3.0 мм етіп жарықтың толқын ұзындығы 500 нм жағдайында қара 

жолақтың енін анықтаңдар. 
Жауабы:………………………………………….. 
2.3. Екі саңлау арасын d=3.0 мм етіп жарықтың толқын ұзындығы 600 нм жағдайында қара 

жолақтың енін анықтаңдар. 
Жауабы:………………………………………….. 
2.4. 2.1-2.3 тəжірибелерінен қорытынды жасаңдар 
Қорытынды:……………………………………………. 
2.5. Екі саңлау арасын d=1.0 мм етіп жарықтың толқын ұзындығы 633 нм жағдайында қара 

жолақтың енін анықтаңдар.  
Жауабы:………………………………………….. 
2.6. Екі саңлау арасын d=2.0 мм етіп жарықтың толқын ұзындығы 633 нм жағдайында қара 

жолақтың енін анықтаңдар.  
Жауабы:………………………………………….. 
2.7. Екі саңлау арасын d=3.0 мм етіп жарықтың толқын ұзындығы 633 нм жағдайында қара 

жолақтың енін анықтаңдар.  
Жауабы:………………………………………….. 
2.8. 2.5-2.7 тəжірибелерінен қорытынды жасаңдар 
Қорытынды:……………………………………………. 
3. Жаубын компьютермен тексеруге арналған есептер 
3.1. Юнг тəжірибесінде екі саңлау арасы d=2.0 мм. Интерференциялық жолақтарды бақылауға 

арналған экран саңлаулардан L=4.0 м қашықтықта орналасқан. Жарық толқынынының ұзындығы 
633 нм жағдайында пайда болатын бірінші интерференциялық максимумның координатасын 
есептеп қара жолақтың енін анықтаңдар.  

Жауабы:………………………………………….. 
3.2. Юнг тəжірибесінде екі саңлау арасы d=3.0 мм. Интерференциялық жолақтарды бақылауға 

арналған экран саңлаулардан L=4.0 м қашықтықта орналасқан. Жарық толқынынының ұзындығы 
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397 нм жағдайында пайда болатын бірінші жəне екінші интерференциялық максимумдардың 
координаталарын есептеп қара жолақтың енін анықтаңдар.  

Жауабы:………………………………………….. 
4. Зеттеулік тапсырмалар. 
4.1. Юнгтің интерференциялық тəжірибесінде екі саңлау арасы d=2.6 мм. Интерференциялық 

жолақтарды бақылауға арналған экран саңлаулардан L=2.0 м қашықтықта орналасқан. Қара 
жолақтың ені  =0,41 мм. Жарықтың толқын ұзындығын анықтаңдар 

Жауабы:………………………………………….. 
4.2. Юнгтің интерференциялық тəжірибесінде екі саңлау арасы d=3.0 мм. Интерференциялық 

жолақтарды бақылауға арналған экран саңлаулардан L=4.0 м қашықтықта орналасқан. Қара 
жолақтың ені  =0,84 мм. Жарықтың толқын ұзындығын анықтаңдар 

Жауабы:………………………………………….. 
4.3. Юнгтің интерференциялық тəжірибесінде екі саңлау арасы d=2.5 мм. Интерференциялық 

жолақтарды бақылауға арналған экран саңлаулардан L=4.0 м қашықтықта орналасқан. Қара 
жолақтың ені  =0,84 мм. Жарықтың толқын ұзындығын анықтаңдар 

Жауабы:………………………………………….. 
4.4. Юнгтің интерференциялық тəжірибесінде екі саңлау арасы d=2.5 мм. Интерференциялық 

жолақтарды бақылауға арналған экран саңлаулардан L=4.0 м қашықтықта орналасқан. Қара 
жолақтың ені  =1,22 мм. Жарықтың толқын ұзындығын анықтаңдар 

Жауабы:………………………………………….. 
4.5. Юнгтің интерференциялық тəжірибесінде екі саңлау арасы d=2.0 мм. Интерференциялық 

жолақтарды бақылауға арналған экран саңлаулардан L=4.0 м қашықтықта орналасқан. Қара 
жолақтың ені  =1,27 мм. Жарықтың толқын ұзындығын анықтаңдар 

Жауабы:………………………………………….. 
4.6. Юнгтің интерференциялық тəжірибесінде екі саңлау арасы d=1.1 мм. Интерференциялық 

жолақтарды бақылауға арналған экран саңлаулардан L=4.0 м қашықтықта орналасқан. Қара 
жолақтың ені  =1,91 мм. Жарықтың толқын ұзындығын анықтаңдар 

Жауабы:………………………………………….. 
5. Творчестволық тапсырмалар. Мұндай тапсырма аясында оқушыларға өз бетінше бір 

немесе бірнеше есеп құрастыру жəне үйде немесе сыныпта орындауы ұсынылады. Содан кейін 
алған нəтижесін компьютерлік моделді пайдаланып тексеруі керек. Алғашқыда бұл есептер бұрын 
құрастырылып, сабақта шешілген есептер типтесі болып, кейіннен модел мүмкіншілігіне орай 
жаңа типті болуы мүмкін.  

 

Орындалған тапсырмалар саны Қателер саны Сіздің бағалауыңыз 

   
 

Бланкіде тапсырмалар артығымен берілген. Бір оқушы олардың барлығын орындауы шарт 
емес. Мұғалім ұсынылған тапсырмалар ішінен іріктеп оқушының шамасына қарай бергені дұрыс, 
немесе басқа да тапсырмалар ұсынуына болады. Оқушылардың зерттеулік жəне творчестволық 
тапсырмаларды орындауына аса көңіл аударғаны маңызды.  
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МОДЕЛЬ БЛАНКА ОРГАНИЗАЦИИ КОМПЬЮТЕРНОЙ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ  
ПО ИССЛЕДОВАНИЮ ИНТЕРФЕРЕНЦИИ СВЕТА 
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Ключевые слова: модель бланка, компьютерная лабораторная работа, расстояние между отверстиями, 
когерентные волны, интерференционная картина, длина волны, светлая полоса, темная полоса, оптическая 
разность хода. 

Аннотация. Предлагается модель бланка организации компьютерной лабораторной работы по иссле-
дованию интерференции света посредством экспериментов Юнга, включающая ознакомительные задания с 
компьютерной моделью экспериментов Юнга, задачи с последующей компьютерной проверкой ответов, 
экспериментальные, исследовательские и творческие задания. Задания даны с избытком. Выполнение всех 
их одному ученику необязательно. Преподаватель может подобрать ученику с учетом его способности или 
предложить другие подобные задания. Следует обратить особое внимание учеников на важность выпол-
нения исследовательских и творческих заданий.  
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Abstract. The article investigates temperature and laser effects on structural changes and surface morphology 
of the silicon Si, and physical and chemical processes occurring on the surface. It was found that the thermal 
annealing is observed structural changes in the parameters and the destruction of the surface layer. Laser action has 
little effect on the lattice parameters, affects the oxidation and the formation of defects in the oxidative processes of 
melting and crystallization. Express, possible physical and chemical processes occurring on the surface of silicon.  

Analysis of the totality of the experimental data showed that the heat treatment of silicon (c) Si leads to a 
change in its nano structures, participate uncontrolled impurities, mainly oxygen and carbon in the formation of 
silicon oxide SiO2 which is obviously distinguished along dislocations and become the laser radiation on samples of 
pre-thermal annealed at different annealing time in the atmosphere causes a significant obstacle in the solid-state 
electronics. 

  
 

УДК 623.21:573.12 
 

МОДИФИКАЦИЯ ПОВЕРХНОСТИ КРЕМНИЯ  
ПРИ ТЕМПЕРАТУРНОМ И ЛАЗЕРНОМ ВОЗДЕЙСТВИИ 

 

Т. С. Кошеров, Г. К. Турлыбекова, К. К. Нурахметова, А. Сеитов  
 

Национальный технический университет им. К. И. Сатпаева, Алматы, Казахстан 
 

Ключевые слова: термоотжиг, последующее лазерное воздействие, структурные изменения, парамет-
ры решетки, разрушение поверхности. 

Аннотация. Исследовано влияние температурного и лазерного воздействия на структурного изменения 
и морфологию поверхности (с) Si кремния, а также физико-химические процессы, протекающие на ее по-
верхности. Установлено, что при термоотжиге наблюдаются структурные изменения параметров и разру-
шение поверхностного слоя. Лазерное воздействие слабо влияет на параметры решетки, оказывает влияние 
на окисление и формирование окислительных дефектов на процессы плавления и кристаллизации. Выска-
заны возможные физико-химические процессы, протекающие на поверхности кремния. 

Анализ всей совокупности полученных экспериментальных данных показал, что термическая обработка 
кремния (с) Si приводит к изменению ее наноструктуры, участию неконтролируемой примеси, в основном, 
кислорода и углерода в образовании оксида кремния SiО2 которые, очевидно, выделяются вдоль дислокаций 
и становятся действия лазерного излучения на образцы предварительно термоотоженного при различном 
времени отжига в атмосфере приводит существенным препятствиям в работе твердотельной электроники. 

 
1. Влияние термической обработки на структуру, содержание оксидных образований и 

морфологию поверхности кремния. Одним из способов изменений электрофизических свойств и 
параметров полупроводникового кремния является термическая обработка. При термическом 
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отжиге полупроводника протекают процессы окисления, изменение электронных состояний на 
границе раздела Si-SiО2, что влияет не только в технологии изготовления полупроводниковых 
приборов [1], но и при их эксплуатации. В процессе термического отжига система в зависимости 
от времени и температуры отжига образуются на поверхности оксидные фазы не только самого 
образца (Si), но и металлообразующих примесных элементов, причем с большим содержанием 
кислорода. 

В связи с этим представляется определенный интерес проведение исследований влияние 
температурного воздействия в зависимости от времени термоотжига, а также кислорода атмо-
сферы и приповерхностного слоя образца, на рельеф поверхности, фазовый состав оксидов на 
поверхности и, возможные, структурные изменения. 

Исследование проводилось с образцами (с) Si с удельным сопротивлением 10 Омсм. Образцы 
подвергали предварительно термической обработке в атмосфере воздуха при температуре 400C и 
времени 10, 30, 60,120, 240 и 360 минут. Полуколичественный анализ содержания элементов и 
электронно-микроскопические снимки были получены на растровом электронном микроскопе, а 
морфология поверхности образца кремния после термической обработки и лазерном воздействии 
исследовалось методов атомной силовой микроскопии. 

Исследование динамики изменений процентного содержания кремния исходного образца и 
образовавшихся в процессе температурной обработки Si и оксида кремния при температуре 400С 
и времени отжига в атмосфере воздуха привели к установлению зависимости увеличения про-
центного содержании образовавшихся на поверхности оксидов, приводящих к аналогичному 
уменьшению процентного содержания кремния в образце. 

Если проанализировать полуколичественный анализ Si и SiО2, то видно, что по мере увели-
чения времени температурного прогрева образца образование оксидного плёнка на поверхности Si 
происходит по разному (рисунок 1). До 60 минутного прогрева образца образование SiО2 идет 
монотонно достигая своего максимального значение. Практически это процентное значение SiOଶ 
на образце сохраняется до 120 минутного термоотжига. В последующем образовании SiО2 резко 
падает и только после 240 минутном времени термоотжига вновь мы видим достаточный рост SiО2 
(рисунок 1). Других оксидов металлообразующих примесей, присутствующих в образце, не 
выявлено. 
 
                                   J, % 
 
 
 
 
 
 
                                                    10      30       60      90      120    240   360            t, мин 
           
 
 
 
 
 

Рисунок 1 – Изменение процентного содержания Si и SiО2 в зависимости от времени термоотжига (T = 400C) 
 

Проведенные исследования позволили получить зависимость структурных параметров ω, d и s 
от температуры прогрева образца и при различном времени температурного воздействия (рисунок 
2). С увеличением времени прогрева образца при температуре 400С параметры d-межплоскостное 
расстояние и ω-степень возникшихся напряжений в структуре образца (полуширина пика Si) 
заметно изменяются при t = 60 минут (рисунок 2). Поскольку параметр ω характеризует струк-
турное состояние приповерхностного слоя и соответственно связанных с дефектами внутренних  
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Рисунок 2 – Зависимость параметров d, s, ω кремния от времени прогрева образца (T = 400C) 

 
напряжений, возникших в образце при термоотжиге, то можно предполагать, что небольшие 
структурные изменения в Si возникают при наших условиях термоотжига образца Si в пределах            
60 минут.  

Полученные экспериментальные результаты показывают, что при прогреве образца при 400С 
в ней возникают неустойчивые стабильные дефекты, которые распадаются и отжигаются. В свою 
очередь уменьшение концентрации указанных дефектов сопровождается снижением связанных с 
этими дефектами сжатия, и тем самим приводит к уменьшению, а затем и к исчезновению внут-
ренних напряжений в приповерхностных слоях кремния и соответствующему убыванию, и 
стабилизации структурных параметров d и ω. 

Несколько иная картина наблюдается при немонотонном прогреве образца в зависимости от 
времени ее прогрева (рисунок 3). На рисунке 3 видно, что такие основные параметры кристал-
лической решетки, как a и d также меняются. Заметное изменение d наблюдается при t = 60 минут 
до 120 минут, далее идет стабилизация значение d-характеристики вновь образовавшейся струк-
туры Si после термоотжига. 

 
                                   d, a 
                                                                                   a 
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Рисунок 3 – Зависимость параметров структур Si от времени термоотжига образца (T = 400 C) 
 

Таким образом, 60 минутной прогрев при T = 400 C является точкой – началом структурного 
изменения Si, приводящем в дальнейшем и к образованию SiО2 (рисунок 1). 

Морфология поверхности образцов (с) Si, по данным АСМ при температурной обработке          
400 С и длительности от 10 до 360 минут в начале, имеет однородную структуру с небольши-               
ми пирамидальными выступами по всей поверхности исследуемого образца по оси z высотой до                
15 нм, а затем поверхность трансформируется в более мелкие образования по фазовому составу. 
Низкая величина среднеквадратичной шероховатости и отсутствие кристаллических образований 
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указывают на аморфизацию поверхности кремния в процессе термоокисления. По мере увели-
чения продолжительности термообработки размеры пирамидальных выступов сглаживаются, а в 
некоторых местах поверхности обнаруживаются объединение этих образований, приводящее к 
большим пирамидальным образованиям, размеры которых достигают по высоте до 200-300 нм и 
по площади в несколько десятков квадратных нм (рисунок 4). Это островки оксидов кремния 
сформировавшиеся в результате термоотжига. Если обратиться к рисункам 1 и 2, то можно 
предположить, что при t = 60 минут термоотжиг образца приводит к максимальному образованию 
SiО2 на поверхности кремния и соответственно к изменению параметров решетки (рисунок 3). С 
другой стороны, эти результаты показывают, что при этих условиях температурной обработки Si 
происходит сдвиговые напряжения, а также высокие концентрации, точечных дефектов и их 
градиенты могут привести к реализации условий для появлений дислокаций и их роста [2]. Нагрев 
и высокая концентрация точечных дефектов приводят к деформации и образованию объединенных 
пирамидальных выступов больших размеров (рисунок 4) на поверхности. После установления 
термодинамического равновесия (до t = 120 минут) весь процесс вновь повторяется, но уже с 
частичной кристаллизацией.  

 

        
а)                                                                               б) 

       
в)                                                                             г) 

        
д)                                                                          е) 

 

Рисунок 4 – АСМ изображение термоотоженного при 673К образца (с) Si при различном времени (t = 60 мин):  
а) 10 мин; б) 30 мин; в) 60 мин; г) 120 мин; д) 240 мин; е) 360 мин 
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2. Влияние лазерного воздействия на структуру и морфологию поверхности кремния. 
Процессы плавления и перекристаллизацию кремния, инициируемые лазерными импульсами, 
исследовались во многих работах [3, 4]. При этом выяснение основных закономерностей лазерного 
воздействия решались как в условиях неравновесности протекающих процессов, так и в условиях 
сильной неравновесности [5, 6]. Интересны работы, посвященные плавлению и кристаллизации в 
результате гомогенного зародышеобразованию по двухмерному механизму послойного роста [7]. 

Воздействие лазерного излучения на полупроводники может приводить к различным изме-
нением их кристаллической структуры, электрофизических и оптических свойств [8]. Кроме того, 
изучение воздействия лазерного обработки на полупроводниковые структуры позволяют 
определить характеристики их дефектной структуры. Все это дает возможность использовать 
лазерный отжиг для создания пленок поликристаллического кремния как перспективного мате-
риала за счет рекристаллизации аморфных пленок. 

Например, выделяют два аспекта лазерного влияния на диффузию атомов: термический и 
нетермический. Термическое влияние связывается с возможностью создания огромных градиентов 
температуры и термонапряжений – причина ускоренной диффузии. Нетермические действия 
лазерного излучения связывается с возбуждением электронных состояний, а также связывают с 
локальным плавлением поверхности. Процесс разрушения поверхности наблюдается только при 
многоимпульсном воздействии, носит накопительной характер и связан с генерацией и ростом 
дислокаций. 

Результаты этих работ однозначно указывают на то, что лазерное воздействие на поверхности 
Si не однозначно в результатах, полученных экспериментом и поэтому исследование процесса 
дефектообразования и диффузии, разрушение поверхности кремния, образование локальных 
неоднородности в приповерхностном слое кремния, плавление и перекристаллизация при 
лазерном воздействии представляет огромный интерес. 

Исследование проводились с образцами (с) Si с удельным сопротивлением 10 Омсм. Образцы 
подвергались предварительно термической обработке в атмосфере воздуха при температуре                 
Т = 400С и времени 10, 30, 60, 120, 240 и 360 минут. Затем эти образцы подвергались 
непрерывному лазерному воздействию в течение 60 минут, мощность которого составил 50 МВт, 
эффективный диаметр сфокусированного пятна – 1,3 мм.  

Исследование динамики процентного содержания кремния исходного образца и образо-
вавшихся в процессе температурного отжига кремния и последующего лазерного воздействия в 
зависимости от времени прогрева в атмосфере воздуха привели к установлению зависимости 
увеличения процентного содержания образовавшихся на поверхности образца оксидов (термо-
оксиды), приводящих к аналогичному уменьшению процентного содержания кремния в образце. 
Так, на рисунке 6 видно, что по мере увеличения времени термоотжига образца от 10 до 360 минут 
при температуре 400 ͦ С на поверхности, в основном, образуются диоксид кремния.  Причем, своего  
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Рисунок 6 – Изменение процентного содержание Si и SiО2 в зависимости от времени предварительного термоотжига  

и последующего лазерного воздействия (T = 400 C) 
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максимального значения она достигает при 10-минутном и при 240-минутной времени термооб-
работки образца. Анализ содержания кремния и возможных металлообразующих элементов в 
образце показал, что по мере увеличения времени термоотжига, когда температура прогрева 
образца 400С остается постоянной, металлообразующие элементы не проявляются, не прояв-
ляются и силициды этих элементов. Поэтому симметрия образовавшихся SiО2 и оставшихся 
кремния соблюдается. 

Проведенные исследования позволили получить зависимость структурных параметров d и a от 
времени прогрева при термоотжиге образца 400С в последующем лазерном воздействии. С уве-
личением времени термоотжига образца параметр d уменьшается, тогда как параметр кристал-
лической решетки а увеличивается по величине (рисунок 7). 

   
                              d a 
  
  
 
 
  
 
                                 30  60    120   360                                       t, мин 
  
 

 
Рисунок 7 – Зависимость параметров решетки d и a от времени предварительного термоотжига  

и последующего лазерного воздействия (t = 60 минут) 
 

Предварительное увеличение времени нагревания и последующего лазерного воздействия 
приводит к практически восстановлению значений d, a параметр решетки а не меняется. Все это 
говорит о том, что прогревание при 400С и дальнейшем воздействии лазерного излучения струк-
тура кремния претерпевает некоторые изменение в следствии термоокислении атомов решетки 
кремния, которые затем стабилизируются (рисунок 6). 

Анализ АСМ изображений морфологии поверхности образцов (с) Si при лазерном воздей-
ствии после предварительной температурной обработки 400С и длительности от 10 до 360 минут 
показывают, что уже при 10-минутном предварительном термоотжиге лазерное облучение вызы-
вает образование на поверхности кремния ее диоксида, поверхность покрывается пирамидальными 
выступами по оси z высотой до несколько десятков нм (рисунок 8). Если время предварительного 
термоотжига образца увеличить до 60 минут, дальнейшее лазерное воздействие приводит к сгла-
живанию, термоокисления приостанавливаются и остаются только небольшие островки 
пирамидальных выступов (рисунок 8). 

При дальнейшем увеличении времени термооотжига до 120 минут процесс сглаживания 
поверхности кремния продолжается, укрупняя оставшиеся островки диоксида кремния (рису-            
нок 8). При длительном предварительном термоотжиге образца (t = 240 минут) и последующем 
лазерном облучении мы замечаем, вновь идет процесс термоокисления – пирамидальные 
образования, причем не исключено, что поверхность пирамидальных образований частично 
плавится (рисунок 8). При t = 360 минут термоотжига и последующего лазерного воздействия 
поверхность образца покрывает игольчатые образования, а пирамидальные выступы постепенно 
сглаживаются (рисунок 8). 

Как известно, при получении полупроводниковых материалов, используемых для создания 
электронной техники, часто используют технологическую операцию введения примесей, приво-
дящую к нарушению структуры (аморфизации) поверхностного слоя. Восстановление кристал-
лической структуры и электрической активации введенных примесей осуществляется термической 
обработкой полупроводникового материала, что является нежелательном фактом, приводящим 
иногда к необратимому изменению электрофизических параметров исходного материала. Лазер-
ный отжиг поверхностных слоев - один из наиболее результативных способов активации таких  
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а)                                                                              б) 

 

      
в)                                                                            г) 

 

      
д)                                                                             е) 

 

Рисунок 8 – АСМ изображение термоотоженного при 673К образца (с) Si при различном времени отжига  
и последующем непрерывном лазерным воздействиям (t = 60 мин):  

а - t = 10 мин; б - 30 мин; в - 60 мин; г - 120 мин; д - 240 мин; е - 360 мин 
 

материалов. Ведь преимуществом такого способа обработки является возможность проведения 
отжига в атмосферных условиях и локализация участка отжига. Этот вид отжига связан также с 
локальным расплавлением активируемого объема или поверхности образца, при котором проис-
ходит кристаллизация с возрастанием коэффициента диффузии основных примесей приводящих к 
их высокой активации в несколько раз и возможностью получения бездефектных слоев. Наши 
эксперименты подверждают эту трактовку (рисунок 8). 

Термический отжиг, являющейся одной из составляющих лазерного воздействия, приводит к 
релаксации механических напряжений на границе раздела кремний – (естественный) окисел, что 
сопровождается образованием дефектов. Поскольку центрами адсорбции газов на реальной 
поверхности кремния являются, как правило, дефекты увеличения их концентрации после термо-
обработки и последующего лазерного воздействия должно приводить к увеличению чувстви-
тельности структур поверхностного слоя к кислороду, природа появление которого разнообразна. 

Если рассмотреть изменение слоев окисла, его рост и уменьшение, то можно предположить, 
что рост толщины SiО2 с увеличением времени предварительного термоотжига и последующего 
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действия лазерного луча является следствием увеличения скорости окисления, а уменьшение тол-
щины пленки связано с разложением SiО2, что подверждается результатам наших экспериментов 
(рисунок 6). 

Таким образом, сопоставляя рис.6 и рисунок 8, мы видим, что образование термоокисленных 
диоксидов кремния (SiО2) идет в два этапа: при t = 10 минут и t = 240 минут. При этом лазерное 
воздействие убыстряет этот процесс. Одновременно идет процесс частичного плавления оксидной 
пленки, что может повлияет на структуру образца, а следовательно, на электрофизические харак-
теристики кремния. 
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Тірек сөздер: термоқыздыру, біртіндеп лазерлік əсер ету, құрылымдық өзгерістер, тор параметрлері, 
беттің бұзылуы. 

Аннотация. Si (с) кремний бетінің құрылымдық өзгерістері мен морфологиясына лазерлік жəне темпе-
ратуралық əсерді жəне кремний бетінде өтетін физика-химиялық процестерді зерттеу. Термоқыздыру бары-
сында беттік қабаттың бұзылуы жəне параметрлердің құрылымдық өзгерістері байқалған. Лазерлік əсер ету 
тор параметрлеріне əлсіз əсер етіп, балқыту жəне қатайту (кристаллизация) процестері кезінде тотығуға жəне 
тотығу ақауларының қалыптасуына əсер етеді. Кремний бетінде мүмкін болатын физика-химиялық процес-
тер жайында айтылған. 

Барлық алынған тəжірибелік мəліметтердің жиыны, Si (с) кремнийді термиялық өңдеу, оның наноқұ-
рылымының өзгеруіне, яғни, қоспалардың қатысуынан, негізінен дислокация бойында пайда болатын, оттегі 
мен көміртегінің SiО2 кремний оксидінің пайда болуынан болады. Атмосферада əртүрлі уақытта қызды-
рылған үлгілерге лазерлік əсер ету қатты денелер электроникасының жұмыс жасауына кедергі келтіреді.  
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Abstract. Blow to the longitudinal elastoplastic two-layer composite rod with fixed opposite end is considered. 
This process is described by a system of partial differential equations of hyperbolic type. The composite rod formed 
of a soft layer (aluminum) and hard layer (steel), with their different location. At the contact boundary rods condition 
of continuity of the particle velocity and stress. Analysis of numerical solutions showed the possibility of damage to 
the contact interface for composite rod aluminum-steel, as well as rapid decay of nonlinear effects in the case of 
steel-aluminum. 

Calculations have shown the possibility of damage at the interface of dissimilar materials in the case of a 
composite rod with material of lower hardness to the material greater rigidity. The composite rod with a combination 
of "hard" material - "soft" material contributes to a relatively rapid decay of the nonlinear effects in it. 
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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ РАСПРОСТРАНЕНИЯ 
ДИНАМИЧЕСКИХ ВОЗМУЩЕНИЙ В СОСТАВНЫХ СТЕРЖНЯХ  
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Ключевые слова: составной стержень, контактная граница, дифференциальные соотношения, числен-
ное решение, отраженная волна, преломленная волна. 

Аннотация. Рассматривается продольный удар по упругопластическому двухслойному составному 
стержню с закрепленным противоположным концом. Этот процесс описывается системой уравнений в част-
ных производных гиперболического типа. Составной стержень сформирован из мягкого слоя (алюминий) и 
жёсткого слоя (сталь), при различном их расположении. На контактной границе стержней выполняется 
условие неразрывности скорости частиц и напряжения. Анализ численных решений показала возможность 
разрушений на контактной границе для составного стержня алюминий-сталь, а также быстрое затухание 
нелинейных эффектов в случае сталь-алюминий. 

 
В технике получают распространение составные конструкции, основной целью создания 

которых является использование материалов с необходимыми качествами в соответствующих 
областях составной конструкции. Например, в дисках авиационных двигателей наиболее напря-
женной областью является ступица, в то время как полотно менее нагружено. Использование 
материала с повышенной прочностью в области ступицы и материала, отвечающего менее 
жёстким требованиям, в полотне позволяет создать составную конструкцию с привлекательными 
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техническими характеристиками: конструкция может быть более легкой, иметь повышенные 
параметры долговечности и другие технические преимущества. Для изготовления составных 
конструкций применяют методы сварки трением или диффузионной сварки. В настоящей работе 
рассматриваются динамические характеристики таких составных конструкций и исследуются 
особенности волновых процессов, происходящих в них.  

1. Основные уравнения плоской продольной волны для неоднородных составных стерж-
ней. Процесс распространения продольных волн в неоднородных стержнях, составленных из 
произвольного числа стержней, характеристики которых изменяется скачком при переходе от од-
ного стержня к другому, описывается следующей системой уравнения в частных производных [1]  
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где n – номер соответствующего стержня; σn, εn – осевое напряжение и деформация; νn – скорость 
смещение частиц; En – модуль упругости; ρn – плотность материала стержня; первое уравнение – 
уравнения движения, второе – уравнение неразрывности, третье – уравнение состояния для 
соответствующих стержней. Правая часть третьего уравнения зависит от скорости пластической 
деформаций и при отсутствии вязкости преобразуется в известное соотношение пластического 
течения [2] 
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где Ek=dσ/dε – касательный модуль к кривой деформирования (σ - ε). 
Решение системы уравнений (1.1) удобно искать относительно безразмерных параметров и 

безразмерных переменных 
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где l  – характерная длина, s
n

s
n  ,  – пределы упругости стержня по напряжению деформации,            

к – номер стержня, где скорость распространения волн  1 2

n n nc E  максимальная                      

( maxk nс с ). 

В матричной форме данная система уравнений (1.1) относительно безразмерных параметров и 
переменных представляется в виде 
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Запятая перед индексом означает частное дифференцирование по соответствующей пе-
ременной, T – знак транспонирования.  

Собственные значения ( )n i  матрицы определяют характеристические направления. Решив 

характеристическое уравнение  
det( ) 0,n nA I    

где I – единичная матрица, определим собственные значения матрицы 

1 2 3( ) / , ( ) / , ( ) 0,n n n n n n nE E         

Они являются вещественными и различными. Поэтому система уравнений (1.4) является 
гиперболической [3] и имеет три семейства действительных характеристик 
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    ,                                             (1.6) 

вдоль которых выполняются следующие дифференциальные соотношения 
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Интегрирование уравнений вдоль характеристик реализуется конечно-разностным пред-
ставлением основных соотношений (1.7). 

2. Конечно-разностное представление разрешающих уравнений. Интегрируя соотношения 
(1.7) вдоль характеристик, можно получить систему уравнений для определения неизвестных 
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n – номер стержня, i – номер узла по пространственной переменной, j, j+1 – номер нижнего и 
верхнего слоя по времени, значки “+” и “-” – точки пересечения характеристики нижним слоем 
по времени (неузловые точки шаблона) опущенной из точки  1, jiA  верхнего слоя по времени. 
Детали получения уравнения (2.1) приведены в [4]. 

Для вычисления величин j
ni

j
ni

j
ni Fv  ,,  в неузловых точках шаблона проводится интер-

полирование значений функции через их значения в узловых точках сетки [5]. При этом для того, 
чтобы ошибка, вводимая на одном шаге по времени, имела третий и более высокие порядки 
точности относительно σ, ν и не ниже второго порядка точности относительно F, что позволяет 
обеспечить расчёт со вторым порядком точности относительно искомых величин. Следует 
использовать следующие соотношения квадратичного интерполирования для вычисления 

j
ni

j
ni v  ,  и линейного интерполирования для вычисления j

niF  .  

При линейном интерполировании используется формула 
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Квадратичное интерполирование для внутренних точек 
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и для граничных точек и точек контактных границ стержней 
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Шаги по времени τ и пространственной переменной h выбираются в соответствии с тре-
бованием условия устойчивости [6] .1/ hc   

3. Расчетная схема решения уравнений. При реализации расчетной схемы конечно-
разностным методом разрешающие уравнения отличаются во внутренних и граничных точках и в 
точках контактных границ стержней. 

3.1. Решения во внутренних точках. Во внутренних точках неизвестные величины 
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i v  ,,   определяется из системы линейных алгебраических уравнений (2.1) 
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3.2. Решения в граничных точках. Обычно на границе задаются напряжении   или ско-
рость частицы v . Граничные условия в общем случае можно записать в виде 

     ,,0,0,0 111 tQtvBtAx                                      (3.2) 

     ,,,, 222 tQtLvBtLALx                                 (3.3) 

в которых 2211 ,,, BABA – некоторые постоянные. В зависимости от конкретных значений ii BA ,  

можно сформулировать граничные условия различного типа. 
В граничных точках одна из характеристик выходит за предел рассматриваемой области.            

В связи с этим в системе уравнений (2.1) нельзя использовать одно из уравнений, которое 
соответствует характеристике, выходящей из области исследования. Если присоединить к 
оставшимся при этом двум уравнениям одно из граничных условий (3.2) или (3.3), то получается 
замкнутая система уравнений относительно искомых величин v,,  в граничной точке.  

3.3. Решение в точках контактной границы стержней. Точка контактной границы стержней 
одновременно принадлежит обоим стержням (n-му и (n+1)-му). По отношению к n-му стержню эта 
граница будет считаться как правая, а по отношению к (n+1)-му стержню как левая, поэтому 
получается следующая система двух уравнений 
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На контактной границе стержней принимается условия неразрывности вектора скорости 
частиц и напряжения 
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Таким образом, на контактной границе стержней имеются четыре уравнения (3.4), (3.5) с 

четырьмя неизвестными ,1j
ni ,1j

niv  ,1
)1(




j
in  1

)1(



j
inv . 



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 3. 2015 
 

 
149 

4. Постановка задачи. Исследуется распространение плоских продольных упругоплас-
тических волн в биметаллическом стержне конечной длины l. Составными частями биметал-
лического стержня являются алюминий и сталь при различных способах их расположения (алю-
миний–сталь, сталь–алюминий). Нелинейное поведение материалов стержня задано экспери-
ментальными кривыми деформирования, заданными в табличной форме и приведенными в 
таблицах 1 и 2. Модули упругости и плотности материалов исследуемых стержней составляют               
Ест = 200 ГПа, Еал = 68.5 ГПа, ρст = 7.9511·10-10 кг·с2/мм4,. ρал = 2.755·10-10 кг·с2/мм4. 

 
Таблица 1 – Экспериментальная зависимость напряжение-деформация (сталь) 
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0 0 0 22 28.0 1.4 

10 20.00 1.0 32 30.0 1.5 

11 20.75 1.0375 46 32.0 1.6 

12 21.50 1.075 72 34.0 1.7 

14 23.00 1.15 133 36.0 1.8 

16 24.50 1.225 3600 74.0 3.7 

18 26.00 1.3    

 
Таблица 2 – Экспериментальная зависимость напряжение-деформация (алюминиевый сплав Д-16 АТ) 
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0 0 0 14 31.75 1.5875 

2.77 19.00 0.95 20 33.5 1.675 

3.6 24.00 1.2 27.5 35.00 1.75 

4.1 26.00 1.3 47.5 37.50 1.875 

5.0 27.50 1.375 71.87 40.0 2.0 

6.5 29.00 1.45 140 44.0 2.2 

8.75 30.00 1.50    

 
На конце стержня x = 0 действует нестационарная нагрузка 

.0)(),0(1  xприtft                                                 (4.1) 

Другой конец стержня х = l жестко закреплен, т.е. 

.0),(2 lxприtlv                                                   (4.2) 

На контактной границе стержней принято условие неразрывности вектора скорости частиц и 
напряжения  

       .,,,,, 12111211 tlvtlvtltl                                              (4.3) 

Здесь l=l1+l2 – общая длина стержня, l1, l2 – длины соответствующих стержней. 

Стержень в начальный момент времени находится в состоянии покоя 

        lxиtприnxxvx nnn  002,100,0,0,  .                    (4.4) 

При t > 0 от начального сечения x = 0 начинает распространяться возмущение со скоростью 
упругих волн. Перед фронтом волны точки стержня находятся в состоянии покоя, т.е. 

        txприntxtxvtx nnn  2,10,,,  .                                  (4.5) 

Внешняя динамическая нагрузка f(t) в начале до момента времени t0 линейно возрастает, а 
затем так же линейно убывает до нуля, т.е. 
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Здесь А, B – постоянные, характеризующие скорости возрастания и убывания внешней нагрузки,             
t0 – время соответствующее максимуму внешней нагрузки, t1 – общее время действия внешней 
нагрузки. 

Задача сводится к интегрированию системы уравнений (1.4) при граничных условиях (4.1)-
(4.3) и нулевых начальных условиях (4.4). Задача решалась при следующих данных: 

25.150,5.020,2,3,50,100,025.0 1021   ttBAhllhlh . 

Здесь h, τ – шаг по координате и по времени, σs
ст=εs

ст=1, σs
ал=0.95, εs

ал=2.77 – пределы упругости 
по напряжению и деформации. f(t0) = 1.5 – максимальное значение внешней нагрузки.  

5. Анализ численных результатов. На рисунке 1а представлено распределение напряжений 
по оси х для составного стержня алюминий-сталь в фиксированные моменты времени. Из 
приведенных кривых 1,2 при t = 20τ и t=50τ видно, что со временем t > t0 = 20τ стержень начинает 
разгружаться и по нему распространяется волна разгрузки, максимальные значения напряжений 
падают. В момент времени t=50τ возмущение доходит до контактной границы (раздела) стержней. 
В этот момент времени обширная область (18h  х  37h) первого стержня находится в зоне 
пластических деформаций. В дальнейшем с ростом времени область пластических деформаций 
приближается к контактной границе стержней. Известно [7], что при увеличении акустического 
импеданса R=ρici упругих слоев волна напряжения увеличивается, скорость ее распространения 
снижается (при уменьшении акустического импеданса ситуация будет обратной). Этим 
обстоятельством объясняется то, что при прохождении возмущений в стержень с большей 
жесткостью:  

– уровни напряжений повышаются и второй стержень в приведенные на рис.1а моменты 
времени находится в пластически нагруженном состоянии; 

– передний фронт упругой волны в расчетное время не достигает нулевого значения (см. 
кривые 3 и 4). 

Так как уровни напряжений во втором стержне повышаются и выполняется условие равенства 
напряжений на контактной границе (см. (4.3)), то в менее жестком и прочном первом стержне 
могут появиться граничные повреждения.  

Из-за отствания заднего фронта пластической волны расширяются время действия нагрузки в 
области нелинейных деформаций. После отражения волны от жестко закрепленного конца (кривая 
6) напряжение в зафиксированный момент времени t=120τ достигает максимального значения и 
волна напряжения движется в обратном направлении. Отраженная от закрепленной поверхности 
волна в моменты времени t150τ (кривые 3, 4, 5, 6 и 7) еще не достигает контактной границы. Те 
же кривые 3, 4, 5, 6 и 7 в первом стержне характеризуют распределения напряжений в соот-
ветствующие моменты времени отраженной от контактной границы волны напряжений. 

В моменты времени t=160τ, t=200τ характер распределения напряжений определяется:  
– во втором стержне наложением волн отраженных от закрепленной поверхности и 

отраженных и преломленных от контактной границы; 
– в первом стержне наблюдается наложение отражённых от свободной поверхности волны, 

отражённой от контактной границы и преломлённой из второго стержня (отраженная от закреп-
лённого конца) волны напряжений.  

На рисунке 1б представлен график распределения напряжений для составного стержня при 
обратном расположении стержней по жескости (сталь, алюминий). Здесь картина сушественно 
изменилась. Все события, как правило, происходят в первом (жестком) стержне. Пик начального 
пластического деформирования в первом стержне постепено снижается, стержень начинает раз-
гружаться (см. кривые 1 и 2). На переднем участке этих кривых имеется область постоянных на-
пряжений, которая с возрастанием времени растет. Эта область соответствует отставанию 
пластической волны от упругой волны. Волна разгрузки, последовательно разгружая заданный 
внешний импульс, превращает его в упругий сигнал в форме трапеции (см. кривые 3, 4). В соот-
ветствии с импедансом стержней уровни напряжений во втором стержне меньше, чем в первом. 
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Рисунок 1 – Составной стержень алюминий, сталь (а) и сталь, алюминий (б). Распределение напряжений по оси х  
в фиксированные моменты времени t: 1(20τ), 2(50τ), 3(80τ), 4(100τ), 5(110τ), 6(120τ), 7(140τ), 8(160τ), 9(200τ) 

 
Кривая 3 демонстрирует, что передний фронт отражённой от контактной границы волны 

напряжений в первом стержне и передний фронт преломлённой волны напряжений во втором 
стержне находятся практически на равном удалении от контактной поверхности. В момент 
времени t=120τ (кривая 6) при отражении волны от закрепленного конца точки в его окрестности 
пластически деформированы. До момента времени t=150τ отраженные в первом стержне волны и 
преломлённые во втором не взаимодействуют друг с другом (см. кривые 3, 4, 5, 6, 7). При переходе 
преломлённой волны в моменты времени t 150τ на еt состояние оказывает влияние отражённая 
волна, а на состояние первого стержня преломлённая из второй области x/h волна. Это обстоя-
тельство можно видеть на кривых x/h 8 и 9, соответствующих моментам времени t=160τ и t=200τ.  

 

 
Рисунок 2 – Составной стержень алюминий, сталь (а) и сталь, алюминий (б). Распределение деформаций по оси х  
в фиксированные моменты времени t: 1(20τ), 2(50τ), 3(80τ), 4(100τ), 5(110τ), 6(120τ), 7(140τ), 8(160τ), 9(200τ) 
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Из рисунка 2 видно, что в районе перехода от слоя к слою градиент деформации большой и 
деформации практически здесь терпят разрыв. При переходе от мягкого слоя к жёсткому на 
границе раздела стержней деформация резко падает (рисунок 2а), а при переходе из жёсткого слоя 
к мягкому слою деформация резко возрастает (рисунок 2б). Это обстоятельство в некоторой мере 
может быть обусловлено принятыми в расчетах пределами текучести материалов. 

На рисунке 3б приведены осциллограммы напряжений для точек, расположенных в окрест-
ности контактной границы стержней х= 43, 45, 50, 51, 53, 55, 57, 60, 62, 65h составного стержня 
сталь-алюминий. Из осциллограммы видно, что в точках, лежащих в отрезке (50h, 65h), уровни 
напряжений в течение определённого времени держатся на постоянном уровне. Это состояние 
области постоянных упругих напряжений во времени, образованной волной разгрузки (сравни с 
кривой 3,4 рисунок 1б). В рассматриваемых точках с момента времени t = 100τ по t = 140τ напря-
жения практически равны нулю. Это означает, что упругая волна в рассматриваемой точке 
заканчивает свое действие и через некоторое время накладывается отраженная от закреплённого 
конца волна напряжения, которая вырастает до максимального значения, равного 1. В случае, 
когда волна возвращается к свободному концу (х=0) t  150τ, напряжения в рассматриваемых 
точках для комбинации алюминий-сталь (рис. 3а) могут принимать как отрицательные, так и 
положительные значения, в то время как для другого расположения стержней они принимают 
только положительные значения. Отмеченный результат легко объясняется анализом 
распространения волны на характеристической плоскости (х, t). Сначала рассмотрим точку x=45h 
(2) расположенная в первом стержне, а поведение точек 1-4 аналогичные. В момент времени t=45τ 
внешнее возмущение вступает в точку х=45h (2), заканчивает свое действие в момент времени 
t=95τ, а в момент времени t=55τ в эту точку вступает отражённая волна от контактной границы и 
происходит наложение волн, и этот процесс продолжится до момента времени t=105τ, уровень 
напряжении понизится, становится отрицательной. В момент времени t=145τ в эту точку вступает 
отражённая от свободного конца (отраженная от контактной границы волна отражается от 
свободного конца) волна, а в момент времени t=155τ вступает отражённая волна от закреплённого 
конца. Начиная с момента времени t>155τ происходит наложение волны, отражённой от свобод-
ного и закреплённого конца.  Отражённая волна  от свободного  конца  отрицательная,  поэтому до 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 

Рисунок 3 – Составной стержень алюминий, сталь (а) и сталь, алюминий (б).  
Осцилограммы напряжений для сечений x:  

43h (1), 45h (2), 50h (3), 51h (4), 53h (5), 55h (6), 57h (7), 60h (8), 62h (9), 65h (10) 
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момента времени t=185τ напряжение отрицательное, а затем становиться положительной. Для 
точек х>51h, расположенных ближе закреплённому сечению, картина будет обратная (смотри 
кривые 5-10). 

На рисунке 4 приведены осцилограммы напряжений для точек, расположенных в окрестности 
закреплённого конца 80h≤x≤100h стержня. Из рисунка 4а для стержня (алюминий, сталь) видно,            
что максимальное значение напряжений превышает предел текучести стали в 1.5 раза, т.е. 
σст

max=1.5=1.5σs
ст. Все точки указанного интервала находятся в пластическом состоянии. Для 

стержня (сталь, алюминий), (см. рисунок 4б) максимальное значение напряжений превышает 
предел текучести алюминия в 1.1 раза, т.е. σал

max=1.043=1.1σs
ал и область пластических де-

формации, примыкающая к закреплённому концу, сужается, т.е. 90h<x≤100h. В первом случае 
(алюминий, сталь) максимальное значение напряжений в закреплённом конце в 1.44 раза 
превышает максимальное значение напряжений, реализованном при другом расположении 
стержней, т.е. σст

max=1.44σал
max. 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рисунок 4 – Составной стержень алюминий, сталь (а) и сталь, алюминий (б). Осцилограммы напряжений для сечений x: 
100h (1), 99h (2), 97h (3), 95h (4), 92h (5), 90h (6), 88h (7), 85h (8), 82h (9), 80h (10) 

 
Выводы. Результаты расчетов находятся в полном соответствии с общими законами перехода 

от области к области согласно акустическому импедансу, в том числе в области нелинейных 
деформаций.  

Расчетами показана возможность появления разрушений на границе контакта разнородных 
материалов в случае составного стержня с материалом меньшей жёсткости на материал большей 
жёсткости. 
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Составной стержень с комбинацией «жёсткий» материал – «мягкий» материал способствует 
относительно быстрому затуханию нелинейных эффектов в ней. 
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Тірек сөздер: құрамалы сырық, түйісу шекарасы, дифференциалдық байланыс, сандық шешім, шағы-

лысқан толқын, сынған толқын. 
Аннотация. Қарама қарсы ұшы қатты бекітілген серпімді пластикалық екі қабатты құрамалы сырықты 

бойлай соққылау қарастырылады. Бұл процесс дербес туындылы гиперболалық типті дифференциалдық 
теңдеулер жүйесімен жазылады. Құрамалы сырық жұмсақ қабат (алюминий) жəне қатты қабаттың (болат) əр 
түрлі орналасуына байланысты құрастырылған. Қабаттардың түйіскен шекараларында кішкентай бөлшек-
тердің жылдамдықтары жəне кернеулері үзіліссіз шарты орындалады. Сандық шешімдердің талдаулары 
құрамалы сырық алюминий-болат түйісу шекараларында қирауы мүмкін, ал болат-алюминий сырығында 
сызықтық емес əсерлердің жылдам өшуін көрсетеді.  
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Abstract. The model of the organization of computer laboratory work for research of Doppler effect is offered. 
Model of Doppler effect, problems with the subsequent computer check, experimental, research and creative tasks 
includes tasks for acquaintance with computer model. Tasks are given much, performance to one pupil is unessential 
all of them. The teacher can pick up to everyone taking into account its ability or offer other similar tasks. It is 
necessary to pay special attention pupils on importance of performance of research and creative tasks.  
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ДОППЛЕР ЭФФЕКТІСІН ЗЕРТТЕУГЕ АРНАЛҒАН  
КОМПЬЮТЕРЛІК ЗЕРТХАНАЛЫҚ ЖҰМЫСТЫ 

ҰЙЫМДАСТЫРУДЫҢ БЛАНКІ ҮЛГІСІ 
 

К. А. Қабылбеков, Х. А. Аширбаев, А. П. Сабалахова, А. И. Жұмағалиева 
 

М. Əуезов атындағы Оңтүстік Қазақстан мемлекеттік университеті, Шымкент, Қазақстан  
 

Тірек сөздер: бланкі үлгісі, компьютерлік зертханалық жұмыс, Допплер эффект, дыбыс жиілігі, дыбыс 
шығарушы, дыбыс қабылдаушы, дыбыс көзі. 

Аннотация. Допплер эффектісін зерттеуге арналған компьютерлік зертханалық жұмысты ұйымдас-
тырудың бланкі үлгісі ұсынылған. Үлгіде компьютерлік модельмен танысу тапсырмалары, жауабын 
компьютермен тексеруге арналған есептер, тəжірибелік, зерттеулік жəне творчестволық тапсырмалар қам-
тылған. Тапсырмалар артығымен берілген, олардың барлығын бір оқушының орындауы шарт емес. Оқушы-
ның шамасына қарай оқытушы тапсырмаларды таңдап бере алады, немесе өзінің құрастырған тапсырма-
ларын қоса алады. Оқушылардың зерттеулік жəне творчестволық тапсырмаларды орындауына аса көңіл 
аударғаны маңызды.  

 
Қазақстан Республикасының Президенті-Елбасы Н. А. Назарбаев ««Казахстан-2050 –

стратегиясы» – қалыптасқан мемлекеттің жаңа саяси бағыты» атты Қазақстан халқына Жолдауын-
да: Қазақстан 2050 жылы 30 дамыған мемлекетер қатарына енуі керек деп атап көрсетті. Дамып 
келе жатқан елдер арасында мұндай қатарда болуы үшін бəсекелестік қатаң болады. Ұлт 
глобалдық экономикалық бəсекелестікке дайын болғанда ғана мұндай қатарда бола алады. Біз, аса 
маңызды мақсаттарымызды естен шығармай, мақсатты жəне шабытты еңбек етуіміз керек: қазіргі 
заманға сай нəтижелі білім мен денcаулық сақтау жүйесін құру. Бəсекеге қабілетті дамыған 
мемлекет болу үшін біз сауаттылығы жоғары елге айналуымыз керек. Бізге оқыту əдістемелерін 
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жаңғырту жəне өңірлік мектеп орталықтарын құра отырып, білім берудің онлайн-жүйелерін 
белсене дамыту керек болады. Біз қалайтындардың барлығы үшін қашықтан оқытуды жəне онлайн 
режімінде оқытуды қоса, отандық білім беру жүйесіне инновациялық əдістерді, шешімдерді жəне 
құралдарды қарқынды енгізуге тиіспіз [1].  

Президент жолдауында келтірілген тапсырмаларды орындау үшін М. Əуезов атындағы 
мемлекеттік университететінің «Физиканы оқытудың теориясы мен əдістемесі» кафедрасы биылғы 
оқу жылында оқу үрдісіне "Білімдегі ақпараттық технологиялар", "Физиканы оқытудағы ақпарат-
тық технологиялар" жəне "Электронды оқулықтарды оқу үрдісінде қолдану" курстарын енгізді. 
Курстың мақсаты: студент-болашақ физика мұғалімдерін оқу үрдісінде, өздерінің кəсіпшілік 
қызметінде жəне біліктілігін жоғарылатуында, оқу үрдісі мен сыныптан тыс жұмыстарды жəне 
компьютерлік зертханалық жұмыстарды ұйымдастыруда болашағы зор білім беру технология-
ларын творчесволық жəне тиімді пайдалануға дағдыландыру. 

Оқу материалдары базасын жасауда студенттер мен магистранттар белсенді қатыстырылады. 
Авторлар құрастырған бірқатар демонстрациялық тəжірибелердің компьютерлік моделдерін оқу 
үрдісінде пайдалану жəне компьютерлік зертханалық жұмыстарды ұйымдастыруға арналған 
бланкі үлгілері туралы біз бұрын жазғанбыз [2-9].  

Мақалада студенттерге, магистранттарға, мектеп мұғалімдеріне көмекші құрал ретінде-
оқушылардың [10] ресурсын пайдаланып «Допплер эффектісін зерттеу» компьютерлік зертха-
налық жұмысты ұйымдастыруда қандай тапсырмалар беруге болатынын жəне оқушыларға алдын 
ала берілетін компьютерлік зертханалық жұмыстың бланкі үлгісін ұсынамыз.  

Жұмыс тақырыбы: Допплер құбылысын зерттеу. 
Жұмыс мақсаты: Бақылаушының дыбыс көзінің шығарған дыбысының жиілігін қабылдауын 

жəне жиіліктер арасындағы байланысты анықтау. 
 

 
 

Сурет 
 

Теориядан қысқаша мəлімет. Егер дыбыс көзі мен бақылаушы (дыбыс қабылдаушы) 
салыстырма қозғалыста болса, онда қабылданған дыбыс жиілігі дыбыс көзінен шыққан дыбыс 
жиілігіне сəйкес келмейді. Бұл құбылыс Допплер эффектісі деп аталады. Қарапайым жағдайда 
дыбыс көзінің ауаға салыстырғандағы (Vд.к.) жылдамдығы мен қабылдаушының (Vқ) жылдамды-
ғының бағыттары оларды қосатын түзу бойында жатады. ( Vд.к.) мен (Vқ) жылдамдықтарының оң 
бағыты үшін дыбыс көзінен қабылдаушыға бағытталған бағытты алайық. Дыбыс V -жылдамдығын 
оң шама деп есептейміз.  

1. Қабылдаушы қозғалған жағдай: 

  
2. Дыбыс көзі қозғалған жағдай: 
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3. Жалпы жағдай  

 
Осы қатынас. ( fд.к.) мен (fқ) жиіліктерін байланыстырады. ( Vд.к.) мен (Vқ) жылдамдықтары 

барлық жағдайларды ауаға немесе басқа дыбыс тарайтын ортаға салыстырғанда өлшенеді. Бұл 
Допплер эффектісінің релятивистік емес жағдайы. Бос кеістікте тараған жарық немесе радио-
толқындар үшін қабылдаушы (бақылаушы) мен толқын көзінің V салыстырмалы жылдамдығы 
алынады. Релятивистік Допплер эффектісі үшін 

,  

мұндағы с – бос кеңістіктегі жарық жылдамдығы. 
Сынып ............. Фамилия...................................... Есімі............................ 

Оқушылардың жұмысты орындауға дайындығын тексеруге арналған бақылау 
сұрақтары. 

 Допплер құбылысын сипаттаңдар. 
Жауабы:................................................................................................................................ 
 Дыбыс қабылдаушы қозғалған жағдай үшін дыбыс көзінен шыққан дыбыс жиілігі мен 

қабылдпнған дыбыс жиілігі арасындағы қатынас қалай өрнектеледі? 
Жауабы:................................................................................................................................ 
 Дыбыс көзі қозғалған жағдай үшін дыбыс көзінен шыққан дыбыс жиілігі мен қабылдпнған 

дыбыс жиілігі арасындағы қатынас қалай өрнектеледі? 
Жауабы:................................................................................................................................ 
 Дыбыс қабылдаушы мен дыбыс көзі қозғалған жағдай үшін дыбыс көзінен шыққан дыбыс 

жиілігі мен қабылданған дыбыс жиілігі арасындағы қатынас қалай өрнектеледі? 
Жауабы:................................................................................................................................ 
1. Танысу тапсырмалары (1-сурет). 
1.1. Бақылаушы мен дыбыс көздерінің жылдамдықтарын оң жəне теріс таңбалы етіп олардың 

қозғалысын бақылаңдар. Қандай жағдайларда олар бір біріне жақындайтынын немесе алыс-
*тайтынын бақылап нəтижелерін жазып алыңдар. 

Жауабы:................................................................................................................................ 
2. Жауабын компьютерлік тəжірибе арқылы тексеретін есептер. Есептерді алдымен 

қағазға жазып шығарып нəтижелерін зертханалық жұмыс бланкісімен бірге мұғалімге 
тапсырыңдар. 

2.1. Бақылаушы тыныштықта тұр (Vқ=0). Vд.к =2,0 м/с жылдамдықпен қозғалған дыбыс көзі 
жиілігі fд.к=10,0 кГц дыбыс шығарады. Егер ол бақылаушыдан алыстап бара жатса, онда 
бақылаушы дыбысты қандай жиілікте естиді?  

Жауабы:................................................................................................................................ 
2.2. Бақылаушы тыныштықта тұр (Vқ=0). Vд.к =4,0 м/с жылдамдықпен қозғалған дыбыс көзі 

жиілігі fд.к=10,0 кГц дыбыс шығарады. Егер ол бақылаушыдан алыстап бара жатса, онда бақы-
лаушы дыбысты қандай жиілікте естиді?  

Жауабы:................................................................................................................................ 
2.3. Бақылаушы тыныштықта тұр (Vқ=0). Vд.к =6,0 м/с жылдамдықпен қозғалған дыбыс көзі 

жиілігі fд.к=10,0 кГц дыбыс шығарады. Егер ол бақылаушыдан алыстап бара жатса, онда бақы-
лаушы дыбысты қандай жиілікте естиді?  

Жауабы:................................................................................................................................ 
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2.4. Бақылаушы тыныштықта тұр (Vқ=0). Vд.к =8,0 м/с жылдамдықпен қозғалған дыбыс көзі 
жиілігі fд.к=10,0 кГц дыбыс шығарады. Егер ол бақылаушыдан алыстап бара жатса, онда ба-
қылаушы дыбысты қандай жиілікте естиді?  

Жауабы:................................................................................................................................ 
2.5. Бақылаушы тыныштықта тұр (Vқ=0). Vд.к =10,0 м/с жылдамдықпен қозғалған дыбыс көзі 

жиілігі fд.к=10,0 кГц дыбыс шығарады. Егер ол бақылаушыдан алыстап бара жатса, онда бақы-
лаушы дыбысты қандай жиілікте естиді?  

Жауабы:................................................................................................................................ 
2.6. Бақылаушы тыныштықта тұр (Vқ=0). Vд.к =2,0 м/с жылдамдықпен қозғалған дыбыс көзі 

жиілігі fд.к=10,0 кГц дыбыс шығарады. Егер ол бақылаушыға жақындаса, онда бақылаушы 
дыбысты қандай жиілікте естиді?  

Жауабы:................................................................................................................................ 
2.7. Бақылаушы тыныштықта тұр (Vқ=0). Vд.к =4,0 м/с жылдамдықпен қозғалған дыбыс көзі 

жиілігі fд.к=10,0 кГц дыбыс шығарады. Егер ол бақылаушыға жақындаса, онда бақылаушы ды-
бысты қандай жиілікте естиді?  

Жауабы:................................................................................................................................ 
2.8. Бақылаушы тыныштықта тұр (Vқ=0). Vд.к =6,0 м/с жылдамдықпен қозғалған дыбыс көзі 

жиілігі fд.к=10,0 кГц дыбыс шығарады. Егер ол бақылаушыға жақындаса, онда бақылаушы 
дыбысты қандай жиілікте естиді?  

Жауабы:................................................................................................................................ 
2.9. Бақылаушы тыныштықта тұр (Vқ=0). Vд.к =8,0 м/с жылдамдықпен қозғалған дыбыс көзі 

жиілігі fд.к=10,0 кГц дыбыс шығарады. Егер ол бақылаушыға жақындаса, онда бақылаушы ды-
бысты қандай жиілікте естиді?  

Жауабы:................................................................................................................................ 
2.10. Бақылаушы тыныштықта тұр (Vқ=0). Vд.к =10,0 м/с жылдамдықпен қозғалған дыбыс көзі 

жиілігі fд.к=10,0 кГц дыбыс шығарады. Егер ол бақылаушыға жақындаса, онда бақылаушы 
дыбысты қандай жиілікте естиді?  

Жауабы:................................................................................................................................ 
3. Тəжірибелік есептер.  
3.1. Өзен бойымен қозғалған теплоход fд.к=400,0 Гц ол дыбысты дыбыс шығарады. Жағада 

тұрған бақылаушы fқ=395,0 Гц жиілікте қабылдайды. Теплоход қандай жылдамдықпен қозғалып 
барады, ол бақылаушыға жақындап барады ма, немесе бақылаушыда алстап барады ма?  

Жауабы:................................................................................................................................  
3.2. Өзен бойымен қозғалған теплоход fд.к=420,0 Гц ол дыбысты дыбыс шығарады. Жағада 

тұрған бақылаушы fқ=415,0 Гц жиілікте қабылдайды. Теплоход қандай жылдамдықпен қозғалып 
барады, ол бақылаушыға жақындап барады ма, немесе бақылаушыда алстап барады ма?  

Жауабы:................................................................................................................................ 
3.3. Өзен бойымен қозғалған теплоход fд.к=440,0 Гц ол дыбысты дыбыс шығарады. Жағада 

тұрған бақылаушы fқ=425,0 Гц жиілікте қабылдайды. Теплоход қандай жылдамдықпен қозғалып 
барады, ол бақылаушыға жақындап барады ма, немесе бақылаушыда алыстап барады ма?  

Жауабы:................................................................................................................................ 
3.4. Өзен бойымен қозғалған теплоход fд.к=400,0 Гц ол дыбысты дыбыс шығарады. Жағада 

тұрған бақылаушы fқ=405,0 Гц жиілікте қабылдайды. Теплоход қандай жылдамдықпен қозғалып 
барады, ол бақылаушыға жақындап барады ма, немесе бақылаушыда алстап барады ма?  

Жауабы:................................................................................................................................  
3.5. Өзен бойымен қозғалған теплоход fд.к=420,0 Гц ол дыбысты дыбыс шығарады. Жағада 

тұрған бақылаушы fқ=425,0 Гц жиілікте қабылдайды. Теплоход қандай жылдамдықпен қозғалып 
барады, ол бақылаушыға жақындап барады ма, немесе бақылаушыда алстап барады ма?  

Жауабы:................................................................................................................................ 
3.6. Өзен бойымен қозғалған теплоход fд.к=440,0 Гц ол дыбысты дыбыс шығарады. Жағада 

тұрған бақылаушы fқ=445,0 Гц жиілікте қабылдайды. Теплоход қандай жылдамдықпен қозғалып 
барады, ол бақылаушыға жақындап барады ма, немесе бақылаушыда алстап барады ма?  

Жауабы:................................................................................................................................ 
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3.7. Полиция сиренасы fд.к=400,0 Гц жиілікте дыбыс шығарады. Жол ережесін 100 км/сағ 
жылдамдықпен бұзған көлікті қуған полиция машинасының жылдамдығы 140 км/сағ. Дыбыс 
жылдамдығын 344 м/с деп есептеп, қуғындағы машинаның жүргізушісінің қабылдаған дыбыс 
жиілігін анықтаңдар.  

Жауабы:................................................................................................................................ 
3.8. Полиция сиренасы fд.к=450,0 Гц жиілікте дыбыс шығарады. Жол ережесін 120 км/сағ 

жылдамдықпен бұзған көлікті қуған полиция машинасының жылдамдығы 180 км/сағ. Дыбыс 
жылдамдығын 344 м/с деп есептеп, қуғындағы машинаның жүргізушісінің қабылдаған дыбыс 
жиілігін анықтаңдар.  

Жауабы:................................................................................................................................ 
4. Зерттеу тапсырмалары.  
4.1. Дыбыс көзі қозғалған жағдай жағдай үшін допплер эффектісіндегі жиіліктер айырмасы 

10,0 Гц болатын компьютерлік тəжірибелерді іске асырып, қабылуаушы мен дыбыс көзінің 
жиіліктерінің арасындағы байланыс туралы қорытынды шығарыңдар.  

Жауабы:................................................................................................................................ 
4.2. Бақылаушы қозғалған жағдай үшін допплер эффектісіндегі жиіліктер айырмасы 10,0 Гц 

болатын компьютерлік тəжірибелерді іске асырып, қабылуаушы мен дыбыс көзінің жиіліктерінің 
арасындағы байланыс туралы қорытынды шығарыңдар.  

Жауабы:................................................................................................................................ 
4.3. Бақылаушы мен дыбыс көзі қозғалған жағдай үшін допплер эффектісіндегі жиіліктер 

айырмасы 10,0 Гц болатын компьютерлік тəжірибелерді іске асырып, қабылуаушы мен дыбыс 
көзінің жиіліктерінің арасындағы байланыс туралы қорытынды шығарыңдар.  

Жауабы:................................................................................................................................ 
4.4. 2.1. -2.5. есептерінің нəтижелерін сараптап қорытынды жасаңдар. 
Қорытынды:................................................................................................................................ 
4.5. 2.6. -2.10. есептерінің нəтижелерін сараптап қорытынды жасаңдар. 
Қорытынды:................................................................................................................................ 
5. Творчестволық тапсырмалар. 
5.1. 4.1. 2.1-2.10. есептеріне ұқсас есептер құрастырыңдар. 
Жауабы:........................................................... 
 

Орындалған тапсырмалар саны Қателер саны Сіздің бағалауыңыз 

   

 
Бланкіде тапсырмалар саны артығымен берілген. Бір оқушы олардың барлығын орындауы 

шарт емес. Мұғалім ұсынылған тапсырмалар ішінен іріктеп оқушының шамасына қарай бергені 
дұрыс, немесе басқа да тапсырмалар ұсынуына болады. Оқушылардың зерттеулік жəне твор-
честволық тапсырмаларды орындауына аса көңіл аударғаны маңызды.  
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Abstract. The structure and physical properties of porous silicon obtained by electrochemical etching of 

monocrystalline silicon with n-type conductivity in a mixture of hydrofluoric acid and ethyl alcohol were inves-
tigated. Samples were studied using the methods of scanning probe microscopy, scanning electron microscopy, 
Raman spectroscopy and photoluminescence. It was concluded that by varying technological parameters and 
conditions of the etching process we can control the size of nanocrystals and manufacture nanostructures of porous 
silicon film with improved properties. 

The influence of technological regimes of films based on its structural and photoluminescent properties. 
Studies on the PC the same thickness have shown that longer etching leads to more advanced surface morphology 
and increasing its porosity. Films produced during etching 1-2 minutes is the average quadratic roughness                 
Sq = 1.63 -1.85 nm and for samples obtained within 20 minutes Sq = 2.96 NM; the characteristic size of the 
irregularities on the surface of the boards has risen from 4.2 nm and 8.0 Nm. Scanning electron microscopy 
demonstrated that the distribution of concentrations on the surface evenly, and sizes range from 7 nm to 9 NM.  

The offset maximum spectrum of Raman scattering in low-energetic region of the spectrum identified by 
dimensions nanocrystallites PC samples, these sizes have decreased from 6.6 nm up to 3.8 nm with increasing 
duration of etching from 1 minute up to 20 minutes. It was found that the intensity of the luminescence in the 
samples above boards with sizes nanocrystallites 3.8 nm and the maximum is shifted to the short-wave region of the 
spectrum and is localized at 650 nm. 
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таллиты. 
Аннотация. Исследованы структура и физические свойства пленок пористого кремния, полученного 

методом электрохимического травления монокристаллического кремния n-типа проводимости в смеси 
плавиковой кислоты и этилового спирта. Изготовленные образцы исследовались с применением методов 
сканирующей зондовой и электронной микроскопии, рамановской спектроскопии и фотолюминесценции. 
Показано, что путем изменения технологических параметров и условий процесса травления можно контро-
лировать размеры нанокристаллитов и изготовлять пленки наноструктурированного пористого кремния с 
улучшенными свойствами. 
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Введение. Пористый кремний (ПК) привлекает внимание исследователей в первую очередь в 
связи с его люминесцентными свойствами [1]. Наряду с этим широкое изучение различных 
свойств ПК открыло перспективы его многочисленных альтернативных применений в таких 
областях, как солнечные элементы, биотехнология, сенсоры [2,3]. Разработанные методы электро-
химического травления кремния позволяют управляемо варьировать параметры пористого слоя в 
целях оптимизации его физических свойств. Морфология поверхности пленок пористого кремния 
и их структурные и оптические свойства зависят от концентрации и типа примеси в исходной 
кремниевой подложке, от величины анодного тока и его длительности травления, от состава и 
температуры электролита и ряда других факторов [4]. 

Использование метода комбинационного рассеяния света позволяет оценить характерные 
размеры нанокристаллитов в пористом кремнии и их зависимость от технологических режимов 
получения ПК. Более детальную информацию о морфологии поверхности полупроводниковых 
пленок можно получить, используя метод атомно-силовой микроскопии [5, 6]. 

В работе представлены результаты исследования структуры, морфологии и фотолюминес-
центных свойств пленок пористого кремния, выращенного на с-Si подложках n-типа проводимости 
при различных значениях длительности и величины анодирующего тока. 

Изготовление образцов. Для изготовления ПК использовались подложки монокристалли-
ческого кремния n-типа с концентрацией фосфора 1018 см-3 и кристаллографической ориентацией 
(100). Пластины кремния перед получением ПК обезжиривались в трихлорэтилене, промывались в 
деионизированной воде, затем погружались в раствор H2SO4: H2O2 (4 : 1) с температурой 900С в 
течении 10 минут, травились 10 секунд в смеси HF и H2O (1 : 50) и тщательно промывались в 
деионизированной воде. Травления происходило в электролите содержащий плавиковую кислоту 
и этиловый спирт в соотношении 1:1,5. 

Для выявления различий в структуре и свойствах ПК были приготовлены три группы об-
разцов при различных плотностях анодирующего тока и длительности травления: 1 – J = 1 мА/см2, 
t = 20 минут; 2 - J = 15 мА/см2, t = 2 минуты и 3 - J = 25 мА/см2, t = 1 минута. Напряжение источ-
ника питания для всех групп образцов не изменялось и составляло 10 В. Эти режимы обеспечивали 
примерно одинаковую толщину ПК  1 мкм. Измерение структуры и свойств образцов ПК 
осуществлялось после 10 дней их хранения на воздухе. 

 
Результаты и их обсуждение 

 
Морфология пленок изучалась с помощью сканирующего зондового микроскопа NT-MDT 

Ntegra Therma. Исследование морфологии поверхности ПК с использованием метода сканирую-
щей зондовой микроскопии (СЗМ) выявило ее зависимость от режимов травления. 

На рисунке 1 представлены 3D изображения (1a, 2a, 3a) и 2D изображения (1c, 2c, 3c) 
поверхности исследуемых пленок ПК, выращенных при вышеуказанных условиях. Профиль 
сечения вдоль центральной линии показан на рисунке 1b, 2b, 3b для трех групп образцов. 

Из рисунка 1 видно, что длительное травление при малой плотности тока 1 мА/см2 (рисунок 
1b) приводит к более развитой поверхности с меньшими размерами характерных структур чем при 
меньшем времени травлении, но с большими плотностями тока 15 мА/см2 и 25 мА/см2 (рисунок 2b 
и 3b соответственно). 

Для математической характеристики текстуры поверхности используем среднюю 
квадратичную шероховатость Sq, определяемую как: 
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где N  - число измеренных точек, H


 - средняя высота (нулевой уровень), iH  - высота i-той точки. 

Результаты измерений показали, что средняя квадратичная шероховатость для образца 1 группы 
Sq=2,96 нм, 2 - Sq=1,85 нм, 3 - Sq=1,63 нм. 
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Рисунок 4 – Спектры фотолюминесценции образцов ПК, полученных при различных режимах:  
1 – J = 1 мА/см2, t = 20 мин.; 2 – J = 15 мА/см2, t = 2 мин.; 3 – J = 25 мА/см2, t = 1 мин. 

 

 
 

Рисунок 5 – Спектральные зависимости коэффициента отражения образцов ПК, полученных при различных режимах:  
1 – J = 1 мА/см2, t = 20 мин.; 2 – J = 15 мА/см2, t = 2 мин.; 3 – J = 25 мА/см2, t = 1 мин. 

 
Положения интерференционных минимумов и максимумов достаточно хорошо совпадают для 

всех образцов, что свидетельствует об их одинаковой толщине. 
Спектры комбинационного рассеяния света пористого кремния являются хорошим диагнос-

тическим инструментом при исследовании структурных фаз в ПК и дает возможность оценить 
характерные размеры нанокристаллитов. Для этой цели измеряют сдвиг рамановского пика в 
низкоэнергетическую область спектра относительно узкого пика на частоте 520 см-1 в монокрис-
таллическом кремнии, связанного с продольными оптическими модами (LО). Спектры ком-
бинационного рассеяния света полученных образцов снимались с использованием спектрометра 
NT-MDT Ntegra Spectra и показаны на рисунке 6. 

Пик на 514-518 см-1 (вместо 520 см-1) появляется после травления монокристаллического 
кремния и связан с формированием нанопористой структуры [9]. Область 565-485 см-1 связана с 
поперечными оптическими модами (TO) в аморфном кремнии. 

Для всех образцов ПК наблюдался сдвиг положения пиков Рамановских спектров в низко-
энергетическую область. Наибольший сдвиг до 514 см-1 наблюдался для ПК типа с длительностью 
травления 20 минут, для образцов с длительностью травления 1-2 минуты пик сдвигался до                  
518 см-1. 
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Рисунок 6 -– Спектры комбинационного рассеяния света образцов ПК, полученных при различных режимах:  
1 – J = 1 мА/см2, t = 20 мин.; 2 – J = 15 мА/см2, t = 2 мин.; 3 – J = 25 мА/см2, t = 1 мин. 

 
Информацию о средних размерах нанокристаллитов в ПК можно получить из уравнения 

Кардона [10]: 







B
d 2  (нм),                                                     (2) 

где B = 2,24 см-1 для кремния,  - сдвиг пика комбинационного рассеяния света в ПК отно-
сительно пика кристаллического кремния. В соответствии с (2) размеры кристаллитов в образцах 
ПК уменьшались от 6,6 нм до 3,8 нм при увеличении длительности травления от 1 минуты до                  
20 минут. Из рисунка 6 видно, что с уменьшением размеров нанокристаллитов происходит 
расширение спектральной линии, которая становится более ассиметричной и ее максимум 
сдвигается в низкоэнергетическую часть. Уширение спектров комбинационного рассеяния при 
увеличении времени травления указывает на нарушение кристаллической структуры исходного 
кремния, появление аморфной фазы и нанокристаллических кластеров, расположенных на 
поверхности пор. 

Заключение. В работе исследовано влияние технологических режимов получения пленок ПК 
на его структурные и фотолюминесцентные свойства. Проведенные исследования на образцах ПК 
одинаковой толщины показали, что увеличение времени травления приводит к более развитой 
морфологии поверхности ПК и увеличению его пористости. Пленки, полученные за время трав-
ления 1-2 минуты характеризуются средней квадратической шероховатостью Sq=1,63-1,85 нм а для 
образцов, полученных в течении 20 минут Sq=2,96 нм; при этом характерный размер неодно-
родностей на поверхности ПК увеличивался от 4,2 нм до 8,0 нм. Сканирующая электронная 
микроскопия подтвердила, что распределение концентрации пор по поверхности равномерное, а 
размеры пор варьируются от 7 нм до 9 нм.  

Смещение максимума спектра комбинационного рассеяния в низкоэнергетическую область 
спектра позволило определить размеры нанокристаллитов в образцах ПК, эти размеры умень-
шались от 6,6 нм до 3,8 нм при увеличении длительности травления от 1 минуты до 20 минут. 
Установлено, что интенсивность фотолюминесценции выше в образцах ПК с размерами нанокрис-
таллитов 3,8 нм, а максимум смещен в коротковолновую область спектра и локализован на 650 нм. 
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Тірек сөздер: кеуекті кремний, электрохимиялық өңдеу, фотолюминесценция, нанокристаллиттер. 
Аннотация. Монокристаллды n-типті өткізгішті кремнийді этил спирті мен еріткіштік қышқыл қоспа-

сында электрхимиялық еріту əдісімен алынған кеуекті кремний қабыршақтарының құрылымы мен физика-
лық қасиеттері зерттелді. Дайындалған үлгілер сканерлеуші зондық микроскопия, электрондық микроско-
пия, раман спектроскопия, жəне фотолюминесценция əдістерімен зерттелді. Технологиялық параметрлерін 
жəне еріту үрдісінің шарттарын өзгерте отырып нанокристаллиттер өлшемдерін қадағалауға жəне жақсар-
тылған наноқұрылымданған кеуекті кремний наноқабыршақтарын алуға болатыны көрсетілді. 
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Key words: rod, head, section, energy, potential, deformation, temperature. 
Abstract. In work at first method of minimization of full thermal energy defines a field of distribution of 

temperature on length of a core which both ends is rigidly jammed.  
Partially insulated rod members in practice are the main constituent elements of many machines and working 

under the influence of axial forces variable coordinate temperature, heat flux and heat transfer. With such complex 
effects study of thermoelastic stress-strain state is partially insulated rod becomes very challenging. Such problems 
arise in the design of machines used in metallurgical, chemical, petrochemical, food, meat, dairy and many other 
industries where working bodies, in addition to the mechanical load test and thermal stresses that are inevitable 
because of the principle, and (or) destination operation of these machines. 

Presence of a partial thermal protection, a thermal stream and heat exchange is thus considered. Further 
substituting the distribution of temperature found the law in expression functional potential energy of elastic defor-
mation and minimizing it on central values of elastic moving of applied discrete square-law final elements the resol-
ving system of the linear algebraic equations is under construction. Solving the last there is a field of elastic moving 
of components deformation and pressure and also value of arising compressing effort and thermo-elastic pressure. It 
is considered series of variants.  

  
 

УДК 539.3 
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Тірек сөздер: стержен, жылу, қима, энергия, потенциал, деформация, температура. 
Аннотация. Жұмыста толық жылу энергиясын минимизациялау əдісі арқылы екі жағы бекітілген стер-

женнің бойымен жылудың таралу өрісі анықталады.  
Тəжірибеде бөліктеп жылу оқшауланған стержендік элементтер көптеген машиналарда жəне осьтік 

күштер айнымалы əсерінен жұмыс істейтін температура, жылу ағыны жəне жылу беруді үйлестіру қарас-
тырылады. 

Берілген жылу көздерінде стерженнің беріктілігін сақтау үшін оның көлденең қима ауданының тиімді 
мөлшерін есептеу қажет. Ішінара жылу оқшауланған стержендердің жылу серпімді деформацияланған күйін 
зерттеу өте күрделі есептерге жатады.Мұндай есептер металлургиялық химиялық, нефтехимиялық, тамақ, ет 



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 3. 2015 
 

 
169 

жəне сүт жəне басқа өндірістің машина жасау салаларында, механикалық жүктемеден басқа жылу кернеу 
жүктемесі болуы жағдайында кездеседі. 

Сондықтан да ішінара жылу оқшаулау, жылу ағыны мен жылу алмасу əсерлері ескеріледі. Табылған 
жылудың таралу заңын серпімді деформацияның потенциалды энергиясының функционал өрнегіне қоя 
отырып, оларды дискретті квадраттық соңғы элементтерді қолданатын серпімді қозғалыстардың түйіндік 
мəндері бойынша минимизациялап, шешілетін сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесіне салынған.  

Соңғы жүйенің шешімі арқылы деформация компоненттерінің жəне кернеудің серпімді қозғалыстар 
өрісі, сондай-ақ, қысу күшінің жəне термо-серпімді кернеудің мəндері табылды. Түрлі нұсқалары ұсынылды. 

 
Мұнай-газ өңдеу, мұнай-химия жəне метал өндіру зауыттармен газогенераторлық электро-

станциялар, реактивті жəне іштей жану двигательдерінің көптеген негізгі құрылым элементтері 
стержендік элементтер болып жұмыс істетіледі. Олар үнемі күрделі жылу өрістері əсерінде 
жұмыс жасайды. Мұндай процесте жұмыс істетілетін стержендерде жылу өрісі əсерінен пайда 
болатын кернеулер мен сығушы күштер, кейде рұқсат етілген мөлшерден асып кетіп, құрылым 
элементтерінің қирауына алып келеді. Сондықтан да жылу ағыны мен жылу алмасу əсерінде 
жұмыс жасайтын стержендік құрылым элементтерінің термо-кернеулік күйлерін зерттеу, 
өндірістің немесе двигателдердің үздіксіз жұмыс жасауын қамтамасыз етуге көмектеседі.  Мысалы 

ұзындығы ][смL , көлденең қима ауданы ][ 2смF  ұзындығы бойынша тұрақты болған екі шеті 

мықтап бекітілген стерженді қарастырайық. Стерженнің қимасының радиусы ][смr  болсын. 

Стержен материалының жылу өткізгіштік коэффициенті )]/([ СсмВтK xx
 , жылудан кеңею коэф-

фициенті ]/1[ C , материалдың серпімділік модулі ]/[ 2смкГE  болсын. Стерженнің мықтап 
бекітілген екі шетіндегі көлденең қима ауданы арқылы оны қоршап тұрған сыртқы ортамен жылу 

алмассын. Мұнда жылу алмасу коэффициенті )]/([ 2
1 СсмВтh  , ал орап тұрған сыртқы ортаның 

температурасы ][1 CTco
  болсын. Сонымен қатар стерженнің бүйір бетінің ba xxx   

);(  ba xLx  бөлігіне ]/[
)(

sin)( 2смВт
xx

x
Axq

ab 



 жылу ағыны түсіп тұрсын. Стержен-

нің қалған axx 0  жəне Lxxb   бөліктерінің бүйір беті арқылы оны қоршап тұрған сыртқы 

ортамен жылу алмассын. Оның жылу алмасу коэффициенті )]/([ 2
2 СсмВтh   жəне сыртқы 

ортаның температурасы ][2 CTco
  болсын (1-сурет). 
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( ) sin
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b a

x x
q x A

x x

 
 



x

L

1 1, coh T

2 2, coh T 2 2, coh T
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ax
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Бұндай жағдайдағы стерженнің ұзындығы бойынша )(xTT   (əзірге белгісіз) заңдылықпен 
жылу таралады. Нəтижеде стержен жылу əсерінен кеңеюге əрекет жасап, оның мықтап бекітілген 
екі шетінде R сығушы күшті жəне кез келген көлденең қима ауданында FR /  термо-кернеуді 
тудырады. Сондықтан да )(xTT  , R жəне  -ларды табуымыз қажет. Ол үшін стерженді үш 

бөлікке бөліп қарастырайық (үш бөліктен көп бөлікке де бөлуге болады). Алдымен axx 0  

бөлігін қарастыратын болсақ, мұнда 0x  нүктеге сəйкес көлденең қима ауданы арқылы, ал 

axx 0  бөлігінің бүйір беті арқылы сыртқы ортамен жылу алмасқандықтан стерженнің бұл 

бөлігі үшін толық жылу энергиясын өрнектейтін функционалдың көрінісі мынадай болады [1] 

     










0 11

2
1

22
1

1

2

1 222 S S
coco

V

xx

ББ

dSTT
h

dSTT
h

dV
x

TK
I .                       (1) 

Мұнда 1V - стерженнің осы бөлігінің көлемі; 0S -стерженнің 0x  нүктеге сəйкес көлденең қима 

ауданы; ББS1 - стерженнің axx 0  бөлігінің бүйір бетінің ауданы. 

Ал енді стерженнің екінші ba xxx   бөлігін қарастырайық. Мұнда стерженнің бүйір бетіне 

]/[
)(

)(
sin)( 2смВт

xx

xx
Axq

ab

a







 жылу ағыны түсіп тұр. Сондықтан стерженнің бұл бөлігі үшін 

толық жылу энергиясын өрнектейтін функционалдың көрінісі төмендегідей болады [1]. 

 










ББSV

xx dSxTxqdV
x

TK
I

22

)()(
2

2

2 .                                            (2) 

Мұнда 2V - стерженнің екінші бөлігінің көлемі, ал ББS2 -осы бөліктің бүйір бетінің ауданы. 

Енді стерженнің соңғы үшінші Lxxb   бөлігін қарастырайық. Бұл бөліктің бүйір бетімен, 

Lx   нүктеге сəйкес көлденең қима ауданы арқылы сыртқы ортамен жылу алмасады. Сондықтан 
стерженнің бұл бөлігі үшін толық жылу энергиясын өрнектейтін функционалдың көрінісі [1]-ге 
сəйке мынадай болады 

     










L ББS S

cocoL
V

xx dSTT
h

dSTT
h

dV
x

TK
I

33

2
3

221

2

3 222
.                    (3) 

Онда жалпы стержен үшін толық жылу энергиясын өрнектейтін функционалдың көрінісі 
төмендегідей болады [1] 

321 IIII  .                                                                   (4) 

Зерттеліп жатқан процесс тұрақталған жылу таралу процесі болғандықтан, стерженнің əр 
бөлігіндегі жылу таралу заңдылығын өрнектейтін )(xTT   қисық сызығы, бір қалыпты қисық 
сызық болғандықтан, оны [2]-ге сəйкес үш нүктеден өткен қисық сызықпен аппрокцима-
циялаймыз. Онда стерженнің бір бөлігіндегі жылу таралу заңдылығын былайша өрнектеуге 
болады 

kkjjii TxTxTxxT )()()()(   .                                               (5) 

Мұнда )( ii xTT  , )( jj xTT  , )( kk xTT   болып, ix  - стерженнің бөлігінің сол шетіндегі нүкте-

сінің, jx - орта нүктесінің, kx - оң шеткі нүктесінің координаталары. 

2

22 )23(
)(



 xx
xi


 ,   

2

2 )44(
)(



 xx
xj


 ,   

2

2 )2(
)(



xx
xk


                   (6) 

Бұл функциялар – үш нүктелі квадраттық элементтің пішін функциялары [2]. Онда (5)-ті (4)-ке 
қойып, I функционалды стерженнің түйін нүктелеріндегі температураның мəндері бойынша 
минимизациялап, оларды анықтау үшін мынадай сызықты алгебралық теңдеулер жүйесін аламыз 
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 12,0 



шэсi
T

I

i

.                                                         (7) 

Мұнда шэс – стержендегі үш нүктелі квадраттық шекті элементтердің саны. Соңғы жүйені Гаусс 
əдісімен шешіп )(xTT   функциясын құрылады. Одан пайдаланып əр бір элемент үшін оның 
серпінділік деформациясының потенциал энергиясын жазамыз. Мысалы і- элементі үшін [3] 

dVxETdVП x
VV

xx
i

ii


  )(

2
.                                               (8) 

Мұнда iV  - і-ші элементтің көлемі; 
x

u
x 




 
- серпінділік деформациясы; 

kkjjii uxuxuxxu )()()()(   - стержен қимасының жылжуы; xx E  - серпінділік кернеуі. 

Онда стерженнің жалпы потенциал энергиясы 





шэс

i
iПП

1

.                                                                     (9) 

Енді )(xu -тің өрнегін (9)-ға қойып П-ны нүктелердің iu  жылжулары бойынша миними-

зациялап оларды анықтау үшін төмендегі сызықты алгебралық теңдеулер жүйесін аламыз 

 12,0 



шэсi
u

П

i

.                                                        (10) 

Нəтижеде түйін қималарының жылжуынан пайдаланып қатар тұрған кез келген i, j нүктелер 
арасындағы серпінділік деформациясының мəні былайша табылады 

k

ij
k

j

ij
j
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ij
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ij
x u
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xx

u
x
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uxx
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
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






  222

2


 .              (11) 

Ал серпінділік кернеудің мəні Гук заңына сəйкес бойынша табылады [4] 

2/)(2/)( ijij xxxxxx E    .                                                         (12) 

Осы нүктедегі температуралық деформация мен кернеудің мəні мынадай болады [4] 
;TT    TT E  .                                                            (13) 

Онда стерженнің кез келген қимасындағы термо-кернеудің мəні [4]-ке сəкес 

Tx                                                                        (14) 

болады. Сондай-ақ  -ның мəні Lx 0  аралықта тұрақты болады. Онда Гук заңына [4] сəйкес 
сығушы күштің мəні 

FR                                                                          (15) 
болады. 

Енді берілген мəселені мынада параметрлердің мəндерінде шешіп көрейік. ][30 смL  , 

][10
3

см
L
 , )]/([10 2

1 СсмВтh  , ][401 СТ co
 , ]/[30q 2смВт , 

)]/([6 2
2 СсмВтh  , ][202 СТ co

 , )]/([72 СсмВтK xx
 , ]/1[10125 7 С , 

]/[102 26 смкГЕ  ,  смr 1 , ][2 смrF   . 
Олай болса төмендегідей үш вариантты қарастырайық: 
1) )(xq  жылу ағыны стерженнің  x0  бөлігінің бүйір бетіне түсіп тұрсын. Онда 2-суре-

тінің а)-да )(xTT  , б)-да )(xuu  , в)-да x , г)-да Tx  ,  жəне  -дың таралу заңдылықтары 

көрсетілген. Мұнда ]/[8,733 2смкГ  болады жəне сығушы күштің мөлшері 

][5,2305 кГFR   болады екен. 
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Ключевые слова: стержень, теплообмен, сечение, энергия, потенциал, деформация, температура. 
Аннотация. В работе сначала методом минимизации полной тепловой энергии определяется поле 

распределения температуры по длине стержня, оба конца которого жестко защемлены. Частично теплоизо-
лированные стержневые элементы в практике являются основными составляющими элементами многих 
машин и работают под воздействием осевых сил, переменной по координате температуры, теплового потока 
и теплообмена. При таких сложных воздействиях исследования термоупругого напряженно-деформируе-
мого состояния частично теплоизолированных стержней становится весьма сложной задачей. Такие задачи 
возникают при проектировании машин, применяемых в металлургической, химической, нефтехимической, 
пищевой, мясо-молочной и во многих других видах промышленности, где рабочие органы, помимо меха-
нической нагрузки, испытывают и температурные напряжения, которые неизбежны в силу принципа и 
назначения работы этих машин.  

При этом учитывается наличие частичной теплоизоляции, теплового потока и теплообмена. Далее 
подставляя найденный закон распределения температуры в выражение функционала потенциальной энергии 
упругой деформации и минимизируя его по узловым значениям упругих перемещений, применяемых дис-
кретных квадратичных конечных элементов, строится разрешающая система линейных алгебраических 
уравнений. Решением последней определяются поле упругих перемещений компонентов деформаций и 
напряжений, а также значения возникающего сжимающего усилия и термо-упругого напряжения. Рассмот-
рены различные варианты.   
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Abstract. This work deals with the describtion of bases of designing of training to means information techno-

logies in the course of vocational training of the future teachers. As correct to use in a process formation of possi-
bility informative to technology. Bases of planning of educating to facilities informative technologies in the process 
of professional preparation of future teachers. Professional preparation of future teachers and pedagogical creative 
activity during school years. It provides teacher mastering common cultural (outlook), methodical (psychological-
pedagogical), subject blocks. Characteristics of possibility of association of structural information in the general 
view of process, as a higher process of development begins from entropy. Given model of system coordinates will be 
in a kind "narrow spiral", ie entropy mentally three measure in space during association of information from 
periphery at this time this object and level of association are moved apart in a center (looking an axis at model) in a 
process accordingly expresses it. 
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Тірек сөздер: жеке тұлға, педагогикалық мамандық, ақпараттық технологиялар, модель. 
Аңдатпа: Мақалада болашақ мұғалімдерді кəсіби дайындау үдерісінде ақпараттық технология 

құралдарын оқытуды жобалау негіздері қарастырылған. ЖОО-ғы болашақ мұғалімнің кəсіби даярлығы оқу 
жылдары кезінде кəсіби шеберлікке мақсатты даярлаумен қоса, педагогикалық шығармашылық қызметке 
дайындаумен тікелей астарласуы тиіс. Ол болашақ мұғалімнің жалпы мəдени (өмірге көзқарас), методо-
логиялық (психологиялық-педагогикалық), пəндік блоктарды меңгеруін қамтамасыз етеді. Ең жоғары энтро-
пиядан басталатын даму үдерісі, жалпы түрде құрылымдық ақпаратты жинақтау үдерісі ретінде сипатталуы 
мүмкін. Ұсынылған модель координаталар жүйесінде «қысыңқы спираль» түрінде болады, яғни, ойша үш 
өлшемді кеңістікте энтропия ақпараттың жинақталуы барысында перифериядан орталыққа қарай ығысады 
(модельдің осіне қарай) бұл мезгілде берілген объектіні ұйымдастыру деңгейі оны дамыту үдерісінде сəйке-
сінше өсетіндігін білдіреді. Құралдарды жобалауға, жасауға, қолдануға, байланысты ақпараттық техноло-
гиялардың құралдарын өзіндік ұйымдастыру үдерісін, олардың техникалық құралдарға тікелей қатынасын 
ескере отырып баламалы модельмен сипатталатындығын болжауға болады. Ғылыми-техникалық революция-
мен бірге өмірге келген ақпараттанудың ғылыми салалары, ақпараттық технологиялардың дамуындағы ішкі 
заңдылықтары мен логикасын, оны өндіргіш күшке айналу үдерісін арттыра түсті.  

 Қорыта айтқанда оқыту үдерісінде ақпараттық технологияларды қолданып оқыту арқылы дүниенің 
тұтастығын түсінеміз, жалпы интеллектің артуына ықпал жасаймыз. 

 
«Қазақстан Республикасының 2015 жылға дейінгі білім беруді дамыту» тұжырымдамасында 

«жоғары білім берудің мақсаты - қоғамның, мемлекеттің жəне тұлғаның сапалы жоғары білім 
алуға деген мүдделерін қанағаттандыру, əрбір адамға оқытудың мазмұнын, нысанын жəне 
мерзімдерін таңдауға кеңінен мүмкіндік беру»-деп атап көрсетілген. 

Қоғам өміріндегі қазіргі өзгерістер, экономиканың, саясаттың, əлеуметтік-саяси саланың 
дамуы қоғамдағы негізгі фактор болып табылатын жеке тұлғаның жалпы даму деңгейіне 
байланысты болмақ. Ал ол қоғамдағы білім беру талаптарын түбегейлі өзгертуге алып келді. 
Қоғамдық өмірдегі өзгерістер оқытудың жаңа технологияларын қолдануды, жеке тұлғаның жан-
жақты шығармашылық тұрғыдан дамуына жол ашуды көздеп отыр. Бұл міндеттерді жүзеге 
асырушылар білім беру жүйесінің күрделі мəселелерін шешуші кəсіби – педагогикалық шеберлігі 
жоғары ұстаздар болмақ. 

Міне, осы орайда ҚР Білім жəне Ғылым Министрлігі əзірлеген «ҚР жоғары педагогикалық 
білім тұжырымдамасы» мен «ҚР жаңа тұрпатты педагогінің үздіксіз педагогикалық білімі тұ-
жырымдамаларында» жаңа қоғамдағы мұғалім моделінің үлгілері көрсетіліп берілді. Жоғары 
педагогикалық білімді мұғалімдерге қойылатын талаптар қазіргі қоғам қажеттілігінен туындайды. 
Жаңа қоғам мұғалімі тек кəсіби шеберлігі жоғары адам ғана емес, рухани дамыған, шығармашыл, 
мəдениетті, білім құндылығын түсінетін, педагогикалық технологияларды меңгерген, ғылым мен 
техника жетістіктері негізінде кəсіби даярланған болуы тиіс. 

Осындай талап деңгейіндегі маманды даярлау жоғары оқу орындарының үлесіне тиеді. 
Педагогикалық мамандық - білім беру нəтижесінде алынған жəне берілетін біліктілікке сəйкес 
кəсіптік-педагогикалық міндеттерді алға қоюды жəне шешуді қамтамасыз ететін білім, іскерлік 
жəне дағдылардың жиынтығынан тұраты күрделі үрдістің жемісі, яғни осы кəсіптік топ шеңбе-
ріндегі қызмет түрі. Білім деңгейі мен кəсіптік деңгейді ұдайы арттырып отыру қажет, себебі ғы-
лым мен техниканың даму нəтижесінде білім тез ескіреді; ғылыми ақпарат көлемі тез өсіп, жаңа 
білім салалары дамыды, жаңа мамандықтар енгізу мен басқаруды ғылыми негізде жетілдіру қажет-
тігі туды. Міне, осыдан келіп əрбір адамның бүкіл өмір бойына білім алуына, оны толықтырып, 
жетілдіріп отыруына мүмкіндік жағдай жасалуда. 
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ЖОО-ғы болашақ мұғалімнің кəсіби даярлығы оқу жылдары кезінде кəсіби шеберлікке 
мақсатты даярлаумен қоса, педагогикалық шығармашылық қызметке дайындаумен тікелей 
астарласуы тиіс. Ол болашақ мұғалімнің жалпы мəдени (өмірге көзқарас), методологиялық (пси-
хологиялық-педагогикалық), пəндік блоктарды меңгеруін қамтамасыз етеді. 

Қазіргі заманғы қоғам үшін информатиканың, кибернетиканың, синергетиканың, эколо-
гияның, микроэлектрониканың жəне т.б. жаңа ғылымдардың ролі мен мəні туралы түсініктерді 
дамыту – қазіргі кезең – ғылыми-техникалық төңкерістер кезеңіне тəн ерекшеліктердің бірі. 

ХХ-шы ғасырдың 50-60 жылдары басталған бұл даму осы ғылымдардың қалыптасуына жəне 
адамзат əрекетінің көптеген салаларына, яғни өндірістік кəсіпорынға, ғылыми зерттеулерге, білім 
беруге, əлеуметтік мəселелерге жəне т.б. əсер етті. Бұл жүйелерде өзін-өзі ұйымдастыру, өзі-өзі 
дамыту, жүйелілік жəне басқару сияқты факторларды ескеру қажеттігіне алып келді. 

Қоғамды дамытудың қазіргі замани кезеңі үшін келесі факторлар мен міндеттер тəн [1, 2]: 
 адамзат іс-əрекетінің əртүрлі салаларынан шешім қабылдауды жеңілдету, олардың мəн-

мағынасын оңтайландыру үдерістерін компьютерлендіру; 
 табиғат пен қоғамның даму үдерісіндегі ақпарттың ролінің арта түсуі, оны алу (таңдау), 

жинақтау, өңдеу жəне мақсатты түрде қолдану құралдарын жетілдіру қажетілігі; 
 болып жатқан үдерістердің мəн-мағынасының сипаттамасы ретіндегі ақпарат пен энтро-

пияның өспелі ролі; 
 неғұрлым жетілген ақпараттық технологияларды жасау, таза ақпараттықтан компьютерлі 

интеграцияланған өндіріске өту, ары қарай ақпараттық қорды жетілдіру; 
 ақпараттық үдерістерді интенсификациялауға ұмтылу: хабарларды тасымалдау жылдам-

дығын арттыру, ұсынылатын ақпараттың көлемін арттыру, ақпаратты өңдеуді жəне оны ендіруді 
жеделдету, кері байланыстарды, ақпаратты көрнекі бейнелеуді неғұрлым толық түрде қолдану, 
басқарушылық еңбекті техникалық жабдықтауды арттыру; 

 адамзат потенциалын неғұрлым тиімді қолдануға ұмтылу, сəйкесінше материалдық жағ-
дайларды, ұнамды психологиялық климат жасау; 

 ЭЕМ-нің бірқатар есептеу, бақылау жəне басқарушының қызметтерін тасымалдау жолымен 
адамның ақыл-ой іс-əрекетінің мүмкіндіктерін көбейте түсу; 

 ақпараттық технологияларды жетілдіру, компьютерлік интеграцияланған өндіріс жасау; 
 ақпараттық тілдердің қалыптасу тарихын ескере отырып, оларды жетілдіру: сөйлеу тілі, 

жазба  ғылыми тіл (құрылымдау мен формальдауға ұмтылу)  метатіл (табиғат пен қоғамның 
неғұрлым жалпы заңдылықтарын қолдану); 

 басқару факторын жетілдіру жолымен, оның мəнін күшейту; 
 даму үдерісінде өзін-өзі жетілдіру, өзін-өзі ұйымдастыру жəне жүйелік ыңғайдың ролін 

арттыру; жүйе параметрлерінің нормадан ауытқу мəнін есептеу; 
 басқару үдерістеріне, шешім қабылдау үдерістерінің тиімділігіне көңіл бөлуді күшейту. 
Барлық қарастырылған үдерістерді, ұғымдарды, факторларды олардың тұрақты өзгеру 

жағдайында, философиялық көзқарас тұрғысында ой елегінен өткізу; оларды бір жүйеге біріктіру - 
өте күрделі мəселе болып табылады. Академик Р.Ф.Абдеевтің «Ақпараттық өркениеттің филосо-
фиясы» деген танымал монографиясы осы бағытқа арналған. Ол ұсынған қоршаған орта – сызықты 
емес заңдылықпен өмір сүретін, өзін-өзі ұйымдастыратын ауқымды жүйе [1, 13б]. Адамзат 
қоғамында өзін-өзі ұйымдастырудың көрінісі, табиғатты қорғауда, қарусыздануда, мемлекеттерді 
интеграциялауда жалпы адамзаттық құндылықтардың арта түсуі арқылы айқындалады. 

Қазіргі заманғы информатиканың ережелерін ескере отырып философиялық ғылымның 
жетістіктерін жалпылау келесі қорытындыларды жасау мүмкіндігін береді: 

 даму үдерісінің мəні ақпаратты мақсатқа сай жинақтаумен, оны келешекте ретке келтіру, 
құрылымдаумен айқындалады; 

 адамзат қоғамындағы даму үдерісі басқару жəне өзін-өзі басқару контурларының ұлы 
жиынтығынан құрастырылады. Əрбір мұндай контур, тікелей жəне кері ақпараттық байланыс-
тармен тұйықталған, басқарылатын объекті мен басқарылатын субъектіден тұратын, мақсатқа 
бағытталған ақпараттық-басқарушы үдерісті құрайды; 
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 жүйенің белсенділігінің басы кез келген басқарушылық үдерістің бастапқы міндеттері-        
мен – мақсатқа сай қызметі мен ауытқуымен байланысқан. Ауытқусыз ақпарат пен басқару үдерісі 
болмайды, даму да болмайды; 

 жүйе ортадан бөлек түрде белсенділік таныта алмайды, тек ортамен өзара əрекеттесу ғана, 
яғни бұл кезде пайда болатын ауытқулар, қарама-қайшылықтар жүйенің белсенділігіне, оның өзін 
сақтап қалу бағытындағы ілгерілеуіне қажетті жағдай жасайды; 

 кез келген түрдегі реттілік, қоршаған ортаның жүйеге қандай-да бір əсерінің нəтижесінде 
пайда болады, ол өзгермелі жағдайға бейімдейді, өзі үшін пайдалы ақпаратты жинақтайды; 

 басқару механизмі эволюция үдерісінде заңды түрде пайда болатын спецификалық тұрғыда 
ұйымдастырылған материя қозғалысының формасы. Ол екі өзара байланысқан, кері байланыс-
тармен тұйықталған контурлардағы ақпаратты мақсатқа бағытталған көпциклді түрлендірумен 
шектелетін жəне жүйенің басқарылатын объектісінің тұрақтылығын сақтауды жəне ақпаратты 
таңдау жəне жинақтау жолымен оны ұйымдастыру деңгейін одан ары қарай көтеруді функ-
циональды түрде іске асырады. 

Осылайша бейнелеу белсенділігі мен циклдікке негізделетін басқару үдерістері мен танымның 
ұқсастығын атап көрсетеді: 

 таным үдерісіндегі кері байланыстың (КБ) бірінші контуры – сынақтан өткізулер, бақы-
лаулар, ақпарат жинаудың көпретті циклі, яғни тəжірибеден алынған эмпирикалық білімнің, 
мазмұнның аймағы; 

 екінші контур – ақпаратты таңдау, жалпылау, кезектегі салыстырмалы шындықты 
анықтауға талпыныс жасау. 

Басқаша айтқанда, 1 контурда КБ құбылыс жақын қабылданады, ал 2 контурда оның мəн-
мағынасы танылады, мəн-мағынаға жету объектіге неғұрлым мақсатқа сай əсер ету, неғұрлым 
нəзік эксперименттер іске асырылуы барысында тереңдей түседі. 

Біздің зерттеу жұмысымыз бойынша Р.Ф.Абдеев ұсынған «ақпараттық құрылымдарды 
ұйымдастыру үдерісінің ойша моделі» жəне оны ЭЕМ буындарының дамуы мысалында ин-
терпретациялау үлкен қызығушылық тудырды. 

Модельді жасау екі алғышартқа сүйенеді: жүйелілік, жинақылық жəне өзіндік ұсыну, оларды 
қазір таным шындығының барлық деңгейлерінде дамытылады, бұл даму құбылысын толығымен 
екі қарама-қарсы бағыттың – ұйымдастыру мен дезорганизацияның күресі ретінде қарастыру 
мүмкіндігін береді. Ең жоғары энтропиядан басталатын даму үдерісі, жалпы түрде құрылымдық 
ақпаратты жинақтау үдерісі ретінде сипатталуы мүмкін. Ұсынылған модель координаталар 
жүйесінде «қысыңқы спираль» түрінде болады, яғни, ойша үш өлшемді кеңістікте энтропия ақпа-
раттың жинақталуы барысында перифериядан орталыққа қарай ығысады (модельдің осіне қарай) 
бұл мезгілде берілген объектіні ұйымдастыру деңгейі оны дамыту үдерісінде сəйкесінше 
өсетіндігін білдіреді. 

Осылайша бұл ақпараттық құрылымның өзін ұйымдастыру үдерісі келесі кезеңдермен 
анықталады: 

 екілік санау мен электрленуге өту (бастапқы секіру, электромагниттік реледен электро-
магниттік лампаларға төңкеріс арқылы өту) – ЭЕМ-нің І буыны; 

 ЭЕМ-нің І буынынан ІІ буынына жəне ІІ буынынан ІІІ буынына өте де осындай төңкеріс 
сипатында болды жəне «ескі элементтерден (электронды лампа – жартылай өткізгіш – интегралды 
схема) əрекет ету жылдамдығы 1-2 рет жоғары болатын жаңалардың пайдасы үшін бас тарту керек 
болды»; 

 ЭЕМ-нің ІІІ буынынан ІV буынға жəне V буындарына өту кезінде элементтік база 
(интегралдық схема): «ИС – ОИС (орта интегралдық схема) – ҮИС (үлкен интегралды схема) – 
ӨТИС (өте үлкен интегралды схема)» жетілдірілді. Дамудың бұл кезеңі эволюциялық үдеріс 
ретінде сипатталады, яғни ол барлық бөліктерді сақтау барысында жекелеген бөліктерді жаңар-
туды іске асырады, жаңа жетістіктердің пайда болуына байланысты оларды жедел жəне 
экономиялық түрде ендіреді; 

 есептеу техникасын ары қарай дамыту сапалық басқа қағидаларды талап етеді. Өте үлкен 
көлемдегі ақпараттарды замани ЭЕМ-нің көмегімен өңдеу барысында пайда болатын қиыншы-
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лықтар мен техникалық прогрестің объективті қажеттіліктері қарастырылып отырған сала 
бойынша жаңа революциялық төңкерісті даярлауда (оптикалық ЕМ, биокомпьютерлер жəне т.б.) 

Жоғарыда айтылғандарға байланысты бағдарламалық қамтамасыз етуді, құралдарды 
жобалауға, жасауға, қолдануға, байланысты ақпараттық технологиялардың құралдарын өзіндік 
ұйымдастыру үдерісін, олардың техникалық құралдарға тікелей қатынасын ескере отырып 
баламалы модельмен сипатталатындығын болжауға болады [3-5]. Мұндай модельді құру үшін АТ 
құралдарын дамыту үдерісіне əсер ететін басқа да құраушыларды: олар негізделген формальды 
аппараттардың даму деңгейін; бағдарламалық қамтамасыз ету деңгейін; АТ құралдарын адамзат іс-
əрекетінің түрлі салаларында қолдану арқылы жəне т.б. ескеру керек. 

Сондықтан ғылыми дүниетанымда жаңа технологиялардың орны ерекше, себебі ол заманауи 
ақпараттық технологияларды қоғамның барлық саласында жəне ғылыми-техникалық зерттеулерде 
кеңінен қолданылуынан келіп туындайды. Ғылыми-техникалық революциямен бірге өмірге келген 
ақпараттанудың ғылыми салалары, ақпараттық технологиялардың дамуындағы ішкі заңдылықтары 
мен логикасын, оны өндіргіш күшке айналу үдерісін арттыра түсті.  

Қорыта айтқанда оқыту үдерісінде ақпараттық технологияларды қолданып оқыту арқылы 
дүниенің тұтастығын түсінеміз, жалпы интеллектің артуына ықпал жасаймыз. Ал біздіңше жоғары 
оқу орындарында болашақ мұғалімдерді кəсіби дайындау үдерісінде заманауи ақпараттық 
технологияларды оқу үдерісінде қолдану жаңа оқу пəндерінің пайда болуына алып келеді жəне 
осыған байланысты оқытудың жаңа формалары мен тəсілдерін қарастырудың өзектілігі артады. 
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Key words: differential, recurrent, Programming. 
Abstract. In this article, first order differential equations to solve the problem for a report using Excel 

spreadsheet are regarded. Also it provided for the Cauchy problem for differential equations. Euler and Runge-Kutta 
methods using spreadsheets ways Pascal programming language for solving differential equations, briefly mentioned 
in the program. In general, these methods were analyzed for final decisions. Graph of the results of the report is 
connected. Runge-Kutta solutions are for the most widely used methods. Many other methods of Runge-Kutta 
numerical method to calculate the value of the function at the point of the last steps in the value of the information 
obtained. Article describes Euler's method, Runge-Kutta Pascal algorithmic language program. This program can be 
changed to another program algorithmic language. At the same time, the Cauchy problem is one of the main objec-
tives of the theory of differential equations. With regard to the Euler method, the main ideas is the starting point for a 
number of other methods. Euler's method is used for solving equations of any order. Euler's method for ordinary 
differential equations, mathematical models are used to solve many problems in the field of natural sciences. Runge-
Kutta methods, compared with the methods of Euler and Cauchy examples. 
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Тірек сөздер: дифференциял, рекурент, программалау, ұяшық. 
Аннотация. Мақалада Бірінші ретті дифференциялдық теңдеулер үшін Коши есебін шешуге Excel 

электрондық кестесін қолданып шығаруға арналған. Сонымен қатар дифференциялдық теңдеулер үшін 
Коши есебі қарастырылған. Электрондық кестені пайдаланып Эйлер жəне Рунге-Кутта тəсілдерімен диффе-
ренциалдық теңдеулерді шешу жолдарын қарастырып, Паскаль программалау тілінде қысқаша бағдар-
ламасы көрсетілген. Жалпы осы тəсілдердің шешімдеріне талдау жасалып, қорытынды шығарылған. Есептің 
нəтижесі графика түрінде салыстырылған. Рунге-Кутта шешімдер неғұрлым кеңінен қолданылатын əдіс. 
Рунге-Кутта əдісінен басқа көптеген сандық əдістер нүктесінде функцияның мəнін есептеу үшін, өткен 
қадамдарда алынған мəндері туралы информация пайдаланады. Мақалада Эйлер, Рунге-Кутта əдістерін 
пайдаланудың Паскаль алгоритмдік тілде программасы берілген. Бұл программа басқа алгоритмдік тілде 
жазылған программаға ауыстыруға болады. Сонымен қатар, Коши есебі дифференциялдық теңдеулер 
теориясының негізгі есептерінің бірі. Эйлер əдісіне тоқталатын болсақ негізгі идеялар, басқа əдістермен 
бірқатар нүктесі болып табылады. Эйлер əдісі кез-келген тəртіп теңдеулерді шеше алады. Қарапайым диффе-
ренциалдық теңдеулер үшін Эйлердің əдісі математикалық моделі ретінде жаратылыстану ғылымдары 
бойынша көптеген проблемаларды шешу үшін пайдаланылады. Рунге-Кутта, Эйлер əдістері мен Коши 
есебіне мысалдар келтіріліп, салыстырылған. 



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 3. 2015 
 

 
181 

Бірінші ретті Кəуділгі дифференциялдық теңдеу үшін Коши есебін қарастырайық. Жалпы 
түрде Коши есебі былай сипатталады: 

),( yxf
dx

dy
  

y(0) = y0 дифференциалдық бастапқы шартын қанағаттандыратын теңдеуінің у=f (х) шешімін 
табу керек. 

Нақты есепті қарастырайық. 

xxy
dx

dy






)exp(*2  

Теңдеуінің y(0) =0,25 бастапқы мəнді қанағаттандыратын шешімін табайық. Шешімді [O,T] 
кесіндісінде табу керек. Мұндағы «Т» кез келген мəнге ие болуы мүмкін. 

Теңдеудің дəл шешімі былай өрнектеледі: 
25.02/)exp()*2exp()(  Xxxxy  

Осы есептің [O,T] аралығында Х һ – қадаммен өзгеретін сандық шешімін кесте түрінде 
шығаратын, сол нүктелердегі дəл шешімімен салыстыру қажет. 

Һ қадамды анықтау үшін мына формуланы пайдаланылды. 

N

T
h   

Мұндағы N - [O,T] аралығындағы функцияның мəндері есептелетін нүктелердің саны. 
Қойылған есепті шығаруға екі тəсіл қолданамыз. Біріншісі Эйлер тəсілі. Екіншісі 4-ретті 

Рунга–Кутте тəсілі. 
Бірінші тəсіл оңай жасалады. Ал екінші тəсіл күрделірек жəне шешімі дəлірек. 
1.1 Эйлер тəсілі. Есептің шығару алгоритмі. Эйлер тəсілі бойынша бірінші ретті кəдуілгі 

дифференциалдық теңдеулері үшін Коши есебі реккурентті формуламен беріледі: 

),(*1 kkkk yxfhyy   

Мұндағы, 

.1,...,2,1,0,0,* 00  NKXKhXXk  

Рунге – Кутта тəсілі. Бірінші ретті кəдуілгі дифференциялдық теңдеулер үшін Коши есебі 4-
ретті Рунге–Кутта тəсілінде мынандай реккуренттік формуламен анықталады. 

6/*)*22( 43211 hmmmmyy kk   

Мұндағы 

),*,(

)2/*,2/(

)2/*,2/(

),(

34

23

12

1

hmyhxfm

hmyhxfm

hmyhxfm

yXfm

kk

kk

kk

kk







 

K=0,1,2,…,N-1 
Рунге–Кутта тəсілі Эйлер тəсілінен дəлірек, бірақ оны программалауда күрделі. Microsoft 

Excel программасының көмегімен осы есептеу процесін оңай ұйымдастыруға болады. 
Ал Excel программасының графикалық мүмкіндігінен алынған шешімнен дəл шешімді 

салыстырып көруге мүмкіндік береді. 
1.2. Электрондық кестені пайдаланып Эйлер тəсілімен дифференциалдық теңдеулерді 

шешу. 

25.0)0(

2

0 






yy

xey
dx

ax x

              1,0x  
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 kkkk yxfhyy ,*1                   k=0,1,2….N-1; 
 

hxx kk   

h=
N

1
                         N=100 

 

x 00  
 

 
 

 

00,001
024),(; xeyxfhxx x   

 

)*2(* 0
*

01
0 xeyhyy xk   

A2=A1+$1$4*(2*A1+EXP(B)) 
 

Y0=0.25,          X0=0,           Xn=1,            N=100,           h=0.001  
 

 
 

І бағанаға бастапқы енгізілген мəндерді жазамыз 
І 1=0 
I 2=1 
I 3=100            N 

I 4= 1/$ I$3     
N

р
1

 

І 5 у-тің бастапқы мəнін 0,25 санын енгіземіз. 
 

В бағанаға х-тің мəндерін енгіземіз: 
В1=$ I $1 
B2=B1+$ I $4 
X1=x0+h 
Қалған ұяшықтағы формуланы көшіреміз. 

),0(; 001 yxfhyy
k


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С бағанаға дəл шешім жазылады. 
С1=$I$5 
C2=exp(2*∆2)-exp(B2)+ ∆A2+$I$5= exp(2*x0)-exp(x0)+x0/2+0.25 
 

А бағанына есептің Эйлер тəсілімен жуықтап шығарылған мəндерді орналастырамыз. 
 

A1=$I$5 
A2= A1+$I$4*(2*A1+exp(B1)- ∆1) 
 

 
 

Эйлер тəсілінің программасы 
 

PROGRAM EIL; 
VAR YT,X,H,Y0,T:REAL; 
VAR N,I:INTEGER; 
FUNCTION F(X,Y:REAL):REAL; 
     BEGIN :=2*Y+EXP(X)-X; END; 
     BEGIN 
T:=1; N:=100; H:=T/N; 
Y0:=0.25; X0=0; 
FOR I:=1 TO N-1 DO 
     BEGIN 
Y:=Y0+H*F(X0,Y0); X0:=X0+H; 
WRITE(X0,Y); 
Y0:=Y;          YT:=EXP(2*X0); 
END; 
END. 

 

Есептің шығару алгоритмі 
 

І бағанына аралық шекаралары орналасады (О, Т). 
І1=0 (О, Т) аралығының сол жақ шекарасы 
І2=1 (О,Т) аралығының оң жақ шекарасы 
У0=0,25 бастапқы мəні А1 ұяшығында болады.  
А2 ұяшығына  
 =А1+$І$3*(2*А1+ЕХР(В1)-В1) формуласын енгіземіз.  
Х айнымалысының ағымдық мəндері В бағанына орналасады.  
 

В2=В1+$І$3 
 

В2=І1 

0

0,1
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0
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В1 ұяшығына (О,Т) аралығының сол жақ шегі жіберіледі де, ал В2 ұяшығына І3 ұяшығынан Һ 
қадамның мəні алдыңғы В1-дің мəніне қосылады.  

С бағанында дəл шешіс орналасады. С1 ұяшығында х=0 нүктесіндегі шешімнің мəні тұрады, 
ал С2 ұяшығын келесі формуланы енгіземіз:  

  

= ЕХР(2*В2)- ЕХР(В2)+В2+0,25 
 

Бұл формуланың көмегімен х аргументінің В2 ұяшығындағы мəніне сəйкес дəл шешімнің мəні 
есептелінеді. 

Н бағанында Коши есебінің 4-ретті Рунге – Кутт тəсілімен есептелінген сандық шешімі 
орналасады. Хк В2 ұяшығынан, ал Ук Н1 ұяшығынан алынады.  

 

=Н1+(D2+2*Е2+2*Ғ2+G2)*$І$3/6 
 

D2, Е2, Ғ2, G2 ұяшықтарына m1, m2, m3, m4 коэффиценттеріне сəйкес формулалар жазылады. 
Бұл формулалардың жазылу түрі мынадай болады: 

 

=2*Н1+ЕХР(В1)-В1 
 

=2*(Н1+D2*$І$3/2)+ ЕХР(В1+$І$3/2)-В1-$І$3/2 
 

=2*(Н1+Е2*$І$3/2)+ ЕХР(В1+$І$3/2)-В1-$І$3/2 
 

=2*(Н1+Ғ2*$І$3/2)+ ЕХР(В1+$І$3/2)-В1-$І$3/2 
 

1.3. Рунге–Кутта тəсілі. Рунге – Кутта тəсілінің программасының құрылымы 

6/*)*22( 43211 hmmmmyy kk   
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hmyhxfm
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kk
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kk
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




 

 

PROGRAM RUNGE; 
VAR H,X,X0,Y,Y0,T,M1,M2,M3,M4: REAL; 
VAR I,J,N: INTEGER; 
FUNCTION F(X,Y:REAL) :REAL; 
BEGIN 
F:=2*Y+EXP(X)-X; 
END; 
BEGIN 
T:=1; N:=100; 
Y0:=0.25; X0:=0; 
H:=T/N; 
FOR I:=1 TO N-1 DO 
M1:=F(X0,Y0); 
M2:=F(X0+H/2,Y0+M1*H/2); 
M3:=F(X0+H/2,Y0+M2*H/2); 
M4:=F(X0+H, Y0+M3*H); 
Y:=Y0+(M1+2*M2+2*M3+M4)*H/6; 
WRITE(X0,Y); 
Y0:=Y; 
END; 
END. 
 

Суретте бір жолға енгізілген формулалар көрсетілген. Осы формулаларды келесі жолдарға 
тратып, х=1 мəніне дейінгі шешімді табамыз.  
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  
ПЕРВОГО ПОРЯДКА С ПОМОЩЬЮ ТАБЛИЦЫ 

 

Ж. А. Мусиралиев, Г. О. Омирбек, Л. А. Рсалина  
 

Казахский государственный женский педагогический университет, Алматы, Казахстан 
 

Ключевые слова: дифференциал, рецидивирующий, программирование. 
Аннотация. В статье рассматриваются дифференциальные уравнения первого порядка, для создания 

электронных таблиц Excel. Также предусмотрено решение задачи Коши для дифференциальных уравнений. 
Решения Рунге-Кутты – широко используемый метод. Многие другие методы Рунге-Кутта численного мето-
да для расчета значения функции в точке из последних шагов на величину полученной информации. Задача 
Коши является одним из основных задач теории дифференциальных уравнений. Что касается метода Эйлера, 
одна из основных его идей является отправной точкой для ряда других методов. Метод Эйлера используется 
для решения уравнений любого порядка.  
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SYNTHESIS OF THE CARBON NANOPARTICLES  
IN THE GAS PHASE DEPENDING ON THE PLASMA PARAMETERS 
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Keywords: nanoparticles, dusty plasma, nanomaterials, gas discharges. 
Abstract. In this work carbonous nano and microparticles were obtained by the plasma chemical vapor 

deposition method in RF discharge and their size and structure depending on the discharge parameters were inves-
tigated. Synthesis of nano and microparticles was carried out in mixtures of argon (98%) and methane (2%) gases at 
different parameters of RF discharge such as time, pressure and discharge power. Morphology and chemical content 
of obtained samples are investigated by scanning electron microscopy (SEM) and Raman spectroscopy. Analyses of 
obtained results indicate that synthesis and deposition processes depend on plasma parameters. The optimal 
conditions of nanoparticle synthesis were determined. 
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Аннотация. Аталған жұмыста жоғары жиілікті сыйымдылықты разряд плазмасында газдық фазада 

көміртегі нанобөлшектері алынған жəне олардың өлшемдері мен құрылымдарының разряд параметрлеріне 
тəуелділігі зерттелген. Нано жəне микробөлшектер синтезі ЖЖС разрядта аргон (98%) мен метан (2%) газ 
қоспасы плазмасында əртүрлі уақыт, газ қысымы жəне разряд қуатының параметрлерінде жүргізілген. 
Алынған бөлшектердің үлгілерінің беттік жəне химиялық құрамын зерттеу электронды сканерлеуші микро-
скоп Quantа 3D 200i (SEM, USA FEI company) көмегімен жүргізілді. Графиктік жəне математикалық есеп-
теулер негізінде көміртегі нано жəне микробөл-шектері өлшемдерінің разряд қуатына, газ қысымына, 
синтезделу уақытына тəуелділіктері тұрғызылды.  

 
Кіріспе. Қазіргі таңда нанобөлшектер мен наноқұрылымды материалдар көптеген заманауи 

тауарлар – лак жəне боя өндірісінен бастап ас тағамдары өнеркəсібінің негізі болды. Нанобөл-
шектер мен наноқұрылымды материалдардың дамуы медицина мен фармацевтика, энергетика, 
электроника, автомобиль өнеркəсібінің маңызды бөлігіне айналды. Сондықтан конструкциялы 
жəне функционалды наноматериалдар алу нанотехнология саласының маңызды ғылыми жəне 
қолданбалы есептерінің бірі болып саналады [1]. Бəрімізге белгілі, нанотехнология саласы 
қолданбалы ғылымдағы өркендеп дамып келе жатқан маңызды бағыт болып табылады.  

Осыған байланысты адамзат қажетті қасиеттерге ие жоғары сапалы ұсақдисперсті (микро 
жəне нанобөлшек) композитті материалдарды нанобөлшек жəне наноұнтақ алуда, металдарды 



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 3. 2015 
 

 
187 

керамикалық материалдар (жоғарғы температуралы жоғары өткізгіштер мен қатты электролиттер) 
дəнекерлеуде, күн батареяларын өндіру технологияларында қолдануға қызығушылық танытуда [2].  

Қазір, нанобөлшекті алудың келесі əдістері кеңінен қолданылады: плазма-химиялық, өткіз-
гіштерді электрлік жару, буландыру жəне конденсация, левитациялық-аққыштық, криохимиялық 
синтез, золь-гель процесі, ертінділерден тұндыру, сольво жəне гидротермальды синтез, электро-
литтік, микроэмульстік, сұйық фазадан қалпына келтіру, соққы-толқындық синтез. Солардың 
ішінде, наноқұрылымды нанобөлшектерді алудың екі қарапайым классикалық əдістері бар, олар 
плазма-химиялық жəне қажетті өлшемдерге дейін ұсақтау. 

Аталған жұмыста плазмалы-химиялық əдіс негізінде жоғары жиілікті сыйымдылықты (ЖЖС) 
разрядта газдық фазадан көміртегі нанобөлшектері синтезделген жəне олардың өлшемдері мен 
құрылымдарының разряд параметрлеріне тəуелділігі зерттелген.  

 

Тəжірибелік қондырғы 
 

1-суретте ЖЖС разряд плазмасында газдық фазадан нано- жəне микробөлшектерді синтез-
деуге арналған тəжірибелік қондырғының сұлбасы көрсетілген [3, 4]. Бұл тəжірибелік қондырғы 
газдық разрядты камерадан (1), сейкестендіргіш құрылғылы (2) ЖЖ генератордан (3) жəне өздік 
ығысу кернеуін анықтайтын модульден (4) тұрады. Өзара параллель жазық екі электрод газдық 
разрядты камерада орналасқан. Электродтардың диаметрі 10 см, арақашықтығы 1,5 см. Төменгі 
электродқа (5) 13,56 МГц жоғары жиілікті кернеу беріледі жəне жоғарғы электрод (6) жерге жал-
ғанған. Жоғарғы жиілікті генератордан берілетін қуат 1,5–20 Вт аралығында. Ал, жұмыс газы 
ретінде аргон жəне метан қоспасы алынды, қысымы 0,1–2 Тор аралығында өзгертіліп отырды. 
 

 

1-сурет – ЖЖ разрядты қондырғының жалпы сұлбасы 

 
Тəжірибелік əдіс 

 
Бұл тəжірибелік жұмыста плазма-химиялық əдіс негізінде ЖЖС разряд плазмасында газдық 

фазадан көміртегі нано- жəне микробөлшектері синтезделген. Аталған газдық фазадан микро жəне 
нанобөлшектерді синтездеу əдісі ЖЖ разряд плазмасында аргон метан газ қоспасының құрамының 
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молекулалар мен атомдардың иондарына ыдырауына, соңынан кластерлерден бастап микро-
бөлшектерге дейін өсуіне негізделген. Бұл ұсақдисперсті бөлшектердің синтездеу ЖЖС разряд 
плазмасында иондық-сəулелік қондыру əдісімен көміртегі наноқабықшаларын алу барысындағы 
тəжірибелік жұмыстарда аңғарылған болатын [5].  

Электродтарға жоғары жиілікті кернеу беріліп, разряд жанады жəне диссоцация жəне иондалу 
процестері нəтижесінде газдар қоспасы иондар мен радикалдарға бөлініп, химиялық реакция-
лардың арқасында нано- жəне микробөлшектер синтезделеді. Плазмада газдық фазадан нано- жəне 
микробөлшектердің өсуі [6-8] белгілі механизммен жүзеге асырылады. Яғни, пайда болу жəне 
полимеризация, қанығу жəне коагуляция, нанобөлшектің беттік өсуі сияқты фазалардан тұрады. 
Бірінші фазада t = 0 (пайда болу жəне полимеризация фазасы) газ атомдары мен молекулаларының 
иондары мен радикалдарынан нанокластерлер пайда болады, осыдан кейін қанығу фазасы жүреді 
t1, мұнда нанокласстерлер критикалық өлшемге дейін өседі жəне бір-бірімен жабыса бастайды t2 
(коагуляция фазасы), нанобөлшектің орташа өлшемі 50 нм-ге тең. Кейін нанобөлшектің беттік өсу 
фазасы жүреді, мұнда нанобөлшектердің өлшемдері ғана өзгереді. 

Алынған нəтижелер. Нано- жəне микробөлшектер синтезі ЖЖС разряд аргон (98%) мен 
метан (2 %) газ қоспасы плазмасында белгілі уақытта, газ қысымы мен разряд қуатының əр-түрлі 
мəндерінде жүргізілген. Төменде жоғары жиілікті разряд плазмасында газдық фазадан синтез-
делген көміртегі нанобөлшектері 2-суретте көрсетілген. 

 
 

2-сурет – ЖЖ разряд пласмасында синтезделген көміртек микробөлшектері (а)  
жəне өлшемдері бойынша таралуы(б) p = 0,8 Тор, W= 10 Вт 

 
Газ қысымы мен разряд қуатының əр-түрлі параметрлерінде алынған нəтижелер синтезделген 

бөлшектердің өлшемдері бойынша таралу функциясы ретінде төмендегі 3-суреттерде көрсетілген.  
3а-суретте разряд қуатындағы өзгерісіне байланысты плазмада синтезделген нано- жəне 

микробөлшектердің өлшемдері бөйынша таралу графигі көрсетілген. Бірдей плазма параметр-
лерінде разряд қуатының кемуіне байланысты синтезделген нано- жəне микробөлшектердің əр 
түрлі фракциялары көруге болады. 

Берілетін разряд қуатына байланысты плазмада нанобөлшектердің анықталған өлшемдерін 
алуға болады. Разряд қуатының артуына байланысты электрондардың энергиясы артып, газдың 
иондалу жылдамдамдығы артады. Осыған байланысты иондардың концентрациясы мен иондардың 
бөлшек бетіне қонуы жоғарылайды. Бұл эффект бөлшектердің тез өсуіне алып келеді. Аталған 
процесс жоғарыдағы 3б-суретте жақсы сипатталған.  

Сонымен бірге, төмендегі 4а-суретте синтезделу уақыты мен разряд қуатының тұрақты 
мəнінде, плазмадағы бөлшектердің өсуінің газ қысымының р=0,5-1,1 тор аралығындағы өзгерісіне 
тəуелділігі көрсетілген.  
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3-сурет – а) синтезделген көміртегі нано- жəне микробөлшектерінің өлшемдері бойынша таралу функциясы,  
p = 0,6 тор жəне W = 20- 40 Вт; б) синтезделген бөлшектердің диаметрлерінің разряд қуатына тəуелділігі 

  

4–сурет. а) синтезделген көміртегі нано- жəне микробөлшектерінің өлшемдері бойынша таралу функциясы, W = 20Вт 
жəне p = 0,5-1,1 тор; б) бөлшектердің пайда болу уақытының газ қысымына тəуелділігі 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

5-сурет – Бөлшектердің диаметрі мен концентрациясының синтез уақытына тəуелділігі 
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4б-суретте көріп отырғанымыздай, төменгі разряд қуаттарында бөлшектердің пайда болу 
процесі ұзақ уақытты қажет етеді, өйткені иондалу процессінің өзі арнайы бір уақытты қажет 
етеді. Газ иондалғаннан кейін, плазмадағы иондар нанокластерлер жəне нанобөлшектер түзуі үшін 
бір-бірімен химиялық байланысқа түседі. Ал разрядтың жоғарғы қуаттарында газдың иондалу 
процессі жылдам жүретіндіктен, бөлшектердің пайда болуы төмендейді.  

Жасалған сериялы эксперименттік нəтижелерден нанобөлшектердің пайда болуының опти-
маль параметрлері анықталды. 4б-суреттен 0,8 торға дейінгі газ қысымының өсуі бөлшектердің 
пайда болу уақытының төмендейтіні, ал одан ары газ қысымын жоғарылату бөлшектердің пайда 
болуы уақытының өсетіндігін көреміз. 

Сонымен қатар, бөлшектердің диаметрі мен концентрациясының синтез уақытына тəуелділігі 
алынды. Жоғарыдағы алынған нəтижелер бөлшектердің өсуі плазма параметрлері, яғни разряд 
қуаты, газ қысымы жəне бөлшектердің синтезделу уақытына тікелей тəуелді екенін көрсетті. 

Осы жұмыста алынған нəтижелер алдығы уақытта ЖЖ разрядты плазмада газдық фазадан 
бөлшектердің өсуінің басқа да разряд параметрлерлеріне тəуелділігін алуға жəне бөлшектер 
алудың технологиялық регламентін жасауға негіз болады.  
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В ЗАВИСИМОСТИ ОТ ПАРАМЕТРОВ ПЛАЗМЫ ВЧ РАЗРЯДА 
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Ключевые слова: наночастицы, пылевая плазма, наноматериалы, газовые разряды. 
Аннотация. В работе получены наночастицы углерода в плазме высокочастотного емкостного разряда в газовой 

фазе и исследованы их размеры и структура в зависимости от параметров разряда. Синтез нано- и микрочастиц прово-
дился в смесях газов аргон (98%) и метан (2%) в ВЧЕ разряде при разных параметрах, таких как время синтеза, давление 
и мощность разряда. Исследования поверхности и химического состава полученных частиц проводились с помощью 
сканирующего электронного микроскопа Quantа 3D 200i (SEM, USA FEI company). На основе графических и мате-
матических расчетов построены зависимости размеров наномикрочастиц от мощности разряда, давления газа и от 
времени синтеза. 
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Abstract. One of the main problems in instrumentation have always been questions of stability of sensors of 

physical quantities. Of particular relevance they have acquired in connection with the creation and development of 
complex autonomous measurement and control systems in various industries. This is due to factors such as the long 
period of operation of objects, the impossibility of their maintenance and repair, including the installation and 
dismantling of sensors, territorial remoteness, stealth, etc. Improved stability of the sensors of physical quantities is a 
complex problems, including: the creation of new design and technological solutions, the development of new tech-
nologies, methods and procedures for monitoring, testing, long-term analysis of failures and defects in the operation 
of sensors, etc. This priority is to create new designs and technologies, as the improvement of sensors using tradi-
tional methods of conversion, design and technology are mostly exhausted itself, and not justified in practice. 

The article is devoted to the key issue of ensuring the stability of the sensors of physical quantities. Approaches 
to develop a set of physical and mathematical models, which will not only significantly reduce the duration of full-
scale tests, but also to accelerate the entire development cycle of new and modernization of the previously developed 
sensors of physical quantities. It was created by a series of sensors and measurement modules microelectronic 
sensors and rapidly acoustic pressure. 
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Ключевые слова: физико-математическая модель, микроэлектронный датчик, чувствительный эле-
мент, измерительный модуль. 

Аннотация. Одним из основных проблем в приборостроении всегда были вопросы обеспечения ста-
бильности датчиков физических величин. Особую актуальность они приобрели в связи с созданием и 
развитием сложных автономных измерительных и управляющих систем в разных отраслях экономики. Это 
связано с такими факторами, как длительный период функционирования объектов, невозможность их обслу-
живания и ремонта, в том числе монтажа-демонтажа датчиков, территориальная отдаленность, скрытность и 
т.д. Повышение стабильности датчиков физических величин является сложнейшей комплексной задачей, 
включающей в себя: создание новых конструктивно-технологических решений, разработку новых техноло-
гий, методов и процедур контроля, испытаний, долговременного анализа отказов и дефектов датчиков в 
процессе эксплуатации и т.д. При этом приоритетным направлением является создание новых конструкций и 
технологий, так как совершенствование датчиков, использующих традиционные методы преобразования, 
конструкции и технологии в большинстве своем исчерпало себя и не оправдало на практике.  
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Статья посвящена ключевой проблеме обеспечения стабильности датчиков физических величин. 
Рассмотрены подходы по разработке комплекса физико-математических моделей, который позволит не 
только существенно сократить длительность натурных испытаний, но и ускорить весь цикл разработки 
новых и модернизации ранее разработанных датчиков физических величин. Был создан ряд чувствительных 
элементов и измерительных модулей микроэлектронных датчиков акустических и быстропеременных 
давлений. 

 
Обзор проблемы обеспечения стабильности датчиков физических величин. Вопросы обес-

печения стабильности датчиков физических величин (ДФВ) всегда были одними из основных в 
измерительной технике и приборостроении. Особую актуальность они приобрели в связи с 
созданием и развитием сложных автономных измерительных и управляющих систем в космо-
навтике, энергетике, трубопроводном транспорте, охране важных объектов, экологии. Это связано 
с такими факторами, как длительный период функционирования объектов, невозможность их 
обслуживания и ремонта, в том числе монтажа-демонтажа датчиков, территориальная отдален-
ность, скрытность и т.д. Показательными объектами вышеуказанных отраслей являются: охранные 
системы стратегических объектов, орбитальные комплексы, межпланетные станции, плотины 
гидроэлектростанций, ядерные реакторы, контейнерные автономные метеостанции, а так как все 
современные информационно-измерительные системы, построенные с применением микропро-
цессоров, контроллеров и компьютеров, имеющие на низовом уровне (процесс, установка, 
изделие, агрегат) опять те же ДФВ–преобразователи контролируемых параметров процесса. И если 
их характеристики будут нестабильны во времени, то ни какими программно-аппаратными 
средствами невозможно обеспечить информативность измерений и регулируемость процесса. Все 
это приводит не только к финансовым потерям, но может послужить причиной экологических 
катастроф (неуправляемость ядерной реакцией, аварии на нефте- и газопроводах, прорыв плотин 
гидроэлектростанций и т.д.). Повышение стабильности ДФВ является сложнейшей комплексной 
задачей, включающей в себя: создание новых конструктивно-технологических решений, разра-
ботку новых технологий, методов и процедур контроля, испытаний, долговременного анализа 
отказов и дефектов датчиков в процессе эксплуатации и т.д. При этом приоритетным направ-
лением является создание новых конструкций и технологий, так как совершенствование датчиков, 
использующих традиционные методы преобразования, конструкции и технологии в большинстве 
своем исчерпало себя и не оправдало на практике [1, 2]. 

С проблемой обеспечения стабильности разрабатываемой продукции так или иначе сталки-
ваются все разработчики и изготовители, но особенно она является актуальной в таких отраслях, 
как ракетно-космическая техника (РКТ), авиация, атомная энергетика. Это связано, в первую 
очередь, с необходимостью назначения значительного рабочего ресурса, переходом на новую 
элементную базу, увеличенными уровнями внешних воздействующих факторов (ВВФ) действую-
щими на приборы, материалы и комплектующие и проч. 

Например, при создании орбитальных космических комплексов и межпланетных космических 
аппаратов главные конструкторы изделий требуют у разработчиков средств измерения (СИ) для 
РКТ увеличения ресурса СИ на два-три порядка по сравнению с теми, которые были ранее харак-
терны для изделий РКТ (десятки, сотни часов при очень высокой надежности). Соответственно 
ужесточаются и требования по временной стабильности нового поколения СИ. В частности, для 
СИ, разрабатывавшихся для ракетно-космического комплекса «Энергия-Буран» основные ВВФ и 
технические требования к датчикам были следующие [3]: 

- температурный диапазон от 253 до +700 С; 
- термоудары со скоростью до 5000 град/с; 
- вибрации до 1200 g с частотой от 5 до 5000 Гц; 
- ударные нагрузки до 700 g длительностью от 0,5 до 5 мс; 
- акустический шум до 170 дБ; 
- пожаро- и взрывобезопасность в среде «водород-кислород»; 
- помехоустойчивость и электромагнитная совместимость; 
- широкие диапазоны измерения; 
- многоразовость применения (до 100 раз); 
- надежность от 0,99 до 0,999 при обеспечении механической надежности до 0, 99999. 
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Кроме того, для авиационной и ракетно-космической техники необходимы ДФВ малых 
габаритов и веса, так как их общее количество на одном изделии, особенно при стендовой и летно-
конструкторской отработке очень велико и может достигать несколько тысяч штук, что связано с 
колоссальным числом контролируемых параметров и точек контроля. Так, например, общее число 
точек контроля на автономном спускаемом аппарате типа «Буран» было более 50000 шт.  

Еще одним характерным примером резкого повышения требований к долговременной 
стабильности СИ и особенно датчиков является использование последних в ядерной энергетике 
для контроля функционирования ядерных реакторов. Дело в том, что зачастую установка ДФВ 
осуществляется таким образом, что в дальнейшем демонтировать или заменить его практически 
невозможно, так как это связано с возможными нарушениями целостности конструктивных 
элементов ядерного реактора. 

Использование ДФВ в автономных управляющих системах: инженерных боеприпасах, сис-
темах охраны стратегических объектов, системах аварийной защиты ракет, стоящих на боевом 
дежурстве и прочее, также требует применения стабильных датчиков, в противном случае 
недостоверность выдаваемой информации может привести к значительным материальным и 
экономическим потерям, экологическим катастрофам, а также к гибели людей. 

Обеспечение стабильности ДФВ – междисциплинарная проблема. Наряду с осознанием не-
обходимости решения проблем, связанных с обеспечением стабильности разрабатываемой 
продукции, следует понимать, что данная проблема – многогранная, стыковая, так как завязана с 
различными областями знаний (материаловедение, физика твердого тела, вычислительная техника, 
системный анализ и проч.). Поэтому для решения вопросов стабилизации параметров ДФВ 
необходим комплексный, системный подход, включающий следующие аспекты [4-6]: 

1. Научный (разработка теоретических вопросов, моделирование, исследование различных 
физических эффектов и проч.); 

2. Технологический (разработка и внедрение новых технологических процессов и операций); 
3. Материаловедческий (разработка и исследование новых материалов, в том числе и ком-

позитных); 
4. Химический (подбор и исследование травителей, газов и т.д.); 
5. Экологический (утилизация отходов, нейтрализация агрессивных газов и проч.) 
Обеспечение стабильности датчиков физических величин является актуальной проблемой в 

большинстве отраслей науки и техники. Это объясняется, в первую очередь тем, что, несмотря на 
высокий уровень развития информационно–измерительных систем и интеллектуализацию про-
цессов измерения и управления, первичным звеном, определяющим большинство технических 
характеристик систем (точность, быстродействие, надежность и проч.) является датчик. Следует 
подчеркнуть, что без разработки и освоения производства стабильных ДФВ применение даже 
новых интеллектуальных информационно-измерительных систем, построенных на основе микро-
процессоров и современного программного обеспечения, не может обеспечить необходимого 
качества измерения, так как искаженную нестабильным ДФВ информацию невозможно скор-
ректировать. 

Традиционно высоконадежные ДФВ разрабатывались и изготавливались для нужд оборонных 
отраслей (авиация, космонавтика, военно-морской флот) на предприятиях военно-промышленного 
комплекса. Особенностью таких ДФВ является то, что при высокой надежности, доходящей до 
0,99 и выше, они имеют, в подавляющем большинстве, малый ресурс работы (единицы, десятки 
часов), что объясняется жесткими условиями их эксплуатации (криогенные и повышенные 
температуры, ионизирующие излучения, высокие вибронагрузки, агрессивные среды и т.д.). Такой 
ресурс ДФВ обеспечивают при решении специальных задач: вывод спутника на орбиту, обеспе-
чение старта ракеты, управление полетом самолета и пр., длительность выполнения которых, как 
правило, невелика. 

В условиях сокращения вооружений и осуществлении конверсионных программ на большин-
стве предприятий оборонного комплекса разработчикам и производителям ДФВ пришлось срочно 
переориентироваться на гражданские отрасли, в первую очередь, на энергетику, химическую и 
нефтеперерабатывающую промышленность, газо - и нефтедобычу. При этом необходимо было 
коренным образом менять подход, заложенный при разработке изделий для оборонных нужд - 
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«малый ресурс при высокой надежности», на новый – «большой ресурс при приемлемой на-
дежности». Для новых изделий, поставляемых для гражданских отраслей, требовалось повысить 
ресурс на несколько порядков. В частности, для датчиков давления, монтируемых на магистраль-
ных нефтепроводах, необходимо было повысить ресурс со 100 часов (у существующих датчиков) 
до 50 000 – 100 000 часов (для вновь создаваемых). Конечно, при таких ресурсах от ДФВ не тре-
буется выдерживать повышенные ВВФ, но для обеспечения такого длительного ресурса необ-
ходимо было менять многое в конструкции, технологии, методах испытаний, расчетах. К примеру, 
даже ускоренные испытания ДФВ дают только десятикратный выигрыш по времени, поэтому 
экономически нецелесообразно проводить длительные ресурсные испытания. Кроме того, 
результаты ускоренных испытаний не могут гарантировать адекватного поведения ДФВ в 
реальных условиях эксплуатации. 

Следует отметить, что аналитический обзор состояния стабильности ДФВ, выпускаемых в 
России и за рубежом проведенный автором по различным источникам, показал следующее: 

1. В подавляющем большинстве производители не указывают временной стабильности 
параметров и только отдельные изготовители и разработчики, хотя и указывают, но только 
качественно, а не количественно.  

2. Используемая терминология, характеризующая стабильность ДФВ, не соответствует ГОСТ 
и международным стандартам. В частности, используется следующие характеристики: 

- долговременная стабильность метрологических характеристик (МХ); 
- высокая точность и стабильность МХ в условиях эксплуатации; 
- стабильность МХ в течение ресурса; 
- стабильность МХ при эксплуатации в широком диапазоне частот, температур, воздействии 

давлений, вибрации, радиационных излучений; 
- обладает долговременной стабильностью параметров. 
3. Недостаточность и просто отсутствие информации от изготовителей о стабильности 

выпускаемых ими ДФВ объясняется, по всей видимости, несколькими основными причинами: 
- трудностью корректного подтверждения временной стабильности технических харак-

теристик ДФВ, что связано с большими временными и экономическими затратами; 
- недостаточной развитостью математического аппарата создания долговременных прог-

ностических моделей. 
При назначении параметров стабильности возникает необходимость создания математических 

и физических моделей, способных предоставить потребителю достаточную информацию по со-
стоянию характеристик устройства либо через заданный интервал времени, либо в указанном 
временном диапазоне. Сложность создания таких моделей состоит в том, что количество учиты-
ваемых параметров в них слишком велико, при этом необходимо также учитывать режим работы 
устройства в тот или иной момент времени в течение всего срока эксплуатации датчиков. Поэтому 
при создании физико-математических моделей (ФММ) имеет место завышение многих ВВФ, 
таких как повышенная или пониженная температура, термоудары, периодические возрастания и 
понижения влажности, влияние агрессивных сред и т.п. Это приводит к тому, что в конечном 
итоге ДФВ проектируется по критическим значениям ВВФ (критические модели), но на практике 
условия эксплуатации являются критичными лишь относительно небольшое время по сравнению с 
общим эксплуатационным ресурсом. Хотя такого рода критические модели и способны облегчить 
усилия, затраченные на разработку и конструирование, но они не способны точно предсказать 
состояние системы или ДФВ в какой-либо заданный момент времени. Если же точно описать 
условия эксплуатации устройства, что, вообще говоря, практически невозможно из-за случайного 
характера внешних воздействий, то модель будет неустойчивой. 

Разработка комплекса ФММ позволит не только существенно сократить длительность натур-
ных испытаний, но и ускорить весь цикл разработки новых и модернизации ранее разработанных 
ДФВ. При этом следует учитывать, что при создании таких моделей требуются значительные 
информационные ресурсы, поэтому синтез ФММ возможен только при использовании современ-
ной вычислительной техники и нового программного обеспечения. Но затраты на эти цели с 
научной и экономической точек зрения вполне оправданы, так как позволят создать для различных 
отраслей народного хозяйства целую гамму ДФВ с повышенной стабильностью. Таким образом, 
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проблема обеспечения стабильности ДФВ является нетривиальной задачей и требует решения 
целого комплекса проблем из различных отраслей науки и техники: материаловедения, инфор-
матики, механики, схемотехники, микроэлектроники, физики твердого тела и пр.  

Как показала практика, отдельные меры, направленные на улучшение частных характеристик 
ДФВ, не приводя в целом к улучшению стабильности, чаще всего ухудшают другие характерис-
тики (вес, ремонтопригодность, надежность и проч.). Поэтому при решении проблем обеспечения 
стабильности ДФВ необходимо использовать комплексный подход, включающий рассмотрение 
всего ДФВ как системы, разные уровни которой, начиная с низового (атом, домен, кристалл, 
зерно) и заканчивая верхним (нормирующий преобразователь), охвачены обратными связями - 
постоянными и временными (рисунок 1). При этом обратные связи могут быть как постоянные                
(в виде обратных преобразователей), так и временные, появляющиеся в процессе изготовления 
структур датчика и при проведении целенаправленных процессов стабилизации (термотренировка, 
искусственное старение и проч.). 

Это предложение подтверждается также концепцией качества, изложенной в ИСО 9000 
согласно которой необходимо предусматривать мероприятия по обеспечению и поддержанию 
качества в процессе всего жизненного цикла изделия, начиная от технического задания на разра-
ботку и заканчивая его утилизацией. Поэтому стратегия обеспечения временной и параметри-
ческой стабильности ДФВ может быть представлена в виде блок-схемы описывающей основные 
этапы жизненного цикла ДФВ, причем в ней, также как и в ДФВ, присутствуют обратные связи, 
предназначенные для поддержания необходимого уровня стабильности системы (рисунок 1).  
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Рисунок 1 – Стратегия обеспечения стабильности микроэлектронных датчиков 
 

Как видно из данной блок-схемы, задачу обеспечения стабильности условно можно разбить на 
следующие взаимосвязанные блоки: 

I. Разработка вопросов теории стабилизации и управления ДФВ; 
II. Разработка и исследование методов и средств стабилизации и регулирования ЭФХ; 
III. Создание и оптимизация микромеханических конструкций, исследование их эффек-

тивности; 
IV. Разработка и исследование микромеханических технологий и операций; 
V. Внедрение методов диагностики, ускоренных испытаний и технологических тренировок; 
VI. Исследование параметрической устойчивости, живучести, восстанавливаемости Д, прог-

нозирование функционирования; 
В качестве основополагающих составляющих начального, теоретического блока, отнесены 

следующие вопросы [7-9]:  
1. Анализ и оценка влияния ВВФ на устойчивость и стабильность ДФВ; 
2. Стабилизация, авторегулирование элементами ДФВ; 
3. Управляемость ЭФХ чувствительных элементов ДФВ; 
4. Разработка математических моделей; 
5. Прогнозирование дрейфа параметров ДФВ; 
6. Выработка критериев стабильности; 
7. Синтез обратных связей. 
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Аннотация. Аспап жасаудағы қазіргі замандағы өзекті мəселелердің бірі – физикалық шама датчик-
терінің тұрақтылығын қамтамасыз ету. Əсіресе ол экономиканың əртүрлі саласындағы автономды өлшеу 
жəне басқарушы жүйелердің жасалуы мен дамуына байланысты өзектілігі арта түсті. 

Мақала физикалық шама датчиктерінің тұрақтылығын қамтамасыз етудің негізгі мəселелеріне арналған. 
Мұнда тек қана физикалық шама датчиктерін сынау ғана емес, сонымен қатар жаңа датчиктердің жасалы-
нуын жəне бұрынырақта жасалынған датчиктердің жаңғыртылуын тездетудің жолдары қарастырылады. 
Акустикалық жəне тез ауыспалы қысым микроэлектрондық датчиктерінің өлшеу модульдерінің жəне сезгіш 
элементтері жасалды. 
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Abstract. In this research the electron temperature of the dust and the buffer gas discharge plasma in mixtures 

of inert gases (helium and argon) in CCRF discharge was studied. The dependence of the temperature of plasma-
forming gas (argon, helium and their mixtures) on pressure and power of the discharge was determined using optical 
spectral diagnostic method based on spectral lines. The probe method was used to measure the axial distribution of 
the electron temperature in the buffer plasma of RF discharge in helium and mixtures of helium and argon. The 
results of measurements show an increase in the temperature of electrons in the near-electrode regions compared to 
the area of a homogeneous plasma characterized by a relatively normal distribution of the electron temperature. It 
has been found that addition of a small amount of argon to helium causes a decrease in the main electron 
temperature, which considerably influences the properties of plasma-dust formations such as structure, charge, and 
the average interparticle distance. The results obtained in this research will be useful for studies of properties of RF 
plasma in various gases and their mixtures.  
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Аннотация. В работе приведены результаты исследования температуры электронов пылевой и 

буферной плазмы газового разряда в смесях инертных газов (гелий+аргон) в ВЧЕР разряде. С помощью оп-
тико-спектрального метода диагностики исследованы оптические свойства пылевой плазмы аргона, гелия и 
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их смесей. На основе спектральных линий плазмообразующих газов определены температура электронов в 
зависмости от давления газов и мощности разряда. Так же было измерено аксиальное распределение темпе-
ратуры электронов в межэлектродном пространстве. Измерения были проведены с помощью ВЧ компенса-
ционного электрического зонда. Сравнение результатов эксперимента показывает что, при добавлении в 
малом количестве аргона в гелий, температура электронов буферной плазмы уменьшается. Присутствие 
пылевых частиц в плазме приводит к увеличению электронной температуры. 

 
Введение. В последнее время в научных исследованиях и для решения многих практических 

задач применяются бинарные и многокомпонентные смеси газов и паров веществ. Подбором 
состава смесей можно достигать такие результаты, которые невозможно получить при исполь-
зовании однородного состава газа. Поэтому необходимо знать зависимость основных характе-
ристик плазмы от условий существования ионизованного газа: род и состав газов, парциальные 
давления компонентов, плотность тока, энергии ионизации частиц, температура и концентрация 
заряженных частиц и др. Смеси инертных газов активно применяются и в экспериментах при 
исследовании свойств комплексной (пылевой) плазмы. Пылевая плазма – это обычная плазма, 
содержащая в себе частицы вещества субмикронных размеров.  

Исследование структурных и динамических свойств плазменно-пылевых образований в 
смесях инертных газов показало что с добавлением малого количества примесного газа свойства 
пылевых структур сильно изменяются. При проведении серий экспериментов ВЧЕР разряде было 
выявлено что малая примесь аргона в плазмооборазующем буферном газе приводит к кристалли-
зации плазменной структуры, по сравнению с идентичными условиями эксперимента, где в 
качестве плазмообразующего газа буферной плазмы используется чистый гелий. Объяснение 
такого поведения плазменно-пылевых структур в фоновой плазме смеси газов требует знания 
основной характеристики разряда как температура электронов и его изменения с добавлением 
примесей в основной газ при разных условиях эксперимента.  

В данной статье исследуются оптические свойства пылевой плазмы, созданной в емкостном 
высокочастотном разряде (ВЧЕР) аргона, гелия и их смесей на основе оптико-спектромет-
рического анализа свечения плазмы. Оптические методы позволяют получить обширную инфор-
мацию о параметрах пылевой плазмы (температура, концентрация частиц плазмы) и достичь более 
детального понимания физических процессов в системе. Полученные спектры используются для 
выявления влияния пылевой компоненты на спектральные характеристики буферной плазмы.  

Также в данной статье представлены результаты исследования аксиального распределения 
температуры электронов в комплексной плазме смеси инертных газов с помощью зондового 
метода. Зондовый метод дает возможность определения локальной температуры электронов в 
разрядном промежутке и позвоялет выявить ее изменение в межэлектродном пространстве. 

Экспериментальная установка. Эксперименты проводились в плазме ВЧЕР разряда [1, 2]. 
Основной частью экспериментальной установки является электродная система, где образуется 
высокочастотный емкостной газовый разряд. Электроды представляют собой алюминиевые диски 
с диаметрами 100 мм, которые расположены параллельно друг другу в горизонтальном поло-
жении. Верхний электрод заземлен и имеет в центре небольшое отверстие для инжекции пылевых 
частиц, а также для проведения видеосъемки. Нижний электрод подключен к ВЧ генератору с 
частотой 13,56 МГц. Расстояние между электродами составляет 30 мм. ВЧ компенсационный 
одиночный электрический зонд вводится в плазму и соединяется с блоком питания через 
многоконтактный LEMO разъем в вакуумной камере. В качестве рабочей среды использовались 
аргон, гелий и их смеси, давление рабочих газов варьировалось в пределах 0,1–1 Тор.  

Зонд имеет компенсационный электрод из алюминия и резонансные LC фильтры рассчитан-
ные на 13,56 МГц и 27,12 МГц ВЧ сигнала. Контактирующая часть зонда имеет диаметр D=0.12 мм 
и длину L=3.3 мм. В качестве пылевых частиц использовались полидисперсные частицы Al2O3 и 
монодисперсные частицы меламин формальдегида размером 10 µм. Область собирающей 
(оголённой) поверхности цилиндрического зонда освещалась лазерным ножом, полученным с 
помощью специальной оптической системы линз. Весь процесс записывался с помощью                    
CCD камеры в виде видеофайла и обрабатывался через компьютер. Частота камеры составляет                      
25 кадров в секунду. Вакуумная камера имеет боковые оптические окна, через которые ведется 
наблюдение за разрядом.  Оптическая  система,  применяемая  для диагностики плазмы, состоит из  
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Рисунок 1 – Схема экспериментальной установки и схема измерения ВЧ компенсационного электрического зонда 

 
системы линз и линейного спектрометра Solar Systems. Система линз подбирается таким образом, 
чтобы обеспечить четкое изображение межэлектродного пространства на входной щели спек-
трометра. Чувствительность и возможности спектрометра Solar Systems позволяют выполнять 
измерение оптических спектров в диапазоне 190 - 1100 нм. 

Оптическая диагностика комплексной плазмы. Методом оптико-спектроскопической 
диагностики плазмы был получен спектр аргона и гелия. На основе полученных спектров методом 
абсолютной интенсивности спектральных линий была рассчитана температура электронов [8]. 
Этим методом мы определяем температуру электронов с помощью спектральной линии аргона 
750.38 нм и гелия 388.86 нм, для спектральной линии 750.38 вероятность перехода равна 4.45107 с-1, 
а спонтанный переход равен 2p1  1s2, а для линии 388.86 нм 9.47106, 3p  3s1 соответственно. А 
также мы рассматриваем, что концентрация электронов по сравнению нейтральными атомами 
очень мала и обладают низкой температурой. Таким образом, уровень 2p1(3p) будет пуст, и через 
этот уровень будет осуществляется спонтанное возбуждения, не будем учитывать самопоглощение 
и единственным источником возбуждения в нейтральных атомах является электроны и 
нейтральные атомы. Данный случай соответствует модели коронного баланса и уравнение 
выражается следующим образом:  

nen0k(T) = 
ே

ఛ
 , 

k – коэффициент возбуждения, n0 – давления газа аргона, nв – концентрация электронов, τ – время 
простояние на уровне2p1(3p), N – концентрация на уровне2p1(3p).  

С помощью сравнения спектральных линий интенсивности аргона и геля с интенсивностью 
вольфрамовой лампы определяем концентрацию на уровне 2p1(3p). Связь между коэффициентом 
возбуждения и температурой электронов установлено в работе Gordillo- Vasquez и др., то есть для 
аргона 

k(T) ≈ 2.78  10-15exp(-
ଵଷ.ହ

୩୘ୣ
) 

 

Te = - 
ଵଷ.ହ

୪୬	ሺ଴.଻
ಿ
೙೐
ሻ
 , 

 

также для гелия 
 

k(T) ≈  3.97  10-14exp(-
ଶସ.ହ

୩୘ୣ
) 

 
 

Te = - 
ଶସ.ହ

୪୬	ሺଷ.଴଺
ಿ
೙೐
ሻ
 

 



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 3. 2015 
 

 
201 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2 – а) зависимость электронной температуры от ВЧ напряжения в различных газах и их смесях;  
б) зависимость температуры от давления смеси 

 
Определено, что с увеличением мощности разряда температура электронов в плазме 

уменьшается. Это можно объяснить следующим образом: при увеличении мощности разряда 
процесс ионизации соответственно повышается и увеличивается концентрация электронов. Это 
приводит к тому, что частота столкновения электронов увеличивается и в результате уменьшается 
температура электронов. 

Таким образом, вышеописанный метод на основе абсолютной интенсивности спектральных 
линий позволяют достаточно надежно измерять температуру электронов плазмы, которая для 
аргона варьируется в пределах 0.5 – 4 эВ, для гелия 2 – 7 эВ, для смеси (гелий + аргон) 0.5 – 5 эВ, 
при изменении давления в диапазоне 0.1 – 1 Тор. В тоже время полученные данные свидетель-
ствуют о изменении характеристик плазмы в изученном диапазоне (см. рисунок 2б). Так, 
температура электронов возрастает при росте давления в диапазоне 0,1 – 0,3 Тор, и монотонно 
убывает в диапазоне 0,3 – 1 Тор. 

Данное поведение можно объяснить на основе возрастающей роли нейтральной компоненты 
буферного газа при увеличении давления, так как изменение концентрации заряженной компо-
ненты является незначительным. При низких давлениях буферного газа, «перекачка» энергии от 
переменного электрического поля к электронам является эффективной ввиду достаточно редких 
столкновений с нейтралами. При высоких давлениях газа столкновения с ними становятся 
достаточно частыми, что приводит к охлаждению электронов. 

Исследование распределения температуры электронов с помощью зондового метода. 
Распределение температуры электронов в аксиальном направлении в буферной плазме чистого He 
и в смеси He+Ar были определены с помощью Ленгмюровского зонда. Температура электронов 
была измерена в диапазоне от 6 мм до 26 мм начиная от нижнего ВЧ электрода с шагом 2 мм (ри-
сунок 3а). Увеличение температуры электронов в приэлектродном слое разряда можно объяснить 
стохастическим нагревом и ускорением электронов в ВЧ поле вблизи электродов. При добавлении 
аргона (3 %) в гелий (97 %) температура электронов уменьшается во всем разярдном промежутке. 
Это связано с потенциалом ионизации данных инертных газов. Потенциал ионизации аргона 
меньше чем у гелия, поэтому атомы аргона ионизуются интенсивнее при одинаковой энергии 
внешнего поля что приводит к увеличению концентрации заряженных частиц. В таком случае тем-
пература электронов уменьшается в следствии частых столкновений с ионами плазмообразующих 
газов. Так же, уменьшение температуры электронов с добавлением аргона можно объяснить с 
помощью сечения ионизации атомов данных газов. Сечение ионизации аргона больше, чем 
сечение ионизации гелия. Добавка малого количества аргона приводит к увеличению вероятности 
упругих столкновений, и следовательно, к уменьшению температуры электронов. 

Также определено распределение температуры электронов плазмы в пылевой плазме чистого 
гелия и смеси гелия с аргоном. При введении контактирующей части зонда в пылевую плазму на 
зонд подается начальный отрицательный потенциал и вокруг зонда образуется область свободная 
от  пылевых  частиц.  Такое  же  поведение  пылевых  частиц  в  призондовой  области  в  тлеющем 

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

         P = 20 W

 pure Ar 
 Ar (3%)+He (97%)
 pure He

T
e
, e

V

 

p, torr

5 10 15 20 25 30 35
0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

4,0

4,5

5,0

5,5

6,0

 RF power (W)

T
e (

e
V

)

 Ar 0,3 torr
 Ar 0,6 torr
 Ar(3%)+He(97%) 0,3 torr
 Ar(3%)+He(97%) 0,6 torr
 He 0,3 torr
 He 0,6 torr



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
202  

0 5 10 15 20 25 30
2,0

2,5

3,0

3,5

4,0

4,5

5,0

5,5

6,0

6,5

7,0

7,5

T
e,

 e
V

z, mm

He
 dust free
 with dust

0 5 10 15 20 25 30
1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

4,0

4,5

5,0

5,5

6,0

6,5

7,0

7,5

T
e,

 e
V

z, mm

He(97%)+Ar(3%)
 dust free
 with dust

 

 
Рисунок 3 – а) аксиальное распределение температуры электронов плазмы в межэлектродном пространстве  

в чистом He и в смеси He+Ar.Давление в разрядной камере 0,3 торр, мощность 20 Вт;  
б) Фотоизображение собирающей части Ленгмюровского зонда при взаимодействии с пылевыми частицами 

 
разряде и в ВЧ разряде в условиях микрогравитации описаны в работах [10-13]. На рисунке 6 
показана собирающая поверхность зонда и область свободная от пылевых частиц. Как показали 
результаты, в присутствии пылевых частиц в плазме наблюдается увеличение температуры 
электронов. Увеличение энергии электронов после инжекции пылевых частиц при одинаковых 
разрядных условиях была описана в работах [14, 15] и выявлено в результате численного 
моделирования [16].  

Результаты измерения распределения температуры электронов буферной и пылевой плазмы 
гелия и смеси гелия с малым количеством аргона показаны на рисунке 4. 

 

 

 

Рисунок 4 – Аксиальное распределение температуры электронов плазмы в межэлектродном пространстве в чистом He  
и в смеси He+Ar без пылевых частиц и присутствии пылинок. Давление в разрядной камере 0,3 торр, мощность 20 Вт 

 
Заключение. В работе исследована температура электронов пылевой и буферной плазмы 

газового разряда в смесях инертных газов (гелий+аргон) в ВЧЕР разряде. С помощью оптико-
спектрального метода диагностики и на основе спектральных линий плазмообразующих газов 
определены температура электронов в зависмости от давления газов и мощности разряда в 
пылевой и буферной плазме аргона, гелия и их смесей. Зондовым методом измерено аксиальное 
распределение температуры электронов в буферной плазме ВЧ разряда в гелие и в смеси гелия с 
аргоном. Результаты измерения показывают резкое увеличение температуры электронов в при-
электродных областях по сравнению с областью однородной плазмы где наблюдается отно-
сительно равномерное распределение температуры электронов. Обнаружено, что с добавлением 
малого количества аргона в основной газ гелий, температура электронов уменьшается, что в свою 
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очередь существенно сказывается на свойствах плазменно-пылевых образований как структура, 
заряд и среднее межчастичное расстояние.  

Работа была выполнена при поддержке грантов Министерства Образования и Науки Республики 
Казахстан. 
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ПЛАЗМА КӨРСЕТКІШІНІҢ ДЕҢГЕЙІНЕ БАЙЛАНЫСТЫ  
КӨМІРҚЫШҚЫЛ НАНОБӨЛШЕКТЕРІНІҢ СИНТЕЗДЕЛУ ПРОЦЕСІН ЗЕРТТЕУ 

 
С. А. Оразбаев, Е. А. Усенов, Т. С. Рамазанов, М. Қ. Досболаев, А. У. Утегенов  

 
Əл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университеті, Алматы, Қазақстан 

 
Тірек сөздер: наночастицы, пылевая плазма, наноматериалы, газовые разряды. 
Аннотация. Жұмыста ЖЖ разрядта инертті газдар (гелий+аргон) қоспасында буферлі жəне тозаңды 

плазманың электрондар температурасы анықталған. Оптика-спектрлік əдіс жəне плазма түзуші газдардың 
спектрлік сызықтары негізінде аргон, гелий жəне олардың қоспасы буферлі жəне тозаңды плазманың элек-
трондар температурасының газ қысымы мен разряд қуатына тəуелділігі алынды. Электрлік зонд əдісімен 
ЖЖ разрядта гелий мен гелий жəне аргон қоспасы буферлі плазмасының электрондар температурасының 
аксиал бағыттағы таралуы есептелген. Зерттеу нəтижелері біртекті плазмалық облыстарға қарағанда 
электрод маңайындағы облыста электрондар температурасы күрт өсетіндігі анықталған. Негізгі газ гелийге 
аздап аргон газын қосқанда электрондар температурасы кемитіні анықталған жəне бұл өз кезегінде плаз-
малы-тозаңды түзілімдердің құрылымдық қасиеттері, заряды жəне орташа бөлшектердің ара-қашықтығы 
сияқты қасиеттеріне əсер етеді.  

 
Поступила 25.02.2015 г. 
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Abstract. This paper is a continuation of study on analytical solution of heat equation with third type boundary 

conditions where initial conditions were not considered. Solution of the problem was found analytically. 
 
Introduction. A lengthy paper [1] by D. V. Widder devoted to properties of heat polynomials. 

Classical methods represented in [2] and [3] are inapplicable for degenerate domains. In this paper we 
consider analytical solution of the heat equation with discontinuous coefficients in domain with moving 
boundary which degenerate at the initial time. We follow the method represented in [4] and utilize heat 
polynomials and integral error functions to solve the problem. 

Problem statement. It is required to find the solution of the Heat Equation  
2 2

2 21 1 2 2
1 22 2

,    0 ( ) ,          ,    ( )
u u u u

a x t a t x
t x t x

    
      

   
                (1) 

with the boundary and initial conditions: 
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(0, )
( )

u t
f t

x
 

 


                                                               (2)  

2 ( ,0) ( )u x x ,                                                                   (3) 
the conditions of conjugations of temperature and heat flux on a free boundary are  

  2 ( , ) 0u t                                                                         (4)  

 1 2( ) :     ( ( ), ) ( ( ), ) mx t u t t u t t U                                                    (5) 

   (0) 0  , 2 ( , ) 0u t                                                                (6)  
Problem solution. We represent the solution in the following form:  
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where coefficients 2 2 1, , ,n n n nA A B C  have to be found. Using Hermite polynomials we represent (7) in 

the form of Heat polynomials:  
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2 2 2 2 1
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Making substitution t   
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From (5) for 0x   
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Using above expression we have 
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To find 2 nA  we use multinomial coefficients of Newton’s Polynomials. 

It is known that  
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 is a multinomial coefficient 
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after making substitution t  we have  
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is a multinomial coefficient in our case 
Thus to derive recurrent formula for 2nA , we take both sides of (5), 2k – times derivatives at 0  , 

we use multinomial coefficients and get following expressions. 
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where l=1,2,… and  
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A0=0 
Thus 2 nA , coefficients are found explicitly and can be calculated from (15) and (16) where , [4 ]i jC l

or , [4 2]i jC l   multinomial coefficients or sums of coefficients at ,i j . 

nB  coefficients can be found from (3).    
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To calculate nC  we apply Leibniz, Faa Di Bruno’s formulas and Bell polynomials 

Using Leibniz formula we have  
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Using Faa Di Bruno’s formula and Bell polynomials for a derivative of a composite function we have  
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and 1 2, ,j j  satisfy following equations 
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From  x    we have 
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Thus analytical solution of problem (1)-(6) is found, coefficients 2 2 1, , ,n n n nA A B C of (7) and (8) can 
be calculated from (11), (15), (16), (17), (22). 

Convergence can be proved following the proof analogy of represented in [4]  
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Аннотация. Жылуөткізгіштік тендеуінің интегралды қателіктер функциялары жəне жылу полиномдары 

арқылы аналитикалық шешімі табылған. 
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Ключевые слова: Интегральная Функция Ошибок, тепловые полиномы, подвижные границы. 
Аннотация. Найдено аналитическое решение уравнения теплопроводности с разрывными коэффи-

циентами методом интегральных функций ошибок и тепловых полиномов. 
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Abstract. In this work, according to the task has been studied free distribution and reducing the intensity of 

RFID systems for remote areas: video, dissipation, self-diffraction of light or other sources of radiation is increased 
sensitivity RFID. In the case of RFID calculator used the EQ and multi-antenna. In the RFID system in remote areas 
antenna radiation pattern is distorted when you change the location of each other, therefore decreases the power 
return signal. 

In RFID systems of a distant zone of the directional pattern of antennas of tags can also significantly be 
distorted at their close relative positioning and, respectively, efficiency of transfer of power and signals will 
decrease. 
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КЕЙБІР АСПЕКТІЛЕРДІҢ RFID ЖҮЙЕСІНДЕ  
ӨРІС ПЕН ТОЛҚЫНҒА ƏСЕРІ 
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Тірек сөздер: RFID технологиясы, интерференция, феррит, импеданс, белгі, есептеуіш. 
Аннотация. Жұмыста ұсынылған тақырыпқа сəйкес еркін таралу салдарымен жəне интенсивтіліктің 

жай кемуі RFID жүйелерінің алыс аймақтарда: бейнелерге, шашыратуға немесе өзінің дифракциялық сəуле-
ленуіне немесе басқа көздердің сəулеленуі RFID жүйелерінің жоғарғы сезімталдығы болып табылады. RFID 
жағдайында есептеуіштерде эквалайзерлі жəне антенналы көп арналылық қолданылады. RFID жүйесінде 
алыс аймақтағы белгі антенналарының диаграммалық бағытталуы олардың өзара орналасуы кезінде 
бұрмаланады, сəйкесінше қуат жіберілуі жəне сигнал нəтижесі төмендейді. 

 
Кіріспе. RFID технологиясын қолдану мүмкіндіктері тек қана адам ойымен ғана шектеулі. 

Алайда, RFID - желі өтімін басқару немесе тұтынушы қолданатын тауарлар саласын басқару үшін 
көбірек жарайды деген пікір бар, RFID желісінің диапазоны бұл пікірлерден əлдеқайда тыс 
қолданылады. Қолдану аймағына қарай жүйенің техникалық сипаттамаларының негізгі компо-
ненттеріне шектеу қатары қолданылады. 

RFID жүйесінің негізгі техникалық сипаттамаларына: қашықтық, тез əрекеттілік, байланыс 
сенімділігі жəне электромагниттік үйлесімділігі жатады. Құрылғының əрбір бөлек сипаттамасы 
тікелей немесе жанама құрамымен анықталады. Арнаның байланысты тарату қасиеті мынадай 
параметрлермен анықталады: ылғалдылық, ортаның температураға тəуелділігі жəне де айналадағы 
əртүрлі заттардың қатынасымен анықталады. 

RFID жүйесінің сипаттамасына ауытқудың ықпалдылығы. Атмосфера біртекті жəне жұ-
тылмайтын болып келеді, қоршаған жəне əсер ететін, тарату жəне қабылдау объектілер жоқ. Бірақ, 
тəжірибеде қоршаған орта еркін орта моделіне сəйкес келмейді. Біз бұл аспектілерді қысқаша 
қарап өтеміз. Сонымен қатар қоршаған ортаға əсерін тигізетін интерференция жəне шуылдарды да 
қарастырамыз. 

RFID жүйелерінде, жақын аймағында функционалданатын өріс кернеулігі 1/r2 немесе 1/r3 
пропорционалды түрде кемиді, ал 1/ r алыс аймағына қарағанда, сигналға жақын аймақтағы əсер 
етуші элементтер қатысты түрде жақсы белгілі. Айта кететін жайт, алыс емес қашықтықта өрістің 
интенсивтілігін, диаграмманың бұрмалануын жəне жүйенің басқа да жалпы сипаттамаларына 
өрістің əсерін елемеуге болады. Бірақ та, жақын аймақтағы индуктивті жəне көлемді жүйелер 
қоршаған материалдар мен заттардың əсерінен əсіресе, өткізгіш материалдарға қатты душар 
болады. 

Индуктивтi жүйелер токка сезгіш магниттi өрістермен қатынаста болады. Үлкен өткізгіш 
заттар магниттік өрісте уақыт бойынша əсерлессе, онда оларда ток индукцияланады. Бұл токтар 
құйынды ток деп аталады жəне оларды индукцияландырған магниттік өріске кері əсерін тигізеді, 
сонымен қатар омдық шығындарға алып келеді. Құйынды токтар магниттік өрісті əлсіретеді, RFID 
жүйесі кезінде антенналарды өзгертеді жəне қашықтық əрекетін кішірейтеді. Əсіресе, төзімділігі 
жоғары жүйелер сезімтал болып табылады. Жоғарғы өткізгіштерді экрандауда құйынды токтарды 
болдырмау үшін мыс-ұнтақты материалдар немесе ферриттер қолданылады. Трансформатордағы 
құйынды токтарды жəне омдық жоғалтуларды төмендету үшін төмен электроөткізгішті ферриттер 
қолданылады. Сыйымдылықты байланыс жүйелері қоршаған заттарға өте сезімтал болып келеді. 
Себебі, сыйымдылық жүйелері электр өрісі арқылы ара-қатынас тудырады, олардың мəселесі 
потенциалдардың əртүрлі бұрмалауымен шартталған. Кез келген жерленген объектілер антен-
наның электр өріс желісін тартады жəне сəйкесінше есептеуіш жəне белгілердің арақатынас 
аймағындағы конфигурациясын өзгертеді [1]. 

Алыс аймақтағы жоғалтулар мен көпсəулелік таралу. RFID жүйесінің қашықтық қатынасы 
негізінде электромагниттік өрістің кернеулік сəулеленуімен жəне қоршаған ортаның электро-
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динамикалық сигнал таралуы қасиеттерімен шектеледі. Сəулеленетін өріс кернеулігі тікелей 
əкімшіліктік нормалармен белгіленген (регламенттермен), сондай-ақ əкімшіліктік нормалар 
арқылы жəне сигналдың спектрлік енімен шектеулігі байланыс үдерісінің заңдылығымен 
анықталады. Өрістің кернеулігі антенна түріндегі есептеуіш пен белгі орналасқыштан жəне өзара 
бағдарлаудан үлкен тəуелділікте орналасқан. Əкімшілікті реттегіш, өрістің кернеулігін жəне 
белгілі бір аймақтағы қуат тығыздығын, тіпті бұл параметрлерді кең көлемдегі техникалық 
əдістермен қамтамасыздандырса да шектейді. 

Кеңістіктің кейбір нүктесіндегі өріс кернеулігі немесе қуат тығыздығы белгілі болғандағы 
келесі мəселе, қуатты қабылдау болып табылады. Максимальді индукциалды кернеулікке немесе 
қол жетімді қуатқа жету үшін, сəулеленетін өріс қатынасына сай белгі антеннасын оптимальді 
түрде бейімдету қажет. Тəжірибеде бұл өте қиын тапсырма болуы мүмкін. Өріс кернеулігі немесе 
қуат тығыздығы – антенналық белгісі ретінде оның геометриясымен, бейімдеушілік есебімен 
анықталады. Белгіленген күйдегі геометрия жəне белгі функционалды антеннаның электронды 
сұлба параметріне тəуелді болады. Əсіресе, антеннаның импедансы тізбекке жəне жүктемеге 
сəйкес маңызды болады. 

Байланыстың кері желісінде, белгіден есептеуішке дейінгі белгі жадында сақталатын ақпа-
ратты сигнал модуляциясы өндіріледі. Бұл жағдайда модуляцияланған сигналдың деңгейі 
əлдеқайда есептеуіш сигнал деңгейінен кем болады. Алайда, есептеуіш сигналдың қиын өңделуі 
арқасында, бұл жүйенің алысқа қатынасын шектемейді [2]. 

Антеннаның алыс аймағындағы электромагниттік толқындардың сəулеленуі қоршаған ортаға 
таралады. Өріс кернеулігі 1/ r пропорционалды түрде кемиді, бұл, үлкен қашықтықты қатынасты 
шарттайды. Еркін таралу салдарымен жəне интенсивтіліктің жай кемуі RFID жүйелерінің алыс 
аймақтарда: бейнелерге, шашыратуға, өзінің дифракциялық сəулеленуіне немесе басқа көздердің 
сəулеленуі RFID жүйелерінің жоғарғы сезімталдығы болып табылады. Алыс аймақта жоғал-
туларды үлкен масштабты немесе кіші масштабты əртектілікпен сипаттауға болады. Үлкен масш-
табты əртектілік үлкен арақашықтағы өріс кернеулігінің өзгеруімен анықталады. Кіші масштабты 
əртектілік көпсəулелену түрлерімен көрсетіледі, бастаудан қабылдағышқа таралатын толқындар 
интерференцияланып, қабылдағыш нүктедегі өріс кернеулігінде үлкен өзгертулерді тудырады. 
Кіші масштабты əртектілік үлкен емес арақашықтарда тез флуктуациямен сипатталады. Кіші 
масштабты жəне де үлкен масштабты əртектілікпен шартталған жоғалтулар сəйкес модельдермен 
сипатталады.  

Үлкен масштабты жоғалту модельдері, сигналдағы қуаттың өшуі жіберуші арасындағы 
арақашықтықпен сипатталады. Олар еркін жазықтық үшін кері квадраттық қалыпты заңның тең-
деуімен жəне атмосфера мен материалдар қатынасымен шартталған өшуін сипаттайды. Егер өшу 
мынаған тең болса: 

PL (R) = (λ /4π R)                                                                  (1) 

мұндағы n еркін ортада 2-ге тең болса, онда теңдеу мына түрде болады: 

Pr = p Pt Gt Gr PL (R)                                                             (2) 

Əдетте бөлме ішіндегі кеңістікте таратылатын бағаны жоғалту логарифмдік модельмен 
беріледі: 

PL(R) [дБ] = PL(Rσ) + 10 n log (R/R0) + Xσ                                             (3) 

мұндағы n бөлме қасиетіне тəуелді, Xσ – қалыпты таралған стандартты айнымалы ауытқу σ, 
децибелмен анықтаған. R0 шамасы өлшеу өткізілетін тіркелген қашықтық болады жəне ол əдетте 
бөлме ішіндегі өріс таралу шартында 1-ге тең. Кестеде n жəне σ мəндерін өрістің таралуындағы 
əртүрлі шарттарда жəне əртүрлі жиіліктерде көрсетілген. σ-ның кіші мəніне модель дəлірек сəйкес 
келеді. 

Көпсəулелі таралу көрінісін кіші масштабты федингті модельдер сипаттайды. Көпсəулелі 
таралу – шағын арақашықтықтарда амплитуданың жəне фазаның қатты флуктуациялануын, кез-
дейсоқ жиілікті модуляцияны жəне уақытша дисперсияны тудырады. Кеңістікте, металдық заттар 
жəне объектілерді бейнелейтіндер, көпсəулелі таралу жəне сигнал интерференциясына ие болуы 
мүмкін. Көп сəулеленуді сипаттау үшін əртүрлі  статикалық  модельдер  қолданылады,  ал,  орташа 
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N параметрлері жəне бөлме ішіндегі кеңістікте таралатын логарифмдік модель жоғалтуы σ 
 

Ғимарат Жиілік (МГц) n σ 

Талдап сату дүкені 914 2,2 8,7 

Бакалейлі дүкен  914 1,8 5,2 

Тығыз офис 1500 3,0 7,0 

Тығыз емес офис 900 2,4 9,6 

Тығыз емес офис 1900 2,6 14,1 

Тоқымалы, химикалық өндірістер 1300 2,0 3,0 

Тоқымалы, химикалық өндірістер 4000 2,1 7,0 – 9,7 

Кітап дүкені, нан дүкені 1300 1,8 6,0 

Металл өндейтін өндіріс 1300 1,6 – 3,3 5,8 – 6,8 

Тұрмыс ғимаратының қабырғасы 900 3,0 7,0 
 

квадраттық ауытқудың (ОКА) шамасы кешігіп таралудың ортақ мəні болып табылады. Шағын 
металдық фрагменттер санымен жəне тығыз жоспарлауы бар ғимараттардың орташа квадраттық 
ауытқуы кешігу аймағында 30 нс-дан 60 нс-қа дейін болады. Үлкен ғимараттар, үлкен металдық 
фрагмент сандарының жəне ашық шеткі жапсаржайлардың таралу кешігулері 400 нс-қа ие болуы 
мүмкін. Көп сəулеленудің таралу эффектісін минимальді ететін технологиялар, эквалайзерлі, көп 
арналы жəне арнаны кодтау болып табылады. RFID жағдайында есептеуіштерде эквалайзерлі жəне 
антенналы көп арналық қолданылады. Мұндай белгілерде өлшемдердің шектелуі, қиыншылықтар 
жəне бағасының салдарынан болатын мұндай əдістер қолданылмайды [1]. 

Көрші антенналардың əсері. Көптеген белгілер бір-біріне жақын орналасқандықтан, олардың 
антенналар арасындағы байланысы сигналды қабылдауы мен жіберуіне кері əсерін тигізуі мүмкін.  

Белгілердің жақын аймақта орналасуы көрші антенналардың бұзылуына əсер етуі мүмкін. 
Əсіресе, жоғарғы төзімділікті белгілер сезімтал болады. Осы жақын өрістегі мəселені шешу əдісі - 
белгілер антенналарын бір-біріне жақын орналастыруда, оларды жоғары жиілікке қою қажет.  

RFID жүйесінде алыс аймақтағы белгі антенналарының диаграммалық бағытталуы олардың 
өзара орналасуы кезінде бұрмаланады, сəйкесінше қуат жіберілуі жəне сигнал нəтижесі төмен-
дейді. 

Температура жəне ылғалдылық. Қоршаған орта температурасының өзгеруі тізбектегі 
параметрлерге сəйкесінше өзгерістер тудырады жəне нəтижелі емес қуат жіберуіне алып келуі 
мүмкін. Жоғарғы төзімділік жүйесі резонансты жиіліктің қозғалуынан қатерлі бұзулуына алып 
келуі мүмкін. Сондықтан төменгі температуралы коэффицент компоненттері қолданылуы қажет. 
Ылғалдылық сипаттаманың құлдырауына алып келуі мүмкін. Жалпы бұл эффектілер жоғары 
жиіліктерде зиянды болып келеді. 

Сонымен, қорыта айтар болсақ электромагниттік өріс пен RFID толқын жүйелерінің энер-
гетикалық жəне ақпараттық байланысқа жету жолдарын, антенна көмегімен электромагниттік 
өрістер мен толқындардың пайда болуын, сондай-ақ аталған антенна көмегімен сəулеленетін 
жақын жəне алыс аймақтағы өріс қасиеттерін, əрбір аймақтағы энергетикалық жəне ақпараттық 
байланыс мəндерін түсіндік. Түйіндей келе біз, қоршаған ортаның кейбір аспектілерінің өріс пен 
толқынға əсерін қарастырдық. 

 

ƏДЕБИЕТ 
 

[1] Шарфельд Т. Системы RFID низкой стоимости. – М., 2006. – 197 с. 
[2] http://www.masters.donntu.edu.ua/2009/kita/naumenko/library/article3.htm 
[3] Баскаков С.И. Электродинамика и распространение радиоволн: Учеб. пособие для вузов по специальности 

«Радиотехника». – М.: Высш. школа, 1992. – 416 с. 
 

REFERENCES 
 

[1] Sharfeld Т. RFID systems low cost. М., 2006. P. 197.  
[2] http://www.masters.donntu.edu.ua/2009/kita/naumenko/library/article3.htm 
[3] Baskakov S.I. Electrodynamics and Propagation: Textbook. Manual for schools in the specialty «Radio Engineering». 

М.: Graduate school, 1992. P. 416.  



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 3. 2015 
 

 
211 
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Аннотация. В работе дана информация о том, что следствием свободного распространения и слабого 

спадания интенсивности является повышенная чувствительность систем RFID в дальней зоне к отражениям, 
рассеянию или дифракции собственного излучения или излучения других источников. В случае RFID в 
считывателях используется эквалайзирование и антенная многоканальность. 

В системах RFID дальней зоны диаграммы направленности антенн меток также могут существенно 
искажаться при их близком взаимном расположении и, соответственно, эффективность передачи мощности 
и сигналов будет снижаться. 
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learning process is an urgent problem today. The methods of teaching are used in conjunction with the new informa-
tion technologies. Also the features and structure of the educational environment of distance learning are described. 
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Тірек сөздер: ақпараттық-коммуникациялық технологиялар, ақпараттандыру, сандық білім беру қор-
лары, мультимедия, қашықтан оқыту, ақпараттық білім беру ортасы. 

Аннотация. Мақалада жоғарғы оқу орнында ақпараттық технологияның жаңа əдістерін пайдаланып 
білім алудың негізгі құрылымы қарастырылған. Білім берудегі ақпараттық технологияны қолданудың негізгі 
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мəселелері қамтылған. Педагогтардың ақпараттық жəне коммуникациялық технологияларды оқыту үрді-
сінде колдана бiлу мүмкіндігін дамыту мақсатында оқу курстарын ұйымдастырудың қажеттiлiгi бүгiнгi бiлiм 
беру жүйесiнің өзектi мəселесiнiң бiрiне айналып отыр. Жаңа ақпараттық технологияны қолдануда пайдала-
нылатын оқытудың тəсілдері көрсетілген. Сонымен бірге қашықтықтан білім берудің ерекшеліктері, ақпа-
раттық білім беру ортасының құрылымы сипатталған. 

 

Қазіргі заманғы ғылым мен техниканың даму кезеңі оқу-ағарту саласында ақпараттық тех-
нологияның жаңа əдістерін кең көлемде қолдануды қажет етеді. Осыған байланысты қазіргі білім 
беру мазмұны жаңарып, жаңа көзқарас пайда болып, білім беру жүйесінде ақпараттық комму-
никациялық технология өмірге келді. Ақпараттандырудың негізгі саласының бірі білім саласын 
ақпараттандыру болып саналады. Қоғамымызды құрайтын тұрғындардың алдыңғы қатарда-
ғыларының ой-еңбегінің жемісі болып табылатын ақпараттық ресурстарды күнбе-күн пайдалану 
ісі өсіп келе жатқан жас ұрпақты ізденісі мол шығармашылық бағытта тəрбиелеу керек екендігін 
анықтап отыр. 

Қазіргі білім беру ортасында студенттер мен оқытушылардың компьютермен қамтамасыз 
етілуі білім берудегі ақпараттық технология негізінде дами келе негізгі үш мəселені қамтиды: 

- оқу үрдісіндегі Интернет желісін қолдану əр түрлі орындарда жүзеге асырылады; 
- білім берудегі жəне шығармашылық үрдістегі əрбір қолданушылар бір-бірімен əр уақытта 

байланысып, бірыңғай білім берудегі ақпараттық кеңістікте білімдері дамиды; 
- педагогтар мен білім алушылар біріге отырып ақпараттық білім беру ресурсын басқаруды 

қолданып əр түрлі мəліметтер қорларын құрып, дамыта алады. 
Осыларды негізге ала отырып компьютерлік-желілік байланыс қамтамасыз етіліп, үздіксіз 

білім беру жүзеге асырылып жатыр. Яғни сырттай білім алатындар үйінде отырып желілік байла-
ныс негізінде қашықтықтан білім алуына болады. Сонымен қатар осындай ақпараттық кеңістікте 
білім беруде бұрынғы дəстүрлі оқытудағы əдістерді қолданбай, компьютерде қолдануға болатын 
жаңа əдіс-тəсілдерді енгізу қажет. Ғалымдар мен мамандардың пiкiрiнше, педагогтың ақпараттық 
мəдениетiн дамытудың негiзгi факторы ақпараттық жəне компьютерлiк технологияларды қол-
дануға бaйланысты бiліктілiктi көтеру жүйесi болып саналады. Педагогтардың ақпараттық жəне 
коммуникациялық технологияларды оқыту үрдісінде колдана бiлу мүмкіндігін дамыту мақсатында 
оку курстарын ұйымдастырудың қажеттiлiгi бүгiнгi бiлiм беру жүйесiнің кезектi мəселесiнiң бiрiне 
айналып отыр. Білім беруді ақпараттандыру мемлекеттік саясатынан, материалды-техникалық 
қамтамасыз етуден жəне педагогикалық мамандарды даярлаудан бөлек, мемлекеттік білім беру 
стандартына сəйкес сандық білім беру қорларының жасалуына себеп болды [1].  

Қазіргі заманғы ақпараттық технологияларды пайдалану өз білімін көтеру тиімділігін де 
арттырады. Бұл бірінші кезекте сандық түрде жазылған ақпараттарды пайдалану кезінде қажетті 
мəліметтерді оңай табуға мүмкіндік береді. Қазіргі кезде көптеген əлемге танымал энцикло-
педиялар, сөздіктер электронды түрге айналдырылған.  

Жаңа ақпараттық технологияны пайдалануда оқытудың əртүрлі тəсілдерін пайдалану ба-
рысында білім сапасын арттыруға болады. Пайдаланатын əдістерді төмендегідей сызба түрінде 
көрсетуге болады.  

Сабақта жоғарыда көрсетіліп отырған барлық əдіс бойынша қай оқыту тəсілін пайдалансаңыз 
да өзіңіз білесіз. Мұндағы оқытушының қызметі: студенттердің компьютермен жұмыс істеу қабі-
летін ескеріп, пəн аралық қорытынды сабақ өту барысында компьютермен байланыстыру керек.  

Өзін-өзі оқыту бағдарламасы. Бұл əдісте оқытушының қызметі студенттерді қадағалап тұру 
жəне жаңа сабақты қысқаша түрде түсіндіру. Содан кейін студенттер өздері компьютердегі алдын-
ала дайындалып қойылған бағдарламаны ашып, жұмыс жасай береді.  

Биоақпарат əдісі. Оқытушының міндеті - əдебиеттер беру жəне студенттерді тыңдап, оның 
қате кеткен жерлерін айту. Бұл əдістің ерекшелігі əр студенттің ізденімпаздығын, яғни шығар-
машылық жұмыс жасауын арттыру болып табылады.  

Электрондық оқулық. Студенттер үшін электрондық оқулық мектеп қабырғасында жүрген 
жылдарында өздігінен білімін толықтырып отыруға жəне мақсатты түрде бітіру емтихандарына 
дайындалуға мүмкіндік беретін ақпарат көзі. Электрондық оқулықтар бойынша студент тапсыр-
маны қызыға орындайды, сонымен қатар өз қатесін табады. Студенттің оқу түріне сай жəне 
əркімнің шамасына, мүмкіндігіне қарай тапсырма беруге қолайлы.  
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1-сурет – Жаңа ақпараттық технологияны қоланудағы оқытудың əртүрлі тəсілдері 
 

Қосымша бағдарламалар арқылы. Яғни, қолданбалы бағдарламаларды қолдана отырып, 
Microsoft PowerPoint пен ActivInspire программаларында презентация, Microsoft Excel арқылы 
диаграмма құру арқылы көптеген қызықты сабақтар өткізуге болады. 

Мультимедиалық оқыту бағдарламасы. Студентке компьютер экраны арқылы жаңа сабақты 
түсіндіріп, оқу үрдісін өзі атқарады.  

Қашықтықтан оқыту тəсілі. Қашықтықтан білім беру белгілі бірқашықтықта отырып, ком-
пьютерлік телекоммуникация жəне де басқа байланысу орталары көмегімен оқып үйрену 
мақсатындағы ақпараттармен өзара алмасу тəсіліне негізделген.  

Қазіргі заманғы ақпараттық технологияларды пайдалану өз білімін көтеру тиімділігін де 
арттырады. Бұл бірінші кезекте сандық түрде жазылған ақпараттарды пайдалану кезінде қажетті 
мəліметтерді оңай табуға мүмкіндік береді. Қазіргі кезде көптеген əлемге танымал энцикло-
педиялар, сөздіктер электронды түрге айналдырылған.  

Білім берудегі ақпараттық технологиялар ақпараттық есептеуіш техникаларды қолдану 
барысында туындайды. Білім берудегі ақпараттық технологиялар білім беру ортасында жұмыс 
істейтін келесі компоненттерді анықтайды: 

- техникалық (қатынау құралында жəне компьютерлік техникада қолданылатын түрі); 
- программалық-техникалық (нақтыланған техникалық оқытуға қажетті программалық 

құралдар); 
- ұйымдастырушылық-əдістемелік (оқу үрдісіндегі ұйымдардағы оқытушылар мен оқушы-

ларға арналған нұсқаулар). 
Білім беру технологиясы негізінде жоғарғы оқу орнында ғылыми жəне инженерлік білім жəне 

əдістер мен құралдар пəндік аймақта ақпаратты сақтап, өңдеп, жинап тасымалдауға арналып 
қолданылады. Оқу бағдарламаларына сəйкес ақпараттық технологиялардың қолданылуы тікелей 
тəуелденіп қалыптасады. Жоғарғы оқу орнындағы ақпараттандыру мəселелерінің басты міндеті 
ретінде жаңа ақпараттық технологияны мамандарды ақпараттық мəдениет көрсеткішіне дейін 
сапалы түрде дайындау мақсатында жаһандандыруды арттыру болып табылады. Индустриалды 
қоғамның қажеттілігіне сəйкес мамандарды дайындау қажет [2]. 

Қашықтықтан білім берудің ерекшеліктері төмендегідей: 
1. Икемділік – студент өз еркімен сабақтың уақытын, орнын жоспарлайды. 
2. Модульдік – оқуға арналған материалдар модуль түрінде болады, яғни студенттің қажет-

тілігі мен сұрауларына сəйкес орындалады. 
3. Қолжетімділік – студенттің географиялық жəне уақытқа тəуелсіз бірыңғай білім алуы 

жүзеге асырылады. 

Сабақ 

Өзін-өзі оқыту бағдарламасы Биоақпарат 

Электрондық оқулық Қосымша бағдарламалар 
арқылы 

Қашықтықтан оқыту тəсілі (internet) 

Мультимедиялық оқыту бағдарламасы 
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4. Тиімділік – білім мекемесінде эканомикалық жағынан шығындардың, яғни уақыттың 
экономикалық ресурсы, материалдық жағынан (баспаға шығару, материалдарды көбейту) аз 
кетуіне қажеттілігін тигізеді. 

5. Мобильділік – оқытушы мен студент арасындағы кері байланыс қашықтықтан оқытудың 
үлкен жетістіктер үрдісі болады. 

6. Қамтамасыз ету – оқыту ақпараттарына бір уақытта қатынау (электронды кітапханалар, 
мəліметтер банкі, білім қорларына жəне т.б.). 

7. Технологияландыру – білім беру үрдісіндегі ақпараттық жəне телекоммуникациялық 
технологиялардың жаңа жетістіктерін қолдану. 

8. Қоғамдық тепе-теңдік – студенттің тұрған орнына, денсаулығына, материалдық қамта-
масыздануына тəуелсіз бола отырып, білім алу теңдей жүзеге асырылады. 

Ақпараттық технологиялар оқу үрдісінің модельдерінің өзгеруіне яғни, репродуктивті оқы-
туда оқытушыдан студентке креативті модельге өтуге мүмкіндік береді. 

Ақпараттық білім беру ортасындағы жетістіктері мен кемшіліктерінің талдануы жəне қазіргі 
кездегі жағдайы мен телекоммуникациялық құралдар келесі принциптерді көздей отырып, қазіргі 
уақытта ақпараттық білім беру ортасында жобаланып құрылуы қажет: 

- Көпкомпонентті-ақпараттық білім беру ортасы оқу-əдістемелік материалдарды, бағдар-
ламалық жабдықтарды, тренингтік жүйелерді, білімді бақылау жүйесін, техникалық құралдар, 
мəліметтер қоры жəне ақпараттық-анықтамалық жүйелер, ақпараттың əр түрін сақтау, бір-бірімен 
байланысын қамти отырып көпкомпоненттіліктің ортасын құрайды.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
2-сурет – Ақпараттық білім ортасының құрылымы 

Бүкілəлемдік ақпараттық ресурстар 

Студент 

Интернет 

Ақпараттық  
білім ортасы 

Оқу үрдісінің 
интерактивті 
қолдауы 

Тестілеудің 
қорытындысы 

Вертуальды 
зертханалар 

Курстық жəне 
дипломдық 

жұмыстардың 
жобалары 

Есептеу 
жұмыстары 

Мемлекеттік 
білім беру 
стандарты 

 

Мамандарды 
дайындауға 

арналған пəндер 

Оқу үрдісін 
ұйымдастыру 

  Ақпараттық 
анықтамалық қор 

Стандарттар 
жобалаудың мөлшері 

Кітапханалар 

Сөздіктер 
глоссарии 

Материалдар 
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- Интегралды-ақпараттық компоненттер ақпараттық білім ортасында мамандардың дайын-
далуымен анықталған əлемдік ресурстағы ғылым жəне техника аумағындағы мəліметтер білімін 
пəнаралық байланыстарды ескеріп, білімді ақпараттық-анықтамалық қосымша оқу материалдарын 
өзіне қосып алуы қажет. 

- Таратылу – ақпараттық білім беру ортасындағы ақпараттық компоненттер ақпаратты сақтау 
бойынша, қазіргі кездегі техникалық құралдардың шектелуімен таралады. 

- Бейімделу – ақпараттық білім беру ортасы білім беру жүйесінен ауытқымай, оның құрылуын 
жəне принциптерін өзгертпей, ақпараттық білім беру ортасында ақпараттың көпшілік қажеттігіне 
қарай орындалуы қажет. Осыларды негізге ала отырып ақпараттық білім беру ортасының 
құрылымы 2-суреттегідей сипатталады. 

Тұжырымдалған принциптер ақпараттық білім беру ортасында дəстүрлі білім беру жүйесінде 
білім беруге қажетті болып, басқа жағынан өзіндік жүйе ретінде жаңа ақпараттық техноло-
гияларды қолданып студенттердің белсенді шығармашылық əрекетіне бағытталады. 

Ақпараттық-коммуникациялық технологияларды игеру қазіргі заманда əрбір жеке тұлға үшін 
оқу жəне жазу қабілеті əрбір адам үшін қажетті шартқа айналды. Алынған білім мен дағдылар 
бұдан əрі қоғамның даму жолдарын анықтайды.  

Сонымен ақпараттық білім беру ортасында студенттерге білім беруде ақпараттандыру 
үрдісінің негізгі бағыттарымен таныстырып, болашақ педагог мамандардың ақпараттық мəде-
ниетін қалыптастыру керек. Осыларды ескере отырып ақпараттық білім беру ортасында үздіксіз 
білім беруді жетілдіру негізінде қашықтықтан ақпараттық технологияның көмегімен білім алуды 
оқытушы жəне студент болып кеңінен қолға алу қажет. Осыларды орындай келе біздің елде 
ақпараттық білім беру кеңістігінде бəсекеге қабілетті мамандар дайын болады.  
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Аннотация. В статье рассмотрена основная структура образования с применением новых методов 

информационной технологий в высшем учебном заведении. Включены основные вопросы использования 
информационных технологий в учебном процессе. Необходимость организации учебных курсов в целях 
развития навыков применения педагогами информационных и коммуникационных технологий в учебном 
процессе является актуальной проблемой на сегодняшний день. Рассмотрены методы обучения исполь-
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Abstract. The theory of cooperation of hertzian waves with substances in fundamental research presents both 

theoretical and practical interest. An analysis and synthesis of the optical systems from monaxonic crystals show the 
important value of their application in the optical-electronic devices of transmission, distribution and treatment of 
information. One of interesting on the functional possibilities of the crystal optical systems is bipolizator (BP). In the 
real work the method of calculation of motion of hertzian waves is shown in bipolizator and feature of origin of 
interference pictures on the exit of bipolizator . Using bipolizator in a laser radiation, by means of interference of the 
hertzian waves formed to them on an exit it is possible with greater exactness to define locations small longitudinal 
displacement and corner of turns of objects. Thus on a base bipolizator it is possible to create a number of laser 
polarization interferometric devices using in various directions coherent optics. 
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ИСЛАНД ШПАТЫНАН ЖАСАЛЫНҒАН  
БИПОЛЯРИЗАТОРДЫҢ ҚОЛДАНЫЛУ МҮМКІНДІКТЕРІ 

 

А. У. Умбетов  
 

Ы. Алтынсарин атындағы арқалық мемлекеттік педагогикалық институты, Арқалық, Қазақстан 
 

Тірек сөздер: электромагнитті толқындар, бір осьті кристалдар, квантты электроника, интерференция, 
лазер, поляризация, интерферометр. 

Аннотация. Электромагнитті толқындардың заттармен əсерлесу теориясы іргелі зерттеулердегі тео-
риялық жəне тəжірибелік жағынан маңызды мəселелердің бірі. Əртүрлі бағыттар бойынша ерекшеленетін 
оптикалық жүйелердегі электромагнитті толқындардың таралуы жəне маңызды құбылыстар береді. Бір осьті 
кристалдарды əртүрлі үлгіде қарастыра отырып, квантты электроникаға қажетті элементтер аламыз. Солар-
дың бірі биполяризатор (БП). Мақалада биполяризатордың құрлысы жəне одан электромагнитті толқын-
дардың таралуы, өткен сəулелердің ерекшеліктері жəне интерференция құбылысының алыну тəртібі қарас-
тырылады. Осындай жүйелерді лазер сəулесінде қолдана отырып, денелердің кеңістіктегі орнын, аз ығысу 
шамасы мен бұрылу бұрышын өте үлкен дəлдікпен анықтай аламыз. Сонымен бірге кристалды оптикалық 
жүйелердің негізінде əртүрлі мақсатта қолданылатын лазерлік поляризациялық интерферометрлер құрас-
тыруға мүмкіндіктер туады. 

 
Квантты электроника мен когорентті оптиканың дамуына байланысты əртүрлі кристалды 

оптикалық жүйелердің ғылыми техниқалыы жəне өндірістік құрылымдарда қолданылуы кең түрде 
артты. Кристалды оптикалық қондырғылардың көмегімен лазер сəулелерін басқару, амплиту-
дасын, жиілігін,фазасын жəне поляризациясын басқару сəтті шешіледі. Сонымен бірге жарық 
сəулесін үздікті жəне үздіксіз сканірлеу,сапасын модуляциялау жəне оптикалық резонатордың 
модтарын бөліп алу, оптикалық сəулелердің ұзақтылығы мен түрін басқару сəтті шешіледі [1, 2]. 
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Кристалды оптикалық жүйелер,сонымен қатар кеңістіктік кодировкалау жəне декодировкалау 
үшін,басқармалы кеңістіктік сүзгіштерді құру үшін қажет [3]. Кристалды оптикалық жүйелер 
негізінде көптеген поляризациялық интерферометрлік қондырғылар жасалынған [4]. Олардың 
көмегімен үлкен дəлдікпен оптикалық денелерді өңдеу, сапасын анықтауға [5], лазер сəулелерінің 
геометриялық параметрлерін,лазер сəулесінің өрісінің кеңістіктік корреляцилық функциясын жəне 
когеренттік дəрежесін анықтай аламыз [6]. 

Электромагнитті толқындардың анизатропты кристалдардағы таралуының теориясы, 
орталардың бөліну шекарасындағы шағылу жəне сыну заңдары жеткілікті дəрежеде жақсы зерт-
телінген [7]. Алайда бірнеше анизотропты кристалдардан тұратын жүйелердегі лазерлердің жолын 
қатаң түрде есептеу үлкен,инженерлік есептеулерге жарамсыз өрнектерге алып келеді. Жəне 
кристалды оптикалық жүйелердің жалпы қасиеттерін зерттеуге мүмкіндік бермейді. 

Оқулықтарда белгілі қосарланып сындырғыш призманың сəулелердің жолын есептеу [8, 9] 
призманың кіріс қабырғасының жарықтың нормаль түсіуімен шектеледі жəне əр бір жеке призмаға 
бөлек есептелінеді. Қосарланып сындыратын айнымалы екілену бұрышты призмалардағы 
(КСАЕБП) жолдарын есептеу əдістемесі белгілі [10]. Жəне Дове түріндегі призмалардағы есептеу 
əдістемесі де белгілі [11]. 

Берілген жұмыста биполяризацияларды теориялық жəне тəжрибе жүзінде толығырақ зерттеу 
мақсат етіп қойылды. Жүйенің құрамдарындағы кристалдалдардың оптикалық осьтері əр түрлі 
бағытталады.  

Жұмыста келесі міндеттер орындалды. 
1. Биполяризациядан электромагнитті толқындардың өтіуінің жалпы есептеу əдістемесін 

жасау. Бұл əдіс айтылған жүйелердің қасиеттерін талдауға ыңғайлы жəне инженерлік есептеулерге 
тиімді. 

2. Биполяризацияда поляризациялық сəулелерді жіктеу режимінде олардың арасындағы 
интерференция құбылысын зерттеу. 

3. Бифокалды линзалар мен биполяризациядың жаңа лазерлік өлшегіш құралдарды құру үшін 
қолданылу мүмкіндіктерін зерттеу. 

Биполяризатор. Инновациялық технологиялардың ғылым мен өндірістегі алатын орнының 
ерекшелігіне сəйкес іргелі зерттеулерді дамыту маңызды. Солардың ішінде электромагнитті тол-
қындардың құрылымдары əртүрлі оптикалық жүйелерден өту теориясының практикалық маңызы 
зор. Кристалды оптикалық жүйелер негізінде əртүрлі бағыттар мен мақсаттар үшін қолданылатын 
лазерлі поляризациялық интерферометрлер алуға болады. Сондай оптикалық жүйелердің бірі – 
биполяризатор (БП). 

Биполяризатор (БП) (1,а.б-сурет) көрсетілгендей құрылым түрінде болады. Исланд штатынан 
жасалған призма көлденең қимасы теңбүйірлі трапеция түрінде(Дове призмасы) үлкен негізі 
бойынша канадтық бальзаммен желімделіеді. CaСО3 жасалынған Дове призмасы жұмыста 
қарастырылған. Бұл жұмыста қарастырылған құрылымның айырмашылығы оптикалық остердің 
бағыттарына байланысты. Дове призмасындағы төменгі жəне жоғарғы бөліктерінде оптикалық 
остерінің бағытталынуы келесідей. Остер вертикалді жазықтықта орналасқан. Өзара паралель жəне 
желімделіну жазықтығымен 



 бұрыш құрайды (1б-сурет). Остердің бағыттарының осылай таңдап 

алынуы БП лазер сəулелерімен жұмыс істегенде ыңғайлы болады. Лазер сəулелерінің электр 
өрісінің кернеулі ΕሬሬԦ вертикал бағытталған. БП формасын параметрлерімен белгілейік. Жалпы негі-
зінің ұзындығы ΑΑଶୀ2а бүйір қабырғасының ұзындығы A1Bl=l, L(A2A1B1)=߮ (54 в-сурет). ߮ бұ-
рышы шеңберлі порлялизацияланған сəуле қабырғаға аз бұрышпен түскен кезде БП-да (о) кəдімгі 
(е) кəдімгі емес сəулелерге бөлінетіндей етіп таңдап алынады. е-сəуле желімнің қабаты арқылы 
өтеді (желім келесі шартты қанағаттандырады ݊௘ழ݊௞.௕ழ݊଴), ал о- сəуле желімделген бөлікте ΑΑଶ 
толық ішкі шағылуа ұшырайды жəне А2С2 қабырға арқылы шығады. Дəл осылай шеңберлі 
порялизацияланған сəуле А1В1 қабырғасына нормаль түсе отырып, о- сəулеге бөлінеді. Ол 
желімденген бөліктен АА толық ішкі шағылуға ұшырайды, ал е- сəуле желім қабаты арқылы өтіп, 
БП-дан АС қабырғасы арқылы шығады. ߮=650 бұрыш қойылған талаптарды қанағантанды-                
рады [12]. 
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 Ұсынылған қондырғының белгілі қондырғылармен салыстырғанда келесідей артықшылығы 
бар: 

1) объектілердің өте аз бұрыштық ығысуының өлшеу дəлдігін арттырады. 
2) интерферометрдің құрылымын жеңілдетеді. 
БП-биполяризатор кристалды оптикалық жүйеде электромагнитті толқынддардың таралуын 

есептеу əдісі жасалынды. БП қасиеттерін талдауға ыңғайлы өрнектер алынды. 
БП-ның оның шығысындағы поляризациялық сəулелердің интерференциясы режиміндегі 

жұмысы қарастырылды. БП беретін интерференциялық жолақтардың кеңестіктік жиілігінің оның 
кіріс қабырғасына лазер сəулелерінің түсу бұрышына тəуелділігі алынды.  

БП-нің поляризациялық интерферометрлерде объектілердің аз бұрыштық ығысуын өлшеу 
үшін қолданылу мүмкіндігі көрсетілді. 

Қорытынды. Биполяризатор құрылымы ерекше поляризациялық призма. Одан өткен 
электромагниттердің өту жолын есептеу əдісі – аз параметр əдісі теориялық жағынан жəне инже-
нерлік есептеулерге ыңғайлы нəтижелер береді. Биполяризатордың шығысындағы поляри-
зациялық сəулелердің интерференциясының жолақтар айырымын есептеу өрнегі оны əртүрлі 
мақсаттарға қолдануға мүмкіндік береді. Соның бірі биполяризаторды қандай да бір зерттелінетін 
денемен біріктіре отырып, нтерференциялық жолақтардың ығысу шамасын анықтау негізінде 
үлкен дəлдікпен денелердің өте аз шамаға ығысуын жəне бұрылу бұрышын анықтай аламыз. 
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Аннотация. Теория взаимодействия электромагнитных волн с веществами в фундаментальном иссле-
довании представляет как теоретический, так и практический интерес. Анализ и синтез оптических систем 
из одноосных кристаллов показывает важное значение их применения в оптико-электронных устройствах 
передачи, распределения и обработки информации. Одной из интересных по своим функциональным 
возможностям кристаллооптических систем является биполяризатор (БП). В настоящей работе показан ори-
гинальный метод расчета хода электромагнитных волн в биполяризаторе и особенности возникновения 
интерференционных картин на выходе биполяризатора. Используя биполяризатор в лазерном излучении, с 
помощью интерференции электромагнитных волн, сформированных им на выходе можно с большей 
точностью определить местоположения малых продольных смещении и угла поворотов объектов. Таким 
образом на базе биполяризатора можно создать целый ряд лазерных поляризационных интерферомет-
рических устройств, использующих в разных направлениях когерентной оптики. 
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преобразования медленной волны волноведущего слоя 2 в объемную волну, уходящую от 

излучателя в направлении, определяемом углом  1 arccos U l     [1]. Для частоты 26f  ГГц 

наблюдается последовательное с расширением щели от 1,5d  мм до 4,5d  мм снижение 
рассеянной мощности. Этот фактор может служить основанием для создания плоского печатного 
излучателя с заданным амплитудным распределением на раскрыве. Приведенные результаты для 
других частот также новы, необычны и носят фундаментальный познавательный характер. 

Для проверки достоверности полученных результатов были выполнены (по алгоритмам 
работы [2]) расчеты для решеток бесконечной ширины со щелями 1,5d  мм и 4,5d  мм. Срав-
нение экспериментальных и расчетных энергетических характеристик для этих решеток приведено 
на рисунке 3. Приведенные экспериментальные и расчетные зависимости хорошо коррелируют, и 
следовательно, достоверны. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рисунок 3 – Экспериментальные и расчетные энергетические характеристики (зависимости  i tP P f ) плоских 

печатных излучателей со щелями d = 1,5 мм и d = 4,5 мм 
 

Поведение экспериментальных значений углов излучения 1  минус первых пространствен-

ных гармоник [2] плоских печатных излучателей со щелями 1,5d  мм, 2,5d  мм, 3,5d  мм и 

4,5d  мм (рисунок 4) предсказуемо, так как с ростом частоты увеличивается замедление волны в 
волноведущем слое 2 решетки.  

Изучению характера поведения коэффициентов замедления волны  U f  в волноведущем 

слое решеток с различными щелями посвящены результаты, приведенные на рисунках 5–7. 
На рисунке 5 приведены экспериментальные и расчетные значения дисперсионной зави-

симости  U f  волноведущего слоя в печатной решетке с шириной щели 1,5d  мм. Расчеты 

выполнены для решетки шириной 12 мм и решетки бесконечной ширины. Аналогичные зави-
симости – экспериментальные и расчетные – для печатной решетки с шириной щели 4,5d  мм 
приведены на рисунке 6. В обоих случаях получены результаты, близкие к расчетным, для решеток 
с шириной 12мм, равной ширине реальных образцов печатных решеток. 

Сравнительные экспериментальные характеристики дисперсионных зависимостей ГДВ, ПДВ 
и волноведущих слоев в печатных решетках со щелями 1,5d  мм, 2,5d  мм, 3,5d  мм и 

4,5d  мм приведены на рисунке 7. 



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 3. 2015 
 

 
225 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рисунок 4 – Экспериментальные значения углов излучения 1  минус первых пространственных гармоник  

плоских печатных излучателей со щелями d = 1,5 мм, d = 2,5 мм, d = 3,5 мм и d = 4,5 мм 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 5 – Экспериментальные и расчетные значения дисперсионной зависимости U ( f ) волноведущего слоя  

в печатной решетке с шириной щели d = 1,5 мм 

 
Ранее, в [3] для прицельного расстояния 2  мм была получена резонансного вида кривая 

зависимости эффективности (до 18,65дБ) отбора в системе «гребневый диэлектрический волновод 
(ГДВ) – печатная решетка с шириной щели 1,5d  мм». Этот резонанс наблюдался на частоте                    
f = 30 ГГц и связан он с равенством в этом месте замедлений двух открытых линий передачи. 
Предполагалось, что первая линия – ГДВ, а вторая линия передачи образована слоем диэлектрика, 
находящимся внутри печатной решетки. Резкий отбор энергии решеткой от ГДВ возможен при 
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перекачке энергии из одной линии передачи в другую при равенстве их постоянных распро-
странения. Это явление характерно для связанных открытых линий передачи. Дисперсионные 
зависимости для ГДВ и печатной решетки с 1,5d  мм (рисунок 7) подтверждают это. Мы видим, 

что на частоте 31f  ГГц их дисперсионные характеристики пересекаются. Отличие по частоте в 
1 ГГц вызвано тем, что в использовавшейся ранее схеме ГДВ находится в электродинамической 
связи с решеткой, влияющей на замедление его волны в сторону уменьшения. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рисунок 6 – Экспериментальные и расчетные значения дисперсионной зависимости U ( f ) волноведущего слоя  

в печатной решетке с шириной щели d = 4,5 мм 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 7 – Сравнительные экспериментальные характеристики дисперсионных зависимостей U ( f ) ГДВ, ПДВ  

и волноведущих слоев в печатных решетках со щелями d = 1,5 мм, d = 2,5 мм, d =3,5 мм и d = 4,5 мм 
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На рисунке 7 наблюдается также пересечение дисперсионных кривых для ПДВ и печатной 
решетки с 2,5d  мм. Если построить электродинамическую схему излучателя, состоящую из 

ПДВ (источник медленной волны) и печатной решетки со щелью 2,5d  мм (дифракционный 

рассеиватель), то следует ожидать, что на частоте, близкой к 32f  ГГц, также будет наблюдаться 
резкий отбор энергии решеткой. 

Итак, приведенные в сообщении результаты позволяют сделать вывод о возможности 
построения дифракционных антенн, излучающие элементы которых могут быть выполнены с 
использованием достаточно простых технологий и с использованием недорогих и доступных 
материалов. 
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Abstract. In modern pedagogical concept learning is not considered only as the transfer of knowledge from 
teacher to student. Defining trends of modern education is the shift to student-centered education that can be 
provided through information and communication technologies (ICT). Similar techniques are used extensively for 
communication and interoperability of the teacher and the student in modern open and distance education. The 
modern teacher must not only have knowledge of ICT, but also to be an expert on their application in their 
professional activity. 
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қашықтан оқыту, мүмкіндігі шектеулі балаларды оқыту.  
Аннотация. Қазіргі заманауи педагогикалық концепцияларда оқыту оқушыға мұғалімнен берілетін 

білімді жеткізу үдерісі ретінде қарастырылмайды. Заманауи оқытудың анықтаушы тенденциясы ақпараттық-
коммуникациялық технологиялар (АКТ) көмегімен қамтамасыз етілетін тұлғалық-бағытталған білім беру 
жүйесіне ауысу болып табылады. Мұндай технологиялар ақпаратты тасымалдауда, ашық жəне қашықтан 
оқытудың заманауи жүйелерінде оқытушы мен білім алушының қарым-қатынасын камтамасыз етуде кеңі-
нен қолданылады. Қазіргі мұғалім АКТ облысындағы білімді меңгеріп қана қоймай, оларды өзінің кəсіби 
қызметтерінде қолданудың маманы болу керек.  

 
Білім берудің кез-келген жүйесінің ақпараттық ортасындағы АКТ негізгі құралдары мүм-

кіндігі онда орнатылған программалық қамтамамен анықталатын дербес компьютер болып 
табылады. 

Əдістемелік жағынан қолдану облысындағы АКТ құралдарының классификациясы келесі 
құралдардан тұрады: оқытушы - білімді хабарлайды, меңгерудің қажетті деңгейін қамтамасыз ете 
отырып оқу немесе тəжірибелік іс-əрекеттердегі білік, дағдыларды қалыптастырады; жаттық-
тырушы - білік, дадыларды өңдеп, қайталауға жəне өтілген материалды бекітеді; ақпараттық-
ізденушілік жəне анықтамалық - деректерді хабарлайды, ақпаратты жүйелеу бойынша білік, 
дағдыларды қалыптастырады; демонстарциялық - оқытылатын нысандарды, көріністерді, зерттеу 
мен меңгеру мақсатында үдерістерді модельдеуге мүмкіндік береді; имитациялық - нақты-
лықтылықтың анықталған аспектісін құрылымдық жəне қызметтік сипаттамаларды үйрену үшін 
ұсынады; зертханалық - нақты құылғыда жойылған тəжірибелерді өткізуге мүмкіндік береді; 
модельдеуші - нысандарды, көріністерді, оларды зерттеу мен меңгеру мақсатында үдерістерді; 
есептеушілік - түрлі есептер мен басқа да операцияларды автоматтандырады; оқу-ойындық - білім 
алушылардың іс-əрекеті ойын түрінде жүщеге асатын оқу жағдаяттарын құруға арналған.  

АКТ көмегімен шешілетін дидактикалық міндеттерге: 
– Оқытуды ұйымдастыруды жетілдіру, оқытуды жекешелендіруді арттыру; 
– Оқушылардың өз бетінше дайындалу өнімділігін көтеру; 
– Мұғалімнің өз жұмысын жекелендіру; 
– Педагогикалық тəжірибе жетістіктеріне қол жетімділік пен таралымын жылдамдату; 
– Оқуға қызығушылығын арттыру; 
– Оқу үдерісін белсендіру, оқушыларды зерттеушілік іс-əрекетке тарту мүмкіндігі; 
– Оқу үдерісінің иірімділігін қамтамасыз ету жатады [2]. 
Мүмкіндігі шектеулі балалардың танымдық əрекетін дамыту түрлі факторларға оның ішінде 

оқу материалы қабылдауда қаншалықты көрнекі мен қолайлы екендігіне тəуелді. 
Оқу мен сабақ кезінде электронды оқу материалдарын қолдану балаларды пəндік өмірмен 

таныстырып қана қоймай, олардың ақпараттық құзырлығы мен танымдық аймағын түзетуді 
дамытуға əсер етеді. 

АКТ қолдану облысындағы жұмыс үдерісі кезінде: 
- Ақпаратты технологияны қолдану арқасында мүмкіндігі шектеулі балалардың танымдық 

үдеріс деңгейінің артқандығын; 
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- Ақпараттық технологиялар мен түзету-дамыту жұмыстарының əдістемесі облысында тұл-
ғалық деңгейлерінің артқандығын; 

- білім алушылардың көпшілігінің мотивациялық құрауыштарының қалыптасқандығын 
байқауға болады. 

Интербелсенді тақтамен жұмыс жасау кез-келген материалды шығармашылық тұрғыда 
қолдануға мүмкіндік береді, бірақ дербес оқыту жағдайында ол орынсыз. Арнайы қажеттілікті 
талап ететін бала қоршаған ортаға бейімделуі, нысандардың қасиеттері мен қатынастарын бел-
гілеуі, анықтауы үшін, қандай да бір əрекетті түсінуі үшін дұрыс дамыған балаға қарағанда көп-
теген қайталауларды талап етеді. Дидактикалық компьютерлік ойындар тапсырмаға деген 
жағымды əсерлерін сақтай отырып түрлі материалдарды қажетінше қайталауға мүмкіндік береді. 

Дидактикалық ойындардың оқыту үдерісінде алатын ерекше орнын сол ойынның өзі оқыту 
үдерісін əсерлі, əрекетті ететіндігімен анықталып, балаға өзіндік тəжірибе алуға мүмкіндік береді. 
Түзету-дамыту жұмыстарында оқу-ойындық құралдар мен жаттықтыруларды қолдану нəтижесі 
компьютерлік технологиялардың дəстүрлі түзету əдістемесінде педагогикалық əдістерді қолда-
нудың жаңа мүмкіндіктерін ашатындығын көрсетеді: 

1. Түрлі қиындықтағы материалдарды таңдап алу мүмкіндігі. Нақты бір балаға оның қазіргі 
мүмкіндіктері мен оқыту міндеттеріне сəйкес келетін тапсырманы ұсынуға болады. 

2. Дəстүрлі оқыту барысында анықталуы қиын бала дамуындағы мəселелерді «көрінетін» етіп 
қоюға болады. 

3. Балада өзінің жеке дағдыларын ойлау үдерісін қалыптастыруға болады. 
4. Жаттығудың сəтті орындалуына компьютерде орындалатын тапсырмалар жайлылық 

шарттарын ұсынады. 
5. Білім алушылармен тұлғалық қарым-қатынасты меңгерудің негізгі құралы ретінде қол-

данылатын компьютерлік программалардағы ойдан алынған батырлармен байланыс моделін 
меңгеру мүмкіндігі туады. 

6. Білім алушы тартымды графикаға бағыттала отырып көрген қателерін түзетуге тырысады, 
өзін-өзі бақылау əдістерін үйренеді. 

7. Компьютерлік программаны қолдана отырып орындалатын тапсырмалар кезінде қандай да 
бір ережелер мен формулаларды көп ретті қайталау қажеттілігімен байланысты білім алушыдағы 
қарама-қарсы теріс əрекеттер (негативизм) жойылады. Оларды өз күштеріне деген сенімділік пен 
оқуды жалғастыру құлшыныстары оянады, өзіне қтын болған жұмыстарды орындауға жігерлері 
артады. 

8. Балалар аз шаршап, жұмыс істеу қабілеттерін көп сақтайды. 
9. Монитор экранына қарап, бала өз жұмысының нəтижесін көреді.  
Осылайша компьютерлік программаларды қолдану ойын есебінен ғана жігерді арттырып қой-

май, балаға үлкендер жағынан, компьютер тарапынан мақтау, мақұлдау алуына септігін тигізеді. 
Word мəтіндік процессоры мен Access мəліметтер қоры, Power Point презентацияларымен 

танымал Microsoft Office пакеті, Active Inspire бағдарламалары мұғалімге сабақ өткізу мен 
дайындық барысында үлкен көмек береді. Word мəтіндік процессоры таратпа қағаздары мен 
дидактикалық тапсырмалар жасауда қолданылады. Power Point презентациялары мұғалімге 
уақытты үнемдей отырып, қысқа уақыт ішінде сабаққа көрнекілік дайындауға мүмкіндік береді. 
Презентация арқылы жасалынған сабақтар ақпаратпен жұмыс істеу барысында өте тиімді.  

Бүгінде қашықтан оқыту бойынша сұрақтар көптеп қойылады, қашықтан оқытуға қызығады, 
тіпті кейбіреулер күмəнмен қарайды, алайда мектеп мұғалімдерінің арасында бұл оқыту формасы 
кең таралмаған.  

БҰҰБҒМҰ (UNESCO) болжамы бойынша ХХІ ғасырда ортамектеп оқушылары мектепте 30-
40% уақыттарын, қашықтан оқуға 40% уақыттарын, ал қалған уақыттарын өз бітңнше бңлңм алуға 
жұмсайды делінеді. Осыдан қарап-ақ университет, орта мектепте білім беру шеңберінде қашықтан 
оқытуға деген қызығушылықтың артқанын байқауға болады. Қашықтан оқыту деп біз оқушының 
оқу-əдістемелік материалдар мен оқытушының кеңесіне аптасына жеті күн, кез-келген уақытта 
қолжетімді етіп ұйымдастырылған оқыту формасын айтамыз [3]. 

Осы ретте қашықтан оқытудың мүмкіндігі шектеулі балаларға беретін мүмкіндіктеріне 
тоқталып өтсек дейміз. Компьютерлік технологияларды оқу үдерісіне енгізу түзету мен оңалтумен 
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айналысытан мамандар жұмысын жеңілдетеді, балаларға жылдам жəне байқаусыз өздерін 
қоршаған ортаға кіріп кетуіне көмектеседі, сонымен қатар ақпаратқа заманауи жолдармен қол 
жеткізуге мүмкіндік береді. Компьютерлік технологияны қолдану балаларға жаңа іс-əрекет түрін-
де – компьютермен өз бетінше жұмыс істеу əрекетінде дамуға жол ашады. Оқудың жекеленген 
жолын қамтамасыз ету мүмкіндігі, білімді меңгеру əдістері мен əрбір балаға жол табу, бір сөзбен 
айтқанда жекеленген жүйелік көмекті қамтамасыз ету – түзету педагогикасында компьютерлік 
технологияларды қолдану артықшылығын береді. Компьютермен оның ішінде, қашықтан білім 
беру ресуртарымен жұмыс балалардың зияткерлік əрекетін, кеңістікті ойлау, жады, логика, зейінін 
дамытады, өз бетімен жұмыс істеуге, шешім қабылдауға үйретеді, алдына қойған мақсатты өзі 
шешуіне, саусақтарының, қолдарының моторикасын дамытуға көмектеседі [4].  

Қашықтан оқыту элементтерін қолдана отырып, оқытушы білім беруде өзінің жеке ролін бел-
сендіруді қамтамасыз етеді (бағытты, оқытудың формалары мен күйін таңдауда); оқытушыға адам-
заттың мəдени-тарихи жəне ғылыми жетстіктері жайындағы білімдерге қол жеткізуді кеңейтеді.  

Оқытудың қашықтан оқыту формасы тұлғалық қарым-қатынас үдерісін жеңілдетеді, онымен 
болатын психологиялық сипаттағы мəселелрді шешеді. Үй жағдайында білім алатын бала педагог-
мамандармен, құрдастарымен, территориялық орналасуына тəуелсіз байланыс, қарым-қатынас 
жасау, тілдесу мүмкіндіктеріне ие болады. 

Мүмкіндігі шектеулі балалармен жеке жұмыс атқару тəжірибесі оқытудың бұл жаңа түрін 
үлкен қызығушылықпен қабылдайтындығын көрсетеді.  

Қашықтан оқыту режимінде жұмыс жасайтын мұғалімдер мүмкіндігі шектеулі балалармен 
жұмыс жасайтын өз əріптестері жүргізетін оқытудың дəстүрлі шарттарын орындайды, бірақ 
олардың балалармен арасында қатынастың болмауы оқытудың арнайы формасына алып келеді. 
Мысалы, оқушы жанында мұғалімнің жоқтығынан өзін сенімсіз сезінеді немесе өзінің,көп жағдай-
да басқа оқушылардың алып отырған бағасына келіспейді. Балалардағы мұндай сезімнің бар болуы 
кейбір курстардың құрылымы əлі де болса толық ашылмағандығын білдіреді [1]. 

Бұл мəселелерді шешу үшін оқушылармен бірге 3 жұмыс кезеңінен өту керек. Біріншісі – бұл 
дайындық кезеңі (кұндізгі) – қашықтан оқыту жұмысында. Одан кейін балалар мұғалімнің қадаға-
лауымен немесе Skype арқылы өз бетінше жұмыс жасап көру керек (күндізгі – сырттай кезең). Енді 
барып, бала өзін сенімді сезінгенде ғана қашықтан оқыту кезеңіне өтуге болады.  

Қашықтан оқыту курстарының көрнекі əрі ыңғайлы түріне MOODLE программалық платфор-
масында құрылған курстарды жатқызуға болады. Ол түрлі онлайн оқу курстарын құруға, өткізуге 
мүмкіндік береді, мұнда оқытушы мен оқушы, оқушы мен оқушы арасындағы белсенді қарым-
қатынасты қолдауға көп көңіл бөлінеді. Мұнда келесілерді көрсетуге болады: 

- Мəтіндер, web-беттер, дыбыстық жəне бейне файлдар; 
- Автоматты тексерілетін тесттер, интербелсенді оқу материалы;  
- Ішкі білім беру ресурстарын қосу. 
Жоғарыда келтірілген мүмкнідіктерді қашықтан оқыту порталында сабақ құру кезінде қолда-

нуға болады. Ол сабақтың қажетті теориялық матриалын қойып, оны қызықты етуге мүмкіндік 
береді. Портал негізінде жаңа білім беру технологияларын, əрбір баланың дербес ерекшеліктерін 
ескере отырып сабақтар құруға болады. Мысалы, денсаулық сақтау технологияларын жүзеге асыра 
отырып, сабаққа музыкалық үзіліс, көзге арналған жаттығулар, шынықтыру минуттарын қосуға 
болады. Оқушы өз деңгейіндегі тапсырмаларды немесе қиын тапсырмаларға қайта қарастырып 
орын.дауға, тапсырмаларын түзетуге, өз жұмысының нəтижесін бірден көруге мүмкіндік алады.  

Оқушылардың компьютерлік технологияларды меңгеруі оларға қашықтық конкурстарына, 
жобаларға (олимпиадалар мен конференцияларға) қатысуына мүмкіндік береді.  

Компьютерлік технологиялар мүмкіндігі шектеулі балаларды оқытуда оларға қоғамның 
қажетті бір бөлігі мен тұлға ретінде дамуына көмектесе отырып оқытудың маңызды бөлігіне айна-
лады. 
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методы, дистанционное обучение, обучение детей с ограниченными возможностями здоровья. 

Аннотация. В современных педагогических концепциях обучение перестает рассматриваться только 
как процесс передачи знаний от учителя ученику. Определяющей тенденцией современного обучения явля-
ется переход к личностно-ориентированной системе образования, что можно обеспечить с помощью инфор-
мационных и коммуникационных технологий (ИКТ). Подобные технологии активно применяются для 
передачи информации и обеспечения взаимодействия преподавателя и обучаемого в современных системах 
открытого и дистанционного образования. Современный преподаватель должен не только обладать зна-
ниями в области ИКТ, но и быть специалистом по их применению в своей профессиональной деятельности. 
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method. 
Abstract. The transport boundary value problem for the isotropic elastic medium limited by a cylindrical sur-

face of any cross section is considered in case of action of supersonic transport loads. On the basis of generalized 
functions method its analytical decision is constructed. The corresponding BVP in space of the generalized functions 
is set, its generalized decision is build in convolution form, its regularization is performed, the dynamic analog of 
Somigliana formula and the singular boundary equations are constructed which resolve the BVP. 

For the transport boundary value problems of elasticity theory for subsonic transport loads, the speed of which 
is less than the speed of propagation of elastic waves in a medium, MGIU is developed earlier by the author in [1]. It 
is associated with the first boundary value problem of elasticity theory in a cylindrical area that is elliptical. At 
supersonic speeds, traffic load than the speed of propagation of longitudinal and transverse waves in an elastic me-
dium, the corresponding boundary value problem becomes a strictly hyperbolic, among shock waves appear, which 
requires the development of the theory of pseudo-differential operators for its decision. The most convenient appa-
ratus for constructing the solutions of such problems is the generalized functions method (GFM), which summarizes 
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the method of V.S. Vladimirov of Cauchy problem solution for differential equations on the boundary and initial-
boundary problems. The most detailed it set out by the author on the example of the classical wave equation in 
spaces of different dimensions in the paper [2]. 
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ОБОБЩЕННЫЕ РЕШЕНИЯ И СИНГУЛЯРНЫЕ  
ГРАНИЧНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 

 ПРИ СВЕРХЗВУКОВЫХ ТРАНСПОРТНЫХ НАГРУЗКАХ 
 

Л. А. Алексеева 
 

Институт математики и математического моделирования ИМИМ МОН РК, Алматы, Казахстан 
 

Ключевые слова: изотропная упругая среда, сверхзвуковая транспортная нагрузка, краевая задача, 
метод обобщенных функций. 

Аннотация. Транспортные нагрузки – наиболее распространенный вид динамических нагрузок в сре-
дах, порождающих волновые процессы в них. Исследование процессов распространения и дифракции волн 
на основе методов математического моделирования приводит к решению различных краевых задач 
математической физики, для которых используются разнообразные методы. Здесь на основе теории обоб-
щенных функций разработан метод граничных интегральных уравнений (ГИУ) решения транспортной крае-
вой задачи теории упругости, которая является модельной для изучения динамики массива в окрестности 
подземных сооружений типа транспортных тоннелей при произвольном профиле сечения. 

Для транспортных краевых задач теории упругости при дозвуковых транспортных нагрузках, скорость 
движения которых меньше скорости распространения упругих волн в среде, МГИУ разработан автором 
ранее в [1]. Он связан с решением первой краевой задачи теории упругости в цилиндрической области, кото-
рая является эллиптической. При сверхзвуковых скоростях транспортной нагрузки, превышающей скорость 
распространения продольных и поперечных волн в упругой среде, соответствующая краевая задача стано-
вится строго гиперболической, в среде появляются ударные волны, что требует разработки теории псевдо-
дифференциальных операторов для ее решения. Наиболее удобным аппаратом для построения решений 
таких задач является метод обобщенных функций (МОФ), который обобщает метод В. С. Владимирова 
решения задач Коши для дифференциальных уравнений на краевые и начально-краевые задачи. Наиболее 
детально он изложен автором на примере классического волнового уравнения в пространствах различной 
размерности в статье [2] 

Здесь рассмотрена транспортная краевая задача для изотропной упругой среды, ограниченной ци-
линдрической поверхностью произвольного поперечного сечения, в случае действия сверхзвуковых транс-
портных нагрузок. На основе МОФ, строится ее решение. Поставлена соответствующая краевая задача в 
пространстве обобщенных функций, получено ее обобщенное решение, проведена его регуляризация, 
построен динамический аналог формулы Сомильяны и сингулярные граничные уравнения, 
разрешающие краевую задачу. 

 

1. Постановка транспортной краевой задачи. Пусть упругая изотропная среда (,,) 

занимает область 3D R  , , ограниченную гладкой цилиндрической поверхностью Ляпунова D, 

образующие которой параллельны оси Z. Множество 2S R   --перпендикулярное сечение D ,   

S - его граница:  D S Z    , D = S  Z, n =(n1, n2, 0)- единичный вектор внешней нормали к D, 
1, { : 0}.S Z Z zD R z        

Пусть на границе D заданы транспортные нагрузки 3( , )P x x ct , движущиеся с постоянной 

скоростью c: 
( ) ( , ) , , 1,2,3j jP n e z e p x z x S jij i j                                           (1) 

Здесь je - орты декартовой системы координат, 1 2 3( , ),x x x z x ct   , ( )z -функция Хевисайда. 

Предполагается, что P(x,z) интегрируемы на D : 1( , ) ( )p x z L Dj  . 



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 3. 2015 
 

 
233 

Уравнения Ламе, описывающие динамику упругой среды [3], в подвижной системе координат 
),,(),',(' 33 2121 сtxxxxxxx  , связанной с транспортной нагрузкой, имеют вид: 

               
2 2

2 2 2
1 2 2 2

3

0i i
j i j i

i j

u M M M u
x x x x

  
  

                       
                (2) 

где /j jM c c - числа Маха ,    /c,/c  21 2  - скорости распространения 

продольных (сжатия-расширения) и поперечных (сдвиговых волн) в упругой среде. Здесь 
 1 ( 1, 2)jM j  ,                                                                  (3) 

что делает уравнения (2) гиперболическими [4, 5].  
Граничные условия: при z=0  

3, ( ,0) 0, ( ,0) 0, ,i z iu x x x S                                                     (4)  

При ( , )x z   

  1
0, 0 : ( , ) , 1,2, .j ju u O x z j z

 
                                         (5) 

При сверхзвуковых скоростях возникают ударные волны. На их фронтах F удовлетворяются 
условия на скачки [6]: 

  
 

3
,

2

0 , ,

,

j z i j j i zF F F

j ij z i z FF

u h u h u

h c h u 

           

  
                                          (6)  

где 31 2( , , )h h h h  - волновой вектор - единичная нормаль к F в 3R , направленная в сторону 

распространения волны. Требуется построить решение этой краевой задачи.  
2. Постановка задач в пространстве обобщенных функций и ее обобщенное решение.               

Для решения задачи используем метод обобщенных функций. Для этого перейдем к                    
постановке краевой задачи в пространстве обобщенных функций 

 3 3'
3 1 3

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ,..., ), '( ), 1, 2,3kD R f f f f D R k    , где 3'( )D R  - пространство обобщенных 

функций [7] и введем регулярную обобщенную функцию, определенную на 3R : 

ˆ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )D Su x z u x z H x u x z H x z   .                                             (7) 

Здесь ( )SH x  - характеристическая функция множества S  , равная ½ на S, ( )DH x - характе-

ристическая функция полуцилиндра  ( , ) : 0,D x z z x S    , 2S R   -- открытое множество, 

ограниченное кривой S ,  ( , ) : 0,D x z z x S   : 

 

1, ( , )

( ) ( ) ( ) 1/ 2, ( , )

0, ( , )

D S

x z D

H x H x H z x z D

x z D D



 



 


  
  

                                        (8) 

Используя свойства дифференцирования регулярных обобщенных функций со скачком на S, 
получим, с учетом граничных условий, уравнение для û :  

 

2
,

0

ˆ ( ') ( ) ( , ) ( ( , )),
'

( )) ( , ) , ( ,0) ( ) ( )S

j
i j z i z i D z i D z

i
k k ij j i i j D j iz

z

H

L u x c n u p x z n u x z
x

u
u n n u n u x z x c z x

z

  

       



       
 

      

            (9)  

1ˆ ( , )DG c GH x z  , ) (D S(x,z) (x H z)    -  простой  слой  на D .  Поскольку  3 0n    на  D ,  
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используя свойства свертки с тензором Грина, и граничные условия (4), получим представление 
решения КЗ в пространстве обобщенных функций: 

* *ˆ ˆ ˆˆ * , ( ) ,D D D

k l j
i i k k k i l l j j l i lu U p u n U n u n u U         .                           (10) 

Если ввести тензор фундаментальных напряжений 

 ˆ ˆ ˆ ˆ( , , ) , , ,j l j j
i i l j n i k ikT x z n U n U n U                                           (11) 

связанный с порождаемым тензором ˆ i
jU  тензором напряжений  

 ˆ ˆ ˆ( , ) , , ,i i i i
jk l l j k k jjkx z U U U     .                                   (12) 

соотношением  
ˆ ( , , ) ( , )j i
i jk kT x z n x z n                                                     (13) 

то в формуле (10) правую часть можно представить в виде поверхностного интеграла по границе 
области. С учетом введенных обозначений на границе она примет вид: 

0

ˆ ( , ) ( ) ( ( , , , ) ( , ) ( , , , , ( )) ( , ) ( )
S

j j
i i i i ju x z z d U x y z p y T x y z n y u y dS y     



                 (14) 

где введены тензоры - сдвиги:  
ˆ ˆ( , , , ) ( , ), ( , , , , ) ( , , )i i i i

j j j jU x y z U x y z T x y z n T x y z n          .                   (15)  

Формула аналогична формуле Сомильяны статической теории упругости [3], которая позво-
ляет по известным граничным значениям перемещений и напряжений определять перемещения в 
среде. Однако использовать эту формулу для определения решения краевой задачи в случае 
сверхзвуковых нагрузок невозможно, т.к. второе слагаемое содержит сильные неинтегрируемые 

особенности на фронтах ударных волн тензора j
iT , поэтому интегралы являются расходящимися. 

Для построения регулярного интегрального представления формулы опишем вначале свойства 

фундаментальных тензоров ,i i
j jU T . 

3. Тензор Грина транспортного уравнения Ламе и его первообразная по z.  
3 3

ˆ i
kU


U  - 

матрицу фундаментальных решений транспортного уравнения Ламе:  

  ˆ ( ) 0, , 1, 2, 3,j k k
i j iA U x i j

x
       

                            (16)  

удовлетворяющую условиям затухания на бесконечности. 

.при0ˆ,0ˆ
'  xUU k
ji

k
i                                          (17) 

назовем тензором Грина (можно показать, что U  является тензором). Он описывает переме- 
щения упругой среды при действии сосредоточенной в точке силы с компонентами 

2 [ ]( ) ( ) k
i iG с x z    , действующей в направлении координатной оси kX , бегущей со 

скоростью c вдоль оси 3X . Для произвольной регулярной массовой силы с компонентами 
2

k kG c g  соответствующее решение имеет вид свертки 

  
3

1 2
ˆ ˆˆ ˆ* ( , ) ( , ) , , 1, 2,3,k k

i i k i k

R

u U g U x y z g y dy dy d i k                              (18) 

 если она существует.  

Представление 
k
iÛ  для разных скоростей с с использованием преобразования Фурье обоб-

щенных функций получено и изучено ранее автором в [4,5]. В сверхзвуковом случае (при c>c1) 
матрица Грина имеет следующий вид: 
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 

 

2 2 2 2
1 2 2 1 1 2 2
1 1 1 2 24 4

2 1 2

2 2 2 2
2 2 2 2 1 2 1
2 1 1 2 24 4

2 1 2

2
3 31 2 2 1 1 2
3 1 2

1 2 1 2

3 2 1
2 2

1

ˆ2 ,

ˆ2 ,

ˆ ˆ2 , 2 ,

ˆ2

M z x x
U V V

V V Vx x

M z x x
U V V

V V Vx x

m x z
U U

V V V Vx

x z
U

Vx

    

    

    



 
  

 
  

   



 
      

 

 
      

 

   
         
   

 

 

1 2 2 3 1 32
2 1 3 2 3 1

2

2 21 2 1 2
1 1 1 2 24

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ2 .

U U U U U U
V

x x
U z V V

V Vx



   



 
 

 
     

 

  
         

                           (19)  

Здесь введены обозначения: 
22 2 2( ), , 1, 1,2j j j j j jz m x V z m x m M j         ,        

( )H z - функция Хевисайда, равная ½ при z=0. Удобно выделить объемную и сдвиговую 

составляющие тензора ˆ j
iU  :  

1 2
ˆ ˆ ˆ ,j j j

i i iU U U   

которые описывают объемные и сдвиговые деформации в отдельности. Их легко выписать, 
используя (19), группируя слагаемые с одинаковым индексов в j . Легко видеть, что компоненты 

тензоров 
j

ilÛ  вне звуковых конусов  ( , ) :l lK x z z m x    (1.l=1,2) равны нулю. Вне зоны 1K   

среда покоится. В зоне между звуковыми конусами деформация только объемная, в зоне 2K                       
к объемной добавляется также и сдвиговая деформация. На поверхностях конусов: 

 xmzzxK jj  :),(  - волновых фронтах фундаментальных решений 
i
jÛ  сингулярны, имеют 

особенности типа   1/ 222 2
jz m x


 . 

Кроме того, имеют место следующие свойства симметрии: 

   ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )i j i
j i jU x z U x z U x z   ,                                                 (20) 

что удобно использовать при решении краевых задач. Далее для регуляризации интегралов нам 

понадобится тензор ˆ i
jW  - первообразный по z для  ˆ ˆ ˆi i i

j j z jU U W  :  

2

1 2
1

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )i i i i
j jk j j

zk

W W U x x H z U z  


     .                              (21) 

Он имеет вид:  

    

      
1 1 2 2 3 33

2 2 21 2
1 1 3 3 2 2 2 3 33 3

1 2

1ˆ2 , , 0,5 , ,

ln 0,5 ln 0,5 ,

j
i i j ij i j j ii

ij i j ij i ji i

z
W V V r r э r r

x r

z V z V
m э m э M

m x m x

     

       

 

 

       
 

 
    

  

где 3, / , 1,2; , 0;j jr x x j r    (1 )ij ijэ   . Обозначение  i jэ  означает фиксирование индекса 

i ( по i в произведении не сворачиваем). В нем также удобно выделить объемную и сдвиговую 
части:  
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2 2

1 1

ˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( , ) .

k

z
j j j

i kik ik
k k m x

W x z W z m x U x d  
 

                                    (22) 

Очевидно, ˆ j
iW  имеет тот же носитель, что и ˆ j

iU  , но поскольку на jK  :  

jm x z   ( , ) 0jV x z    ln 0,j

j

z V

m x


  

 Следовательно, он непрерывен на фронтах jK . При 0,x   0,z    

 
2 2

2 2 1
1 1 2 2 ,

2

m m
x V V

z
    

   

поэтому ˆ j
iW  не имеет сильных особенностей на оси z, однако имеет слабую логарифмическую 

особенность по x . Выделим эти особенности, разбив ˆ j
iW  на слагаемые:  

2

1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( , ),j js jd js jd
i i i k ik ik

k

W x z W W W x W x z


                                       (23) 

где 

  2
3 3 1 11 3

ˆ2 ( ) 0,5 ln( ),js
i j iji iW x m э m x       

  2 2
3 3 2 2 22 3

ˆ2 ( ) (0,5 ) ln( ).js
i j iji iW x m э M m x        

Тензоры ˆ js
ilW  диагонального вида, не зависят от z внутри звуковых конусов lK   (1.l=1,2) и 

имеют логарифмическую особенность по x  на оси z. В отличие от порождающего тензора ˆ j
iW , 

тензоры ˆ js
ikW  , ˆ jd

ikW имеют ограниченные скачки на фронтах lK . 

Легко видеть, что справедливы следующие свойства симметрии относительно оси Z тензоров-
сдвигов  

ˆ( , , ) ( , )j j
i iU x y z U x y z     , ˆ( , , ) ( , )j j

i iW x y z W x y z     : 

( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , ),j j j j
i i i iU x y z U y x z W x y z W y x z          

кроме компонент с индексами (1.i,j)=(1,1,3), (1,2,3), (1,3,1), для которыx  

 3 3 3 3( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , ), 1,2.i i i iU x y z U y x z W x y z W y x z i                         (24) 

Тензор ˆ j
iW  также имеет простой физический смысл. Он описывает перемещение упругой 

среды при действии сосредоточенной на полуоси 3X  силы с компонентами 2 [ ] ( ) ( )k
i iG с x z    , 

действующей в направлении координатной оси kX , и бегущей вдоль 3X  со скоростью c. 

4. Фундаментальный тензор напряжений ˆ j
i  и его первообразная по z. Рассмотрим 

тензоры напряжений, порождаемые тензором Грина:  

 , ,ˆ

ˆ

ˆ ˆ ˆ( , ) , ,

ˆˆ ˆ( , , ) ( , ) , ( , , ) ( , , ).

k k k k
ij m m ij i j j i

k k j i
i ij j i j

x z U U U

x z n x z n T x z n x z n

  



  

   
                       (25) 

Тензор ˆ ( , , )k
i x z n Γ  описывает напряжения на площадке с нормалью n n  в точке ( , )x z . 

Верна следующая теорема. 

Т е о р е м а  4.1. Тензор ˆ j
i  является обобщенным решением транспортного уравнения Ламе 

с массовой силой вида: 
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   ' '
ˆ , ( ') 0j k i

i x j k xA T K n x     

где    ' , .l l l
i x i l j i j j iK n n т            

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Из (25) следует  

  '
ˆˆ ˆ , ( , ),j j l j

i i i x lK n U x z                                                       (26)  

Следовательно,  

       ' ' ' '
ˆ ˆˆ ,j k j j j l j

i x j i x i x k xk lA T A A K n U         

       ' ' ' '
ˆ, ( , ) , ( ') , ( ')l j l l l i

k x i x j k x i k xK n A U x z K n x K n x           . 

Теорема доказана.   
Так как введенный тензор удовлетворяет уравнениям движения, он описывает перемещения 

упругой среды при действии бегущей сосредоточенной массовой силы мультипольного типа. 
Однако, в отличие от дозвукового случая [1], не он играет главную роль при решении краевых 
задач, а его первообразная по z, в которой также удобно выделить объемную и сдвиговую 
составляющие: 

2

1 2
1

ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( )i j i i
j j jik

zk

H H T x x H z T H z


      ,                                  (27) 

   2 2 2 12
1 2 11 2 12 31 32

1 ˆ ( , , ) 2 , , 2 , , .j
i j i ij i j ij ij

f
H x z n M M n f M n f f f

n n



             

 

  

  

1 3

2
3 3 3 3

3 3 3

2 , ( , ) , ,

2 , ( , ) 0,5 ln

, , , , 0,5

k
k i i i

k

k
k ij i j k ij ki

k

k k
i j j i i j ij i

z
f x z r

xV

z V
f x z m э

m x

V z
r r r r э

x x

 

    

   







 
   

 


  

 
     

 

 

Этот тензор можно получить аналогично Т, используя закон Гука, только вместо тензора Грина в 
него следует поставить его первообразную W/ 

Аналогично W, выделим в ˆ j
iH  стационарные и динамические слагаемые:  

2

1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , , ) ( ) ( ) ( , ),j js jd js jd
i i i k ik ik

k

H x z n H H H z m x H x H x z


                           (28) 

Так как тензоры ˆ js
ilW  и ˆ js

ikH  не зависят от z внутри звуковых конусов lK   (1.l=1,2), назовем их 

условно стационарными. Соответственно тензоры ˆ jd
iW , ˆ jd

ikH  -- динамическими, они существенно 

зависят от z, однако являются регулярными. 

Тензор ˆ j
iH  имеет слабые особенности на фронтах типа   1/ 222 2

jz m x


 . В отличие от ˆ jd
iH  

тензор ˆ js
iH  имеет более сильную особенность типа 

1
x


 на оси z. 

Для него справедливы свойства симметрии относительно оси Z тензоров-сдвигов:  

 ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ),j j j
i i iH x y z m H y x z m H x y z m                                   (29)  

кроме (i,j)=(1,3), (2,3), (3,1):  
3 3 3 3( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , ), 1,2.i i i iH x y z H y x z H x y z H y x z i                          (30)  
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Ясно, что при z   все введенные тензоры-сдвиги равны нулю. Указанные свойства симмет-
рии верны и для стационарного и динамического слагаемых тензоров.  

Лемма 3.1. Тензор ˆ j
iH  удовлетворяет формуле 

 2
3

( ) ( ) '

2

( , , , ( )) ( , ) ( , , ) ( , , ) ( )

( ).

z

i
k

z

k k
i i

S x S x z

i
k D

H y x z n y dS y x y z c U x y z dV y

c H x

 

 





      
  



 
  

где    1 1( ) : , ( ) :z zS x y S m x y z S x y S m x y z         , 1 2( )dV y dy dy . Для x D  

интегралы регулярные, для x D  - интегралы по ( )zS x  сингулярные с особенностью при y=x , 
берутся в смысле главного значения. 

Доказательство: Свернем уравнение для Û  : 

  12 ˆ ˆ, , ( ) ( )k k k
ij j i zz ic S U x z   


   

с ( ) ( )x z   и получим уравнение для Ŵ  : 

  12 ˆˆ , , ( ) ( )k k k
ij j i zz ic W x z   


   . 

Далее свернем это уравнение с ( ) ( )SH x z  и воспользуемся свойством дифференцирования 

свертки. В результате получим 

   1 12 2
3

ˆˆ ˆ( ) , * ( ) , * ( ) ( ) ( )k k k k
ij j S i z S i z S i S

x x
c n x c H x U H x H x z    

           

Это равенство для 'x D  в силу ограниченности S можно записать в представленном в лемме 
интегральном виде, где все интегралы существуют. Указанные области интегрирования под 
знаком интеграла – это носители подынтегральных функций, которые зависят от z. 

 Пусть ( , )x z D . Обозначим полуокрестности точки x соответственно знаку: 

 ( ) : ,x y S r r x y        . Аналогично получим 

 2 2
3

'( ) ( )

( , , , ( , )) ( , ) ( , , ) ( , , ) ( ) ,i k k i
k i i k

zS x S x

H y x z m y dS y x y z c U x y z dV y c

 

    
   

      
  

   

 

 2
3

) '( ) (

( , , , ( , )) ( , ) ( , , ) ( , , ) ( ) 0.k k k
i i i

zS x S x

H y x z m y dS y x y z c U x y z dV y

  

  
   

      
  

   

Здесь ( , )m y   - единичная внешняя нормаль к поверхности интегрирования, которая совпадает с n 

на S  и направлена вдоль радиуса   -окружности на ( )x
 . 

Сложим эти два равенства и перейдем к пределу по 0  .  
Внутренние интегралы по S  cтремятся к интегралам в смысле главного значения, которые 

существуют в силу свойств симметрии (29), (30) и асимптотических свойств ( , , , ( , ))j
iH y x z m y   

при 0r   для z>0. Предел суммы внутренних интегралов по 
  и 

  стремится к нулю в силу 

равенства ( , )m y   в противоположных относительно x точках 
  и 

 . Интегралы по 

( ), ( )S x S x 
   стремятся к нулю в силу слабой особенности подынтегральных функций. Если 

поделить предельное равенство на 2 , то с учетом определения DH   на D, получим доказываемое. 
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Если для заданных (x,z) выполняется 1max( ),
y S

z m x y


   то области интегрирования 

становятся постоянными: ( )zS x S  , ( )zS x S .  

Лемма 3.2. Если 1 , 0z m    , то 

 
0

2lim , , , ( , )k k
i i

r

y x
H y x z dS y c

r


  





 

 
                                              (31)  

Доказательство: Поскольку для таких z область интегрирования от z не зависит, а подын-
тегральные выражения непрерывны вместе со всеми производными внутри  -окружности, 
дифференцирование по z в формуле леммы, записанном для указанного множества, можно внести 
под знак интеграла, в результате получим: 

 2 2
3, , , ( , ) ( , , ) ( , , ) , ( )k k k k

i i i z i
r r

y x
H y x z dS y y x z c U x y z dV y c

r 

   
 

      
    

Отсюда следует (31), т.к предел по 0   второго слагаемого равен нулю. 
Формула леммы 3.1. является обобщением известной формулы Гаусса для уравнения Лапласа. 

Она играет важную роль при построении разрешающих сингулярных граничных интегральных 
уравнений краевых задач в сверхзвуковом случае. 

4. Аналог формулы Сомильяны и сингулярные граничные интегральные уравнения при 
сверхзвуковых скоростях. Для того, чтобы представить обобщенное решение (10) в интеграль-

ном виде, преобразуем его, используя первообразную тензора Грина ˆ l
iW : 

 

 
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D D D

D D D

D D D

D D D

j kl l j
i i j ij k l i j i j
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i j ij k l z i j i j
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i j z k l ij j i i j

j kl l j
i j k z l k l S ij j i i j

i

u U p C u n U U G H

U p C u n W U G H

U p u n C W U G H

U p u n u x n x H x z C W U G H

U

 

 

 

  







 

   

    

     

     

 * *ˆ ˆ ˆ* , ( ,0) ( ) ( ) ( ) *D D D

j kl l kl l j
j k z l ij j i k l S ij j i i jx

p u n C W u x n x H x z C W U G H       

         (32) 

Здесь для сокращения записи введен тензор упругих констант, который для изотропной упругой 
среды имеет вид:  

( )kl k l l k k l
ij i j i j j iC           

Формулу (33) теперь можно записать в интегральном виде для ( , )x z D . 

Т е о р е м а  4.2. При 1c c  решение краевой задачи удовлетворяет соотношениям: 

при  ,x z D  





2

1 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( , , ) ( , )
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при  ,x z D  
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1 0
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где последний интеграл сингулярный, берется в смысле главного значения по контуру S или его 
части. 

Доказательство: Интегральная запись обобщенного решения (10) имеет вид (33). Все инте-
гралы существуют, так как подынтегральные функции интегрируемы, в том числе и на фронтах 
фундаментальных решений, т.к. ядра подынтегральных выражений имеют слабые особенности на 

фронтах вида   1/ 222 2
jz m x


 . Покажем, что формула сохраняет вид и для D'x  , с учетом оп-

ределения )z,x(H D


.  

Действительно, пусть ( , ) и ( , ) ( *, *), ( *, *)x z D x z x z x z D   . Тогда  



 

2

1 0

'

0 ( ) ( ) ( *, , * ) ( , )
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j

k jik
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j
j zik

z m r ds y U x y z p y t

H x y z n y u y d

 

 
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 

   
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 

  
                        (35)  

Рассмотрим в ней интеграл  

( *, *)I x z  
*2

'
1 0
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
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Пусть 1* /z m  . Поскольку ( ) / ,n m x y r r      на 
 , его можно переписать в виде:  
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Перейдем в последнем равенстве к пределу по 0 . Первое слагаемое имеет слабую 

особенность по r даже устранимую, так как при 0, 0,r    а 
0

( , * ) ( *, *)j k ju y z m r u x z


  . 

Поскольку 0
  , это слагаемое также стремится к 0. Интеграл во втором слагаемом стремится 

к интегралу по полуокружности. Следовательно, в силу леммы 3.2, 

0
( *, *) 0,5 ( *, *)jI x z u x z


  

Перенося это слагаемое в левую часть уравнения, получим, c учетом определения )x(H s
 , 

получим вторую формулу теоремы. Теорема доказана. 
Для ( , )x z D  формула (34) является системой граничных интегральных уравнений для 

решения краевой задачи. После определения по ним неизвестных граничных значений скорости 
перемещений, по первой формуле теоремы определяем решение внутри среды. А так как ядра 
подынтегральных выражений имеют слабые особенности на фронтах, интегралы в формуле (33) 
допускает перемену порядка интегрирования:  
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при z>0 

  
2

1 0 ( )

( , ) ( , , ) ( , ) ( , , , ( )) ( , ) ( )
k

z
j j

i j z jik ik
k S x

u x z d U x y z p y H x y z n y u y dS y



     


          (35) 

что можно использовать при численной реализации алгоритма решения задачи.  
 Для вычисления сингулярных интегралов удобно преобразовать формулу (34), разложив ядра 

соответственно порождаемой ими деформации. 
Т е о р е м а  4.2. Решение краевой задачи на границе области удовлетворяет сингулярным 

граничным интегральным уравнениям вида:  


2
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0,5 ( , ) ( ) ( , , ) ( , ) ( , , , ( ))
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z
j jd

i jik ik
k S x
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z j j kik

s x

u y dS y V P H x y n y u y z m r dS y    ,x z D  

 где    ( ') ( , ) : , ( ) ( ) :k k
k z kS x y m r z s x y m r z       , где последний интеграл сингулярный, 

берется в смысле главного значения по контуру S или его части. 
 Доказательство следует из разбиения (28) тензора Н на динамические и статические 

составляющие соответственно типу деформаций. Подставляя (28) в формулу теоремы и производя 
интегрирование по   в слагаемом, содержащем ,,u z  получим формулу теоремы. В силу слабых 

особенностей ядер подынтегральных выражений, содержащих ˆ jd
ikH , первый интеграл регулярен. 

А второй интеграл берется в смысле главного значения, но уже не по поверхности цилиндра, а по 
контуру его поперечного сечения. 

Заключение. Уравнения (34), (35) являются сингулярными ГИУ неклассического типа. Дан-
ный тип ГИУ теоретически практически не изучен, так как решение внутри области определяется 
граничными значениям напряжений и скорости перемещений, а не самих перемещений, как в 
формуле Сомильяны. Кроме того область интегрирования по граничной поверхности существенно 
зависит от z, что характерно для гиперболических уравнений и систем. Это существенно ослож-
няет численное определение решений таких задач на основе метода последовательных прибли-
жений. Однако использование метода граничных элементов при численной дискретизации СГИУ 
позволяет использовать стандартные методы вычислительной математики для компьютерной 
реализации решения такой задачи. 

Рассмотренные здесь и в [5] краевые задачи являются модельными для динамики подземных 
сооружений типа транспортных тоннелей и протяженных горных выработок, подверженных 
динамическому воздействию со стороны движущихся транспортных средств и сейсмических на-
грузок. Они позволяет исследовать динамику породного массива в окрестности подземных 
сооружений в зависимости от его физико-механических свойств, скорости движущего транспорта, 
особенностей транспортной нагрузки, геометрии сооружения. 
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