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Аннотация. В настоящей работе исследованы алгебры распределений бинарных изолирующих формул 

для счетно категоричных вполне о-минимальных теорий и доказана их обобщенная коммутативность. 
 
Настоящая работа касается понятия слабой о-минимальности, первоначально глубоко 

исследованного Д. Макферсоном, Д. Маркером и Ч. Стейнхорном в [1]. Подмножество A  линейно 
упорядоченной структуры M  называется выпуклым, если для любых Aba ,  и Mc  всякий раз 

когда bca   мы имеем Ac . Слабо о-минимальной структурой называется линейно упоря-
доченная структура  ,...,,MM  такая, что любое определимое (с параметрами) 

подмножество структуры M  является объединением конечного числа выпуклых множеств в M . 
В работах [2-10] исследуются распределения бинарных изолирующих и полуизолирующих 

формул, связывающих реализации типов. В частности, в монографии [7] рассматривается общий 
подход к описанию бинарных связей между реализациями 1-типов на языке меток попарно неэк-
вивалентных полуизолирующих формул. Все необходимые определения можно также найти в [7]. 
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Пусть T  – полная теория, TM | , и )()(),( 1  Syqxp  реализуются в M . Формула 

),( yx  называется ),( qp -устойчивой (или ),( qp -полуизолирующей), если существует элемент 

Ma  такой, что )(| ap  и )(),( MqMa  . Будем говорить, что a  полуизолирует b  посред-

ством ),( qp -устойчивой формулы ),( yx , если выполняется )(| ap , )(| bq  и | ( , )a b . Если 

дополнительно формула ),( ya  является главной над }{a , то говорят, что a  изолирует b , а 

формула ),( yx  называется ),( qp -изолирующей. 

Определим для каждой ),( qp -полуизолирующей формулы ),( yx  двухместное отношение 

)},()(||),{(:,, baapMbaR qp   . При условии qpRba ,,),(   пара ),( ba  называется ),,( qp 
-дугой. Если ),( ya  – главная формула (над a ), то ),,( qp  -дуга ),( ba  также называется главной. 

Если ),( yx  является )( qp  -формулой, т.е. одновременно ),( qp - и ),( pq -устойчивой, то 

множество )},(),,{(:],[ abbaba   называется ),,( qp  -ребром. Если ),,( qp  -ребро ],[ ba  состоит 

из главных ),,( qp  - и ),,( 1 pq  -дуг, где ),(1 yx  обозначает ),( xy , то ],[ ba  называется 

главным ),,( qp  -ребром. Дуги ),( ba , у которых пары ),( ab  не являются дугами ни по каким 

),( pq -формулам, будем называть необращаемыми. 

Для типов )()(),( 1  Syqxp  обозначим через ),( qpPF  множество ),(|),({ yayx   – 

главная формула, )(),( MqMa  , где )(| ap }. Пусть ),( qpPE  – множество пар 

( ( , ), ( , ))x y x y   формул из ( , )PF p q  таких, что для любой (некоторой) реализации a  типа p  

совпадают множества решений формул ),( ya  и ),( ya . 

Очевидно, что ),( qpPE  является отношением эквивалентности на множестве ),( qpPF . 

Заметим, что каждому ),( qpPE -классу E  соответствует либо главное ребро, либо необращаемая 
главная дуга, связывающая реализации типов p и q посредством любой (некоторой) формулы из E. 
Таким образом, фактор-множество ),(/),( qpPEqpPF  представляется в виде дизъюнктного 

объединения множеств ),( qpPFS  и ),( qpPFN , где ),( qpPFS  состоит из ),( qpPE -классов, 

соответствующих главным рeбрам, а ),( qpPFN  состоит из ),( qpPE -классов, соответствующих 
необращаемым главным дугам. 

Зафиксируем полную теорию T. Пусть   UUU  }0{  – некоторый алфавит мощности 

|)(| TS , состоящий из отрицательных элементов  Uu , положительных элементов 
 Uu  и нуля 0. Как обычно, будем писать 0u  для любого элемента Uu  и 0u  для 

любого элемента Uu . Множество }0{U  обозначается через 0U , а }0{U  – через 0U . 

Элементы множества U  будем называть метками. 
Рассмотрим инъективные меточные функции UqpPEqpPFqpv ),(/),(:),( , где 

)()(),( 1  Syqxp , при которых классам из ),(/),( qpPEqpPFN  соответствуют отрицательные 

элементы, а классам из ),(/),( qpPEqpPFS  – элементы неотрицательные так, что значение 0 

определяется лишь для qp   и задаeтся по формуле yx  . При этом будем считать, что 

}0{)()(  qvpv   для qp   (где ),(:)( ppvpv  , а через f  обозначается область значений 

функции f ) и   ),(),( qpvqpv  , если qp   и ),(),( qpqp  . Любые меточные функции с 

указанными свойствами, а также семейства таких функций будем называть правильными и далее 
рассматривать только правильные меточные функции и их правильные семейства. 

Через ),(,, yxqup  будут обозначаться формулы из ),( qpPF , представляющие метку 

),( qpvu  .  
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Отметим, что если ),(,, yxqup  и ),(,, yxpvq  – формулы, свидетельствующие о том, что для 

реализаций a  и b  типов p  и q  соответственно пары ),( ba  и ),( ab  являются главными дугами, 

то формула ),(),( ,,,, xyyx pvqqup    свидетельствует о том, что ],[ ba  является главным ребром. 

При этом обратимой метке u  однозначно соответствует (неотрицательная) метка v  и наоборот. 

Метки u  и v  будем называть взаимно обратными и обозначать через 1v  и 1u  соответственно. 
Для типов )(,...,, 1121  Sppp k  и множеств меток UXXX k ,...,, 21  обозначим через 

),,,...,,,,( 12211 kkk pXpXpXpP  множество, состоящее из всех меток Uu , соответствующих 

формулам ),(
11 ,, yx

kpup 
 , которые для реализаций a  типа 1p  и некоторых ,...,),(11 21 ppvXu   

),( 1


kk ppvkk Xu   удовлетворяют условию ),(),(
1221111 ,,,...,,,,,, MaMa

kkkk pupupuppup 
  , где 

...),(),((,...,,:),( 32,,2,,32,,,...,,,, 32221112211



xxxxxxxyx puppupkpupupup kkk

  

)),(),(...
111 ,,1,, yxxx kpupkkpup kkkkkk 

    

Тем самым, на булеане )(UP  множества U  образуется алгебра распределений бинарных 

изолирующих формул с k -местными операциями ),,,,...,,,( 121  kk ppppP , где 

)(,..., 111  Spp k . Эта алгебра имеет естественное обеднение на любое семейство )(1  SR . 

Очевидно, что биективно заменяя множество меток, мы получаем изоморфную алгебру. В 
частности, имеется каноническая алгебра, у которой метки представлены элементами множества 


qp

qpPEqpPF
,

),(/),( . Тем не менее, мы будем использовать абстрактное множество меток U , 

отражающее знаки меток и проясняющее алгебраические свойства операций на )(UP . 

Пример 1 (Example 2.6.1, [1]) Пусть  11
2

1
1 ,,,, fPPMM  – линейно упорядоченная струк-

тура, так что M  есть непересекающееся объединение интерпретаций унарных предикатов 1P  и 2P

, при этом )()( 21 MPMP  . Мы отождествляем интерпретацию 2P  с Q , упорядоченной как 

обычно, а 1P  с QQ , упорядоченной лексикографически. Символ f  интерпретируется частич-

ной унарной функцией с )()( 1 MPfDom   и )()( 2 MPfRange   и определяется посредством 

nmnf )),((  для всех QQmn ),( . 

Известно, что M  – счетно категоричная слабо о-минимальная структура. Пусть 
)}({:)},({: 21 xPqxPp  . Очевидно, что )(, 1  Sqp . Если обратимся к меточным функциям, то 

имеем: },6,5,4,3,0{},2,1,0{ )()(  pvqv   }12,11,10{},9,8,7{ ),(),(  pqvqpv  , где 

)()(:),(),()(:),(,:),( 22,2,22,1,0 yPxPyxyxyPxPyxyxyxyx qqqq   , 

)(),(:),(),(),(:),( 1,4,1,3, yPyxEyxyxyPyxEyxyx pppp   , 

)(),(:),(),(),(:),( 1,6,1,5, yPyxEyxyxyPyxEyxyx pppp   , 

)()()(:),(),()()(:),( 21,8,21,7, yPxPyxfyxyPxPyxfyx qpqp   , 

)()()(:),(),()()(:),( 12,10,21,9, yPxPyfxyxyPxPyxfyx pqqp   , 

)()()(:),(),()()(:),( 12,12,12,11, yPxPyfxyxyPxPyfxyx pqpq   . 

Алгебра )(qvP  задаeтся следующей таблицей Кэли: 

 0 1 2 

0 {0} {1} {2} 

1 {1} {1} {0, 1, 2} 

2 {2} {0, 1, 2} {2} 
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Для алгебры )( pvP  таблица Кэли имеет следующий вид: 

 0 3 4 5 6 

0 {0} {3} {4} {5} {6} 

3 {3} {3} {0, 3, 4} {5} {6} 

4 {4} {0, 3, 4} {4} {5} {6} 

5 {5} {5} {5} {5} {0, 3, 4, 5, 6} 

6 {6} {6} {6} {0, 3, 4, 5, 6} {6} 
 

Согласно таблицам Кэли, алгебры )( pvP  и )(qvP  являются коммутативными моноидами, 

причeм моноид )(qvP  изоморфен ограничению моноида )( pvP  на множество {0, 3, 4}. 

Определение 2. [11] Пусть T  – слабо о-минимальная теория, M  – достаточно насыщенная 
модель теории T , и пусть Maax ),,( , – произвольная формула с одной свободной 
переменной.  

Ранг выпуклости формулы ),( ax  ( )),(( axRC  ) определяется следующим образом: 

1) 0)),(( axRC  , если ),(| axxM  . 

2) 1)),(( axRC  , если ),( aM  бесконечно. 

3) 1)),((   axRC , если существует параметрически определимое отношение эквива-

лентности ),( yxE  такое, что существуют ibi , , которые удовлетворяют следующему: 

– Для любых ji, , всякий раз когда ji   мы имеем ),(| ji bbEM  ; 

– Для каждого i  )),(( ibxERC  и ),( ibME  – выпуклое подмножество множества 

),( aM . 

4)  )),(( axRC , если  )),(( axRC  для всех    (  предельный). 

Если  )),(( axRC  для некоторого  , то мы говорим что )),(( axRC   определяется. В 

противном случае (т.е. если  )),(( axRC  для всех  ), мы полагаем )),(( axRC  . 

Определение 3. [12] Рангом выпуклости 1-типа p  ( )( pRC ) называется инфимум множества 

})(|))(({ pxxRC  , т.е. })(|))((inf{:)( pxxRCpRC   . 

В Примере 1 тип p  не слабо ортогонален типу q ,  )(})({ Mqadcl  и 

 )(})({ Mpbdcl  для некоторых (любых) )(),( MqbMpa  , .1)(,2)(  qRCpRC   

Ранг выпуклости произвольной одноместной формулы )(x  назовем бинарным и будем 

обозначать через ))(( xRCbin  , если в Определении 2 параметрически определимые отношения 

эквивалентности заменим на  -определимые (т.е. бинарные) отношения эквивалентности. Тогда 
очевидно, что в произвольной счетно категоричной слабо о-минимальной теории бинарный ранг 
выпуклости одноместной формулы конечен. Следовательно, для любого неалгебраического 1-типа 

)(1  Sp  выполняется )( pRCbin . 

Определение 4. (Байжанов Б.С., [13]) Пусть M  – слабо о-минимальная структура, MBA , , 

M  – || A -насыщенна, )(, 1 ASqp   – неалгебраические типы. Будем говорить что тип p  не 

является слабо ортогональным типу q , если существуют A -определимая формула 

)(),,( MpyxH   и 1 , )(2 Mq  такие что ),(1  MH  и ),(2  MH . 

Вернемся к Примеру 1. Алгебра }),({ qpvP  получается расширением алгебр )( pvP  и )(qvP  

следующими действиями: 
а) },12,11,10,9,8,7{},{00  nnnn  

б) },5{127},6{117},4,3,0{107},9{27},8{17   
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в) },5{128},6,5,4,3,0{118},5{108},9,8,7{28},8{18   

г) },6,5,4,3,0{129},6{119},6{109},9{29},9,8,7{19   

д) },2{910},1{810},0{710},11{610},12{510},10{410},10{310   

е) },2{911},2,1,0{811},2{711},11{611},12,11,10{511},11{411},11{311   

ж) }.2,1,0{912},1{812},1{712},12,11,10{612},12{512},12{412},12{312   

Нетрудно понять, что алгебра }),({ qpvP  является некоммутативным моноидом с частичной 

операцией умножения.  

Пример 5. Пусть  11
2

1
1 ,,,, fPPMM  – линейно упорядоченная структура, так что M  есть 

непересекающееся объединение интерпретаций унарных предикатов 1P  и 2P , при этом 

)()( 21 MPMP  . Мы отождествляем интерпретации 1P  и 2P  с Q , упорядоченной как обычно. 

Символ f  интерпретируется частичной унарной функцией с )()( 1 MPfDom   и 

)()( 2 MPfRange   и определяется посредством aaf )(  для всех Qa . 

Может быть доказано, что M  – счетно категоричная слабо о-минимальная структура. Пусть 
)}({:)},({: 21 xPqxPp  . Очевидно, что )(, 1  Sqp  и f  –  -определимая биекция )(Mp  на 

)(Mq . Обращаясь к меточным функциям, имеем: },4,3,0{},2,1,0{ )()(  pvqv   

}10,9,8{},7,6,5{ ),(),(  pqvqpv  , где 

)()(:),(),()(:),(,:),( 11,2,11,1,0 yPxPyxyxyPxPyxyxyxyx pppp   , 

)()(:),(),()(:),( 22,4,22,3, yPxPyxyxyPxPyxyx qqqq   , 

)()()(:),(),()()(:),( 21,6,21,5, yPxPyxfyxyPxPyxfyx qpqp   , 

)()()(:),(),()()(:),( 12,8,21,7, yPxPyfxyxyPxPyxfyx pqqp   , 

)()()(:),(),()()(:),( 12,10,12,9, yPxPyfxyxyPxPyfxyx pqpq   . 

Алгебра )(qvP  задается той же самой таблицей Кэли как и алгебра )(qvP  из Примера 1. Алгебра 

)( pvP  имеет ту же самую таблицу Кэли с точностью до взаимно однозначного отображения   

множества )( pv  на множество )(qv : 4)2(,3)1(,0)0(   . Рассмотрим алгебру }),({ qpvP . 

Поскольку pkppjqqip ,,,,,,    для некоторого }2,1,0{k , а qlqqippjq ,,,,,,    для некоторого 

}4,3,0{l , то данная алгебра уже не будет коммутативной. А так как  qjqpip ,,,,  , то 

операция  будет частичной.  
Будем говорить, что алгебра }),({ qpvP  является обобщенно коммутативной, если существует 

взаимно однозначное отображение )()(: qvpv   , свидетельствующее о том, что алгебры )( pvP  

и )(qvP  изоморфны (т.е. когда их таблицы Кэли совпадают с точностью до  ), и для любых 

( , )v p ql  , ( , )v q pm   имеет место lmml  )( .  

Можно доказать, что в Примере 5 алгебра }),({ qpvP  является обобщенно коммутативной. В то 

время как алгебра }),({ qpvP  из Примера 1 не является обобщенно коммутативной, поскольку не 

существует изоморфизма между )( pvP  и )(qvP , а также например, }4,3,0{107},0{710  , т.е. 

107710  .  

Определение 6. [14] Пусть M  – слабо о-минимальная структура, MBA , , M  – || A -

насыщенна, )(, 1 ASqp   – неалгебраические типы. Будем говорить что тип p  не является вполне 

ортогональным типу q , если существует A -определимая биекция )()(: MqMpf  . Будем 
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говорить, что слабо о-минимальная теория является вполне о-минимальной, если понятия слабой и 
вполне ортогональности 1-типов совпадают. 

Очевидно, что в Примере 5 теория Th( )M  является вполне о-минимальной, а в Примере 1 

теория Th( )M  не является вполне о-минимальной. В работе [15] были полностью описаны счетно 
категоричные вполне o-минимальные теории. Следующая теорема представляет описание алгебры 
распределений бинарных изолирующих формул для пары не слабо ортогональных типов в 
произвольной счетно категоричной вполне о-минимальной теории. 

Теорема 7. Пусть T  – счетно категоричная вполне о-минимальная теория, )(, 1  Sqp  – 

неалгебраические типы, p не слабо ортогонален q. Тогда алгебра }),({ qpv  является обобщенно 

коммутативным моноидом. 
Доказательство Теоремы 7. Пусть M – модель теории T. Так как p не слабо ортогонален q, то в 

силу вполне о-минимальности T  существует  -определимая функция )()(: MqMpf  , 

являющаяся локально монотонной биекцией )(Mp  на )(Mq . В силу бинарности счетно 

категоричной вполне о-минимальной теории существует n  такой, что nqRCpRC  )()( , 

т.е. существуют  -определимые отношения эквивалентности ),(),...,,( 11 yxEyxE p
n

p
  и 

),(),...,,( 11 yxEyxE q
n

q
 , разбивающие )(Mp  и )(Mq  соответственно на бесконечное число беско-

нечных выпуклых классов, при этом ),(...),( 11 MaEMaE p
n

p
  и ),(...),( 11 MbEMbE q

n
q

  

для некоторых (любых) )(),( MqbMpa  . 

Не умаляя общности, предположим что f  – локально возрастающая функция на )(Mp , т.е. 

f  является строго возрастающей на каждом pE1 -классе. Рассмотрим следующие меточные 
формулы:  

yxyx :),(0 , 

),(:),( 1,1, yxEyxyx p
pp  , ),(:),( 1,1, yxEyxyx q

qq  , 

),(:),( 1,2, yxEyxyx p
pp  , ),(:),( 1,2, yxEyxyx q

qq  , 

),(),(:),( 21,3, yxEyxEyxyx pp
pp  , ),(),(:),( 21,3, yxEyxEyxyx qq

qq  , 

… … … … … … 

),(:),( 1,12, yxEyxyx p
npnp   , ),(:),( 1,)12(, yxEyxyx q

nqnq   , 

),(:),( 1,2, yxEyxyx p
npnp  , ),(:),( 1,)2(, yxEyxyx q

nqnq   , 

yxfyxqnp  )(:),(,12, , )(:),(,24, yfxyxpnq  , 

)),(()(:),( 1,22, yxfEyxfyx q
qnp  , ))(,()(:),( 1,34, yfxEyfxyx q

pnq  , 

)),(()(:),( 1,32, yxfEyxfyx q
qnp  , ))(,()(:),( 1,44, yfxEyfxyx q

pnq  , 

 … … … … … … 

 )),(()(:),( 1,14, yxfEyxfyx q
nqnp   , ))(,()(:),( 1,26, yfxEyfxyx q

npnq   . 

Осталось понять, что для любых меток ml,  таких, что }14,...,12{  nnl  и 

}26,...,24{  nnm , имеет место равенство lmml   с точностью до изоморфизма между 

алгебрами )( pvP  и )(qvP . 

Случай 1. )()()(),( 21,, yPxPyxfyxqlp  .  

Если )()()(),( 12,, yPxPyfxyxpmq  , то очевидно что lmml  }0{ .  

Если ))(,()(),( 1,, yfxEyfxyx q
pmq  ,  то  в  силу  того,  что  f  –  строго  возрастающая  
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функция на каждом pE1 -классе, мы имеем: kml  , где ),(),( 1,, yxEyxyx p
pkp  , и 

klm  , где ),(),( 1,, yxEyxyx q
qkq  . 

Пусть теперь ))(,())(,()(),( 1,, yfxEyfxEyfxyx q
i

q
ipmq   для некоторого 

21  ni . Если f  – строго возрастающая функция на каждом p
i

p
i EMaE /),(1  (где )(Mpa ), 

то kml  , где ),(),(),( 1,, yxEyxEyxyx p
i

p
ipkp  . Если же f  – строго убывающая 

функция на каждом p
i

p
i EMaE /),(1 , то kml  , где ),(),(),( 1,, yxEyxEyxyx p

i
p

ipkp 

. В обоих этих случаях klm  , где ),(),(),( 1,, yxEyxEyxyx q
i

q
iqkq   .  

Пусть теперь ))(,()(),( 1,, yfxEyfxyx q
npmq  . Если f  – строго возрастающая 

функция на p
nEMp 1/)(  , то kml  , где ),(),( 1,, yxEyxyx p

npkp  . Если же f  – строго 

убывающая функция на p
nEMp 1/)(  , то kml  , где ),(),( 1,, yxEyxyx p

npkp  . В обоих 

этих случаях klm  , где ),(:),( 1,, yxEyxyx q
nqkq   .  

Случай 2. )),(()),(()(),( 1,, yxfEyxfEyxfyx q
i

q
iqlp   

Предположим вначале, что формула ),(,, yxpmq  эквивалентна одной из следующих формул: 

)()()( 12 yPxPyfx   или ))(,()( 1 yfxEyfx q . Тогда если f  – строго возрастающая 

функция на каждом p
i

p
i EMaE /),(1 , то kml  , где ),(),(),( 1,, yxEyxEyxyx p

i
p

ipkp 

. Если же f  – строго убывающая функция на каждом p
i

p
i EMaE /),(1 , то kml  , где 

),(),(),( 1,, yxEyxEyxyx p
i

p
ipkp  . В обоих этих случаях klm  , где 

),(),(),( 1,, yxEyxEyxyx q
i

q
iqkq   .  

Пусть теперь ))(,())(,()(),( 1,, yfxEyfxEyfxyx q
s

q
spmq  . Предположим вначале, 

что si  . Тогда можно понять, что }22....,,2,1,0{  iml  и })22(...,,2,1,0{  ilm . 

Предположим теперь, что si 1 . Если f  – строго возрастающая функция на каждом 
p

s
p

s EMaE /),(1 , то kml  , где ),(),(),( 1,, yxEyxEyxyx p
s

p
spkp  . Если же f  – 

строго убывающая функция на каждом p
s

p
s EMaE /),(1 , то kml  , где 

),(),(),( 1,, yxEyxEyxyx p
s

p
spkp  . В обоих этих случаях klm  , где $

),(),(),( 1,, yxEyxEyxyx q
s

q
sqkq   .  

Пусть теперь is 1 . Если f  – строго возрастающая функция на каждом p
i

p
i EMaE /),(1 , то 

kml  , где ),(),(),( 1,, yxEyxEyxyx p
i

p
ipkp  . Если же f  – строго убывающая 

функция на каждом p
i

p
i EMaE /),(1 , то kml  , где ),(),(),( 1,, yxEyxEyxyx p

i
p

ipkp 

. В обоих этих случаях klm  , где ),(),(),( 1,, yxEyxEyxyx q
i

q
iqkq   .  

Пусть теперь ))(,()(),( 1,, yfxEyfxyx q
npmq  . Если f  – строго возрастающая 

функция на p
nEMp 1/)(  , то kml  , где ),(),( 1,, yxEyxyx p

npkp  . Если же f  – строго 

убывающая функция на p
nEMp 1/)(  , то kml  , где ),(),( 1,, yxEyxyx p

npkp  . В обоих 

этих случаях klm  , где ),(:),( 1,, yxEyxyx q
nqkq   .  

Случай 3. )),(()(:),( 1,, yxfEyxfyx q
nqlp  . 
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Предположим, что формула ),(,, yxpmq  эквивалентна одной из трех следующих формул: 

)()()( 12 yPxPyfx  , ))(,()( 1 yfxEyfx q  или ))(,())(,()( 11 yfxEyfxEyfx q
i

q
 . 

Тогда если f  – строго возрастающая функция на p
nEMp 1/)(  , то kml  , где 

),(),( 1,, yxEyxyx p
npkp  . Если же f  – строго убывающая функция на p

nEMp 1/)(  , то 

kml  , где ),(),( 1,, yxEyxyx p
npkp  . В обоих этих случаях klm  , где 

),(:),( 1,, yxEyxyx q
nqkq   .  

Предположим теперь, что ))(,()(:),( 1,, yfxEyfxyx q
npmq  . Тогда можно понять, что 

}2...,,2,1,0{ nml   и })2(...,,2,1,0{  nlm . � 

Следствие 8. Пусть T  – счетно категоричная вполне о-минимальная теория, 
)(,...,, 121  Sppp k  – неалгебраические попарно не слабо ортогональные 1-типы. Тогда 

1) Для любых ss jjjiiis ,...,,,,...,,, 2121  таких, что ks 1 , kiii s  ...1 21 , 

kjjj s  ...1 21 , выполняется }),...,({}),...,({
11 sjjsii ppvppv PP  ;  

2) Для любых siiis ,...,,, 21  таких, что 11  ks , kiii s  ...1 21 , алгебра }),...,({
1 sii ppvP  

является подмоноидом моноида }),...,({
1

pppv
sii

P  , где },...,{ 1 kppp   и 
li

pp   для всех sl 1 ; 

3) }),...,({ 1 kppvP  – обобщенно коммутативный моноид. 

В заключение отметим, что данные исследования поддержаны грантом КН МОН РК № 
0830/ГФ4 по теме «Классификационные вопросы генерических и упорядоченных структур, а 
также их элементарных теорий» в рамках приоритета «Интеллектуальный потенциал страны». 
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Abstract. Wireless sensor networks are one of the most promising directions of development of modern 

telecommunications technologies and materials, transmitting them to the base station via node, via the wireless 
communication. 

Wireless sensor network is a distributed network of unmanned miniature electronic devices that collect date on 
the characteristics of the environment. 

 
 

УДК 621.395.4:004.438 
 

СЫМСЫЗ СЕНСОРЛЫ ЖЕЛІЛЕРДІҢ ҚОЛДАНУ БОЛАШАҒЫ 
 

К. Т. Бажиков, А. О. Касимов, С. А. Усембаева, М. Калиев  
 

Əл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университеті, Алматы, Қазақстан 
 
Тірек сөздер: сымсыз сенсорлы желі, телекоммуникация. 
Аннотация. Сымсыз сенсорлы желілер – қазіргі заманғы телекоммуникациялық технологияларды 

дамыту неғұрлым тиімді бағыттардың бірі болып табылады. Кабельді инфраструктуранын радиоэфирге 
ауысуына байланысты жəне жаңа функционалдық мүмкіншіліктеріне байланысты қолдану перспективті. 

 
Кең жолақты тұжырымдамасына сəйкес конвергенттік желі BCN (Broadband конвергенция 

Network), ақпараттық жəне коммуникациялық қызмет көрсету саласында келесі қадам сымсыз 
сенсорлық желілерді енгізу бастамасы болады, ғаламдық телекоммуникация желісіне пайдала-
нушы кез келген жерде елдің əртүрлі объектілер мен қоршаған орта туралы телеметриялық 
ақпаратты алуға мүмкіндік беретін жəне географиялық бөлінген нысандардың командаларды 
жіберу. Осы жағдайда, сенсорлық желілер трафигі (1-сурет) қоғамдық байланыс желісі арқылы 
берілуі мүмкін. Ubiquitous (таратылатын) желісі, сенсорлық желілерді негізінде жасалған 
технология, олардың U-қоғам негізінде құру, ақпараттық коммуникация дамыту үшін жаңа 
перспективалар ашады.  

Қазіргі кезде сымсыз сенсорлы желінің қоғамдық байланыс желілерімен өзара жұмыс істеу 
үшін IETF ұсынған 6LoWPAN протоколы қолданылады, ол қолданыстағы желілерге сенсорлық 
желілерді интеграциялауға мүмкіндік береді. Бұл протокол, IEEE 802.15.4 стандартында IP-па-
кеттер беруге мүмкіндік береді, ашық стандарттар (IPv6 протоколы) қанағаттандыру үшін. Бұл 
басқа IP-арналармен жəне құрылғылармен өзара қарым-қатынасын қамтамасыз етеді. 6LoWPAN 
протоколы аз қуатты сымсыз дербес желілеріне (LoWPANs) арналған жəне құжаттарда сипат-
талған [RFC4919] жəне [RFC4944]. 6LoWPAN желісінің (2-сурет) архитектурасы логикалық құ-
рылғылардың үш түрін (түпкі түйіні, маршрутизатор жəне шлюз) анықтайды жəне желінің үш 
түрін: «Қарапайым LoWPAN», «Кеңейтілген LoWPAN» жəне «арнайы LoWPAN». Суретке қара-
сақ, «Арнайы LoWPAN» ҚБЖ қосылған жоқ, «Қарапайым LoWPAN» бір шлюз арқылы ҚБЖ 
қосылған, ал «Кеңейтілген LoWPAN» бірнеше шлюздерді қамтиды, ҚБЖ арқылы жəне бір-бірімен 
магистральді байланыс жолымен. 
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1-сурет – Таратылатын сенсорлық желі функционалдық деңгейі 
 

 
 

2-сурет – 6LoWPAN желісінің архитектірасы. 
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Сенсорлық желілердің келесі мүмкіндіктерді бөлектеу керек: 
- өзін-өзі қалпына келтіріп жəне ұйымдастыру қабілеттілігі; 
- төмен электр таратқыштардан ұзақ қашықтыққа ақпаратты беруге қабілеті (ретрансляция); 
- құны төмен компоненттері жəне олардың шағын мөлшері; 
- аз энергия тұтыну жəне тəуелсіз (автономды) көздерінен қуат мүмкіндігі; 
- орнатылуы қарапайым, кабельдерді төсеуге қажеттілігі жоқ; 
- толықтай сымсыз технология арқасында жəне қуатты батареялардан алатыны; 
- мұндай желілерді қолданыстағы жəне жұмыс істеп тұрған нысандарға қосымша жұмыс-

тарсыз орнатуға болады; 
- планшеттік компьютерді пайдаланып инфрақұрылымды басқара білу (3-сурет); 
- төменгі техникалық қызмет көрсету шығындары. 

 

 
3-сурет – Планшеттік ДК арқылы ССЖ басқару 

 
Жалпы, сенсорлық желілерін жобалау жəне құрылыс, ақпараттық жəне коммуникациялық 

технологияларды əртүрлі салаларына қатысты ғылыми жəне ғылыми-техникалық мəселелерді 
шешуге жəне байланыстың көптеген аспектілерін қарастыру керек (4-сурет). 

Сымсыз түйіннің аппараттық қамтамасыз етуін жəне желі протоколдарының түйіндермен 
өзара əрекеттесуі үшін тəуелсіз электрмен жабдықтау жүйесімен ұзақ өмір қамтамасыз ету үшін 
оңтайландырылған. Түйіннің жұмыс істеу режиміне байланысты бірнеше жыл жұмыс істеу 
мүмкін. 

Сымсыз сенсорлы желі – бұл тармақталған желі қызмет көрсетілмейтін ықшам электрондық 
құрылымдардан тармақталған желі, осы сымсыз байланыстың көмегімен түйіннен түйінге 
ретрансляция арқылы негізгі станцияға сыртқы орта параметрлерін жəне ақпараттың жіберілуін 
жүзеге асырады. Осындай сенсор түйіндерін тұрақты бекітуге болады, сонымен қатар, мобильді 
болуы мүмкін, яғни кеңістікте бір-бірінен еркін қозғала алады, желінің логикалық байланысын 
бұзбайды. Сенсорлы желінің тұрақты топологиясы болмайды жəне оның құрылымы уақыт 
ағымымен динамикалық түрде өзгереді. Желі түйіні, сенсор деп аталатын, сыртқы ортадан ақпарат 
кабылдайтын датчигібар, микроконтроллер, жады, радиохабарлағыш, автономды қорек көзі жəне 
кейде атқарушы механизм болып саналады. Сонымен бірге, сыртқы ортаға желіден түйіндерден 
əсерлердің бағдарлаушысылардың берілуі ықтимал. 
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ПЕРСПЕКТИВЫ БЕСПРОВОДНЫХ СЕНСОРНЫХ СЕТЕЙ 
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КазНУ им. аль-Фараби, Алматы, Казахстан 
 

Ключевые слова: беспроводные сенсорные сети, телекоммуникация. 
Аннотация. Беспроводные сенсорные сети (БСС) являются одним из самых перспективных направлений развития 

современных телекоммуникационных технологий. 
Беспроводная сенсорная сеть – это распределенная сеть необслуживаемых миниатюрных электронных устройств 

(узлов сети), которые осуществляют сбор данных о параметрах внешней среды и передачу их на базовую станцию по-
средством ретрансляции от узла к узлу с помощью беспроводной связи. 
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Abstract. This paper proposes a constructing single phase stand-alone inverter topology that allows to obtain 

single-phase sinusoidal alternating current with power frequency at the output, increasing the power and reducing its 
cost through the use of transistors in standard case. This result is achieved by dividing the current in the primary 
windings of the multi-winding power-up transformer. Bipolar voltages of the H- bridge inverters with a phase shift 
are supplied to the primary winding. By using partial duty cycle of the inverted voltage and different switching times 
in the windings on the secondary winding a sinusoidal voltage is formed. The article presents the simulation results 
in Simulink. In comparison with analogues the presented topology allows to get a smaller value of THD. The total 
harmonic distortion of the inverter output voltage is 2,43%. 
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Ключевые слова: мостовой инвертор, многообмоточный трансформатор, коэффициент нелинейных 

искажений. 
Аннотация. В статье предложена топология однофазного автономного инвертора, который позволяет 

получить однофазный переменный ток промышленной частоты с улучшенной формой синусоиды на выходе, 
увеличить мощность инвертора, а также снизить его себестоимость за счет использования транзисторов в 
стандартном корпусе. Данный результат достигается за счет деления токов в первичных обмотках много-
обмоточного силового повышающего трансформатора. К каждой из первичных обмоток подается двупо-
лярное напряжение с мостовых инверторов со сдвигом по фазе. При использовании неполного коэффи-
циента заполнения инвертированного напряжения и различного времени коммутации в обмотках на выходе 
вторичной обмотки формируется напряжение близкое к синусоидальному. В статье приведены результаты 
моделирования предлагаемого инвертора в среде Simulink. Коэффициент нелинейных искажений выходного 
напряжения представленного инвертора составил 2,43 %. 

 
Введение. На сегодняшний день все большую популярность приобретает использование 

энергии ветра и Солнца для электроснабжения частного потребителя. У таких систем имеется 
множество плюсов, а самым главным недостатком является высокая цена. При этом большую 
долю в ценообразовании энергетической установки занимают аккумуляторные батареи и инвер-
тор [1].  

Существует множество способов реализации однофазных инверторов [2]. Следует понимать, 
что инвертор зачастую просто преобразует постоянное напряжение источника питания в дву-
полярное напряжение промышленной частоты. Поэтому большинство схем основано на приме-
нении повышающего трансформатора, поскольку без него потребуется от 18 аккумуляторных 
батарей напряжением 12 В для достижения необходимого напряжения в 220 В на выходе. Но и с 



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 2. 2015 
 

 
19 

применением трансформаторов существует ряд неудобств. Так как выпрямленное напряжение на 
выходе ветрогенераторов зачастую не превышает 30 В, для построения инвертора мощностью 
более 1 кВт необходимо использование схем с двойным преобразованием [1], а для коммутации 
токов превышающих 50 А – дорогостоящих сильноточных транзисторных модулей. Помимо этого, 
большинство инверторов не имеет синусоидальную форму выходного напряжения, что снижает 
качество электроэнергии, поступающего к потребителю. 

В статье предложена совершенно новая конструкция однофазного инвертора мощностью до             
3 кВт с синусоидальной формой выходного напряжения промышленной частоты, имеющего 
улучшенные выходные характеристики и низкую стоимость. 

Предлагаемая топология. Предлагаемый инвертор для повышения напряжения также 
использует трансформатор, первичная обмотка которого выполнена многообмоточной [3]. Это 
позволяет при неизменном входящем напряжении разделить большой входной ток по обмоткам на 
несколько токов, тем самым увеличить пропускную способность инвертора, также использовать на 
входе источник питания, постоянное напряжение которого составляет незначительную величину. 
Схема предлагаемого однофазного автономного инвертора показана на рисунке 1. 

 

 
Рисунок 1 – Схема однофазного инвертора 

 
Как видно из рисунка 1, к источнику постоянного тока параллельно подключены мостовые 

инверторы И1, И2,…, Иn. Каждая секция мостового инвертора состоит из четырех ключей Tx.1, 
Tx.2, Tx.3, Tx.4, представляющих собой IGBT транзисторы с обратным диодом. Выводы 
переменного тока каждой секции инвертора подключены к соответствующим первичным 
обмоткам a1-b1, a2-b2,..., an-bn многообмоточного трансформатора Тр. Вторичная обмотка 
трансформатора через параллельно включенный конденсатор подключена к нагрузке. На практике 
для реализации инверторных мостов нет необходимости выбирать дорогостоящие сильноточные 
транзисторные модули, достаточно использование приборов в корпусах ТО-220 и ТО-247 [4]. 
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Для каждого мостового инвертора система управления формирует два противофазных сигнала 
управления со скважностью близкой 3, которые подают на затвор двух диагонально включенных 
ключей Tx.1, Tx.4 и Tx.2, Tx.3. Причем на первую секцию блока мостовых инверторов подаются 
управляющие сигналы без сдвига по фазе, на вторую со сдвигом по фазе φ, и так далее для каждой 
секции мостового инвертора сдвиг по фазе управляющих импульсов будет увеличиваться на φ 
относительно предыдущего. 

Таким образом, в магнитопроводе трансформатора Тр возникает магнитное поле возрас-
тающее и спадающее в течение одного полупериода, индукция которого в свою очередь создает 
переменное напряжение на выводах вторичной обмотки А-В. 

Моделирование и результаты. В среде визуального моделирования Simulink MATLAB была 
реализована модель устройства (рисунок 3). Модель состоит из трех инверторов тока, подклю-
ченных к первичной обмотке трансформатора. Основой для создания модели послужил пакет 
SimPowerSystems. Данный пакет специализируется на элементах силовой электроники, позволяю-
щих реализовывать адекватные модели. 

 

 
Рисунок 3 – Модель инвертора в среде Simulink 

 
В качестве источника питания была выбрана свинцово-кислотная аккумуляторная батарея с 

номинальным напряжением 24 В и ёмкостью 200 А·ч. Многообмоточный трансформатор 
представлен блоком Multi-Winding Transformer. Параметры трансформатора заданы так, что все 
первичные обмотки равны между собой. Вторичная обмотка трансформатора подключена к 
резистору сопротивлением 25 Ом. Роль силовых ключей инверторных мостов выполняют блоки 
IGBT/Diode, управляемые импульсными генераторами PulseGen.  

Скважность импульсной последовательности была выбрана равной 3. Таким образом, дли-
тельность открытого состояния любого из транзисторов составляет 3,33 мкс. Расчеты сдвигов по 
фазе производились согласно формуле (1). 
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Помимо получения временных диаграмм выходного напряжения и тока Simulink, позволяет 
выполнять гармонический анализ при помощи блока powergui. На рисунке 4 представлена 
временная диаграмма и спектральная характеристика напряжения на выходе предлагаемого 
инвертора. Амплитуда напряжения равна 310 В, частота 50 Гц. Форма кривой напряжения заметно 
отличается от синусоидальной, при этом, согласно FFT анализа, коэффициент нелинейных 
искажений равен 8,78 %.  

 

 
Рисунок 4 – Временная (а) и спектральная (б) диаграммы напряжения на выходе инвертора без конденсатора 

 

 
Рисунок 5 – Временная (а) и спектральная (б) диаграммы напряжения на выходе инвертора с конденсатором 

 
Для подавления гармонических составляющих достаточно установить параллельно нагрузке 

конденсатор емкостью 200 мкФ. Временная и спектральная диаграммы для случая показаны на 
рисунке 5. Коэффициент нелинейных искажений равен 2,43 %, что значительно меньше, чем у 
аналогов [7, 8]. 
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Выводы. Предложенная в статье топология однофазного автономного инвертора позволяет 
получить однофазный переменный ток промышленной частоты с улучшенной формой синусоиды 
на выходе, увеличить мощность инвертора, а также снизить его себестоимость за счет исполь-
зования транзисторов в стандартном корпусе. Данный результат достигается за счет внедрения в 
схему автономного инвертора силового сглаживающего трансформатора, первичная обмотка 
которого является многообмоточной и к каждой из первичных обмоток подается двуполярное 
напряжение с мостовых инверторов со сдвигом по фазе. По результатам моделирования среде 
Simulink коэффициент нелинейных искажений выходного напряжения представленного инвертора 
составил 2,43 %. По результатам исследований оформлена заявка на получение инновационного 
патента РК. 
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Тірек сөздер: көпірлік инветор, көп орамалы трансформатор, сызықты емес бұрмалау коэффициенті. 
Аннотация. Мақалада бірфазалы автономды инвертордың топологиясы қарастырылған, ол шығысында 

синусоидасының пішіні жақсартылған өндірістік жиіліктегі бірфазалы айнымалы токты алуға, инвертордың 
қуатын ұлғайтуға жəне стандартты қанқадағы транзисторларды қолдану есебінен өзіндік бағасын төменде-
туге мүмкіндік береді. Осы нəтиже күштік жоғарлатушы трансформатордың біріншілік орамаларында 
токтың бөлінуіне байланысты. Біріншілік орамаларға көпірлік инверторлардан фаза бойынша ығысқан екі-
полярлық кернеу беріледі. Инвертордан өткен кернеудің толық емес толтыру коэффициентін жəне орамалар-
дағы коммутациянын əр уақытта болуын қолдану кезінде екіншілік орамалардың шығысында синусоидаға 
жақын кернеу пайда болады. Мақалада Simulink ортасында көрсетілген инверторды модельдеу нəтижелері 
келтірілген. Инвертордағы шығыс кернеудің бұрмалау коэффициенті 2,43% құрады.  
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Abstract. In the present work we investigate a nonlocal boundary spectral problem for an ordinary differential 
equation in an interval. This problem arises while solving a nonlocal boundary value problem for the Laplace 
equation by the method of separation of variables. The difference of this problem is the impossibility of direct 
applying of the Fourier method (separation of variables). Because the corresponding spectral problem for the 
ordinary differential equation has the system of eigenfunctions not forming a basis. The boundary conditions of this 
problem are regular but not strengthened regular. The completeness and minimality of the system follow from the 
regularity of boundary conditions of the spectral problem. The limitation of norms is easily checked by direct 
calculation. However the properties of the completeness and minimality are not enough for the basis property. The 
system of eigenfunctions are forming a basis. Based on these eigenfunctions there is constructed a special system of 
functions that already forms the basis. 
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Ключевые слова: нелокальные краевые условия; регулярные, но не усиленно регулярные краевые 

условия; базис; собственные функции; биортогональная система. 
Аннотация: В настоящей работе мы исследуем нелокальную граничную спектральную задачу для 

обыкновенного дифференциального оператора второго порядка на отрезке. Эта проблема возникает при 
решении нелокальной краевой задачи для уравнения Лапласа методом разделения переменных. Прин-
ципиальным отличием этой задачи является невозможность прямого применения метода Фурье (разделения 
переменных). Потому что соответствующая спектральная задача для обыкновенного дифференциального 
уравнения имеет систему собственных функций, не образующих базис. Граничные условия этой задачи регу-
лярные, но не усиленно регулярные. Полнота и минимальность системы следуют из регулярности граничных 
условий спектральной задачи. Почти-нормированность легко проверяется непосредственным вычислением. 
Однако только свойств полноты и минимальности недостаточно для базисности системы. Система собст-
венных функций рассматриваемой задачи не образует базиса. Основываясь на этих собственных функциях 
построена специальная система функций, которая уже образовывает базис. 
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Аннотация. Построены интегральные граничные условия для эллиптических дифференциальных урав-
нений второго порядка с переменными коэффициентами, которые обобщают результаты в [2]. Мы также 
получили аналогичные результаты для полигармонических операторов.  

 
1. Введение. Пусть Ω ⊂ ܴௗ открытая ограниченная область c достаточно гладкой границей 

߲Ω. Рассмотрим эллиптическое дифференциальное уравнение второго порядка  

ሻݑሺܦ ൌ െ∑
డ

డ௫೔
ௗ
௜,௝ୀଵ ൬ܽ௜௝

డ௨

డ௫ೕ
൰ ൅ ∑ ܾ௜ሺݔሻ

డ௨

డ௫೔
ௗ
௜ୀଵ ൅ ܿሺݔሻݑ ൌ ݂ሺݔሻ, ݔ ∊ Ω.                     (1) 

Функций ܽ௜௝, ௝ܾ и ܿ вещественные функций, которые для удобства предполагаются С∞-функ-
циями.  

Определение 1. Вещественный скалярный линейный дифференциальный оператор второго 
порядка ܦ называется строго эллиптическим в , если существует гладкая функция ߛሺݔሻ ൐ 0 
такой, что 

 ∑ ܽ௜௝ߦ௜
ௗ
௜,௝ୀଵ ௝ߦ ൒  ଶ                                                           (2)|ߦ|ሻݔሺߛ

для всех ߦ ∈ ܴௗ. Если ߛ ൐ 0 константа независимая от ݔ и условие (2) выполняется для всех ݔ ∈ Ω, 
то ܦ называется равномерно строго эллиптическим.  

Определение 2. Пусть ݔ ∈ ܴௗ любая фиксированная точка. Тогда распределение ܧሺݔ, -ሻ назыݕ
вается фундаментальным решением дифференциального оператора ܦ (в ܴௗ), если она удовлет-
воряет уравнение 
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,ݔሺܧ௬൫ܦ	  ሻ൯ݕ ൌ ݔሺߜ െ  ሻ                                                              (3)ݕ
где ߜ является распределением Дирака (в обобщенном смысле). Как обычно в уравнении (3) 
обозначение 	ܦ௬ означает дифференцированию по ݕ.  

Для строго эллиптических операторов 	ܦ௬ может быть показано, по формуле Грин, что из 
уравнении (3) следует 

,ݔሺܧ௫൫ܦ	  ሻ൯ݕ ൌ ݔሺߜ െ   ሻ                                                             (4)ݕ
для любого фиксированного ݕ ∈ ܴௗ.  

Для общего дифференциального оператора, существование фундаментального решения 
является не тривиальным.  

Имеет место 
Лемма (Хермандер). [1] Пусть ܦ равномерный строго эллиптический оператор четного 

порядка с вещественными коэффициентами ܽ௜௝ ∈ С
∞. Тогда для каждого компактной области 

Ωഥ ⊂ ܴௗ с ߲Ω ∈ С∞ существует локальное фундаментальное решение ܧሺݔ,  ሻ, которое С∞ функцияݕ
для всех переменных ݔ ് ,ݔ и ݕ ݕ ∈ Ωഥ . 

В разделе 2 этой работы, используя свойства фундаментальных решений, и мы построили 
корректную краевую задачу для дифференциального уравнения (1). В разделе 3 мы обобщили этот 
результат для полигармонических уравнений. На протяжении всей работы мы используем 
обозначения из [4]-[6]. 

2. Эллиптические уравнения второго порядка с переменными коэффициентами. Пусть 
Ωଵ ⊂ ⋯ ⊂ Ω௡ ⊂ ܴௗ открытые ограниченные области с границами ߲Ω௜ ∈ С

∞, ݅ ൌ 1,… , ݊, 
соответственно. По лемме Хермандера существует локальное фундаментальное решение ܧ௜ሺݔ,  ሻݕ
оператора ܦ для каждого Ω௜. Рассмотрим следующую функцию  

ሻݔሺݑ  ൌ ׬ ,ݔሺܩ ݕሻ݀ݕሻ݂ሺݕ
Ω

                                                          (5) 
в Ω ⊂ Ωଵ, где  

,ݔሺܩ  ሻݕ ൌ
ଵ

௡
∑ ,ݔ௜ሺܧ ሻݕ
௡
௜ୀଵ ,ݔ  ݕ ∈ 	Ω.                                                  (6) 

Тривиальное наблюдение показывает, что и ݑሺݔሻ является решением (1) в . Цель этого 
раздела это – найти граничное условие такое, что с этим граничным условием уравнение (1) имело 
единственное решение в ܪଶሺΩሻ, которое являлось 	ݑሺݔሻ.  

Теорема 1. Для каждого ݂ ∊  ଶሺΩሻ (5) является единственным решением уравнения (1) (вܮ
 ଶሺΩሻ) с граничным условиемܪ

െ
௨ሺ௫ሻ

ଶ
൅ ׬ ߲జ௬ܩሺݔ, డΩݕሻ݀ݕሺݑሻݕ െ ׬ ,ݔሺܩ ሻݕሺݑሻ൛߲జ௬ݕ െ ∑ ௝݊ ௝ܾ

ௗ
௝ୀଵ ݕൟ݀ݑ ൌ 0డΩ , ݔ ∊ ߲Ω,            (7) 

где ߲జ௬ ൌ ∑ ௝݊
ௗ
௞,௝ୀଵ ௝ܽ௞

డ

డ௫ೖ
 является конормальной производной и ݊ଵ, ݊ଶ, … . . . , ݊ௗ -компоненты 

вектора нормали на границе.  
Доказательства теоремы 1. Из (6) легко видеть, что ܩ фундаментальное решение оператора 

  в . Поэтому ܦ

ሻݔሺݑ ൌ න ,ݔሺܩ ݕሻ݀ݕሻ݂ሺݕ
Ω

 

решение уравнении (1) и принадлежит к ܪଶሺΩሻ для любого ݂ ∊  ଶሺΩሻ. Кроме того, следующееܮ
представление формулы может быть получено из обобщенной второй формулы Грина в 
пространстве Соболева [4]  

ሻݔሺݑ  ൌ ׬ ,ݔሺܩ ݕሻ݀ݕሻ݂ሺݕ
Ω

൅ ׬ ߲జ௬ܩሺݔ, డΩݕሻ݀ݕሺݑሻݕ െ  

׬ ,ݔሺܩ ሻݕሺݑሻ൛߲జ௬ݕ െ ∑ ௝݊ ௝ܾ
ௗ
௝ୀଵ డΩݕൟ݀ݑ                                                    (8) 

для каждого ݔ ∈ Ω. Из (5) и (8) означает, что 

න ߲జ௬ܩሺݔ, ݕሻ݀ݕሺݑሻݕ
డΩ

െන ,ݔሺܩ ሻݕ ቐ߲జ௬ݑሺݕሻ െ෍ ௝݊ ௝ܾ

ௗ

௝ୀଵ

ݕቑ݀ݑ ൌ 0
డΩ

 

для каждого ݔ ∈ Ω.  



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 2. 2015 
 

 
31 

Используя свойств двойного и простого слоя потенциалов [4] при ݔ → ߲Ω, мы находим  

െ
௨ሺ௫ሻ

ଶ
൅ ׬ ߲జ௬ܩሺݔ, డΩݕሻ݀ݕሺݑሻݕ െ ׬ ,ݔሺܩ ሻݕሺݑሻ൛߲జ௬ݕ െ ∑ ௝݊ ௝ܾ

ௗ
௝ୀଵ ݕൟ݀ݑ ൌ 0డΩ ݔ  ∊ ߲Ω. 

Мы показали, что (5) является решением краевой задачи (1) с граничным условием (7) в 
 ଶሺΩሻ. Теперь докажем ее единственность. Если краевая задача имеет два решения, то функцияܪ
ߴ ൌ ݑ െ ଵݑ ∊   удовлетворяет однородное уравнение	ଶሺΩሻܪ

ሻߴሺܦ  ൌ െ∑
డ

డ௫೔
ௗ
௜,௝ୀଵ ൬ܽ௜௝

డణ

డ௫ೕ
൰ ൅ ∑ ܾ௜ሺݔሻ

డణ

డ௫೔
ௗ
௜ୀଵ ൅ ܿሺݔሻߴ ൌ ݔ			,0 ∊ Ω,                      (9) 

и граничное условие (7), т.е.  

െ
ణሺ௫ሻ

ଶ
൅ ׬ ߲జ௬ܩሺݔ, డΩݕሻ݀ݕሺߴሻݕ െ ׬ ,ݔሺܩ ሻݕሺߴሻ൛߲జ௬ݕ െ ∑ ௝݊ ௝ܾ

ௗ
௝ୀଵ ݕൟ݀ߴ ൌ 0,డΩ ݔ ∊ ߲Ω.          (10) 

Так как в этом случае ݂ ≡ 0, вместо (8) имеем следующую формулу представлении 

ሻݔሺߴ ൌ ׬ ߲జ௬ܩሺݔ, డΩݕሻ݀ݕሺߴሻݕ െ ׬ ,ݔሺܩ ሻݕሺߴሻ൛߲జ௬ݕ െ ∑ ௝݊ ௝ܾ
ௗ
௝ୀଵ డΩݕൟ݀ߴ                    (11) 

для каждого ݔ ∈ Ω. Как и выше, с помощью свойства двойного и простого слоя потенциалов при 
ݔ → ߲Ω, мы находим  

െ
ణሺ௫ሻ

ଶ
൅ ׬ ߲జ௬ܩሺݔ, డΩݕሻ݀ݕሺߴሻݕ െ ׬ ,ݔሺܩ ሻݕሺߴሻ൛߲జ௬ݕ െ ∑ ௝݊ ௝ܾ

ௗ
௝ୀଵ ݕൟ݀ߴ ൌ 0డΩ ݔ , ∊ ߲Ω.      (12) 

Сравнивая это с (10), приходим к 
ሻݔሺߴ  ൌ ݔ				,0 ∊ ߲Ω.                                                              (13) 

Однородное строгое эллиптическое уравнение второго порядка (9) с граничным условием 
Дирихле (13) имеет только одно тривиальное решение ߴ ≡ 0. Это показывает, что граничная 
задача (1) с граничным условием (7) имеет единственное решение в ܪଶሺΩሻ.  

Теорема 1 доказана. 
Пример. [2] Пусть ܦ оператор ߂ –Лапласа, ݊ ൌ 1 и Ωଵ ൌ ܴௗ, ݀ ൒ 2 тогда 

ݔሺߝ െ ሻݕ ≔ ,ݔଵሺܧ ሻݕ ൌ

ە
۔

ۓ
1

ሺ݀ െ 2ሻݏௗ

1
ݔ| െ ௗିଶ|ݕ

,								݀ ൒ 3,

െ
1
ߨ2

ݔ|݃݋݈ െ ݀																	,|ݕ ൌ 2
 

является фундаментальным решением оператора Лапласа в Ωଵ, ݏௗ ൌ
ଶగ

೏
మ

гቀ
೏
మ
ቁ
 является площадью 

поверхности единичной сферы в ܴௗ и |ݔ െ  .ݕ и ݔ стандартным евклидовым расстоянием между |ݕ
Поэтому вместо (5) имеем 

ሻݔሺݑ  ൌ ׬ ݔௗሺߝ െ ݔ															,ݕሻ݀ݕሻ݂ሺݕ ∊ Ω	,
Ω

                                         (14)  
который является единственным решением 

 െݑ߂ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ,							ݔ ∊ Ω		                                                        (15) 
с граничным условием 

െ
௨ሺ௫ሻ

ଶ
൅ ׬

డఌ೏ሺ௫ି௬ሻ

డ௡೤
డΩݕሻ݀ݕሺݑ െ ׬ ݔௗሺߝ െ ሻݕ

డ௨ሺ௬ሻ

డ௡೤
ݕ݀ ൌ 0డΩ ݔ , ∊ ߲Ω,                     (16) 

где 
డ

డ௡೤
 обозначает внешнюю нормальную производную в точке ݕ на ߲Ω. 

3. Полигармонические уравнения. Пусть Ωଵ ⊂ Ωଶ … . . . ⊂ Ω௡ ⊂ ܴௗ открытые ограниченные 
области с границами ߲Ω௜ ∈ С

∞, ݅ ൌ 1,… , ݊, соответственно. По лемме Хермандера существует 
локальное фундаментальное решение ܧ௜ሺݔ,   ሻ полигармонического уравненияݕ

 ሺെ߂௫ሻ௠ݑሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ						݉ ൌ 1,2, …	                                                (17) 
для каждого Ω௜. 

Рассмотрим следующую функцию 

ሻݔሺݑ  ൌ ׬ ,ݔሺܩ ݕሻ݀ݕሻ݂ሺݕ
Ω

                                                           (18) 
в Ω ⊂ Ωଵ, где 

,ݔሺܩ  ሻݕ ൌ
ଵ

௡
∑ ,ݔ௜ሺܧ ሻݕ
௡
௜ୀଵ ,ݔ , ݕ ∈ 	Ω.                                                 (19) 
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Тривиальное наблюдение показывает, что и (18) является решением (17) в . Цель этого 
раздела это – найти граничное условие такое, что с этим граничным условием уравнение (1) имело 
единственное решение в ܪଶ௠ሺΩሻ, которое совпадает с (18). 

Теорема 2. Для каждого ݂ ∊  ଶሺΩሻ (18) является единственным решением уравнения (17) вܮ
 ଶ௠ሺΩሻ с граничными условиямиܪ

െ
ଵ

ଶ
ሺെ߂௫ሻ௜ݑሺݔሻ ൅

∑ ׬
డ

డ௡೤
൫െ߂௬൯

௠ିଵି௝
,ݔ௠,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

௝ା௜
ሻ݀ܵ௬డΩݕሺݑ െ௠ି௜ିଵ

௝ୀ଴

∑ ׬ ൫െ߂௬൯
௠ିଵି௝

డΩ ,ݔ௠,ௗሺܩ ሻݕ
డ

డ௡೤
൫െ߂௬൯

௝ା௜௠ି௜ିଵ
௝ୀ଴ ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ ൌ 0, ݅ ൌ 0,݉ െ 1തതതതതതതതതതത, ݔ ∊ ߲Ω          (20) 

где 
డ

డ௡೤
ൌ ݊ଵ

డ

డ௬భ
൅ ⋯൅ ݊௡

డ

డ௬೙
-нормальная производная на границе и ݊ଵ, ݊ଶ, … . . . , ݊ௗ -компоненты 

единичной нормали.  
Доказательства Теоремы 2. Применяя формулу Грина (для каждого ݔ ∊ Ω) получаем 

ሻݔሺݑ ൌ න ,ݔ௠,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ
௠
ݕሻ݀ݕሺݑ

డΩ

ൌ න ൫െ߂௬൯ܩ௠,ௗሺݔ, ௬൯߂ሻ൫െݕ
௠ିଵ

ݕሻ݀ݕሺݑ ൅
డΩ

න
,ݔ௠,ௗሺܩ߲ ሻݕ

߲݊௬
൫െ߂௬൯

௠ିଵ
ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ

డΩ

െන ,ݔ௠,ௗሺܩ ሻݕ
߲൫െ߂௬൯

௠ିଵ
ሻݕሺݑ

߲݊௬
݀ܵ௬

డΩ

ൌ න ൫െ߂௬൯
ଶ
,ݔ௠,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

௠ିଶ
ݕሻ݀ݕሺݑ

డΩ

൅න
߲ሺെ߂ሻܩ௠,ௗሺݔ, ሻݕ

߲݊௬
൫െ߂௬൯

௠ିଶ
ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ

డΩ

െන ሺെ߂ሻܩ௠,ௗሺݔ, ሻݕ
߲൫െ߂௬൯

௠ିଶ
ሻݕሺݑ

߲݊௬
݀ܵ௬

డΩ

൅න
,ݔ௠,ௗሺܩ߲ ሻݕ

߲݊௬
൫െ߂௬൯

௠ିଵ
ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ െ න ,ݔ௠,ௗሺܩ ሻݕ

߲൫െ߂௬൯
௠ିଵ

ሻݕሺݑ

߲݊௬
݀ܵ௬

డΩడΩ
ൌ ⋯ ൌ 

ሻݔሺݑ ൅

∑ ׬
డ

డ௡೤
൫െ߂௬൯

௠ିଵି௝
,ݔ௠,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

௝
ሻ݀ܵ௬డΩݕሺݑ െ௠ିଵ

௝ୀ଴

∑ ׬ ൫െ߂௬൯
௠ିଵି௝

డΩ ,ݔ௠,ௗሺܩ ሻݕ
డ

డ௡೤
൫െ߂௬൯

௝௠ିଵ
௝ୀ଴ ݔ ,ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ ∊ Ω,                                (21) 

где 
డ

డ௡೤
ൌ ݊ଵ

డ

డ௬భ
൅ ⋯൅ ݊௡

డ

డ௬೙
-нормальная производная на границе и ݊ଵ, ݊ଶ, … . . . , ݊ௗ -компоненты 

единичной нормали. Это означает, тождество 

∑ ׬
డ

డ௡೤
൫െ߂௬൯

௠ିଵି௝
,ݔ௠,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

௝
ሻ݀ܵ௬డΩݕሺݑ െ௠ିଵ

௝ୀ଴

∑ ׬ ൫െ߂௬൯
௠ିଵି௝

డΩ ,ݔ௠,ௗሺܩ ሻݕ
డ

డ௡೤
൫െ߂௬൯

௝௠ିଵ
௝ୀ଴ ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ ൌ ݔ ,0 ∊ Ω.                        (22) 

Когда ݔ → ߲Ω, используя свойства двойного и простого слоя потенциалов, из (22) получим  

െ
ଵ

ଶ
ሻݔሺݑ ൅

∑ ׬
డ

డ௡೤
൫െ߂௬൯

௠ିଵି௝
,ݔ௠,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

௝
ሻ݀ܵ௬డΩݕሺݑ െ௠ିଵ

௝ୀ଴

														∑ ׬ ൫െ߂௬൯
௠ିଵି௝

డΩ ,ݔ௠,ௗሺܩ ሻݕ
డ

డ௡೤
൫െ߂௬൯

௝௠ିଵ
௝ୀ଴ ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ ൌ ݔ					,0 ∊ ߲Ω	.                  (23) 

Таким образом, это соотношение является одним из граничных условий (18). Выведем 
остальные граничные условия. Для этого мы устанавливаем 

 ሺെ߂௫ሻ௠ି௜ሺെ߂௫ሻ௜ݑሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ						݅ ൌ 0,݉ െ 1തതതതതതതതതതത, ݉ ൌ 1,2, …                            (24) 
и проводим подобные вычисления, как и выше, 
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ሺെ߂௫ሻ௜ݑሺݔሻ ൌ න ൫െ߂௬൯
௜
,ݔ௠,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

௠ି௜
൫െ߂௬൯

௜
ݕሻ݀ݕሺݑ ൌ

Ω
 

න ൫െ߂௬൯൫െ߂௬൯
௜
,ݔ௠,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

௠ି௜ିଵ
൫െ߂௬൯

௜
ݕሻ݀ݕሺݑ ൅

Ω
 

න
߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯
௜
,ݔ௠,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

௠ି௜ିଵ
൫െ߂௬൯

௜
ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ െ

డΩ
 

න ൫െ߂௬൯
௜
,ݔ௠,ௗሺܩ ሻݕ

߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯
௠ି௜ିଵ

൫െ߂௬൯
௜
ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ ൌ

డΩ
 

න ൫െ߂௬൯
ଶ
൫െ߂௬൯

௜
,ݔ௠,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

௠ି௜ିଶ
൫െ߂௬൯

௜
ݕሻ݀ݕሺݑ ൅

Ω
 

න
߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯൫െ߂௬൯
௜
,ݔ௠,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

௠ି௜ିଶ
൫െ߂௬൯

௜
ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ െ

డΩ
 

න
߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯൫െ߂௬൯
௜
,ݔ௠,ௗሺܩ ሻݕ

߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯
௠ି௜ିଶ

൫െ߂௬൯
௜
ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ ൅

డΩ
 

න
߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯
௜

,ݔ௠,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ
௠ି௜ିଵ

൫െ߂௬൯
௜
ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ െ

డΩ
 

׬ ൫െ߂௬൯
௜
,ݔ௠,ௗሺܩ ሻݕ

డ

డ௡೤
൫െ߂௬൯

௠ି௜ିଵ
൫െ߂௬൯

௜
ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ ൌడΩ …= 

න ൫െ߂௬൯
௠ି௜

൫െ߂௬൯
௜
,ݔ௠,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

௜
ݕሻ݀ݕሺݑ ൅

Ω
 

෍ න
߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯
௠ି௜ିଵି௝

డΩ
൫െ߂௬൯

௜
,ݔ௠,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

௝
൫െ߂௬൯

௜
ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ െ

௠ି௜ିଵ

௝ୀ଴

 

෍ න ൫െ߂௬൯
௠ି௜ିଵି௝

డΩ
൫െ߂௬൯

௜
,ݔ௠,ௗሺܩ ሻݕ

߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯
௝
൫െ߂௬൯

௜
ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ ൌ

௠ି௜ିଵ

௝ୀ଴

 

ሺെ߂௫ሻ௜ݑሺݔሻ ൅ ෍
߲
߲݊௬

න ൫െ߂௬൯
௠ି௜ିଵି௝

డΩ
൫െ߂௬൯

௜
,ݔ௠,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

௝
൫െ߂௬൯

௜
ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ

௠ି௜ିଵ

௝ୀ଴

െ 

∑ ׬ ൫െ߂௬൯
௠ି௜ିଵି௝

డΩ ൫െ߂௬൯
௜
,ݔ௠,ௗሺܩ ሻݕ

డ

డ௡೤
൫െ߂௬൯

௝
൫െ߂௬൯

௜
ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ

௠ି௜ିଵ
௝ୀ଴ , ݔ ∊ Ω, 

где ൫െ߂௬൯
௜
,ݔ௠,ௗሺܩ  ሻ являются фундаментальными решениями полигармонического уравненияݕ

(24); т.е. 

	ሺെ߂௫ሻ௠ି௜൫െ߂௬൯
௜
,ݔ௠,ௗሺܩ ሻݕ ൌ ݔሺߜ െ ݅						 ሻݕ ൌ 0,݉ െ 1തതതതതതതതതതത. 

От предыдущих соотношений мы получим тождества 

ሻݔሺݑ௜ܫ ≔ ෍ න
߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯
௠ିଵି௝

డΩ
,ݔ௠,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

௝ା௜
ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ

௠ି௜ିଵ

௝ୀ଴

െ 

෍ න ൫െ߂௬൯
௠ିଵି௝

డΩ
,ݔ௠,ௗሺܩ ሻݕ

߲
߲݊௬

൫െ߂௬൯
௝ା௜

ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ

௠ି௜ିଵ

௝ୀ଴

ൌ 0 

ݔ ∊ ߲Ω	, 		݅ ൌ 0,݉ െ 1തതതതതതതതതതത. Используя свойства двойного и простого слоя потенциалов как ݔ → ߲Ω, мы 
находим 
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െ
ଵ

ଶ
	ሺെ߂௫ሻ௝ݑሺݔሻ ൅

∑ ׬
డ

డ௡೤
൫െ߂௬൯

௠ିଵି௝
,ݔ௠,ௗሺܩ ௬൯߂ሻ൫െݕ

௝ା௜
ሻ݀ܵ௬డΩݕሺݑ െ௠ି௜ିଵ

௝ୀ଴

∑ ׬ ൫െ߂௬൯
௠ିଵି௝

డΩ ,ݔ௠,ௗሺܩ ሻݕ
డ

డ௡೤
൫െ߂௬൯

௝ା௜௠ି௜ିଵ
௝ୀ଴ ሻ݀ܵ௬ݕሺݑ ൌ 0, ݔ ∊ ߲Ω.		                    (25) 

И все являются граничными условиями (18). От этого классического подхода (переходя к 
пределу) можно легко показать, что формулы (25) остаются в силе для всех ݑ ∊  [4]. И	ଶ௠ሺΩሻܪ
наоборот, покажем, что если функция ߱ ∊ ሻ௠߱߂ሺെ	 ଶ௠ሺΩሻ удовлетворяет уравнениеܪ ൌ ݂ и 
граничные условия (20), то оно совпадает с решением (18). В самом деле, в противном случае 
функция 

ߴ ൌ ݑ െ ߱ ∊  ଶ௠ሺΩሻܪ
где ݑ является (18), удовлетворяет однородное уравнение 

 					ሺെ߂ሻ௠ߴ ൌ 0                                                                     (26) 
и граничные условия (20), т.е. 

ሻݔሺߴ௜ܫ ≔ െ
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ݔ ∊ ߲Ω	, 		݅ ൌ 0,݉ െ 1തതതതതതതതതതത. 
Применяя формулу Грина к функции ߴ ∊ -ଶ௠ሺΩሻ и следуя линии вышеуказанных рассужܪ

дений, мы получим  
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																		ሻ݀ܵ௬ݕሺߴ

௠ି௝ିଵ
௝ୀ଴ ݔ  ∊ Ω	,			݅ ൌ 0,݉ െ 1തതതതതതതതതതത. 

Переходя к пределу при ݔ → ߲Ω, следовательно, мы получим соотношения 
	ሺെ߂௫ሻ௜ߴሺݔሻ|௫∊డΩ ൌ ሻ|௫∊డΩݔሺߴ௜ܫ ൌ 0,	 ݅ ൌ 0,݉ െ 1തതതതതതതതതതത                             (28) 

Единственность решения краевой задачи 
ሺെ߂ሻ௠ߴ ൌ 0						 

	ሺെ߂ሻ௜ߴ|௫∊డΩ ൌ 0,	 ݅ ൌ 0,݉ െ 1തതതതതതതതതതത  
следует, что ߴ ൌ ݑ െ ߱ ≡ ݔ∀ ,0 ∊ Ω, т.е. ߱ совпадает с (18). Таким образом (18) является 
единсвенным решением краевой задачи (17), (20) в . 

Теорема 2 доказано. 
Замечание. Это следует из теоремы 2, что ядро (19), которая является одним из фунда-

ментальных решений полигармонического уравнения (17), является функцией Грина краевой 
задачи (17), (20) в . 
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Abstract. On the basis of model of Reley-Teylorovsky instability in approach of Bussinesk with exponential 

dependence of viscosity on temperature the numerical model of process of formation of salt diapirs at big depths of 
bowels of the earth is developed and proved. The carried-out then numerical modeling allowed to estimating key 
parameters, regularities and features of a nonlinear stage of process of formation of a deep salt diapirizm. The 
technique of an assessment of zones of possible oil and gas traps is offered. It is shown that hydro carbonic tanks are 
attached to zones from the raised temperature gradients. 

 
 

УДК 551.24 
  

КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ФОРМИРОВАНИЯ 
ГЛУБИННОГО СОЛЯНОГО ДИАПИРИЗМА 

 

А. А. Баймухаметов, Н. И. Мартынов, А. Г. Танирбергенов 
 

Институт механики и машиноведения им. У. А. Джолдасбекова МОН РК, Алматы, Казахстан 
 

Ключевые слова: соляной диапир, земная кора, осадочный чехол, эффективная вязкость. 
Аннотация. На основе модели Релей-Тейлоровской неустойчивости в приближении Буссинеска с экс-

поненциальной зависимостью вязкости от температуры разработана и обоснована численная модель 
процесса формирования соляных диапиров на больших глубинах земных недр. Проведенное затем числен-
ное моделирование позволило оценить основные параметры, закономерности и особенности нелинейной 
стадии процесса формирования глубинного соляного диапиризма. Предложена методика оценки зон возмож-
ных нефтегазовых ловушек. Показано, что углеводородные резервуары привязаны к зонам с повышенных 
температурных градиентов. 

  
Введение. Изучение формирования соляно-купольных структур имеет большое научное и 

практическое значение, поскольку с ними связано распределение месторождений нефти и газа в 
земной коре. Соляные структуры также используются в качестве подземных хранилищ угле-
водородов и «хранилищ-консервантов» термоядерных отходов [1]. 

Многие мировые месторождения нефти и газа располагаются в областях соляно-купольной 
тектоники. Классическим примером является Прикаспийская впадина, две трети которой рас-
положены на территории Казахстана, где находятся порядка 1300 соляных куполов (диапиров), из 
которых более 1000 не разведаны [2, 3].  

Нелинейная стадия формирования соляного диапиризма мало изучена. Основные результаты, 
получены в основном лабораторным моделированием, а также численными методами. Следует 
отметить, что лабораторное моделирование не обеспечивает достаточное подобие реальных 
тектонических процессов. Численные же исследования в этой области не многочисленны, 
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особенно трехмерных процессов, и существуют определенные трудности в описании границ 
раздела слоев [4-8]. 

В Казахстане многие задачи солянокупольной тектоники были поставлены академиком Ж. С. 
Ержановым и решены его учениками. Разработаны и обоснованы несколько численных методов, 
позволяющих корректно прослеживать эволюцию поверхности раздела слоев вплоть до 
образования соляных линз. Численное моделирование позволило провести детальный анализ 
механизма формирования и развития солянокупольных структур, выявить закономерности и 
особенности их формирования [9-11]. 

В последнее время учеными СО РАН получены принципиально новые данные о возможности 
образования тяжелых углеводородов на больших глубинах, что подтверждает гипотезу                      
Д. И. Менделеева о неорганическом происхождении нефти и указывает на перспективу ее поиска и 
добычи на больших глубинах. Для этого необходима информация о формировании соляных 
диапиров на больших глубинах, что связанно с учетом тепловых эффектов, усложнением реоло-
гии. Исследования этого направления практически отсутствуют в открытой мировой печати. 
Поэтому цель данного исследования - отчасти восполнить этот пробел.  

Математическая модель. В системе координат О 1 2 3x x x (ось О 3x направлена вертикально 

вверх) процесс формирования глубинного соляного диапиризма (без учета радиогенных 
источников тепла) описывается следующей системой гидродинамических уравнений:  

30 , ( 1, 2,3)ik
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Здесь p - давление, 1 2 3, ,V V V - компоненты скорости, ij - тензор вязких напряжений, g - ускорение 

силы тяжести,  - плотность,  - динамическая вязкость, pC - удельная теплоемкость при по-

стоянном давлении, k -0 коэффициент теплопроводности, T - абсолютная температура, α - ко-
эффициент теплового объемного расширения, R - универсальная газовая постоянная, E – энергия 
активации. - невозмущенная плотность и невозмущенная динамическая вязкость, зависящие 
от химического состава материала (или плотность и динамическая вязкость при абсолютной 

температуре *T ). Индексом «0» обозначены характерные значения параметров процесса,             

3i -тензор Кронекера. По повторяющимся греческим индексам предполагается суммирование. 

К системе уравнений (1) - (4), которые выполняются в области , добавляются начальные 
граничные условия. В начальный момент времени задано распределение невозмущенной 
плотности, невозмущенной динамической вязкости и температуры. Граничные условия могут быть 
разнообразными. В данной работе область  была выбрана в форме прямоугольного 
параллепипеда, на верхней и нижней стенках которого задавались условия прилипания, а на 

боковых стенках - условия симметрии. Температура на верхней стенке полагалась 00 С , а на 

нижней задавалась как функция 1 2( , )x x . 
Численный метод. Для расчета астеносферного диапиризма с фазовыми переходами и 

экспоненциальной зависимостью динамической вязкости от температуры и давления авторами был 
разработан и обоснован численный метод [12], упрощенный вариант которого применялся для 
расчета глубинного соляного диапиризма. При 0t  из начальных условий известны , ,T   .             
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шение), сопровождающееся дилатансией. Именно благодаря тому, что горные породы обладают 
хрупким разрушением, в зонах повышенных концентраций напряжений происходит разрушение с 
образованием порового пространства, снимаются избыточные напряжения. В результате 
образуются локальные зоны пониженных напряжений (нефтегазовые ловушки), куда и мигрируют 
находящиеся в пластах горных пород углеводороды. Для соляных куполов нефтегазовые ловушки 
формируются в областях их крыльев (надкрылового и подкрылового пространства), а также в 
области подкупольного пространства подсолевого ложа, что было обнаружено глубинным 
бурением соляных диапиров и показала серия проведенных расчетов .  

Расчеты показали, что формирование и развитие купола сопровождается возникновением и 
увеличением объема нефтегазовых ловушек в прикупольных областях. В подсолевом ложе 
наблюдаются обширные области, в которых повышены и достаточно большие по абсолютной 
величине девиаторы касательных напряжений. В нижней центральной части купола за счет 
динамического давления и повышенной температуры осуществляется значительный подсос под-
солевого ложа. Поэтому, если в подсолевом ложе присутствуют большие запасы углеводородов, то 
они будут вследствие дилатансии мигрировать в центральную часть подкупольного пространства. 
Количественная оценка этих объемов позволяет определить вероятные запасы углеводородов. 
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ҚҰРАЛЫМНЫҢ КОМПЬЮТЕРЛІК МОДЕЛЬ ДЕУІ ТЕРЕҢДІКТІҢ  
СОЛЯНОГО ДИАПИРИЗМА 

 
А. А. Баймухаметов, Н. И. Мартынов, А. Г. Танирбергенов 

 
Механиканың жəне машинатанулар им. У. А. Джолдасбекова МОН РК институты, Алматы, Қазақстан 

 
Тiрек сөздер: соляной диапир, жер қыртысым, шөгінді қап, тиімді тұтқырлық. 
Аннотация. Бас негіз аумалылықтың Релей-Тейлоровской қалыбының ара жанасушылықта Буссинеска 

мен тұтқырлықтың экспоненталық тəуелділікімен от қызудан соляных диапиров құралымының үдеріс сан-
дық қалып бас жерлік жер қойнауы кесек-кесек тереңдік əзірле- жəне тиянақты. Өткіздір-өткізу кейін сандық 
модельдеу негізгі параметрді, заңдылықтарды жəне құралымның үдерісінің нелинейной кезеңінің өзгешелік-
терін тереңдіктің соляного диапиризма бағалау қойды. Ұсын- Ықтимал мұнайлы-газды айла-тұзақтың зона-
сының сарапшылығының əдістемесі ұсын-. Көрсетілген, не көмірсутектің резервуарлары көтеріңкі темпе-
ратуралық градиенттерден зоналарға деген тізгіндеулі. 
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Ключевые слова: функция Грина, уравнение Пуассона, фундаментальное решение, граничные ус-
ловия. 

Аннотация. В настоящей работе в многомерном единичном шаре рассматривается один объемный 
потенциал. Ядро данного потенциала является некоторая функция Грина. Найдены граничные условия 
исследуемого потенциала. Доказано, что рассматриваемый объемный потенциал является решением 
специальной задачи Робена для уравнения Пуассона.  

 

1. Введение. Пусть  : 1nx R x     - единичный шар, 2n  ,  : 1nx R x     – еди-

ничная сфера и  2/2 2/ nn
n    - площадь   в nR . Пусть f  - достаточно гладкая функция в 

 . В области   рассмотрим функцию 

     , ,u x G x y f y dy


                                                                (1) 

где -  ,G x y  имеет вид 
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y
G x y x y x y

y
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     

 
                                                   (2) 

здесь  n x y   - фундаментальное решение оператора Лапласа (см.[1]): 
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 
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
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Так как функция n

y
x y

y

 

  
 

 - гармоническая в  , то функция (2) удовлетворяет уравнению 

     , , , ,G x y x y x y     

где  x y   - дельта-функция Дирака. Тогда функция (1) будет решением уравнения 

    ,u x f x x   .                                                        (4) 

Известно, что в двумерном круге функция (2) совпадает с функцией Грина задачи Неймана 
для уравнения (4). Для случая 3n   неизвестно, какими свойствами обладает функция (2). Даже 
при 3n   функция (2) не удовлетворяет условию Неймана. 

Цель настоящей работы - найти граничные условия, которым удовлетворяет функция (1) при 
3n  . 
Отметим, что в работах [2, 3] были найдены граничные условия объемного потенциала для 

эллиптических уравнений. При этом в качестве ядра объемного потенциала выбиралось гласное 
фундаментальное решение (3). 

Основным результатом нашей работы является 
Теорема. Пусть    2f x L   и    2

2u x W  . Тогда функция (1) является решением 

уравнения (4) и на   удовлетворяет условию 

   2
0, ,

2x

u n
x u x x

n

 
  


                                                        (7) 

где 
xn




 – производная по направлению внешней нормали к   по x .Верно и обратное утверж-

дение: задача для уравнения (4) с краевым условием (7) имеет единственное решение и это 
решение дается объемным потенциалом (1). 

Доказательство. Рассмотрим функцию (1). Подставляя (4) в (1) и применяя вторую формулу 
Грина  

  y
y y
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получим 

         , ,u x G x y u y dy G x y u y dy
 

            , , y
y y

G x y u y u y G x y dS
n n

  
      
  

         , , .y
y y

u x G x y u y u y G x y dS
n n

  
      

  
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Отсюда в силу (2) имеем 
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Теперь вычислим нормальную производную функции (2) по y . Тогда 
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Отсюда переходя к пределу при y  , получим 

   , n n
y y y

y
G x y x y x y

n n n y
 

   
          

 

                
2

2 2 22 22 1 2 , 2 , 1 2 2 , 1 2 .
n n

nn x y x x x y n x x y n x y



              

Подставляя полученные результаты в (8), имеем 

               2
2 2 2 0.

2n n y n y
y y

n
x y u y n u y x y dS x y u y u y dS

n n
  

 

     
                 

   

Отсюда получим граничное условие (7).  
Доказательство обратного результата следует из единственности решения задачи Робена (7). 

Теорема доказана. 
Работа выполнена при финансовой поддержке грантового финансирования Комитета науки МОН РК 

по проекту № 0570/ГФ3. 
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лық шарттары анықталады. Қарастырылып отырған көлемдік потенциал Пуассон теңдеуі үшін Робен арнайы 
есебінің шешімі болатындығы дəлелденеді. 
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Abstract. Taking into account the type of construction and type of used material of tool joints the problem is to 

be solved with the use of a comprehensive theory of the surface (contact) friction vibrations of the drill string, taking 
into account the characteristics of their interlocks. There are graphs of the amplitude of the oscillations of the upper 
section of the first column section to lock the frequency of the steel and titanium. 
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Ключевые слова: конструкция, замковые соединения, трение, бурильные колонны. 
Аннотация. С учетом типа конструкции и вида используемого материала замковых соединений ре-

шается задача с применением комплексной теории поверхностного (контактного) трения для колебаний 
колонн бурильных труб, учитывающих характерные особенности их замковых соединений. Построены гра-
фики зависимости амплитуды колебания верхнего сечения первой секции колонны от частоты для замка из 
стали и титана.  

 
Внутреннего трения материала трубы и вида используемого материала замковых соединений 

существенно виляет на рассеяния энергии колебаний. Поэтому исследование степень влияние 
используемого материала замковых соединений необходимо в процессе спускоподъемной 
операции бурильной колонны  

Пусть вынужденные колебания бурильной колонны с замковыми соединениями вызвано 
гармоническим возмущением подвески колонны при выполнении спускоподъемной операции. 
Считаем, что материал эквивалентного стержня, имитирующего колонну, идеально упругим и 
однородным. Потери на трение отсутствуют. Массы замковых соединений по отношению к массам 
отдельных секций малы, и ими пренебрегаем. Низ бурильной колоны УБТ с массой 0m  , жестко 
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сопряжен с концом последней секции колонны. Кроме того считаем, что коэффициенты жесткости 
соединения в местах сопряжения труб одинаковые. 

При таком постановления задача о вынужденной колебания бурильных колонн, с учетом типа 
конструкции и вида используемого материала замковых соединений решается с применением 
комплексной теории поверхностного (контактного) трения, основанного на использовании 
импендансного способа задания граничных условий и условий сопряжений отдельных секции, 
учитывающих характерные особенности замковых соединений труб [1, 2].  

Для описания колебательного процесса колонны используем систему динамических 
уравнений, которая при отсутствии сосредоточенных масс и наличия массы УБТ, записывается в 
виде [3] 

,),,,()()()( 0
1

1021,110,102

1,
2

2

1,
2

uS
t

u
uxtFxluucxuc

x

u
ES

t

u
S gg  













 












 )()( 1,10,12

1,
2

2

1,
2

jlxuuc
x

u
ES

t

u
S jjj

jgjg   

+ 00,21,11 ),,,(])1[()( uS
t

u
uxtFxljuuc j

jjjj  



  , 2,...,1  nj , lnxjl )1(  ;    (1) 


















 ),,,()(])1([)(

2

2

01,10,2

,
2

2

,
2

t

u
uxtFxnl

t

u
mlnxuuc

x

u
ES

t

u
S n

nnnn
ngng 

0uS  , .)1( nlxln   

В дальнейшем полагаем 21321 ikkcccc n   ( 1i ). 

Вводим местные координаты и рассмотрим процесс спуска ( 0F ), сопровождаемого 

установившимися гармоническими колебаниями с частотой  , подвески tieUu 
00   и пере-

мещение в произвольном сечении секций колонны в комплексной форм: 
ti

jgj exUu )( , 

где )(xU j - комплексные амплитуды, удовлетворяющие уравнениям  

 )()( 00,101
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1 xUUcUSUES  ,0)]())(( 0,21,121  xlUUikk   
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2   xlUUmxUUikkUSUES nnnnn  ,) lx 0  

и условиям разрыва производных в сечениях 0x первой секции и lx   последней секции 
колонны 

])([)( 0101 UxUcxUES   при ,0x  

])([)( 0
2

0 UxUmxUES nn  
 при ,0 lx  

где )0(0, jj UU  , )(1, lUU jj  . 

Решение системы уравнений получим путем введения разрывов производных первого порядка 
в местах сопряжения труб, тогда:  







 )1(cos[cos
sin

)(
)](sinsincos[cos

sin

)( 0,21,100,10
1 







 UU
H

UU
U  

)]1()1(sinsin   H , 







  )1(cos[cos
sin

)(
)](sinsincos[cos

sin

)( 0,11,1,10, 






 jjjj

j

UU
H

UU
U  

)]1()1(sinsin   H , 



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
46  







  )1(cos[cos
sin

)(
)](sinsincos[cos

sin

)( 01,1,10, 






 UU

H
UU

U nnn
n  

)]1()1(sinsin   H ,                                                       (3) 

где 
l

x
 , 

*a

l  , 
ES

lc0
0  , 


E

a *  , 21  i , 
ES

lk j
j  ,

lS

m


 0 , )(zH - единичная 

функция Хевисайда  
Полагая теперь )0(0, jj UU  , )1(1, jj UU  , получаем систему уравнений для определения 

комплексных величин 0,jU  и 1,jU  








sin

)(
cos

sin

)( 0,21,100,.10
0,1

UUUU
U





 , 

,cos
sin

)(

sin

)( 0,21,100,.10
1,1 





 UUUU

U





  








sin

)(
cos

sin

)( 0,11,10,.
0,

 



 jjjj

j

UUUU
U , 








cos

sin

)(

sin

)( 0,11,10,.
1,

 



 jjjj

j

UUUU
U , ,1...2  nj                           (4)  








sin

)(
cos

sin

)( 01,1,10,.
0,

UUUU
U nnn

n





  , 








cos

sin

)(

sin

)( 01,1,10,.
1,

UUUU
U nnn

n





  . 

Из этой системы получаем выражения комплексных величин 0,jU  и 1,jU с рекуррентными 

коэффициентами:  

00,11, UbUaU jjj   , 00,10,1 UdUcU jjj  , 1...2  nj , 

11   jjj baaca , 11   jjj adbbb , 11   jjj aaccc , 11   jjj abcdd  

где  /)sincos( a ,  /sinb ,  /sin)( 22 c , 
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01 c , 

./)cossin(01  d  

 Последние две равенства (4) после исключения 1,nU  приводим к виду: 
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Подставляя выражения для 0,nU  и 1,1nU  через 0,1U  и 0U , находим  
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Формула (5) устанавливает связь между амплитудами колебаний подвески колонны и пере-
мещения верхнего сечения первой секции колонны через комплексные параметры aj, bj, cj и dj.  

Для определения коэффициента жесткости соединения использована формула 00 / lSEc                 
( 0E  - модуль упругости материала замка, 0l - его длина). В расчетах принято: 4n , мl 12 , 

мl 4.00  , cма /5000*  . 3/7800 мкг , мD 147.0 , в = 0.127 м (D, d - внешний и 
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внутренний диаметры трубы), Расчеты производились для двух видов материала замка: для стали с 

МПaEE 2000000   и титана с МПaEE T 1000000  . 

На рисунки 1 и 2 представлены кривые зависимости амплитуды перемещения 0,1U (отне-

сенной к величине 0U ) в зависимости от частоты   )(кГЦ  для материала замка стали (а) и 

титана (б) различных значений параметров ,0  2  и  . 

 
1.00  , 12  , 5.0  

a)                                                                  б) 

           
 

1.00  , 102   , 5.0  
a)                                                                  б) 

 

           
 

Рисунок 1 – Зависимости амплитуды колебания 00.1 /10 UUU   верхнего сечения первой секции колонны  

от частоты   )(кГЦ для замка из стали (а) и титана (б) при 5.0  и двух значений параметров 0 , 2  

 

Из анализа полученных кривых следует, что зависимость )(0.1 fU  имеет резонансный 

характер, при этом с ростом параметра ESlc /00  (что означает рост коэффициента жесткости 

соединения колонны к подвеске) эффект резонанса усиливается. ост параметра ESlk /22  , 
характеризующего внутреннее трение в материале замка, может существенно снизить 
максимальные значения амплитуды колебаний сечения колонны. Этот эффект в значительной 
степени проявляется при больших значениях параметра 0 . Так например, при 1.00   

максимальные значения амплитуд колебания сечения при 12   и 102   уменьшаются при-

мерно 2 раза, если принять 5.00  , при этом значения амплитуд уменьшатся для стального 

замка в 10 раз, а для материала из титана – в 7 раз. Это означает, что с увеличением жесткости 
соединения колонны к подвеске при выполнении операции спуска могут иметь место резонансные 
режимы колебаний с большими амплитудами. 
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1.0  
а)                                                        б) 
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Рисунок 2 – Зависимости амплитуды колебания 00.1 /10 UUU   верхнего сечения первой секции колонны от частоты 

  )(кГЦ для замка из материалов стали (а) и титана (б) при 100  , 5.02   и трех значений параметра   

 
Наличие присоединенной массы (масса УБТ) (рисунок 2) приводит к изменению частотного 

состава резонансной кривой, при этом наблюдается перемещение резонансной частоты в области 
низких частот.  
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Аннотация. Рассматривается трехточечная краевая задача для дифференциального уравнения второго 
порядка. Исследуются вопросы существования единственного решения рассматриваемой задачи и способы 
его построения. Установлены условия однозначной разрешимости и предложены алгоритмы нахождения 
решения трехточечной краевой задачи для дифференциального уравнения второго порядка. 

 
Рассматривается трехточечная краевая задача для дифференциального уравнения второго 

порядка  

)()()(
2

2

tfxtb
dt

dx
ta

dt

xd
 , 10  t ,                                             (1) 

с условиями следующего вида 

1121112111211 )1()1()()()0()0( bxxxxxx   ,                        (2) 

2222122212221 )1()1()()()0()0( bxxxxxx   ,                       (3) 

где )(ta , )(tb , )(tf  - непрерывные на ]1,0[  функции, 
dt

tdx
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)(  , ij , ij , ij , kb  - постоян-

ные, 2,1,, kji , 10  . 
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Многоточечные краевые задачи для дифференциальных уравнений высоких порядков с 
переменными коэффициентами возникают при математическом моделировании различных 
процессов физики, химии, биологии, техники, экологии, экономики и др. В связи с многочис-
ленными приложениями, например, в теории изгибов балок, в транспортировке грузов, наиболь-
ший интерес представляют трехточечные краевые задачи для дифференциальных уравнений 
второго порядка с переменными коэффициентами. Частные случаи задачи (1)-(3) рассматривались 
в работах многих авторов. Для нахождения условий существования решения трехточечных 
краевых задач типа (1)-(3) использовались метод неподвижных точек, метод верхних и нижних 
решений, монотонный итерационный метод и др. [1. 2].  

Несмотря на большое количество работ, посвященных трехточечным краевым задачам для 
обыкновенных дифференциальных уравнений высоких порядков с переменными коэффициентами, 
остается много вопросов. Это, в первую очередь, вопросы нахождения эффективных признаков 
разрешимости исследуемой задачи, изучение качественных свойств решений, способов построения 
решений и др. Решение указанных вопросов можно достичь развивая конструктивные методы 
исследования трехточечных краевых задач для линейных и нелинейных обыкновенных диф-
ференциальных уравнений высоких порядков, а также построением алгоритмов нахождения их 
решений.  

В предлагаемой работе исследуются вопросы существования решения трехточечной краевой 
задачи для обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка (1)-(3) и способы 
нахождения ее решений. Для этой цели используется метод параметризации [3]. Ранее в работах 
[4, 5] указанный метод был применен к многоточечным краевым задачам для системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений. Были установлены необходимые и достаточные условия 
однозначной разрешимости линейной многоточечной краевой задачи, существования изолиро-
ванного решения многоточечной краевой задачи для нелинейного уравнения. Результаты данной 
работы демонстрируют эффективную применимость метода параметризации к исследуемой 
трехточечной краевой задаче для дифференциального уравнения второго порядка с переменными 
коэффициентами и дополняют результаты работ [4, 5]. Получены достаточные условия разреши-
мости в терминах коэффициентов дифференциального уравнения и данных граничных условий и 
построены алгоритмы нахождения решений. Результаты по исследованию частных случаев 
трехточечных условий (2), (3) для нелинейного дифференциального уравнения второго порядка 
анонсированы в [6-8].  

Приведем схему метода параметризации. Пусть )0(x ,  )0(x . В задаче (1)-(3) 

произведем замену: ttxtu   )()( ,  )()( txtu  

 )()()()()()(
2

2

tfttbtbtautb
dt

du
ta

dt

ud
  , 10  t ,                      (4) 

,0)0( u  ,0)0( u                                                              (5)  

  ][][ 1211121112111111  

 112111211 )1()1()()( buuuu   ,                                          (6) 

  ][][ 2221222122212121  

222212221 )1()1()()( buuuu   .                                         (7) 

Задачи (1)-(3) и (4)-(7) эквивалентны. Если функция )(tx  - решение задачи (1)-(3), то тройка 

))(,,( tu , где )0(x , )0(x , txxtxtu )0()0()()(  , будет решением задачи (4)-(7). И 

наоборот, если тройка ))(~,~,
~

( tu  - решение задачи (4)-(7), то функция ttutx  ~~
)(~)(~   

будет решением исходной задачи (1)-(3). 
Задача (4), (5) при фиксированных значениях параметров  ,   является задачей Коши для 

дифференциального уравнения второго порядка, а соотношения (6), (7) связывают значения 
функции )(tu  с неизвестными параметрами  ,  . 

Представим функцию )(tu  как решение задачи Коши  
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Тогда функция )(tu  как решение задачи Коши для дифференциального уравнения второго 

порядка, содержащего параметры  ,  , эквивалентна интегральному уравнению Вольтерра 
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Определим значения функций )(tu , )(tu  при t , 1t  из выражений (8), (9), соответ-
ственно. Подставим найденные выражения в соотношения (6), (7) и получим 
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Соотношения (10), (11) являются линейной системой алгебраических уравнений относительно 
неизвестных параметров  ,  . 

Если известна функция )(tu , то из соотношений (10), (11) можно определить параметры   и 

 . Если известны параметры  ,  , то из задачи Коши для дифференциального уравнения (4), (5) 

можно найти функцию )(tu . В данном случае неизвестными являются и функция )(tu , и парамет-

ры  ,  . Поэтому применяется итерационный метод и решение краевой задачи с параметрами 
(4)-(7) найдем по следующему алгоритму: 

1-шаг. Предположим, что выражение 2121 ABBA   отлично от нуля. Используем начальные 

условия (5): полагая в правых частях уравнений (10), (11) 0u  определим параметры )0( , )0( . 

Из задачи Коши (4), (5) при )0(  , )0(   находим функцию )()0( tu , ]1,0[t . 

2-шаг. Пусть выполняется условие: 02121  ABBA . Предполагая в правых частях уравнений 

(10), (11) )()( )0( tutu   для всех ]1,0[t , определим параметры )1( , )1( . Из задачи Коши (4), (5) 

при )1(  , )1(   находим функцию )()1( tu , ]1,0[t . 
И т.д. 
m -шаг. Пусть справедливо условие: 02121  ABBA . Полагая в правых частях уравнений 

(10), (11) )()( )2( tutu m  для всех ]1,0[t , определим параметры )1( m , )1( m . Из задачи Коши 

(4), (5) при )1(  m , )1(  m  находим функцию )()1( tu m , ]1,0[t . 

)1( m -шаг. Пусть выполнено неравенство 02121  ABBA . Предполагая в правых частях 

уравнений (10), (11) )()( )1( tutu m  для всех ]1,0[t , определим параметры )(m , )(m . Из задачи 

Коши (4), (5) при )(m  , )(m   находим функцию )()( tu m , ]1,0[t , ,...2,1m  

Введем обозначения: || 1221 BABAd  , |)(|max
]1,0[

0 aa
t

 , |)(|max
]1,0[

0 bb
t

 , 0
0 bea , 




 ddbaea a

t   


0

1111
)(

]1,0[
1 |)()(|max 10 , 


 ddbea a

t  




0

11
)(

]1,0[
2 |)(|max 10 . 

Условия реализуемости и сходимости предложенного алгоритма, а также существования 
единственного решения задачи (1)-(3) приведены в следующем утверждении. 

Теорема. Пусть )(ta , )(tb  - непрерывные на ]1,0[  функции и выполняются неравенства: 

а) 02121  ABBA ;  

б)     212121 |||||,|||max
1

aaBBAA
d

q  

                           11|||||,|||max1|||||,|||max 2221121122211211    ee .  
Тогда трехточечная краевая задача для дифференциального уравнения второго порядка (1)-

(3) имеет единственное решение.  
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Доказательство. Из интегрального уравнения (9) при фиксированных  ,   получим 

    
t

a
t

a ddbaeddubetu
0 0

1111
)(

0 0

111
)( |||)()(||)(||)(||)(| 1010 







    
t

a
t

a ddfeddbe
0 0

11
)(

0 0

11
)( |)(||||)(| 1010 





 . 

Используя обобщенное неравенство Гронуола-Беллмана отсюда находим 

 








   
t

a ddbefaatu
0 0

11
)(

021 |)(|exp|||||)(| 10


  , 

где 


 ddfef a

t  




0

11
)(

]1,0[
0 |)(|max 10 .  

Из системы алгебраических уравнений (10), (11) получим 
  |||,|max   

   |||)(||||,||)(|||max|||||,|||max
1

2221112121 FuGbFuGbBBAA
d

 . 

Тогда для разностей последовательных приближений аналогично находим  

  |)()(| )1()( tutu mm  

 |||,|max|)(|exp)( )1()()1()(

0 0

11
)(

21
10  









   mmmm
t

a ddbeaa 


 ,             (11) 

   |||,|max|||,|max )1()()1()()()1()()1(   mmmmmmmm q  . 

Условие б) теоремы обеспечивает сходимость последовательностей  )(m ,  )(m  при 

m  к  ,  , соответственно. Из неравенства (11) вытекает равномерная сходимость по-

следовательности  )()( tu m  при m  к функции )(tu   для всех ]1,0[t . Единственность 
решения доказывается методом от противного. Теорема доказана. 

Таким образом, теорема дает достаточные условия существования единственного решения 
трехточечной краевой задачи (1)-(3) в терминах данных задачи: коэффициентов )(ta , )(tb  
дифференциального уравнения (1) и коэффициентов граничных условий (2), (3).  
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Тірек сөздер: дифференциалдық теңдеу, үшнүктелі шеттік шарт, шешілімділік, параметрлеу əдісі, ал-

горитм.  
Аннотация. Екінші ретті дифференциалдық теңдеу үшін үшнүктелі шеттік есеп қарастырылады. 

Қарастырылып отырған есептің жалғыз шешімінің бар болуы мəселелері мен оны тұрғызу тəсілдері зертте-
леді. Екінші ретті дифференциалдық теңдеу үшін үшнүктелі шеттік есептің бірмəнді шешілімділігі шарттары 
тағайындалған жəне шешімін табу алгоритмдері ұсынылған. 
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Abstract. In this work an influence of laser treatment on the structural and morphological properties of (c) Si 

silicon, which was pre-thermally processed at T = 8000С and different warm-up time, was investigated. It has been 
shown that laser treatment changes the topology of surface, performs recrystallization of layer surface and do not 
cause oxidation of interstitial atoms on silicon. 
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ВЛИЯНИЕ ЛАЗЕРНОГО ВОЗДЕЙСТВИЯ  
НА СВОЙСТВА ПОЛИКРИСТАЛЛИЧЕСКОГО КРЕМНИЯ 

 
Т. С. Кошеров, А. С. Серик, А. Сеитов  

 
Казахский национальный технический университет им. К. И. Сатпаева, Алматы, Казахстан 

 
Ключевые слова: лазерное воздействие, рекристаллизация, окисление кремния. 
Аннотация. В данной работе исследовано влияние лазерного воздействия на структурно-морфоло-

гические свойства (с) Si кремния предварительно термически обработанного при Т = 8000С и в различном 
времени прогрева. Показано, что лазерное воздействие изменяет топологию поверхности, осуществляет 
рекристаллизацию поверхностного слоя и не вызывает окисления межузельных атомов кремния. 

 
Воздействие достаточно мощного лазерного излучения широко используется в современных 

технологических процессах обработки полупроводниковых материалов. Известно, что при 
воздействии лазерных лучей на поверхность кристаллических твердых тел возможна генерация в 
поверхностном слое структурных дефектов: вакансий и междоузлий (1), концентрация которых в 
течение лазерного воздействия может меняться по сравнению с исходной на несколько порядков. 
Наличие значительной концентрации дефектов может существенно и неконтролируемо изменять 
процессы лазерной обработки, что затрудняет получение материалов с заданными свойствами. 
Необходимо поэтому определение условий и механизма образования дефектов при лазерном 
воздействии. 

Воздействие лазерного излучения приводит к возбуждению электронной подсистемы и 
образованию в приповерхностном слое полупроводника повышенной концентрации свободных 
носителей. Переход электронов в возбужденное состояние уменьшает энергию возбуждения 
дефекта и, в конечном счете, приводит к нагреву решетки. 

Неоднородное распределение возбужденных электронов и нагрев решетки приводит к 
сильной деформации приповерхностного слоя материала. В определенных режимах на поверх-
ности образуются либо периодические структуры дефектов, либо начинается пороговое образо-
вание протяженных дефектов (пор или дислокационных петель) (2), а их объединение может 
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инициировать начало образование микротрещин и разрушение поверхности еще до начала 
плавления.  

Действие лазерного излучения, как правило, приводит к разогреву поверхностного слоя. 
Одновременно активируются диффузия газов в поверхностный слой и интенсивная генерация 
структурных дефектов: вакансий, междоузлий, а также начинается зарождение и рост дислокаций 
и диффузия газов вдоль дислокационной трубки вглубь кристалла. 

Нагрев и высокая концентрация точечных дефектов приводит к деформации (к выпучиванию) 
поверхности. Следовательно, одной из причин решения зондирующего излучения может быть как 
выпучивания и рост игольчатых и конусообразных образований на поверхности за счет со-
вместного действия нагрева лазерным лучом и накопления точечных дефектов, так и рост в 
поверхностном слое локальных неоднородностей (макродефектов). 

Воздействие лазерного излучения на поверхность полупроводника может привести и к 
изменению ее структурно-морфологических и электрофизических свойств. Эти изменения зависят 
от характера лазерного излучения, а именно от длины волны излучения, длительности и энергии 
лазерного воздействия (3). При этом измененные структурно-морфологические и электрофизи-
ческие свойства, при использовании лазерного излучения, наблюдались не только при энергиях 
сравнимых или больше энергии плавления поверхности кремния (4), но и при значительно 
меньшей энергии плавления поверхности кремния (5). 

В данной работе исследовано влияние непрерывного лазерного излучения на структурно-
морфологические изменения (с) Si кремния после предварительного термического отжига образца 
при 8000С и при различном времени прогрева (t = 10, 30, 60, 120, 240 и 360 минут). 

Методы и материалы. В качестве исследуемого материала использовали полупровод-
никовый кремний (с) Si с удельным сопротивлением 10 Ом см в виде пластин размером 1 см2. 
Температурная обработка кремневых пластин проводилась на воздухе при температуре 8000С в 
течение 10, 30, 60, 120, 240 и 360 минут. После термообработки образцы подвергались лазерному 
облучению в течение t = 60 минут и исследовались на рентгеновском дифрактометре X'PertPRO 
фирмы Phillips. Спектрограммы образцов кремния, предварительно термообработанного при 
различном времени прогрева, а затем подвергшегося лазерному воздействию получены на рас-
тровом электронном микроскопе. Анализ топографии поверхности предварительно термоотож-
женного и подвергшегося действию лазерного луча осуществлялась на воздухе с помощью 
атомно-силового микроскопа (АСМ) производства компании NANOEDUCATOR и INTEGRA 
PRIMA. Источником излучения явился лазер типа LCS-DTL-317-50, мощность которого составила 
50 мВт, работающий в непрерывном режиме. Эффективный диаметр сфокусированного лазерного 
пятна составил 1,3 мм. 

Результаты и их обсуждение. На рисунке 1 приведены АСМ и 3Д-АСМ-изображения по-
верхности (с) Si полученные после лазерного воздействия на образцы кремния предварительно 
отожженных на воздухе при 8000С и различном времени прогрева. На АСМ-изображениях, где 
проявляется наличие межзеренных границ и нанорельефа, хорошо видно чередование темных и 
светлых выступов, конусов, пор наноразмерных областей, что свидетельствует об изменениях 
высоты поверхностного рельефа. В процессе увеличения времени предварительного прогрева 
образца (от 10 до 360 минут) и последующего действия лазерного излучения рельеф поверхности 
заметно изменяется (рисунок 1). Действие лазерного излучения инициирует формирование по-
верхностных напряжений, активацию диффузии, изменение дислокационной структуры и 
фазового состояния. Результатом взаимодействия лазерного излучения с поверхностного (с) Si, 
формирующего разнообразный рельеф, является постепенное сплавление, сначала локально, а 
затем всей поверхности образца (рисунок 1, б). 

Анализ 3Д-АСМ-изображений, как результат указанных выше процессов, показывает, что в 
нашем случае влияние лазерного воздействия на образцы (с) Si предварительно термоотоженных 
на воздухе, при различном времени прогрева, тесным образом влияли на эволюцию формирования 
рельефа поверхности и характеризуются процессами изменения фазового состава при по-
верхностных слоях, рекристаллизации, появлением участков с пониженным уровнем напряжения, 
что приводит к модификации рельефа в виде системы наноструктурированных выступов (рису-    
нок 1). 
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Анализ спектров (с) Si, предварительно термоотоженных при 8000С, при различном времени 
отжига и подвергшихся действию лазерного излучения показали, что происходит изменение линий 
интенсивности кремния в зависимости от времени предварительной термообработки образца 
(рисунок 2). Соответствующие изменения наблюдаем со скопившимися массами кислорода, 
причем максимальное содержание масс кремния соответствует минимальным массам кислорода 
(рисунок 3). Начиная с 120-минутного предварительного термоотжига, лазерное воздействие на 
кремний несколько «сглаживает» наблюдавшиеся изменения в их содержании. Надо отметить, что 
появление кислорода не вызывает высокотемпературное окисление поверхности кремния и 
образование оксидных пленок на поверхности образца. А появившиеся атомы углерода в 
достаточном количестве на образца, предварительно прогретых при 6000С в течении 120 минут и 
последующем лазерном воздействии, не вызывали появления на поверхности карбида кремния 
(SiС) (рисунок 3, точка С). Как видно, из рисунка 1 действия лазерного излучения приводят к 
процессам частичного и полного плавления поверхности, к образованию повышенной концен-
трации дефектов и соответствующих градиентов температуры на поверхности, концентрации 
точечных дефектов. 

 
Рисунок 3 – Результаты полуколичественного анализа содержащих кремния (Si), кислорода (О2) и углерода (С)  

при непрерывном действии лазера (t = 60 мин); образцы предварительно прогретые при Т = 6000С  
и времени (t = 10, 30, 60, 120, 240 и 360 минут) 

 
В частности, нагрев и высокая концентрация точечных дефектов, а также дислокаций 

приводят к образованию систем наноструктурированных выступов, пор, наноразмерных областей 
(рисунок 1). Не исключено, что причиной образования дефектов при лазерном облучении, на 
образцы предварительно термоотоженных при различном времени отжига, может быть одновре-
менное действие трех факторов: возбуждение электроно-дырочных пар в приповерхностной 
области полупроводника, нагрев этой области за счет электрон-фононного взаимодействия, а 
также возникновение термоупругих напряжений на приповерхностном слое. При лазерном 
воздействии неоднородность характера процессов плавления и остывания кремния приводит к 
образованию дефектов, и она существенна (6). 

Возможно также, что действие лазерного излучения на образцы предварительно отожженного 
при 8000С приводит к рекристаллизации поверхностного слоя кремния, а полное его плавление 
соответствует понижению температуры внутри слоя, что в свою очередь, вызывает снижение 
скорости рекристаллизации (7). 

Заключение. Установлено, что действие лазерного излучения на образцы предварительно 
оттоженного при различном времени ее прогрева приводит к изменению структурно-морфоло-
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гического рельефа поверхности кремния, постепенному плавлению поверхности, что сопутствует в 
последующем к рекристаллизации ее поверхностного слоя. Выяснено также, что действие 
лазерного излучения не способствует появлению термического диоксида кремния, хотя появление 
структурного кислорода тесным образом связано с генерацией межузельных атомов кремния. 

  
ЛИТЕРАТУРА 

 
[1] Байко В.Н., Лукьянчук Б.С., Казев Е.Р. // Труды ИОФАН, 1991. Т.30. С.6. 
[2] Banishev A.A., Emelyanov V.I., Novikov M.M. // Lasar Physics, 1992. Vol.2. №2. P.178. 
[3] Готра З.Ю., Осередько С.А. // Зарубежная электронная техника. 1985. №12. С. 3-52. 
[4] Hlavka I., Jelеnková H., Hamal K., Prochocký V. / Pulsed laser induced recombination centers in silicon // Journal 

Applied Physics, 1984. V. 56. №4. P. 1245-1246. 
[5] Кашкаров П.К., Киселев В.Ф. Нетермические процессы в полупроводниках при лазерном облучении. // Изв. АН 

СССР. Сер.Физическая, 1986. Т.50.№3. С. 435-439. 
[6] Малевич В.Я., Ивлев Г.Д. // Поверхность. 1990. №5. С. 157-158. 
[7] Arguirov T., Mchedlidze T., Akhmetov V.D. // Applied Surface Science. 2007. V.254v P. 1083-1086. 

 
REFERENCES 

 
[1] Bajko V.N., Luk'janchuk B.S., Kazev E.R. // Trudy IOFAN, 1991. V.30. p.6. (in Russ.). 
[2] Banishev A.A., Emelyanov V.I., Novikov M.M. // Lasar Physics. 1992. Vol.2. №2. P.178. 
[3] Gotra Z.Ju., Osered'ko S.A. // Foreign electronic appliances. 1985. №12. p. 3-52. (in Russ.). 
[4] Hlavka I., Jelenková H., Hamal K., Prochocký V. / Pulsed laser induced recombination centers in silicon // Journal 

Applied Physics. 1984. V. 56. №4. P. 1245-1246. 
[5] Kashkarov P.K., Kiselev V.F. Non-thermal processes in semiconductors by laser irradiation // News of AS USSR. Ser. 

Physics. 1986. V.50. №3. p. 435-439. (in Russ.). 
[6] Malevich V.ya., Ivlev G.D. // Surface. 1990. №5. p. 157-158. (in Russ.). 
[7] Arguirov T., Mchedlidze T., Akhmetov V.D. // Applied Surface Science. 2007. V.254, P. 1083-1086. 
  
 

ЛАЗЕРЛІК ЫҚПАЛДЫҢ ПОЛИКРИСТАЛДЫ КРЕМНИЙ ҚҰРЫЛЫМЫНА ƏСЕРІ 
 

Т. С. Көшеров, А. С. Серік, А. Сеитов 
 

Қ. И. Сəтбаев атындағы Қазақ ұлттық техникалық университеті, Алматы, Қазақстан 
 

Тірек сөздер: лазерлік ықпал, рекристаллизация, кремнийдің тотығуы. 
Аннотация. Берілген жұмыста тұрақталған Т = 8000С температуралық өңдеудің ықпалынан жəне 

ауыспалы қыздыру уақытындағы (с) Si кремнийдің лазерлік əсерінің құрылымдық-морфологиялық ерекше-
ліктері зерттелді. Лазерлік ықпал беттің топологиясын өзгертіп, жоғарғы қабаттың рекристаллизациясын 
жүзеге асырылды жəне кремний атомдарының түйінаралық тотығуына əкелмейтіні көрсетілді. 
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УДК 621.395.4:004.438 
 

СЫМСЫЗ СЕНСОРЛЫ ЖЕЛІЛЕР 
 

К. Т. Бажиков, А. О. Касимов, С. А. Усембаева, Г. Толепбергенова 
 

Əл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университеті, Алматы, Қазақстан 
 
Тірек сөздер: сымсыз сенсорлы желі, телекоммуникация. 
Аннотация. Сымсыз сенсорлы желілер - қазіргі заманғы телекоммуникациялық технологияларды 

дамыту неғұрлым перспективалы бағыттардың бірі болып табылады. Кабельді инфраструктуранын 
радиоэфирге ауысуына байланысты жəне жаңа функционалдық мүмкіншіліктеріне байланысты қолдану 
перспективті. 

 
Сымсыз сенсорлы желілердің мынадай сипаттамалары арқылы, түйіндерінің кішігірімділігі, 

тұтыну қуаты төмен, радиоинтерфейсі, жеткілікті есептеу қуаты, салыстырмалы төмен құны 
ретінде, ол техникалық жəне табиғи объектілердің əртүрлі ақпарат, мониторинг жəне бақылау 
сипаттамаларын жинау процестерін автоматтандыру мақсатында адам қызметінің көптеген 
салаларында, олардың кеңінен қолдану арқасында мүмкін болды.  

Сымсыз сенсорлы желілер жоғарыда аталған ерекшеліктері мынадай бағыттар бойынша 
кешенді проблемаларды шешуге арналады: 

- жұмыстың мониторингі; 
- автожолдар магистралінің мониторингі (темір жол, метрополитен жəне т.б.), мұнай жəне газ 

құбырлары; 
- көлік жүк тасымалының мониторингі жəне талдау; 
- экологиялық, биологиялық жəне медициналық бақылау; 
- автоматтандыру жүйесін жəне өмір қолдау жүйелері «Ақылды үй»; 
- төтенше жағдайлардың алдын алу жəне анықтау (сейсмикалық жəне жанартау қызметінің 

мониторингі, табиғи апаттар туындаудың уақытылы ескерту үшін атмосфера мен ауа райы 
болжамын талдау). 

Сымсыз сенсорлы желі – бұл тармақталған желі қызмет көрсетілмейтін ықшам электрондық 
құрылымдардан тармақталған желі, осы сымсыз байланыстың көмегімен түйіннен-түйінге 
ретрансляция арқылы негізгі станцияға сыртқы орта параметрлерін жəне ақпараттың жіберілуін 
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жүзеге асырады. Осындай сенсор түйіндерін тұрақты бекітуге болады, сонымен қатар, мобилді 
болуы мүмкін, яғни кеңістікте бір-бірінен еркін қозғала алады, желінің логикалық байланысын 
бұзбайды. Сенсорлы желінің тұрақты топологиясы болмайды жəне оның құрылымы уақыт 
ағымымен динамикалық түрде өзгереді. Желі түйіні, сенсор деп аталатын, сыртқы ортадан ақпарат 
кабылдайтын датчигі бар, микроконтроллер, жады, радиохабарлағыш, автономды қорек көзі жəне 
кейде атқарушы механизм болып саналады. Сонымен бірге сыртқы ортаға желіден, түйіндерден 
əсерлердің бағдарлаушысылардың берілуі ықтимал. 

 

 
 

1-сурет – Сенсор желілер түйінінің үлгісі жəне оның аппаратты құрайтыны 
 

Сымсыз сенсорлы желілердің аймақ мөлшері бойынша орналастыруы олардың сымсыз дербес 
есептеуіш желілер кластарына жатқызуға болады (WPAN). WPAN желілерінің басты айыр-
машылығы – оның қорек көзін аз мөлшерінде жұмыс істеу. Қазіргі кезде WPAN желілерінің екі 
класы бар: əсер ету радиусы кішірейтілген (10м дейін) жəне кеңейтілген əсер ету радиусымен  
(100-ге дейін), осы функционалдық мүмкіншілік арқасында оның WLAN мен бірге жұмыс атқара 
алады. Дербес желілер əртүрлі стандартқа негізделіп құрылуы мүмкін, протоколдар жəне 
технологияларымен, мысалға: IEEE 802.15.1 стандартты Bluetooth; ZigBee, 6loWPAN, DigiMesh 
стандарты IEEE 802.15.4, WiMedia/MBOA UWB (Ultra Wideband) стандарты ECMA368 (IEEE 
802.15.3a стандарт базасында) немесе DS-UWB Forum стандарты IEEE.15.4a 

WPAN желілерінің алғашқы стандарты IEEE 802.15.1. стандарт Bluetooth vl.x специфи-
кациясына негізделген жəне оның физикалық деңгейін анықтайды (PHY layer) жəне ортаға рұқсат 
деңгейін (MAC layer). IEEE 802.15 стандартын кеңейтуде келесі қадам жаңа стандарт жасау болды, 
бұл стандарт құрылғылардың IEEE 802.11 стандарттары мен IEEE 802,15 функционалдық 
үйлесімділігін қамтамасыз ету. Көп ұзамай физикалық WPAN желісіндежұмыс істейтін құрыл-
ғыларда, Bluetooth қамтамасыз ететін жылдамдық жеткілікті болған жоқ. Осыған орай жаңа 
стандарт жасауға қажеттілік туды, стандарт сымсыз арна құруға жəне осы арнамен ондаған, 
жүздеген Мбит/с ақпарат өткізуге қабілетті болу керек еді(IEEE 802.15.3).  

Жоғарыда аталған стандарттар деректерді үлкен көлемде жіберу үшін өте қолайлы (дауыс, 
деректер, бейне) үлкен жылдамдықпен (1-ден 200-ге дейін Мбит/с). Құрылымдар автономды 
тəртіппен жұмыс істеуге қабілетті (батареядан жəне аккумулятордан) 10-нан 100 м дейін қашшық-
тыққа ақпарат тарата алады. Бұл стандарттар құрылғыларда сымды байланысты ауыстыруға 
мүмкіндік береді, күнделікті колданатын компьютерлер, компьютерлік желілер. Алайда, 
соншалықты көп болып көрінетін белгісіз жүйелер бар (датчиктер, ақпарат жинау жүйелері жəне 
т.б),кейбір бағдарламаларды, тиімдітехнологияларды пайдалану мүмкін емес. Осы тапсырмаларды 
жүзеге асыру мақсатында IEEE 802.15.4 стандартты жылдамдығы төмен WPAN-желілер үшін 
əзірленді. 
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802.15 жəне 802.11 стандарттарын салыстыру 
 

 
 

IEEE 802.15.4 стандартты бұрын бос радио интерфейстерді алды, жоғары өнімділігі бар 
құрылғы мен технологиясымен алмастырылды жəне тиісінше неғұрлым қымбат, қатаң стан-
дартталған базасының сəйкесі жоқ, электрондық компоненттері түрлі өндірушілердің жеке радио 
трансивер фишкалар негізінде кез-келген шешім.  

 

 
 

2-сурет – Қарастырылып отырған радиоинтерфейстердің ішінде 802.15.4 стандартының орны 
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Сымсыз сенсорлы желі түсінігі жəне бірінші прототипі Америка Құрама Штаттарында пайда 
болды. Сенсорлы желінің ғылыми-зерттелуі жəне дамуы Америка Құрама Штаттарында бірнеше 
жоғарғы оқу орындарында өткізілді. Барынша табысты Калифорния штатының Беркли универси-
тетінің профессоры Кристофер Пистердің ғылыми-зерттеулері болды. Кристофер Пистердің 
ғылыми-зерттеулері жəне Берклиде құрастырылғанүлгісі smart dust, ол сирек кездесетін функ-
ционалдық мүмкіндіктерге ие болды, компаниялардың қызығушылығын тудырды, ZigBee альян-
сының мүшелерімен құрылған компаниялар Ember, Freescale Semiconductor, Honeywell, Invensys, 
Mitsubishi Electric, Motorola, Philips Electronics жəне Samsung энергияны аз тұтынатын ашық стан-
дартты сымсыз желі мониторингі жəне басқаруды жүзеге асыру мақсатында. ZigBee протокол-
дарының жиынтығы жеті деңгейлі ашық жүйлердің өзара əрекеттесуін іске асырады. Екі төменгі 
деңгейі (физикалық жəне радио арна деңгейі) төменгі жылдамдықты IEEE 802.15.4-2003 дербес 
радио желілердің стандарты болып табылады.  

 

 
 

3-сурет – 802.15.4 стандартының қысқаша мінездемесі 
 

IEEE 802.15.4 стандартында сымсыз сенсорлы желінің екі түйні бар: RFD (reduced-function 
device) функциялары шектеулі құрылғылар, оның орналастыру орны туралы ақпаратты жинайды; 
толық жабдықталған FFD (full-function device) құрылғылары, ол пакеттерді ретрансляциялайды 
жəне ақпарат жинайды. IEEE 802.15.4 стандартты сенсорлы желілер 264 желілік құрылғыларды 
қамтуы мүмкін.  
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Ключевые слова: беспроводные сенсорные сети, телекоммуникация. 
Аннотация. Беспроводные сенсорные сети (БСС) являются одним из самых перспективных направ-

лений развития современных телекоммуникационных технологий. 
Беспроводная сенсорная сеть (БСС) – это распределенная сеть необслуживаемых миниатюрных 

электронных устройств (узлов сети), которые осуществляют сбор данных о параметрах внешней среды и 
передачу их на базовую станцию посредством ретрансляции от узла к узлу с помощью беспроводной связи.  
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Abstract. The processes of interaction of alpha particles with collective states of nucleus of Ne, Mg by 

strongly-connected channels of nuclear reactions are studied. As the collective Hamiltonian states the SU (5) 
symmetry models of interacting bosons are taken. Theoretically found angular distributions of cross sections are 
compared with their experimental values. 
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МЕТОД СИЛЬНО-СВЯЗНЫХ КАНАЛОВ И НЕУПРУГИЕ 
РАССЕЯНИЯ АЛЬФА-ЧАСТИЦ НА ЧЕТНЫХ ИЗОТОПАХ Ne, Mg 
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Ключевые слова: ядро, ядерные состояния, ядерный реакции, гамильтониан. 
Аннотация. Изучены процессы взаимодействия альфа-частиц с коллективными состояниями ядер неон, 

магнии Ne, Mg методом сильно-связных каналов ядерных реакции. В качестве гамильтониана коллективных 
состояний взяты SU(5) симметрия модели взаимодействующих бозонов. Теоретически найденные угловые 
распределения сечений процессов сравнены с их экспериментальными величинами. 

 
I. Введение. В теории ядерных реакций имеются более реалистические подходы, такие как 

метод сильной связи каналов (МССК). В качестве гамильтониана коллективных состояний ядер-
мишеней, в этом методе, ранее использовался гамильтониан Бора-Маттельсона [1, 2]. 

В данной работе содержание этой теории МССК мы несколько видоизменили, приняв для 
описания коллективных состояний ядер-мишеней модель взаимодействующих бозонов (МВБ), 
Поскольку в работе изучается рассеяние ядерных частиц на сферических ядрах, то в гамиль-
тониане МВБ оставляются члены, описывающие вибрационные состояния с SU(5)-симметрией. 
Для расчета используется также программа ECIS 88 [3] несколько видоизмененная с заменой 
потенциала связывания каналов реакции оператором взаимодействия частиц с бозонными 
коллективными возбуждениями ядер-мишеней. 

В первой части работы излагается общая теория рассеяния частиц на коллективных состоя-
ниях ядер методом МССК с использованием МВБ, описывающей коллективные возбуждения как 
состояния взаимодействующих бозонов. 

Теория прилагается к исследованию рассеяния Нe4  на основных состояниях легких ядер 

Ne20 , при энергии налетающей частицы Е = 48,8 МэВ и Mg24 , при энергии  -частиц                      
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Е = 50,5 МэВ. В этом случае точно учитывается влияние первых возбужденных состояний 
12 ядер 

на процессы рассеяния основным уровнем 
10 . Параметры оптического потенциала взяты из 

систематики C.М.Перей [4] и Института Ядерной физики[5]. Слабые изменения параметров не 
превышали квадратичных ошибок указанных систематик. 

II. Уравнения ядерных реакций связанных каналов. Предположим, что имеются возбуж-
денные SN состояний ядра-мишени, которые сильно связаны между собой с основным его со-

стоянием посредством потенциалов связи между каналами реакций Vсв. Обозначим спин, четность 
и энергию n-состояния 

nI ,
n  и n , соответственно. Если энергия падающей частицы (в системе 

центра масс) равна E1, тогда энергия частицы, покидающей мишень из n-состояния равна 

nn EE  1 . 

Гамильтониан всей системы: 
  свдиагii VVHTrVHTH   ,, ,                             (1) 

где Т - кинетическая энергия налетающей частицы и iH  - Гамильтониан движения внутренних 

нуклонов ядра-мишени. 
Потенциал взаимодействия налетающей частицы с мишенью разделим на диагональную часть 

и часть связывания каналов рассеяния частицы.  

  свдиаг VVrV  ,,
                                                      (2) 

волновая функция   можнозаписать равенством: 

    ,ln
ln

ln
1

nnn

njnn

nn MIj
Mm

njnn
jJ

jJ ФYJMMmIjrRr 
                                

(3) 

где 
nnMIФ -волновая функция ядра-мишени в n-состоянии, которая определяется из решения 

уравнения: 

nnnn MInMIi ФФH                                                       (4) 

Теперь, подставляя (2) и (3) в уравнение Шредингера и умножая (4) на   JMIj nn
ФY *

ln  с левой 

стороны и интегрируя по всем координатам, за исключением радиальной переменной r  и, деля 

уравнение на nE , получаем уравнение: 

       rRФYVФYER
Ed

d
nn

n

nnnnnn jJ
jn

JMIjсвJMIjnjJ

диагnnn
'ln''

'ln''
''ln'ln

1
ln22

2

)1
11lnln

(  


 


                (5) 

где rknn  ; nk - волновое число. 

Это уравнение представляет набор n связанных между собой уравнений. Эта система (5) носит 
название системы уравнений метода сильной связи каналов, а величины на правой стороне 
называются матричными элементами связи каналов. 

Если в системе (5) учитываются 12V  и 21V  недиагональные матричные элементы. Тогда 
получаем систему из двух уравнений: 

   ,1
1

1)1(
212

1
111

1
2
1

11
2
1

2

rRV
E

rRV
E

ll

d

d 















                                       

(6)

 

   .1
1

1)1(
121

2
222

2
2
2

22
2
2

2

rRV
E

rRV
E

ll

d

d 















 

Эта система соответствует задаче об описании упругого и неупругого рассеяния, в которых 
участвуют кроме основного состояния еще одно возбужденное состояние ядра 2+. 

В данной работе в качестве гамильтониана коллективных возбуждений используем га-
мильтониан модели взаимодействующих бозонов (МВБ) )3(SU симметрии и применим теорию к 
рассеянию частиц на вибрационных состояниях сферических ядер. 
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       
.12

2

1
)(

0

,2,0
0

LL

L
L

i ddddcLddHH  



 



                      

 (7) 

Явление взаимодействия налетающей частицы с ядром будем рассматривать феномено-
логически посредством оптического потенциала, радиальная зависимость которого предпо-
лагается, имеет вид Вудс-Саксоновской функции: 

        

   ee
ee

SODдиаг

Rr
r

eZZ
rR

R
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VeeiWeiWVV
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
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
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
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



2

2

22

2
2

21

3
2

1141


         (8) 

В этом равенстве введено обозначение: 

;exp 0 





 


a

Rr
e

      












a

Rr
e 0exp  

где 00 , RR 
 - средние радиусы оптического потенциала 3

1

00 ArR  , 3
1

00 ArR  ; SOD VWWV ,,,  - пара-

метры оптического и спин-орбитального потенциалов взаимодействия. 
Потенциал связи каналов можно в общей форме записать в виде: 
 

 



,

)()( ))((
i

x
ii

св YQrvV
                                                           

(9) 

Q
 - оператор, действующий только на координаты ядра-мишени. Вычисление матричных 

элементов этого оператора дает: 

       ,,,)( '''

,

)(
. JIlIlAIQIrvJMФYVJMФY jj

i

ii
IjlсвIlj 


              (10) 

           .;)0(0012121212
4

1
,, ' 


 JIjjIWlljjllJIlIlA llIIJ

jj  


 
Приведем явное выражение операторов: ,)1( ddQ    

         LL

L ddddLCQ 


 120|00
1212

4
21

21

)2( 





        
(11) 

Волновые функции различных вибрационных состояний со спином IM и с одним и двумя 
бозонноми: 

,0;1  
IMdIM    


  0

1

1
;2

21

21

JM
ddIM 


 

Для сферическихядер )()( rv   имеет вид. 

 
 

   )cos()(
)/)(1((exp1

)/)(1((exp4

)/)(1((exp1

)(
4)(
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0 0
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
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






                      (12) 

Решение системы зацепляющихся дифференциальных уравнений для радиальных функции 
 rR JJI nn

  с определенными граничными условиями дает возможность найти элементы S  - матрицы 

и построить сечения упругого и неупругого рассеяния. 
Которые выражаются в виде: 
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
 L

LL PB
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Здесь Z – коэффициенты Благга-Виденхарна, W – коэффициенты Рака, и  
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ll
ASAS MjMSMlMKYKYiIMSKTMISK

sAsA
 



 )|)(|)(|( JMMMjMIMMjSMMlJMMjMIM AAASsAAA   

    
 ljIJMTJMIjl                                                           (14) 

Отметим, что дифференциальное сечение (13) является общим и не зависит от того, в какой 
модели вычисляются элементы Т- илиS-матрицы. 

III. Приложения теории к рассеяню -частиц на легких вибрационных ядрах и сравне-
ние их с экспериментальными данными. Теория рассеяния  -частиц, с учетом связывания 
каналов рассеяния, приложена к процессам происходящим на самых нижних состояниях 
сферических легких ядер Ne20  и Mg24 . Мы рассмотрели рассеяния  -частиц с энергиями близкими 
к 50 МэВ на основных состояниях указанных ядер. Для облегчения компьютерного счета и с 
целью анализа возможности теории учитывались влияние только первых возбужденных состояний 
с  2J  на основное состояние ядер. Такое рассмотрение связи каналов в этих ядрах можно 
считать приемлемым, поскольку, остальные возбужденные состояния находятся довольно высоко, 
примерно на 3 МэВ выше первого возбужденного состояния. Поэтому рассмотрим решения двух 
связанных между собой уравнениий (6). Известно, что рассеяние  - частиц на основных 
состояниях ядер описывается, в общем оптической моделью, с использованием комплексного 
Вудс-Саксоновсого потенциала. Обычно получают в этом случае разумное соответствия 
вычисленных сечений с экспериментальными данными[5]. 

Для того чтобы анализировать упругое рассеяние  - частиц на большие углы в некоторых 
работах [6,7] приходилось обобщить Вудс-Саксоновский потенциал с добавлением к нему еще 
член содержащий высокого порядка.  

Недавно Мичел с сотрудниками [6] провели систематические оптико-модельные анализы 
рассеяния α-частиц на сферических ядрах. Они дали новую параметризацию для действительной 
части потенциала. 

В работе [8] было проведено экспериментальное исследование упругого  - рассеяния на 
некоторых легких ядрах с A=11-24 при энергиях  - частиц E=48,7 и 54,1 Мэв. Данные были 
анализированы различными типами оптического потенциала и в том числе Мичелского типа. 
Особое внимание было обращено на концепцию потенциала двойного-фолдинга. 

По описываемому нами методу сильной связи каналов мы провели теоретические вычисления 
дифференциальных сечений процессов рассеяния  -частиц на ядрах Ne20  и Mg24  на всем угловом 

диапазоне от 012  до 0172 . При определении теоретических значений  dd /  из общего оптического 
потенциала исключена часть, отвечающая спин-орбитальному взаимодействию 

slV . 

На рисунках 1 и 2 представлены угловое распределение дифференциальных сечений по углам 
рассеяния. На них сплошными линиями изображены экспериментальная картина рассеяния He4  
частиц на ядре Ne20 E=48,8 0,6 Мэв и на ядре Mg24 E=50.5 0.5 МэВ. Пунктирным - расчетные 
значения. 

Экспериментальные данные по сечениям процессов взяты из массива экспериментальных 
данных Института Ядерной физики Республики Казахстан [3, 5, 9], выполненных на изохронном 
циклотроне Института. В качестве параметров потенциалов взяты компиляции феномено-
логических оптико-модельных параметров, выполненных группой Перей [4], и из данных ИЯФ РК 
[5, 9]. В таблице 1 даны оптимальные параметры процессов взаимодействия при соответствующих 
энергиях налетающей частицы. 

 



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
70  

 
Рисунок 1 – Рассеяния He4  на основном состоянии Ne20

 
 

 

Рисунок 2 – Рассеяния He4  на основном состоянии Mg24

 
 
 

Таблица 1 – Оптимальные параметры взаимодействия  -частиц с ядрами 
 

Ядро Е(Мэв) 0V (Мэв) 0r (Фм) 0a (Фм) )(МэвWr  vr (Фм) va (Фм) 

Ne20  48,8 115,0 1,25 0,8 30,0 1,45 0,85 

Mg24  50,5 100,0 1,30 0,75 35,0 1,40 0,75 

 
Как видно из рисунков 1 и 2, при сравнении вычисленных сечений рассеяния с их экспери-

ментальными значениями получим вполне согласованную картину. Особенно хорошее согласие 
имеется, в пределах среднеквадратичных ошибок экспериментального измерения )( , в 
диапазоне углов от начало координат до углов 1250–1300. Однако теоретические величины сечения 
значительно отличаются от их экспериментальных значений на задних углах рассеяния в 
диапазоне больших углов от 1250

 до 1750. С самого начала можно было бы считать, что общее 
согласие по всему диапазону углов получим, если несколько изменим параметры оптических 
потенциалов. Однако, как показано в аналогичных исследованиях, получив удобное согласие на 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
-6

-4

-2

0

2

4

6

8

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
-6

-4

-2

0

2

4

6

8

 эксп



ln

 теор

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
-6

-4

-2

0

2

4

6

8

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
-6

-4

-2

0

2

4

6

8

 эксп



ln

 теор



ISSN 1991-346X                                                                                      Серия физико-математическая. № 2. 2015 
 

 
71 

задних углах рассеяния, в передних углах картина несколько изменится. В некоторых иссле-
дованиях для получения общей согласованной картины рекомендуется добавить дополнительный 
член в выражении оптического потенциала. В таком случае растет число подгоночных параметров. 
Подчеркнем, что теоретические угловые распределение сечений рассеяние получены нами при тех 
же значениях параметров, которые использовались в других анализах процессов по другим 
подходам, особенно, по оптической модели. 

В то же время следует помнить, что в процессах рассеяния на задних углах лежит известная 
физическая причина, связанная с поглощением  -частиц. Но это явление, по-видимому, лежит 
вне возможности теории сильно-связанных каналов. 

IV. Заключение. Таким образом, вычислены матричные элементы операторов Vсв связи 
различных каналов рассеяния налетающих частиц с коллективными состояниями ядер-мишеней и 
найдены решения системы уравнений Шредингера с учетом матричных элементов оператора связи 
каналов.  

Найдены дифференциальные и интегральные сечения взаимодействия налетающих ядерных 
частиц с коллективными состояниями ядер. Развиваемая теория рассеяния сильно-связанных 
каналов их приложена к исследованию взаимодействия He4  частиц с основными состоя-             

ниями легких ядер NeHeHeNe 204420 ),(  при энергии налетающей частицы Е = 48,8 МэВ и 

MgHeHeMg 244424 ),(  при энергии налетающей  -частиц Е = 50,5 МэВ. При этом решались 

система неоднородных уравнений, связывающая первое возбужденное состояния 
12  ядер с 

основными уровнями 
10 . Слабое влияние других возбужденных уровней, находящихся на 

большой высоте порядка 3 МэВ учитывались эффективно корреляцией параметров оптического 
ядерного потенциала. В то же время эти параметры взяты из систематики С.М. Перей и Института 
Ядерной физики РК. Теоретически найденные угловые распределения сечений процессов в 
пределах углов от 010  по 0175 сравнены с их экспериментальными величинами. 

Предлагаемый вариант теории МССК, в целом удовлетворительно объясняет свойства 
процессов рассеяния ядерных частиц на коллективных бозонных состояниях сферических ядер. 
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Аннотация. Неон, магний Ne, Mg ядроларының коллективтік күйлерімен альфа бөлшектердің əсерлесу 
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резольвентное множество, задача типа Дирихле, ядро, детерминант Фредгольма. 
Аннотация. В настоящей статье рассмотрена задача на собственные значение оператора Коши-Римана 

с однородными краевыми условиями типа задачи Дирихле, где редуцирована квазисингулярному интеграль-
ному уравнению, и вычислен индекс, а также установлена условие нетеровости. 

 
Краевые условия, представляющие собой соотношения между значениями искомых функций, 

вычисленными в различных (переменных) точках, лежащих на границе, или внутри рассматри-
ваемой области, возникающие в теплопроводности, были сформулированы В.А.Стекловым [1], а в 
газовой динамике – Ф.И. Франклем [2]. А.М. Нахушевым [3, 5] были поставлены и изучены сразу 
несколько задач данного типа, а для их названия предложен термин «со смещением». В статьe 
А.В.Бицадзе и А.А.Самарского [4] впервые исследована задача «со смещением внутрь области». 
Содержание последних публикаций привело к осознанию качественной новизны краевых задач со 
смещениями для теории дифференциальных уравнений в частных производных. В последних 
публикациях [6] для уравнений Бицадзе-Лыкова поставлена задача со смещением с операторами 
Кобера-Эрдейи и М. Сайго в краевом условии, а также исследованы вопросы единственности и не 
единственности решения задачи при различных функциях и значениях констант, входящих в 
краевые условия. В работах [5] исследованoсостояние краевых задач со смещением для основных 
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типов уравнений в частных производных. Краевая задача со смещением для уравнения Карлемана-
Векуа с сингулярной точкой изучался в работах [7]. Обилие публикаций, где изучаются все более 
общие ситуации, производит иногда впечатление, что теория краевых задач «со смещением» уже 
завершена. Здесь, однако, имеется ряд менее изученных, но важных вопросов, в частности, задача 
о собственных значениях или об их аналитическом описании с помощью, например, асимпто-
тических разложений. Применяемые сейчас методы функционального анализа и метод сведения к 
модельным уравнениям путем интегральных преобразований недостаточны для того, чтобы 
получить такую детальную информацию. С другой стороны, вряд ли можно надеяться получить, 
например, решение задачи на собственные значения для дифференциальных уравнений с част-
ными производными в столь же явном виде, как это было сделано в аналогичной ситуации для 
обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Общность перечисленных выше вопросов для уравнений с частными производными вынуж-
дает в дальнейшем наложить на изучаемые операторы ряд весьма жестких ограничений. Выяс-
нение правильных постановок задач и исследование специфических свойств решений для «неклас-
сических» уравнений удобно начинать с рассмотрения идеализированных моделей, например, с 
рассмотрения уравнений с постоянными коэффициентами. 

В связи с вышеизложенным, целью настоящей работы является:  
- Исследование задачи на собственные значение для оператора Коши-Римана с однородными 

краевыми условиями типа задачи Дирихле 
( )

( ) ( ), 1,
z

z f z z
z

 
  


                                                          (1) 

Re   ( ) 0z  , | | 1z  ,                                                                   (2) 

Im (0) 0, 0z   ,                                                                      (3) 

где  - спектральный параметр. 
Описание общих регулярных краевых задач для дифференциального выражения Коши-

Римана,  разработаны Дж.Ф. Нейманом, М.И. Вишиком, А.А. Дезиным и в 1982 году М. Отел-
баевым, А.Н. Шыныбековым [8].  

С другой точки зрение вопросы разрешимости и поведения решения краевой задачи для 
обобщенного уравнения Коши-Римана глубоко изучались в работах [9-11]. Краевые задачи для 
обобщенной системы Коши-Римана с негладкими коэффициентами исследовались в работах [12]. 

В функциональном пространстве (| | 1)C z   рассмотрим операторы K , порождаемые диффе-
ренциальной операцией Коши-Римана 

( )
( )

z
K z

z








                                                                  (4) 

где  
1

,    ,    
2

z x iy z x iy i
z x y

  
     

  

 
 
 

 на множестве 

 ( ) ( ) (| | 1), (| | 1)D K z C z C z
z





    


. 

Считаем, что оператор K имеет непустое резольвентное множество  (K). Не умоляя 
общности, предполагаем, что   

0 ( )K                                                                         (5) 

т.е. существует ограниченный оператор K –1. В работе [8] описано множество операторов {K} со 
свойством (5). 

Наиболее глубокие результаты при исследовании спектра эллиптических операторов имеются 
в работах [13]. В общем случае спектр эллиптического оператора существенно определяется 
спектральными свойствами граничного оператора. Однако выяснение зависимости спектра 
оператора Коши-Римана в исходных терминах граничных условий представляет актуальную 
(нерешенную) проблему. В работах [14, 15] исследована задача на собственные значения для 
оператора Коши-Римана с нелокальными краевыми условиями, в [16] с краевыми условиями типа 
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Бицадзе-Самарского, где спектральная задача редуцирована к квазисингулярному интегральному 
уравнению с непрерывным ядром. Основным результатом работы являются следующие 

Теорема 1. Решение спектральной задачи (1)-(3) определяется по формуле  

zz
z

ezueiC
d

z

z
u

i

e
z 
















  )()( 
2

)(
1||

,                                    (6) 

причем для вещественной функции )(zu  на окружности 1|| z  справедливо следующее 
квазисингулярное интегральное уравнение 

| | 1 | | 1

( ) ( )
( ) ( )  ( , , ) ( ) 0

2

b z u
a z u z d H z u d

i z 

     
  

  
 � � , 1|| z ,                       (7) 

где ( ) , ( )z z z za z e e b z e e       ,
1

( , , )
2

z ze e z
H z

i z

 

 
  


  


 – непрерывное ядро.  

КонстантаС  из общего решения (6) представимa в виде 

| | 1

1
Im (0) Im  ( ) (0) ,

2

d
u iC u

i 

 
 

 
     

 
�  

Im (0) 0C   . 
Доказательство. Для доказательства теоремы общее решение уравнения (1), т.е. (6) 

подставляем в граничное условие (2). Тогда 

| | 1

Re( ( )) Re  ( ) ( ) 0,| | 1.
2

z
z ze z d

z u iCe u z e z
i z


 



  
  

 
        

�  

Распишем  вещественную часть комплексного числа в виде полусуммы комплексного числа и 
сопряженного, тогда приходим к соотношению при | z | = 1 

2

| | 1 | | 1

 ( ) ( )  ( ) ( )
12 2

z z
z z z z

z d
e z d e z

u iCe u z e u iCe u z e
zi z i

z

 
   

 

 
        

 
 

   
        

  
 
 

 � �  

   
| | 1

 ( )  ( ) 0
2

z z
z z z ze e z d

e e u z u iC e e
i z

 
   



 
  

 
      

�                    (8) 

Использовав условие (3), исключим вещественную константу С из последнего равенства. Так 

как 
d


 чисто мнимое число, учитывая, что ( )u  - вещественная функция, получим  

| | 1

1
Im  ( ) (0) 0

2

d
u iC u

i 


 

 
     

 
� , 

при z = 0.. Отсюда имеем C = 0. Обозначая через 
zz eeza  )( ,  ( ) z zb z e e   , 

1
( , , )

2

z ze e z
H z

i z

 

 
  


  


 в равенстве (8), приходим к (7). 

Итак, спектральная задача (1) – (3) редуцирована квазисингулярному интегральному урав-
нению (7). Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Квазисингулярное интегральное уравнение (7) для ( )u   нётерово при условии, 

когда 0ze  . Больше того, индекс нётера   1

1
ln( ( ) ( )) za z b z

i    равен нулю при 0ze  , 
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где   1z  - означает приращение функции, заключенной в квадратные скобки, при обходе 

1|| z  в положительном направлении [17]. 

Доказательство. Поскольку выражения ( ) ( )a z b z  и ( ) ( )a z b z  комплексно сопряжены, 

следовательно, индекс   выражается формулой 
1

1
arg( ( ) ( ))z a z b z

i    , здесь 1z  , 

arg( ( ) ( ))a z b z  - приращение arg( ( ) ( ))a z b z  вдоль 1|| z , пробегаемом в положительном 

направлении. 
Нётеровость уравнения (7) определяется неравенствами ( ) 0a z   или ( ) 0b z   при всех 

1|| z . Следовательно, нётеровость нарушается при выполнении  

0

0

z z
z z

z z

e e
e e

e e

 
 

 

    
 

. 

Таким образом, нётеровость гарантируется при 2 0ze  .  

Известно ([17], стр. 126), что  arg( ( ) ( )) (2 ) Imza z b z Arg e z    . Здесь учтено, что 

b(z) - чисто мнимая, a(z) - вещественная функция. Пусть окружность | z | = 1 обходится против 

часовой стрелки. Найдем индекс 
1

1
Im( )z z

   .  Для вычисления приращения мнимой части 

z  заметим, что когда z делает один оборот против часовой стрелки вдоль единичной 

окружности, величина z  совершает такой же оборот вдоль окружности радиуса |  |. При этом 

мнимая часть z  изменяется на вертикальном отрезке от –|  | до |  | дваждый: один раз 
проходит от –|  | до |  | вверх, а затем совершает тот же путь в обратном направлении. Итак, 

приращение мнимой части величины z  равно нулю, когда z делает один оборот вдоль 
единичной окружности. Следовательно, индекс   квазисингулярного интегрального уравнения 
(7) равен нулю. Теорема 2 доказана. 

В заключении  автор выражает благодарность академику НАН РК М. Отелбаеву и д.ф.-м.н., 
профессору Б.Е. Кангужину за плодотворное обсуждение результатов. 
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ОПЕРАТОРЫНЫҢ МЕНШІКТІ МƏНДЕРІН ЗЕРТТЕУГЕ БЕРІЛГЕН ЕСЕП ТУРАЛЫ 
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Аннотация. Мақалада ақпараттық технологиялардың қарқынды дамуы жағдайында болашақ мұға-

лімдерді кəсіби дайындауды жетілдіру негізі қарастырылған. Болашақ мұғалімді даярлауда оқыту мазмұны 
мен формаларын, оқу құралдары мен əдістерін іріктеуде дидактикалықкəсіби ұстаным негізге алынған. 

 
Қазақстан Республикасының білім беру саясатының бағдарлы қағидаларын қалыптастырудың 

басымды бағыттары ретінде көптеген мəселелерді атқару көзделген. Ол, ең алдымен үздіксіз білім 
беру жүйесінің барлық салаларында білім беру стандарттарын жасау жəне іске қосу, білім беру 
мекемелерінің қаржылық механизмдерін құру, білім берудің жергіліктілік, аймақтық жəне рес-
публикалық ерекшеліктерін ескеру, білім берудің барлық үдерістерін ізгілендіру, ақпараттық 
технология құралдарын енгізу, білім берудің мемлекеттік емес секторларын, əсіресе, жалпы орта 
жəне арнаулы орта білім беру салаларының деңгейін көтеру, білім беру мекемелеріндегі жауап-
кершілікті арттыру, дүниежүзілік кеңістікке енуді қамтамасыз ету, ұлттық білім беру деңгейін 
халықаралық стандартқа сəйкестендіру, республикадағы білім берудің тиімді құқықтық базасын 
құрумен байланысты. 

Болашақ мұғалімді даярлауда оқыту мазмұны мен формаларын, оқу құралдары мен əдістерін 
іріктеуде дидактикада кейінгі кезде айтылып жүрген кəсіби мақсатты көздеу ұстанымын негізге 
алудың маңызы зор. 
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Оқу үдерісінде болашақ мұғалімнің теориялық даярлығын жетілдіруде кəсіби мақсатты көздеу 
ұстанымын ескерудің өзіндік ерекшеліктері бар. Білім мазмұнын анықтауда, объектілі-бағдарлы 
жобалауға оқыту туралы ғылыми курстарды меңгертуде оқу материалдарын студенттің əдіс-
темелік-кəсіби шеберлігін жетілдіруге бағытталып құралған жөн. Осы тұрғыда пəнаралық 
байланысты жүзеге асырып отырудың рөлі ерекше [1]. 

Сонымен, бұрыннан қалыптасқан дəстүрлі сабақ беру əдісіне компьютердің, ақпараттық 
технологиялардың жаңаша өзгеріс пен жаңа идеялар қосқаны баршаға мəлім. Ал бүгінде жиі 
қолданылатын ақпараттық технологиялардың түсініктерінің мағынасы төмендегідей [2]: 

– оқыту технологиялары;  
– оқытудың заманауи ақпараттық технологиялары;  
– оқытудың интерактивті режимі;  
– оқытудың компьютерлік технологиялары;  
– мультимедиалық технологиялар; 
– ақпараттық, білім ортасына байланысты түсініктердің алуан түрлері. 
Қоғамымызда демократиялық түрде болып жатқан өзгерістер еліміздегі үздіксіз білім беру 

саласының барлық құрылымын, оның ішінде жоғары мектепті де соған лайық жетілдіруді талап 
етеді. Жоғары білім беру жүйесінің құрылымы бірдеңгейлі, сатылы емес көпдеңгейлі жүйе болып 
отыр. Бұл ретте үздіксіз білім беру жүйесінің қызмет етуі жағдайында қоғамның тікелей əлеу-
меттік сұранысынан шығатын арнайы кəсіби пəндердіжəне ғылыми-техникалық үдерістің тала-
бынан туындайтын ақпараттық-компьютерліктехнологияларды меңгеру болып табылатынын атап 
көрсеткен жөн. Бұл екеуі де ЖОО түлектерінің ақпараттық мəдениетін арттырудың аса маңызды 
құралы болып табылады. Бұларды білмесе, олар қазақстандық қоғам жағдайында функционалдық 
сауатсыз маман болып қала береді. 

Қазіргі ақпараттық технологиялардың қарқынды даму кезеңін революциялық немесе 
эволюциялық тұрғыда бағалауда бағдарламалық қамтамасыздандыруды жобалау жəне жасау 
саласынан мамандардың пікірлерінің [3-5] бір-біріне сəйкес еместігі байқалады. Дегенмен олардың 
барлығы да, соңғы онжылдықта бағдарламалық жобалау əдіснамасының, жобалауды аутоматтан-
дыру құралдарының, стандарттарды жасауда, ақпараттық технологияларды қолдану аймағының 
ауқымды түрде кеңеюінің дами түсуіндегі үлкен серпілісті мойындайды. Сонымен қатар, қоғамды 
ақпараттандыру жағдайында ерекше көкейкесті болып табылатын сапалы бағдарламалық 
қамсыздандыруды жасау жəне оны бағалау технологияларына байланысты мəселелер ашық түрде 
қалып отыр. Мына [6, 7] еңбекте қарастырылған, техникалық құралдардың дамуындағы төңкеріс 
кезеңі, бір жағынан маңызды кейбір мəселелерді шешуге ықпал жасайды, ал екінші бір жағынан 
жобалаумен байланысты ақпараттық технологиялардың дамуына бағдарламалық қамсыздан-
дыруды жасау мен қолдануға түрткі болып табылады. 

Осы айтылғандар болашақ мұғалімдерді ақпараттық технологиялардың қарқынды дамуы 
жағдайында, оның құралдарына, оқытуды жетілдіруді назарға ала отырып зерттеудің көкейкес-
тілігін айқындайды. 

Осыған байланысты біздің көзқарасымыз бойынша болашақ мұғалімдерді дайындауда оқы-
тылатын информатика мен ақпараттық технологиялардың фундаментальды ұғымдары осылайша 
білім берудің құраушылары бола отырып, оны қалыптастыруға ықпал ететін құралдардың бірі 
болып табылады. Білімгерлердің тұлғалық ерекшеліктері мен кəсіби қызығушылықтарын жəне 
«əлеуметтік» тапсырысты ескере отырып, оқыту мақсаттарына жетуді оңтайлы түрде іске асыруды 
қамтамасыз ететін инновациялық педагогикалық технологияларды жасау өзекті бір мəселе болып 
табылады. Қазір мектептерде, колледждерде, ЖОО-да жəне кəсіпке оқыту орталықтарында кəсіпке 
баулу бағытында информатика мен ақпараттық технология құралдарына оқыту мазмұнын объек-
тіге-бағытталған жобалау негізінде жаппай оқыту арқылы болашақ мамандардың білімдері мен 
іскерліктерін жетілдіруге көп көңіл бөлу қажет. 

Бұл жағдайда (социум) əлеуметтік орта жеке тұлғаға жоғары талаптар ұсынады, яғни қазіргі 
өзгермелі жағдайларға бейімделу, икемділік, өзін-өзі жетілдіру, жеке тұлғаның қоғамның даму 
мақсаттарын сезінуі, қоғам дамуының мақсаттарын өзінің жеке мақсаттарымен сəйкестендіру. 

Сонымен қатар, əлеуметтік орта өз тарапынан қоғамның қазіргі жағдайына «бейімделуі» 
қажет. Мысалы, жаңа америкалық басқару философиясы [8], іскерлік ұйымдастыру – ашық жүйе 
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деп назарға алатын жүйелілік жəне жағдайлық ыңғайға негізделген. Фирма жетістігі, оның сыртқы 
қоршаған экономикалық, ғылыми-техникалық, саяси-əлеуметтік ортасына қаншалықты нəтижелі 
түрде бейімделуіне байланысты болады. Фирма ең алдымен өзінің ішкі құрылымдарының иілгіш-
икемділігі мен бейімделгіштігіне, адами потенциалдың өспелі рөлін ескеруге қамқорлық жасауы 
тиіс. 

Сонымен біздіңше, қоғам дамуының қазіргі кезеңін сипаттайтын фундаменталды ұғымдар: 
ақпарат, басқару, өзін-өзі ұйымдастыру болып табылады, уақыт факторын ескеру білімді жинақтау 
мен синтездеу қажеттігіне, адамзат қоғамының жемісті дамуы үшін оларды жылдам жəне 
рационалды қолдану жолдарын жасауға алып келеді. 

Осындай жағдайда, білім беру жүйесі мен оның құраушылары (ЖОО құрылымы мен қыз-
метін, оқу жоспарларын, бағдарламаларын, жекелеген пəндердің мазмұнын) мына бағыттарда 
жетілдіру қажет: 

- басқаруды даярлаудың тиімділігін көтеру, даярлаула ақпараттық жүйелерді қолдану; 
- сыртқы əсерлерге (ғылыми болжауды ескеру, екпінді кезеңнің, практиканың талаптарынан 

тəуелді түрде оқыту мақсаттары мен мазмұнын жедел түзету) бейімдеу, неғұрлым икемді болу; 
- болашақ мұғалімдерге (өзін-өзі оқыту) өздігінен білім алу біліктері мен дағдыларын 

қалыптастыру, бұл тұлғаның қазіргі тұрақты түрдегі өзгермелі жағдайларға бейімделуіне қажетті 
жағдай жəне жеке тұлғаны өздігінен жетілдіру үшін алғышарт болып табылады; 

- білімгерлер үшін оқулық, ғылыми сипаттағы ақпараттарға еркін енуді қамтамасыз ету; 
- білім беру жүйесінің əртүрлі құрылымдарында, əртүрлі кезеңдерінде ақпараттық технология 

құралдарын кеңінен қолдану; 
- ақпаратты іздеу, оған ену мүмкіндігі, ақпарат алмасу үшін коммуникацияның замани құрал-

дарын қолданудың қажетті іскерліктері мен дағдыларын қалыптастыру; 
Ақпаратық технологиялардың дамуы білім беру жүйесі мен оның құраушыларын жетілдіру 

қажеттігін алдын-ала анықтай отырып, осы жүйені жетілдіру жолдарын оқып-үйрену мен анықтау 
үшін практикалық тұрғыда оларды тиімді қолдану мүмкіндігін береді. 

Сондықтан, оқу үдерісіне жаңа бағыт беріп, оның даму жолдарын ХХІ ғасырдың талабына 
сəйкес айқындау үшін білімнің əртүрлі салаларына білім жəне ғылым, білім жəне адам құқығы, 
білімнің қоғам дамуындағы əсері, білім беру барысындағы жаңа технологияларға, т.б. талдау 
жасалып қорытындылану қажет. 

Қоғамды, білім беруді ақпараттандыру жағдайында бүгінгі күнде ақпараттық-компьютерлік 
технологияларды тиімді де нəтижелі пайдалану үшін біріншіден, жалпы білімділік жəне кəсіби 
сауаттылық қажет. Олай дейтініміз, ЭЕМ-мен жұмыс жасағанда, қандай да болсын (табиғи тіл 
қатынасында да) сөйлем қателіктерін түсінбейтінін ескеру керек. Ол тек өзіне арналған арнайы 
бағдарламалау тілдерінің алфавитінде жазылған алгоритм-бағдарламаны ғана орындайды. Соны-
мен бірге қолданушы бағдарламалардың көмегімен шектеулі амалдарды атқару мүмкіндігіне ие.  

Ал ақпараттық-компьютерлік технологиялар көмегімен бұл міндеттерді дұрыс шешу үшін 
объектінің, құбылыстың моделін дұрыс құра білу керек. Бұл кезде біздіңше мəселенің ақпараттық, 
математикалық компьютерлік модельдерін құру мақсатқа сай келеді. Сондықтан болашақ 
мұғалімдерге объектілі-бағдарлы жобалау негізінде білім бере отырып дайындау бүгінгі күн 
сұранысынан туындап отырғандығын айғақтайды. 

Білім беру үдерісінде компьютерлердің, ақпараттық технологиялардың кеңінен қолданылуы 
интерактивті жүйе құруға алып келді. Интерактивті жүйе жеке компьютерді пайдалану, сондай-ақ 
бейне дискілі құрал жəне теледидар кешендері негізінде құрылады. Мұндай қазіргі заманғы кешен-
дер интерактивті оқытуда аса қымбат тұрғанымен, көрнекілік пен кері байланысты қамтамасыз 
етеді. 

Компьютерлік оқыту интерактивті электронды оқытудың бір бөлігі болып табылады жəне ол 
техникалық құралдардың бірі ретінде есептегіш машинаны пайдалануды қамтиды. Демек, 
оқытудың мұндай жүйесінің құралы – компьютер болып саналады. 

Компьютерлік оқытудың əдіснамасын, ұстанымдарын, əдістемесін игеру мұғалімнің маман-
дығына қарамастан профессиограмма мен инвариантты біліктілігі талаптарына сай болуы тиіс. 

Сабақ барысында жəне тыс жұмыстарда ақпараттық-компьютерлік технологияларды пайда-
лану студенттерді оқыту, тəрбиелеу жəне дамыту міндеттеріне сай, сондай-ақ сабақтың мақсаты 
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мен мазмұнына жəне оның кезеңдеріне сəйкес əртүрлі есептегіш машиналары құралдарының 
дифференциясы біркелкі жағдайда кешенді болмақ. 

Ақпараттық технологиялар оқытудың барлық техникалық құралдары кешенінің бөлігі болып 
табылады (компьютерлік оқыту анықтамасына сəйкес). Оған жоғары оқу орындарындағы оқыту 
мен тəрбиелеудің қазіргі заманғы құралдарын кешенді пайдаланудың негізгі дидактикалық талап-
тарын қолдануға əбден болады. 

Ақпараттық-компьютерлік оқыту бағдарламалары оқу үдерісін талдау мүмкіндігін кеңейтеді, 
яғни ол теориялық негіздерін құрайтын бағдарланған оқытудың мынадай жалпы ұстанымдарын 
қолдануға ыңғайлы: 

- өзара тығыз байланысты материалдарды үзінді-блоктарға бөлу (қадамдарға). Бағдарламаны 
автордан оқу материалын тиянақты талдауды, мəтін бөліктері арасындағы байланыстың тығыз 
қисыны мен мазмұнын анықтауды талап етеді. 

- алгоритмдерді (бағдарланған мəтіндерді) оқып үйренуге білімгерлер белсенділігін арттыру, 
яғни жеке қадамдар мазмұны үйренушіде терең талдаулар дағдысын қалыптастыруға бағытталады. 

- оқушының əрбір жауабына артынша баға беру, яғни студенттің жауабына бағасын тез арада 
хабарлап, дұрыс жауап берген болса келесі қадамға өтуіне рұқсат береді. 

- оқудың қарқыны мен мазмұнын дараландыру, яғни ұтымды оқу қарқынын дараландыруды 
қамтамасыз етеді. 

- бағдарланған мəтіндердің эмпирикалық сенімділігін тексеру, бағдарламашы авторға əрбір 
студенттің мүмкіндігіне орай қиындық дəрежесін реттеуді міндеттейді. 

Оқытушы студенттердің компьютерлік сауаттылығына сүйене отырып оқытудың əдіс-
тəсілдерін қолданады. Бұл үшін жекелеген пəндерді оқытудың сапасын көтеруге, екіншіден, ком-
пьютерлік сауаттылықты дамытуға, студенттердің компьютерлік мəдениетін қалыптастыруға 
ұмтылады. 

Талдау жұмыстары көрсетіп отырғандай, арнайы кəсіби пəндерді оқыту кезінде ақпараттық 
технологияларды пайдаланудың жеке ұстанымдарын анықтауға мүмкіндік туып отыр. Демек, 
студенттің білік пен дағдысы үшін қажет жағдайға ғана ақпараттық технологияларды пайдаланған 
орынды. Өйткені, дисплеймен үнемі жұмыс жасап, экранға үңіле беру көзге салмақ түсіреді, адам-
ның жүйке жүйесін қажытады. Сондықтан, студенттердің ақпараттық технологияларда жұмыс 
істеуін оқытушы жетекшілігімен ғана жүзеге асыру керек. 

ЖОО-да ақпараттық технологияларды оқу үрдісіне енгізуде студенттердің психологиялық-
педагогикалық мүмкіндіктері міндетті түрде ескеруі тиіс. Бұл ұстанымдар студентті кəсіби білім-
мен байытуға, жалпы білімдік міндеттер мен пəн туралы білім идеяларын жүзеге асыруға, оқыту 
мен тəрбиелеудің кешенді мəселелерін есепке ала отырып, сабақты жүргізудің вариативті əдістерін 
қолдануға жол ашады.  

Зерттеу барысында байқалғаны – оқыту үдерісінде арнайы элективті пəндерді оқытуда 
ақпараттық технологиялар құралдарына оқыту мазмұнын объектілі-бағдарлы жобалау негізінде 
білім беру электронды оқулықтар, мультимедиялы жəне ақпараттық-компьютерлік құралдарды да 
өздері жасау керектігін білдірді. 

Электрондық оқулықтар компьютерлік оқу əдістемелік құралдарды өз дəрежесінде қолдануды 
үйренген студенттер зерттеуге құштар, дүниені аз уақытта танып білетін, байланыс туралы 
жеткілікті меңгерген технология саласының білгірі болады. Сондықтан оқу сапасына жағымды 
əсер ететін ақпараттық-компьютерлік оқыту жүйесін кəсіби оқыту сабақтарында пайдалану 
студенттердің пəнге деген қызығушылығын арттырады жəне сабақтың қарқынын күшейтетін 
мықты құрал болып табылады. 

Жалпы білім беретін орта мектеп мұғалімдері ішінде информатика пəні мұғалімінің алатын 
орны ерекше. Мектеп информатика курсы оқушының ойлау қабілеті мен жалпы білім дəрежесін 
дамытуда жəне тəрбиелеуде əрі жетекші, əрі жауапты орын алады. Информатиканы мектепте 
оқыту оқушыларға қоршаған ортаны танып білуді үйретеді, логикалық ойлауы мен танымдық қыз-
меттерін, шығармашылық, қабілеттерін, қалыптастыруға ұйытқы болады, оқушының зейіні мен 
байқағыштығын, ұқыптылық пен дəйектілік, дербестік пен жоспарлылық сияқты еңбек мəдениетін 
дамытуға ықпал етеді, дүниге ғылыми көзқарасын қалыптастыруға жағдай туғызады. 

Ал бүгінгі қоғамға өз бетінше дербес, сыни тұрғыда ойлайтын, туындаған проблемаларды 
көре білетін жəне шығармашылықпен шеше білетін адам қажет. Қазіргі қоғам – ақпараттық 
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технологиялар қоғамы. Ал оның азаматтары өз бетінше белсенді қимылдауға, шешім қабылдауға, 
өмірдің өзгермелі жағдайларына икемділікпен бейімделуге қабілетті болуына мүдделі. Сондықтан 
қазіргі қоғамдағы білім берудің мақсаты – адамның интеллектуалдық жəне адамгершілік тұрғыда 
дамуы. Осы мақсатты жүзеге асыру үшін болашақ мұғалім бойына мектепте қызмет ететін маман 
ретінде оларға білім беру жүйесінің стратегиялық бағыты айқын көрсетілуі тиіс. Оған оқу 
процесінің тиімділігі, сабақтардың жүйелілігі мен сапасы, бағдарламаның орындалу барысы, 
білімнің тереңдігі, бүкіл оқу тəрбие жұмысын дұрыс жоспарлауға игі ықпал етеді. 

Көп жылдан бері қалыптасқан дəстүрлі сабақ беру əдісіне компьютердің жаңаша өзгеріс пен 
жаңа идеялар қосқаны баршаға мəлім. 

Білім беруді ақпараттандыру үдерісі, компьютерді оқу үдерісінде пайдалануы – халыққа білім 
беру жүйесі реформасының негізгі буынының бірі. Қазіргі қоғамның қажеттілігіне сай оқытудың 
əдісі мен формасын, білім берудің мазмұнын түбірімен өзгертуді компьютердің мүмкіндігін 
ескермей жүзеге асыру мүмкін емес деп есептейміз. 

Жалпы ғылыми-техникалық прогрестің жетістіктерін, атап айтқанда, ғылымның материяға, 
микродүниеге, материяның элементарлық жəне өлі табиғатты зерттеуде, молекулалық, субмоле-
кулалық, атомдық дəрежеге көшуі, ғылымның ең жоғарғы нəтижесінде табиғаттың ғылыми 
көрінісі айтарлықтай өзгерді.  

Жоғары оқу орындарында ақпараттық технологиялардың қарқынды дамуы жағдайында 
болашақ мұғалімдерді кəсіби дайындауды жетілдіру оқыту үдерісінде заманауи ақпараттық техно-
логиялардың құралдарына оқыту мазмұнын объектілі-бағдарлы жобалау негізінде ұйымдастыруға 
жəне осыған байланысты оқытудың жаңа формалары мен тəсілдерін қарастыруға алып келеді. 
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Тірек сөздер: дифференциалдық теңдеу, шеттік есеп, шешілімділік. 
Аннотация. Параметрлеу əдісі негізінде екінші ретті жəй дифференциалдық теңдеу үшін шеттік есеп-

тің бірмəнді шешілімділігінің қажетті жəне жеткілікті шарттары алынған. Қарастырылып отырған есептің 
шешімін табудың алгоритмі ұсынылған.  

 
[0,T ] кесіндісінде екінші ретті жəй дифференциалдық теңдеу үшін шеттік есеп қарастырылады  
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(1), (2) есебінің шешімі деп (1) екінші ретті жəй дифференциалдық теңдеуін қанағаттан-
дыратын жəне t = 0, t = T нүктелеріндегі мəндері үшін (2) теңдіктері орындалатын [0,T ] 
кесіндісінде екі рет дифференциалданатын үзіліссіз z(t) функциясын айтамыз.  
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Шеттік есептер теориясы дифференциалдық теңдеулердің көкейкесті жəне белсенді дамып 
келе жатқан бөлімдердің бірі болып табылады, себебі шеттік есептер тербелістер теориясында, 
математикалық физикада, вариациялық есептеулерде, тиімді басқаруда жəне басқа қолданбалы 
есептерде мейлінше көп түрде қолданысы бар [1-3]. Ол екінші ретті теңдеулер үшін жан-жақты 
дамытылған жəне Штурмның осцилляциялық теориясынан кері есептердің заманауи теориясына 
дейінгі нəтижелерді қамтиды. 

Екінші ретті жəй дифференциалдық теңдеу үшін шеттік есептер əртүрлі əдістермен көптеген 
авторлардың жұмыстарында қарастырылған [4-10].  

[11] жұмысында жəй дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін екі нүктелі шеттік есепті 
зерттеуге жəне шешуге арналған параметрлеу əдісі ұсынылған болатын.  

Ұсынылып отырған мақаланың мақсаты - параметрлеу əдісі негізінде (1), (2) есебінің бірмəнді 
шешілімділігінің қажетті жəне жеткілікті шарттарын тағайындау жəне шешімін табудың 
алгоритмдерін құру болып табылады. 

Параметрлеу əдісінің схемасын пайдаланып, [0,T ] кесіндісін келесі бөліктерге бөлейік: 

.),)1[(),0[
1


N

r

rhhrT


  Ізделінді функцияның бөлінген аралықтарға сығылуын )(tzr  деп 

белгілейік. 

),)1(( hrzrr   ))1(( hrzrr    қосымша параметрлерін енгізіп жəне де əрбір 

),)1[( rhhr   аралықтарында ),)1(()()( hrttzty rrrr    Nr ,1  

алмастыруларын жасасақ, онда (1), (2) есебі келесі параметрі бар шеттік есебіне келтіріледі 

  ,,1,,)1(

),())1(()()()()()( 221212

2

Nrrhhrt

tfhrttqtqtqytq
dt

dy
tq

dt

yd
rrrr

r



 

(3) 

,0))1((  hryr ,0))1((  hry       (4) 

,)(lim,
0

01 TN
Tt

NN ztyhz 


      (5) 

,1,1,0)(lim 1
0

 
Nstyh ss

sht
ss     (6) 

.1,1,0)(lim 1
0

 
Nsty ss

sht
s       (7) 

(1), (2) жəне (3) (7) есептері пара-пар болады. Егер )(tz  функциясы (1), (2) есебінің шешімі 

болса, онда келесі ])[,,( ty  үштігі, мұндағы  

),,( 1 N  , ],)1[( hrzr   ),,( 1 N  , ],)1[( hrzr    

)),(),...,((][ 1 tytyty N  Nrhrthrztztyr ,1),)1(())1(()()(   , 

(3) (7) есебінің шешімі болады. Керісінше, егер ])[~,~,
~

( ty  үштігі, мұндағы 

),
~

,,
~

(
~

1 N   ),~,,~(~
1 N   ))(~,),(~(][~

1 tytyty N , (3) (7) есебінің шешімі болса, 

онда ),)1((~~
)(~)(~ hrttytz rrr    ),,)1[( rhhrt   ,,1 Nr   

htyTz NNN
Tt

 ~~
)(~lim)(~

0



, теңдіктерімен анықталатын )(~ tz  функциясы (1),(2) есебінің 

шешімі болады. 
(3), (4) Коши есептері келесі екінші текті Вольтерра интегралдық теңдеулер жүйесіне пара пар 

болады 
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.,1,)()(
)1(

Nrdyty
t

hr
rr  


      (9) 

p(t) функциясы [(r–1)h, rh) аралықтарында үзіліссіз жəне солжақты ақырлы 

Nrtp
rht

,1),(lim
0




 шегі бар делік.   натурал санын алып   ),),(( tpqE r   деп келесі 

қосындыны белгілейміз 

   
 

t

hr hr

t

hr

ddpqdp
)1(

1
)1(

2211
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
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 

 



 

dddpqq
t
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

  
  

 

  

Енді (8) интегралдық теңдеуінің оң жағындағы бірінші қосылғышта интегралдың астындағы 

)(ry
 
функциясының орнына сəйкесінше оң жақтарын қойып, бұл үдерісті ),2,1(   рет 

қайталасақ, онда )(ty  жəне )(ty  функцияларының кейіптемелерін аламыз 

,,1),),(),(()),(~),(()),(),((

)),(),(()),()(),(()),(()(

12121
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NrtfqEtqqEtqqE

tqqEtyqqEtyGty
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t
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t
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мұндағы  

),)1(()()(~
22 hrttqtq   
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t
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(10), (11) теңдеулерінен ),(lim
0

tyr
rht




 ),(lim
0

tyr
rht 

 Nr ,1  мəндерін тауып, оларды (5), (6), 

(7) шарттарына қойсақ, ,r  ,r  Nr ,1  параметрлері үшін келесі теңдеулер жүйесін аламыз 

,01 z                        (12) 
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 
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ssss dqqEdqqEh

)1(
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)1(
21 )),(),(()),(),((  

 

 


   dfqEdqqE
sh

hs
s

sh

hs
sss

)1(
1

)1(
121 )),(),(()),(~),((  (14) 

,1,1,)),(()),()(),((
)1()1(

21  


NsdyGdyqqE
sh
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ss

sh

hs
ss     

 1211121 )),(~),(()),(),(()),(),(( ssssssss shqqEshqqEshqqE    

.1,1),),(()),()(),(()),()(( 211  NsshyGshyqqEshfqE rssss      (15) 

Cызықты теңдеулер жүйесінің сол жағына сəйкес келетін )22( NN  - өлшемді матрицаны 

)(hQ  деп белгілейміз. Онда (12)-(15) сызықты алгебралық теңдеулер жүйесін векторлық түрде 

жазуға болады 

     NRhyyGhFhQ 2),,,(                                         (16) 

мұндағы  

),,,,,,,,( 2121 NN    
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
  ))1(),(),((,),2),(),((),),(),(( 11,12,11, hNfqEhfqEhfqE N  , 





 
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NNNN dttyqqEtyGhhyyG
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dttyqqEtyG
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1211,11, ,))),()(),(()),(((   
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


 

hN

hN
NNNN dttyqqEtyG

)1(

)2(
1211,11, ,))),()(),(()),(((,    

),...),()(),(()),(( 1211,11, hyqqEhyG     





  hNyqqEhNyG NNNN )1(),()(),(())1(),((, 1211,11,   . 

Сонымен, белгісіз ),,,,,,,( 2121 NN    параметрлерін табу үшін (16) 

сызықты алгебралық теңдеулер жүйесін алдық, ал белгісіз ))(,),(),(()( 21 tytytyty N   

функциясын (3), (4) Коши есебінен табамыз. Енді (3)-(7) есебінің шешімі төмендегі алгоритм 

арқылы анықталатын ]),[,,( )()()( ty kkk   k = 0,1,2,... , ұштік тізбегінің шегі ретінде ізделінеді. 

0-ші қадам: а) )(hQ  матрицасының кері матрицасы бар деп жорамалдап,   параметрінің 

),,,,,,,( )0()0(
2

)0(
1

)0()0(
2

)0(
1

)0(
NN    бастапқы жуықтауын )()( hFhQ    теңдеуі-

нен табамыз; 
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б) 
  R 0

 векторының компоненттерін қолданып жəне ),)1[( rhhr   аралықтарында 

  ,, )0(0
rrrr    Nr ,1  болғанда (3), (4) Коши есебін шешіп, ),()0( tyr  ,,1 Nr   

функциясын тауып, оны (9) теңдеуінің оң жағына қойып ,,1),()0( Nrtyr   функциясың табамыз. 

1-ші қадам: а) Табылған ))(,),(),((][ )0()0(
2

)0(
1

)0( tytytyty N  , 

))(,),(),((][ )0()0(
2

)0(
1

)0( tytytyty N  функцияларын (11) сызықты алгебралық теңдеулер 

жүйесінің оң жағына қойып, 

),,()()( )0()0( hyyGhFhQ    

теңдеуінен ),,,,,,,( )1()1(
2

)1(
1

)1()1(
2

)1(
1

)1(
NN    параметрін табамыз.  

б) ),)1[( rhhr   аралықтарында 
  )1(1 , rrrr   , Nr ,1  болғанда (3), (4) Коши 

есебін шешіп, 
   Nrtyr ,1,1  , функциясын тауып, оны (9) теңдеуінің оң жағына қойып 

   Nrtyr ,1,1   функциясың табамыз. Т.с.с. 

Осы үдерісті қайталап, алгоритмнің k шы қадамында ( ,...2,1,0k  ) ])[,,( )()()( ty kkk   

ұштік тізбегін аламыз. 
Ұсынылып отырған алгоритмнің жүзеге асуы мен жалғыз шешімге жинақталуының жеткілікті 

шарттары жəне (1), (2) шеттік есебінің жалғыз шешімі болатыны келесі теоремада келтірілген 

Теорема 1. Егер ,:0 TNhh     үшін NN RRhQ 22:)(   матрицасының кері 

матрицасы бар болса жəне  
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hh

  

теңсіздіктері орындалса, онда (1),(2) есебі бірмəнді шешілімді болады. 
Теорема 2. (1),(2) есебі бірмəнді шешілімді сонда тек қана сонда, егер кезкелген 

TNhh  :0  үшін   саны табылып, NN RRhQ 22:)(   матрицасының кері матрицасы 

бар болса жəне а), б) теңсіздіктері орындалса. 
Келтірілген тұжырымдардың дəлелдеуі [11] жұмыcтағы сəйкес тұжырымдардың дəлелдеуіне 

ұқсас жүргізіледі. 
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Abstract. In this note we prove that the minimum of the second characteristic number of the Newton potential 

among bounded open sets of Rୢ with given volume is achieved by the union of two identical balls. The Newton 
potential can be related to a nonlocal boundary value problem for the Laplacian, so we obtain results on the second 
eigenvalue of the nonlocal Laplacian as well. 

 
1 Introduction. LetΩ be a bounded open domain in Rୢ, ݀ ൒ 3.Consider the Newton potential 

operator ܰ: ଶሺΩሻܮ →  ଶሺΩሻܮ

																																																											݂ܰ:ൌ 	න ݔௗሺߝ െ ݕሻ݀ݕሻ݂ሺݕ
ఆ

																																																																		ሺ1ሻ 

where 

ݔௗሺߝ െ ሻݕ ൌ
1

ሺ݀ െ 2ሻߪௗ|ݔ െ ௗିଶ|ݕ
, ݀ ൒ 3,																																							ሺ2ሻ 

andߪௗ ൌ
ଶగ

೏
మൗ

Γቀ
೏
మ
ቁ

is the surface area of the unit sphere in Rୢ. 

Since ߝௗ is real and symmetric function ܰ is self-adjoint operator. Therefore, all characteristic num-
bers are real. In addition, it is easy to check that the operator ܰ is positive. This means all its eigenvalues 
are positive. The characteristic numbers ܰ of may be enumerated in ascending order, 

ଵߤ ൑ ଶߤ ൑ ⋯ 

whereߤ௜ is repeated in this series according to its multiplicity. We denote the corresponding eigenfunc-
tions by ݑ௜, ,௜ݑ …, so that for each characteristic number ߤ௜ there is one and only one, corresponding 
eigenfunction ݑ௜, 

௜ݑ ൌ ,௜ݑ௜ܰߤ ݅ ൌ 1,2, …. 

In a bounded domain Ω of the Euclidean space Rୢ, it is very well known that the solution to the 
Laplacian equation 

െݑ߂ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ,							ݔ ∊ Ω,                                                             (3) 

is given by the Newton potential formula 

ሻݔሺݑ ൌ ׬ ݔௗሺߝ െ ݔ															,ݕሻ݀ݕሻ݂ሺݕ ∊ Ω	,
Ω

                                            (4) 

for suitable functions ݂ supported in Ω. An interesting question having several important applications is 
what boundary conditions can be put on ݑ on the (smooth) boundary ߲Ω so that equation (3) com-
plemented by this boundary condition would have the solution in still given by the same formula (4), with 
the same kernel ߝௗ given by (2). It turns out that the answer to this question is the integral boundary 
condition [4] 
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െ
௨ሺ௫ሻ

ଶ
൅ ׬

డఌ೏ሺ௫ି௬ሻ

డ௡೤
డΩݕሻ݀ݕሺݑ െ ׬ ݔௗሺߝ െ ሻݕ

డ௨ሺ௬ሻ

డ௡೤
ݕ݀ ൌ 0డΩ , ݔ ∊ ߲Ω,                    (5) 

where 
డ

డ௡೤
 denotes the outer normal derivative at a point ݕ on ߲Ω. A converse question to the one above 

would be to determine the trace of the Newton potential (4) on the boundary surface ߲Ω, and one can use 
the potential theory to show that it has to be given by (5). 

In [4] by using the boundary condition (5) the eigenvalues and eigenfunctions of the Newton 
potential were explicitly calculated in the 2-disk and in the 3-ball. In general, the boundary value problem 
(3)-(5) has various interesting properties and applications (see, for example, Kac [2, 3] and Saito [8]). The 
boundary value problem (3)-(5) can also be generalized for higher degrees of the Laplacian, see [5]. In 
this paper we are interested in some spectral geometry questions of ܰ.  

Historically, for the first time in the scientific literature, in Rayleigh’s famous book “Theory of 
Sound” (first published in 1877), by using some explicit computation and physical interpretations, he 
stated that a circle minimizes (among all domains of the same area) the first eigenvalue of the Dirichlet 
Laplacian. The musical interpretation of this result could be: among all drums of given area, the circular 
drum is the one which produces the deepest bass note. The proof of this conjecture was obtained after 
some decades later, simultaneously (and independently) by G.Faber and E.Krahn. Nowadays, the 
Rayleigh-Faber-Krahn inequality has been expanded many  other operators; see [6] for further references. 

In Section 2 we prove the following Rayleigh-Faber-Krahn theorem for the Newton potential ܰ, i.e. 
it is proved that a ball is minimizer of the first characteristic number of the Newton potential ܰ among all 
domains of given volume in ܴௗ. 

In Section 3 we are interested in minimizing the second characteristic number of ܰ among open sets 
of given volume. We show that the minimizer is no longer one ball, but two! The similar result for the 
Dirichlet Laplacian called Krahn-Szego theorem, that is, the minimum of the second eigenvalue of the 
Dirichlet Laplacian among bounded open sets of ܴௗ with given volume is achieved by the union of two 
identical balls. See, for example, [1] for further references. 

2 Rayleigh-Faber-Krahn theorem. In this section we prove the following analogy of the Rayleigh-
Faber-Krahn theorem for the Newton potential ܰ. 

Theorem 1. A ball ߗ∗ is minimizer of the first characteristic number of the Newton potential ܰ 
among all domains of given volume, i.e. 

ሻ∗ߗଵሺߤ ൑  ሻ                                                                    (6)ߗଵሺߤ

for an arbitrary bounded open domain ߗ ⊂ ܴௗ with |ߗ| ൌ  .|∗ߗ|
We will use this result later in the proof of Theorem 2. 
Proof of Theorem 1. Slightly different statement of Lemma 1 is calledJentsch’s theorem in [9]. 

However, for completeness of this note we restate and give its proof below. 
Lemma 1.The smallest characteristic number ߤଵ of  ܰ is simple; the corresponding eigenfunction ݑଵ 

is positive and any other eigenfunctionݑ௜, ݅ ് 1 is sign changing in	ߗ. 
Proof. The eigenfunctions of ܰmay be chosen to be real as its kernel is real. First let us prove that ݑଵ 

cannot change sign in the domain	ߗ, that is, 
ሻݕଵሺݑሻݔଵሺݑ ൌ ,|ሻݕଵሺݑሻݔଵሺݑ| ,ݔ ݕ ∈  .ߗ	

In fact, in the opposite case, by virtue of the continuity of the function ݑଵሺݔሻ, there would be neigh-
borhoods ܷሺݔ଴, ሻݎ ⊂ ,଴ݕand ܷሺ ߗ ሻݎ ⊂  such that ߗ

|ሻݕଵሺݑሻݔଵሺݑ| ൐ ,ሻݕଵሺݑሻݔଵሺݑ ݔ ∈ ܷሺݔ଴, ሻݎ ⊂ ,ߗ ݕ ∈ ܷሺݕ଴, ሻݎ ⊂  .ߗ
And so, by virtue of 

නߝௗሺݔ െ ߦ
ఆ

ሻߝௗሺߦ െ ߦሻ݀ݕ ൐ 0.																																																															ሺ7ሻ 

We obtain  
ሺܰଶ|ݑଵ|, ଵ|ሻݑ|

ห|ݑଵ|ห
ଶ ൌ

1

ห|ݑଵ|ห
ଶ න න නߝௗሺݔ െ ߦ

ఆ
ሻߝௗሺߦ െ ሻݕ

ఆ
ݕ݀ݔ݀|ሻݕଵሺݑ||ሻݔଵሺݑ|ߦ݀

ఆ
 

൐
1

ห|ݑଵ|ห
ଶ න න නߝௗሺݔ െ ߦ

ఆ
ሻߝௗሺߦ െ ݕ݀ݔሻ݀ݕଵሺݑሻݔଵሺݑߦ݀	ሻݕ

ΩΩ
ൌ

1
ଵߤ
ଶ .																								ሺ8ሻ 
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ଵߤ
ଶis the smallest characteristic number of ܰଶ and ݑଵ is the eigenfunction corresponding to ߤଵ

ଶ, i.e. 
ଵݑ ൌ ଵߤ

ଶܰଶݑଵ. 
Therefore, by the variational principle we have 

1
ଵߤ
ଶ ൌ ௙∈௅మሺఆሻ݌ݑݏ

ሺܰଶ݂, ݂ሻ

ห|݂|ห
ଶ .																																																																			ሺ9ሻ 

This means that the strong inequality (8) contradicts the variational principle (9). 
Now we shall prove that the eigenfunctionݑଵሺݔሻ cannot become zero in ߗ and therefore can be 

chosen positive in ߗ. 
In fact, in the opposite case there will be a point ݔ଴ ∈  such that ߗ

଴ሻݔଵሺݑ ൌ ଵߤ
ଶ න නߝௗሺݔ଴ െ ߦ

ఆ
ሻߝௗሺߦ െ ሻݕ

ఆ
ݕሻ݀ݕଵሺݑߦ݀ ൌ 0 

form which, by virtue of the condition (7), the contradiction follows: ݑଵሺݕሻ ൌ 0, ݕ∀ ∈  .ߗ
Since ݑଵ is positive it follows that ߤଵ is a simple. In fact, if there were an eigenfunction ݑଵ෦ linearly 

independent of ݑଵ and corresponding to ߤଵ, then for all real ܿ linear combination ݑଵ ൅  ଵ෦ also would beݑܿ
eigenfunction corresponding to ߤଵ and therefore, by what has been proved, it could not become zero in ߗ. 
As ܿ is arbitrary, this is impossible. 

 Finally, we show that the other eigenfunctionݑ௜, ݅ ൌ 2,3, …, are sing changing in ߗ. If ݑ௜ ൒ 0, ݅ ്
1, or ݑ௜ ൑ 0, ݅ ് 1 then  

නݑଵ
ఆ

௜ݑ ് 0 

as	ݑଵሺݔሻ ൐ 0 in ߗ. This contradicts the orthogonality of the eigenfunction family ሼݑ௜ሽof ܰ. 
Lemma 1 is proved. 
Let ߗ be a bounded measurable set in ܴௗ. Its symmetric rearrangement ߗ∗is an open ball originated 

at 0 with a measure equal to the measure of ߗ, i.e. |ߗ∗| ൌ  be a nonnegative measurable ݑ Let .|ߗ|
function in ߗ, in the sense that all its positive level sets have finite measure, 

ሻݔሺݑ|ݔሺሼ݈݋ܸ ൐ ሽሻݐ ൏ ∞, ሺ∀ݐ ൐ 0ሻ. 
In the definition of the symmetric-decreasing rearrangement of  ݑ can be used the layer-cake 

decomposition ሾ7ሿ, which expresses a nonnegative function ݑ in terms of its level sets as 

ሻݔሺݑ																																																										 ൌ න ܺሼݑሺݔሻ ൐ 	ݐሽ݀ݐ

∞

଴

 

whereܺ is the characteristic function of the corresponding domain. 
Definition 1. ሾ7ሿLet ݑ be a nonnegative measurable function in ߗ. A function 

ሻݔሺ∗ݑ																																																						 ൌ න ܺሼݑሺݔሻ ൐ ∗ሽݐ
∞

଴

 																																												ݐ݀

is called a symmetric-decreasing rearrangement of a nonnegative measurable function ݑ. 
By Lemma 1 the first characteristic number ߤଵ of the operator ܰ is positive and simple; the 

corresponding eigenfunction ݑଵ can be chosen positive in ߗ. Recalling Riesz’ inequality [7] and the fact 
that ߝௗሺݔ െ   ௗ∗ have the same formula, we obtainߝ ௗ andߝ .ሻ is a symmetric-decreasing function, i.eݕ

න නݑଵሺݕሻ
ఆఆ

ݔௗሺߝ െ ݔ݀ݕሻ݀ݔଵሺݑሻݕ ൑ න න ݔௗሺߝሻݕଵ∗ሺݑ െ ሻݕ
ఆ∗ఆ∗

 ሺ10ሻ																			.ݔ݀ݕሻ݀ݔଵ∗ሺݑ

In addition, for each nonnegative function ݑ ∈   ሻ we haveߗଶሺܮ
ห|ݑ|ห

௅మሺఆሻ
ൌ ห|ݑ∗|ห

௅మሺఆ∗ሻ
.																																																																				ሺ11ሻ 

Therefore, from (10), (11) and the variational principle for ߤଵሺߗ∗ሻ, we get 

ሻߗଵሺߤ ൌ
׬ |௨భሺ௫ሻ|మௗ௫೾

׬ ׬ ௨భሺ௬ሻఏሺ௫ି௬ሻ௨భሺ௫ሻௗ௬ௗ௫೾೾
൒ 

׬ |௨భ
∗ሺ௫ሻ|మௗ௫೾∗

׬ ׬ ௨భ
∗ሺ௬ሻఏሺ௫ି௬ሻ௨భ

∗ሺ௫ሻௗ௬ௗ௫೾∗೾∗
൒ 

inf
ణ∈௅మሺఆ∗ሻ

׬ ∗ఆݔሻ|ଶ݀ݔሺߴ|

׬ ׬ ݔሺߠሻݕሺߴ െ ∗ఆ∗ఆݔ݀ݕሻ݀ݔሺߴሻݕ
ൌ  .ሻ∗ߗଵሺߤ

Theorem 1 is proved. 
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3Krahn-Szego theorem. In this section we are interested in minimizing the second characteristic 
number of the Newton potential ܰ among open sets of given volume. As in case of the Dirichlet Lapla-
cian, the minimizer is no longer one ball, but two! 

Theorem 2.The minimum of ߤଶሺߗሻ among bounded open sets of ܴௗ with given volume is achieved by 
the union of two identical balls. 

Similar result for the Dirichlet Laplacian is called the Krahn-Szego theorem. See, for example, [1] for 
further references. 

Proof of Theorem 2. Lemma 1 says that among eigenfunctions of ܰ only the first eigenfunction is 
positive 

ሻݔଵሺݑ ൐ 0, ݔ∀ ∈  .ߗ
Therefore, 

ሻݔଶሺݑ ൐ 0, ݔ∀ ∈ ାߗ ⊂ ାߗ,ߗ ് ሼ0ሽ	. 
ሻݔଶሺݑ ൏ 0, ݔ∀ ∈ ିߗ ⊂ ିߗ,ߗ ് ሼ0ሽ	. 

We have 

ሻݔଶሺݑ ൌ ሻනߗଶሺߤ ݔௗሺߝ െ ,ݕሻ݀ݕଶሺݑሻݕ ݔ ∈ .ߗ
ఆ

 

Taking 

ଶݑ																																																					
ାሺݔሻ ൌ ൜ݑଶ

ሺݔሻ	݅݊	ߗା,
,݁ݏ݅ݓݎ݄݁ݐ݋	0

																																																																									ሺ12ሻ	 

and 

ଶݑ																																											
ିሺݔሻ ൌ ൜

,ିߗ	݊݅	ሻݔଶሺݑ
,݁ݏ݅ݓݎ݄݁ݐ݋	0

 

we obtain 

ሻݔଶሺݑ ൌ ሻනߗଶሺߤ ݔௗሺߝ െ ଶݑሻݕ
ାሺݕሻ݀ݕ ൅ ሻනߗଶሺߤ ݔௗሺߝ െ ଶݑሻݕ

ିሺݕሻ݀ݕ, ݔ ∈ 		.ߗ
ఆషఆశ

 

Multiplying by ݑଶ
ାሺݔሻ and integrating over ߗା we get 

න ଶݑ|
ାሺݔሻ|ଶ݀ݔ ൌ

ఆశ
ሻනߗଶሺߤ ଶݑ

ାሺݔሻන ݔௗሺߝ െ ଶݑሻݕ
ାሺݕሻ݀ݔ݀ݕ ൅	

ఆశఆశ
 

ሻනߗଶሺߤ ଶݑ
ାሺݔሻන ݔௗሺߝ െ ଶݑሻݕ

ିሺݕሻ݀ݔ݀ݕ, ݔ ∈ ߗ	
ఆషఆశ

. 

The second term in the right hand sight is negative as we know sign of all integrants. Therefore, one 
has 

 

න ଶݑ|
ାሺݔሻ|ଶ݀ݔ ൑

ఆశ
ሻනߗଶሺߤ ଶݑ

ାሺݔሻන ݔௗሺߝ െ ଶݑሻݕ
ାሺݕሻ݀ݔ݀ݕ,

ఆశఆశ
 

that is, 

׬ ଶݑ|
ାሺݔሻ|ଶ݀ݔఆశ

׬ ଶݑ
ାሺݔሻ ׬ ݔௗሺߝ െ ଶݑሻݕ

ାሺݕሻ݀ݔ݀ݕ	ఆశఆశ
൑  ሻߗଶሺߤ

From here by using the variational principle one obtains 

ାሻߗଶሺߤ ൌ ݂݅݊ణ∈௅మሺఆశሻ
׬ ఆశݔሻ|ଶ݀ݔሺߴ|

׬ ሻݔሺߴ ׬ ݔௗሺߝ െ ఆశఆశ	ݔ݀ݕሻ݀ݕሺߴሻݕ
 

൑
׬ ଶݑ|

ାሺݔሻ|ଶ݀ݔఆశ

׬ ଶݑ
ାሺݔሻ ׬ ݔௗሺߝ െ ଶݑሻݕ

ାሺݕሻ݀ݔ݀ݕ	ఆశఆశ
൑  .ሻߗଶሺߤ

Similarly, we get 

ሻିߗଵሺߤ ൑  .ሻߗଶሺߤ
So we have 

ାሻߗଵሺߤ																																										 ൑ ,ሻߗଶሺߤ ሻିߗଵሺߤ ൑  ሺ13ሻ																																									ሻ.ߗଶሺߤ
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We now introduce ܤାand ିܤ, balls of the same volume as ߗା and ିߗ, correspondingly. According 
to Theorem 1, we have 

ାሻܤଵሺߤ																											 ൑ ,ାሻߗଵሺߤ ሻିܤଵሺߤ ൑  ሺ14ሻ																																								ሻ.ିߗଵሺߤ

Let us introduce a new open set ߗ෨  defined as ߗ෨ ൌ ାܤ ∪ ෨ߗ Since .ିܤ  is disconnected, we obtain its 
eigenvalues by gathering and reordering the eigenvalues of ܤାand ିܤ. Therefore, 

෨൯ߗଶ൫ߤ ൑ max൫ߤଵሺܤାሻ,  .ሻ൯ିܤଵሺߤ

According to (13) and (14) we have 

෨൯ߗଶ൫ߤ ൑ max൫ߤଵሺܤାሻ, ሻ൯ିܤଵሺߤ ൑ max൫ߤଵሺߗାሻ, ሻ൯ିߗଵሺߤ ൑  .ሻߗଶሺߤ

This shows that, in any case, the minimum of ߤଶ is to be sought among the union of balls. But, if the 
two balls would have different radii, we would decrease the second eigenvalue by shrinking the largest 
one and dilating the smaller one (without changing the total volume). Therefore, the minimum is achieved 
by the union of two identical balls. 

Theorem 2 isproved. 
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Тірек сөздер: кеуекті кремний, фотолюминесценция, нанокристалл. 
Аннотация. Бұл мақалада кеуекті кремний негізінде əртүрлі құрылымның фотолюминесцентті қасиет-

терінің ерекшеліктері, олардың үлгінің фазалық құрамымен байланысты қарастырылған жəне оларды моди-
фикациялаудың мүмкін əдістері көрсетілген. ФЛ шыңы 1.85–2.2 эВ аралығында беткі қабатын атмосферада 
ұстау уақытына байланысты өзгеретіні, бастапқы өндіру технологиясы жəне беткі қабатты модификациялау 
əдістері көрсетілген.  

 
Кеуекті кремний (ПК) бірегей физика-химиялық сипатты материал болып табылады.              

Ол көптеген кеуектерден турады жəне беткі қабаты жақсы дамыған. Салыстырмалы ауданы –                
100 м2-ден 0,1 см3. Кеуектердің көлденең қимасының өлшемі бірнеше нанометрден бірнеше 
микрометрге дейін жетеді, ал кеуекті қабаттың қалыңдығы өңдеудің ұзақтығына қарай ондаған 
микрометрге дейін жетеді [1-4]. 

Кеуекті кремний (por-Si) құрылымы мен қасиеттері уақыт өтуіне қарай өзгеретін көп фазалы 
күрделі жүйе болып табылады. Қазіргі кезде заманауи материалтану саласындағы көптеген 
жұмыстар кеуекті кремнийге, оның сенсорлы, каталитикалық жəне фотолюминесценциялық 
қасиеттеріне бола арналған. Кеуекті кремнийдің осы аталған қасиеттерін тұрақтау жəне өзгерту, 
сонымен қатар кеуекті кремнийдің незігінде жаңа композитті материалдар құру жеке мəселе болып 
табылады. 

Кремнийдің (Si) монокристалды пластинасының беткі қабатында қалыптасқан кеуекті қабат 
кремнийдің нанометрлі өлшемдегі кластерлері мен кванттық тізбектерінен тұрады. Олардың беткі 
қабатының кейбір бөліктері тотыққан, ал кейбір бөліктері сутегінің атомдарымен жəне гидрок-
сильді топтармен қоршалған. 

Қазіргі кезде кеуекті кремнийдің фотолюминесценциясының механизмдері мен үлгілері 
туралы бірнеше ортақ гипотезалар бар. Ертеден келе жатқан жəне кең қолданылатын үлгілердін 
бірі кванттық-өлшемді үлгі болып табылады. Люминесценция Si-H байланыстардың болуының 
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салдары деп қарастырылатын үлгі бар. Ол байланыстар кеуекті кремнийдің бағандарының 
сыртында (нано) аморфты қабаттың пайда болу үрдісінде жəне оның сутектену кезінде құрылады. 
Фотолюминесценцияның кеуекті кремнийдегі Si-SiO2 шекараларының бар болуына байланысты 
тағы бір үлгісі белгілі. Ол үлгіде фотолюминесценцияның пайда болуына ақауларға толы Si-SiOx 
шекарасы жауапты деп ұйғарылады. Кеуекті кремнийдің жоғары салыстырмалы беткі қабаты оның 
едəуір сорбциялық қабілетін қамтамасыз етеді. Ол кеуекті кремнийдің негізінде əртүрлі сенсор-
ларды құру жағынан өте жағымды. 

Монокристалды кремнийдегі кеуекті қабат гидрофлорлық қышқылдың негізіндегі спирттік 
ерітінділерде электрохимиялық өңдеу тəсілі арқылы салыстырмалы түрде оңай алынады. Бұл 
үрдісте кеуектердің, кеуекті қабаттың өлшемі мен тереңдігін қадағалауға болады (кеуектер алатын 
көлемнің, кеуекті қабаттың ортақ көлеміне қатынасы), ал электролиттің құрамын өзгерткенде 
кеуектердің сыртқы қабатының құрамын белгілі деңгейде басқаруға болады. Сонымен қатар, 
кеуектердің беткі қабатындағы əлсіз кремний-сутегі байланыстардың бар болуы кеуекті крем-
нийдің қасиеттерінің уақытқа байланысты тұрақсыздығын ескертеді. Кеуекті қабаттың біртіндеп 
тотығуы Si-H байланыстардың бұзылу есебінен жəне олардың кремний-оттегі байланыстарымен 
жəне гидроксильді топтармен алмастырылуы фотолюминесценцияның төмендеуіне алып келеді, 
материалдың сорбциялық сипаттамасын нашарлатады [2]. 

Осыған орай соңғы кездері кеуекті кремнийдің беткі қабатын пассивтеу əдістері қарқынды 
іздеу үстінде. Бұл кеуектердегі беткі қабаттардың құлдырауын басуға мүмкіндік береді. Алайда, 
кеуекті кремнийдің сыртқы қабатын өзгерту осы материалдың белгілі бір параметрлерін алуға 
мүмкіндік береді. Ол параметрлер сенсорлы құралдарды, сонымен қатар микронды жəне суб-
микронды өлшемдегі биологиялық объекттердің – бактерияларды, вирустарды, тіпті ДНҚ-ның 
фрагменттерін бекітуде қолданылатын астарларды құру кезінде маңызды. Кеуекті кремнийді ауада 
сақтау кезінде беткі қабатының құлдырауын болдырмау үшін беткі қабатты пассивтеудің əртүрлі 
нұсқалары ұсынылған. Ол нұсқалар оттегі ортасында үлгілердің тез тотығуынан, беткі қабатты 
жіңішке металлоксидті жəне полимерлі пленкамен жабудан тұрады. 

Кеуекті кремнийдің беткі қабатын əртүрлі органикалық қосылыстарда өңдеу ұсынылған. 
Онда, авторлардың ойынша, тікелей кеуектердің сыртында, уақытқа қарай тұрақты жəне мате-
риалдың фотолюминесценциялық қасиеттерін нашарлатпайтын Si-C байланыстарға толы қабат 
пайда болады. Сонымен қатар, кеуекті кремнийдің акрилді қышқылда өңделген нанокристал-
дарында ұзақ уақыт ішінде тұрақты фотолюминесценция қасиеті сақталатыны көрсетілген [3]. 

Үлгілердің фазалық құрамы эталонды фазалар спектрлер көмегімен жəне Оже-спектрако-
пияны қолдану арқылы экспериментті, ультражұмсақ, ренгенді, эмиссионды Si L2,3 спектрлерді 
моделдеу арқылы анықталады. 

Кеуекті кремний үлгілері балқытылған қышқыл изотропил спирті жəне сутегі перекисін 
қолданып, n-типті кремний астарын электрохимиялық жолмен өңдеумен алынды. Кеуекті кремний 
үлгілері атмосферада 1,3,7,14 жəне 40 күн ұсталды. 1-ден 40-қа дейінгі күн аралығында атмо-
сферада ұсталған үлгілердің табиғи қартаю кезінде ультражұмсақ, ренгенді, эмиссионды USXES 
(Ultra Soft X-ray Emission Spectroscopy) электроскопия жəне фотолюмиюсцентті қасиетті əдісі 
арқылы үлгілердің эталондық құрылымына зерттеулер жүргізілді. 3d-металды гальваникалық 
тұндыру [4] сипатталғандай қалыпты процедураға сəйкес бастапқы кеуекті кремний қабатына 
сəйкес Fe, Co, Ni тұздарының сульфатты сулы ерітінділерімен жүргізілді. 

Автоматталған Shimadzu UV-3600 спектрофотометрінің ASR камерасында (сезімталды 
спектрлік диапазоны 185-3300 нм) 1мВт қуатпен ұзындығы 340 нм толқын шығаратын газды 
шаммен 3d–металл/por-Si-дің наноқұрылымдарының фотолюменесценциясы өлшенді. Өлшеу 
бөлме температурасында жүргізілді. 

Кеуекті кремний құрамы мен қасиеті уақыт өте өзгеретін, жеткілікті күрделі көпфазалы жүйе 
болып табылатыны белгілі. Кристалды кремний кеуекті қабаты (нано түрде) дефектілі SiOx окси-
дін, SiO2 кремниінің стехиометрикалық оксиді жəне де аморфты, реттелмеген кремнидің əртүрлі 
формаларынан тұрады. Үлгіні атмосферада ұстау уақытын ұлғайту соңғысының пайдасына крис-
талды фаза, аморфты кремний оксиді мен фазалардың коэффициентінің өзгеруіне əкелетін кеуекті 
қабаттың қышқылдануы бақыланады [5]. 
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Жұмыста n типті кеуекті кремнийдің фотолюминесценцилы үлгісінің қарқындылығы жəне 
шыңы орналасуының, фазалық құрамына тəуелділігі көрсетілген. ФЛ шыңының орналасуы 1.85-
2,2 эВ арасында, нанокристалдық немесе қандай да бір кремнийдің аморфтық фазасы басым-
дылығына байланысты өзгеретіні анықталды. Үлгілердегі дефектті оксидтер салыстырмалы 
құрамының өсуі ФЛ қарқындылығының əжептеуір төмендеуіне əкеп соғады. Көрсетілгендей, 
ферромагнетиктері бар кеуекті кремний негізіндегі нанокомпозиттердің оптикалық қасиеттерін 
белгілі бір өтпелі метал немесе металдар қоспасын кеуекті кремний матрицасына енгізу жолы 
арқылы өзгертуге болады. Бұл ақпаратты жəне метаматериалдарды жазудың жаңа құралдарын 
құрудағы осы көзқарастың келешегі бар екеніне куəландырады. 

Жұмыс барысында біз кеуекті кремнийдің электронды құрылымы мен морфологиясын 
зерттедік. Кеуекті кремний полиакриьді қышқылмен өңдеуге дейінгі жəне өңделгеннен кейінгі 
əртүрлі жағдайда электрохимиялық ою арқылы алынды. 

Суретте n-типті кеуекті кремнийдің үлгілерінің 485нм толқын ұзындықтағы қоздыру көзі 
əсерімен полиакрилді қышқылмен өңдегенге дейінгі жəне өңдегеннен кейінгі фотолюминесценция 
(ФЛ) спектрлері көрсетілген. ФЛ спектрлері үлгіні алғаннан кейін 2 аптадан соң тіркелді. 

 

 
n-типті кеуекті кремнийдің (төменгі) жəне полиакрилді қышқылда өңделгеннен  

кейінгі (жоғарғы) үлгілердің фотолюминесценция спектрі 
 

n-типті кеуекті кремнийдің ФЛ үлгілерінің жолағы күрделі формалы болып келеді. Ол жерде 
бірқатар ерекшеліктер бар. Ол кеуекті қабаттағы əртүрлі өлшемдегі люминесценция нано-
кристалдарымен қатар, беткі қабаттағы сəулелік ФЛ үлгілердің полиакрилдік қышқылда өңдел-
геннен кейінгі қарқындылығының артуын, дефектті субоксидтің SiOx-тің SiO2 дейінгі тотығуы 
кезіндегі сəулесіз рекомбинация орталықтар санының кемуімен түсіндіруге болады[6]. 

ПАҚ-та өңделгенге дейінгі жəне өңделгеннен кейінгі бірдей өлшемдегі жəне формадағы 
жағдайындағы ФЛ жолақтары, ФЛ өңделген үлгілерінің максимум жағдайы өңделмеген үлгілерге 
қатысты ұзын толқындарға қарай ығысқан. Бұл дегеніміз, беткі қабатты өңдеудің жоғарғы 
қабаттағы люминесценция орталықтарына күрделі əсер ететінін көрсетеді. 

Қорытынды. Полиакрилді қышқылды (ПАК) су ерітіндісінде кеуекті кремнийді өңдеу, оның 
фотолюминесцентті қасиеттерін жетілдіру мен өңдеудің өте қызықты əдісі болып табылатыны 
көрсетілген. Бұл жағдайда кеуекті кремний беткі қабаты полиакрилді қышқылдың өзара əрекетте-
суінің екі параллельді механизмі бақыланады. Бұлар кремний оксидінің беткі қабатының тотығуы 
жəне беткі қабаттан оксидтің еруі мен алып тастауы. Соңғы нəтижеге əсер ету дəрежесі кеуекті 
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қабаттың морфологиясы мен бастапқы құрамына тəуелді. Изопропил спирті бар HF ерітіндідегі 
ерітіндімен өңдеу арқылы алынған кеуекті кремнийдің ФЛ интенсивтілігінің артуы нанокрис-
талдар бетінде дефектілі оксид тотығуы кезінде безызлучательді рекомбинация центрінің санының 
азаюымен байланысты болуы мүмкін. Ал ФЛ-дің үлгілерде пайда болуы, ДМФА-дан алынған 
оксидті қабатын алып тастау мен нанокристалды кремнийдің беткі қабатта пайда болуы. Өңделген 
жəне өңделмеген үлгілердегі ФЛ интенсивтілігі арасындағы қарым-қатынас уақыт өтуіне байла-
нысты сақталады. ПК үлгілері терісінің микрометрлік көлденең өлшемімен фотолюминесцен-
цияны тек ПАК-та өңделгеннен кейін көрсетеді. 

Бұл берілген функционалды наноматериалдардың қазіргі заманғы оптоэлектроникада 
перспективті қолдануын куəландырады. 
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Ключевые слова: пористый кремний, фотолюминесценция, нанокристалл. 
Аннотация. В данной работе рассмотрены особенности фотолюминесцентных свойств различных 

структур на основе пористого кремния, их связь с фазовым составом образцов и предложены возможные 
способы их модификации. Показано, что положение пика ФЛ меняется в пределах 1.85–2,2 эВ в зависимости 
от времени выдержки поверхности на атмосфере, исходной технологии изготовления и способа модифи-
кации поверхности.  
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Abstract. The problems of combustion are widely studied now by the scientists of the world. Increasing level 

of ecological pollution of the environment, reserve depletion of hydrocarbon fuel and economic growth of many 
countries causing increase of demand for energy - all these factors gave rise to the problem of finding of more 
economic and ecological way of fuel combustion [1]. 

In order to solve this problem it is necessary to study thoroughly the combustion process itself and that is why 
the methods of numerical simulation are getting wide spread in the science. The turbulence plays great role in many 
devices using combustion process and its study is maybe one of the most complicated sections of hydrodynamics. It 
is also necessary to take into account additional factors such as various chemical reactions and radiation [2].  

Thus, computer simulation becomes more and more important element of study of combustion process and of 
designing different installations burning liquid fuel. It can be forecasted that the role of the numerical experiment 
will increase in future. The purpose of this work is to study the influence of liquid fuel spray velocity on the fuel 
combustion by means of numerical simulation on the basis of the solution of differential equations of turbulent 
reacting flow. 

 
One of the priority tendencies of the scientific and technological development of Kazakhstan is the 

research on simulation of formation of polluting clouds and their dispersion in the atmosphere. This 
problem has a great value because of the increasing concern for the ecological situation in Kazakhstan as 
the atmospheric air in the cities of Kazakhstan is daily polluted by different hazardous substances (NO2, 
CO, CO2, soot and so on). For the recent years the dispersion of the liquid sprays in the neutral atmo-
spheric flows has been well studied by means of numerical, laboratory and natural researches. In these 
researches the main attention has been given to the dispersion of chemically reactive scalar admixture in 
the free convective flows.  

The investigation of the formation of polluting clouds will allow to create the methods for the 
decrease of contain of hazardous substances in the atmosphere and for the prevention of formation of such 
clouds which contain hot liquid particles and these particles are the reasons of the formation of such 
polluting clouds. That kind of problems is one of the significant and insufficiently explored tasks for the 
present days. In this region of research the numerical experiments on the combustion of liquid fuel sprays 
in the burner chamber have been carried out. In this work it has been researched the dependence of 
maximal temperature of combustion of the liquid fuel from the velocity of the spray by means of the 
numerical modeling on the basis of the solution of differential two-dimensional equations of the turbulent 
reactive flows. 

Main equations of mathematical model of dispersion and combustion of spray of liquid fuel are 
presented below [1-3]. Continuity equation for component m: 
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Momentum equation: 
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Energy equation: 
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Equations of k-е turbulence model: 
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We have studied heptane combustion depending on the spray velocity. Heptane is the main 

component of diesel fuel. It’s used in passenger, freight and private vehicles. Liquid fuel is injected into 
the combustion chamber through a circular nozzle, located in the center of the bottom of the chamber. The 
overview of the combustion chamber is presented in fig.1.  

The chamber is a cylinder with height equal to 15 cm and diameter is 4 cm. After the injection there 
is a rapid evaporation of fuel and the combustion is processing in the gas phase. The burning time of fuel 
is 4 ms. Time of injection of fuel droplets is 1.4 ms. The temperatures of the walls of the combustion 
chamber is 353 K. The initial temperature of gas in the chamber is 900 K. The temperature of the injected 
fuel is 300 K. The initial mean radius of injecting drops is 3 micrometers. The pressure in the combustion 
chamber is 4•106 Pa. 

 
Figure 1 – Overview of the combustion chamber 

 
In the work the dependence of maximum temperature of fuel combustion from spray velocity has 

been obtained. Liquid fuel spray velocity was ranging from 150 to 350 m/s. It has been found out that at 
low velocities of liquid fuel spray the process of combustion does not occur. 

Heptaneh as been an object of research and its chemical formula has the following form as С7Н16. 
For this type of fuel the global chemical reaction of combustion leading to the formation of carbon 
dioxide and water is written in the following way: 

 

С7Н16 + 11О2 → 7СО2 + 8Н2О. 
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a) b) c) 
 

Figure 4 – The temperature distribution in the combustion chamber during combustion of heptane at various time moments:  
a) 1.1 ms, b) 1.8 ms; c) 3 ms for the velocity of the spray 260 m/s 

 

 
 

a) b) c) 

 
Figure 5 – The distribution of fuel vapor concentration in the burner chamber at different time moments:  

a) 1.1 ms, b) 1.8 ms; c) 3 ms for the velocity of the spray 260 m/s 
 
Figures 6 show the dynamics of the distribution of reaction products concentration on time for the 

spray velocity 260 m/s. 
In this work the influence of the spray velocity of liquid heptane on its combustion has been studied. 

The distributions of maximum temperature and of CO2 concentration depending on the spray velocity, 
time distributions of the fuel, CO2, H2O concentrations and temperature of the gas in the burner chamber 
for the effective velocity have been obtained. Also the change of maximum temperature in the burner 
chamber depending on the velocity of the injected liquid fuel has been obtained. 
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Figure 6 – The distribution of CO2 in the combustion chamber during combustion of heptane at various time moments:  

a) 1.8 ms, b) 3 ms, c) 4 ms for the velocity of the spray 260 m/s 
 

The further study of the combustion of liquid sprays will let not only to develop methods for the 
decrease the contain of harmful substances in the atmosphere and prevention of formation of polluting 
clouds, but also to improve the work of the engines of the internal combustion, of rockets, aviation 
engines and to make them more efficient and ecologically safer. 
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Тірек сөздер: сұйық отын, гептан, жану, сандық модельдеу.  
Аннотация. Қоршаған ортаның экологиялық ластануы, көмірсутекті отын қорының азаюы жəне 

көптеген елдердің экономикалық өрлеуі энергия тұтынымына деген сұранысты арттыра түсті. Осы фак-
торлардың барлығы отынды неғұрлым тиімді жəне экологиялық зиянсыз жағу тəсілдерін іздеуге түрткі 
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болды. Осы мəселені шешу үшін жану процесін мұқият зерттеу керек жəне осыған байланысты сандық 
модельдеу əдістері кеңінен қолданылып келеді. Осы жұмыстың мақсаты – сұйық отынды бүрку жылдам-
дығының гептанның жану процесіне əсерін турбуленттік екіфазалы ағынның дифференциалдық теңдеулерін 
шешу негізінде сандық модельдеуден тұрады.  

 
 

КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ РАСПЫЛА И ГОРЕНИЯ ЖИДКОГО ТОПЛИВА 
ПРИ РАЗЛИЧНЫХ СКОРОСТЯХ ВПРЫСКА 

 
А. С. Аскарова, С. А. Болегенова, И. Э. Березовская, Ж. К. Шортанбаева,  
А. М. Максутханова, Ш. С. Оспанова, Г. К. Мукашева, А. Б. Ергалиева  

 
Казахский Национальный университет им. аль-Фараби, Алматы, Казахстан 

 
Ключевые слова: жидкое топливо, гептан, горение, численное моделирование.  
Аннотация. Повышение уровня экологического загрязнения окружающей среды, истощение запасов 

углеводородного топлива и экономический рост многих стран, вызывающих увеличение спроса на энергию - 
все эти факторы привели к проблеме нахождения более экономического и экологического способов сжи-
гания топлива. Для того чтобы решить эту проблему, необходимо тщательно изучить процесс горения и 
именно поэтому методы численного моделирования широко распространены в науке. Целью данной работы 
является изучение влияния скорости впрыска жидкого топлива на горение гептана с помощью численного 
моделирования на основе решения дифференциальных уравнений турбулентного реагирующего потока. 
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Abstract. Using C++ programming language we implemented an algorithm for simultaneous parallel calcu-

lation of the Hurst exponent Hand the fractal dimension D for the time series of interest. Parallel programming 
environment was provided by Open MPI package installed on three machines networked in the virtual cluster and 
operated by 64 bit Debian Wheeze 7.4 operating system. We applied our program for a comparative analysis of week 
and a half long, one minute resolution, six channels data from neutron monitor. To ensure a faultless functioning of 
the written code we compared these results with the similar data analysis of the random Gaussian noise signal and 
time series with manually introduced self-affinity features. Both of them expected to have the well-known values of 
H and D. All results are in good correspondence to each other and supported by the modern theories on signal 
processing thus confirming the validity of the implemented algorithms. Our code could be used as a standalone tool 
for the different time series data analysis as well as for the further work on development and optimization of the 
parallel algorithms for the time series parameters calculations. 
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И ФРАКТАЛЬНОЙ РАЗМЕРНОСТИ ВРЕМЕННОГО РЯДА  

В ОДНОМ ПАРАЛЛЕЛЬНОМ АЛГОРИТМЕ 
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Ключевые слова: экспонента Херста, фрактальная размерность, самоподобие, параллельные, ряд, 
нейтронный. 

Аннотация. Нами был реализован, на языке программирования С++, алгоритм для одновременного 
параллельного вычисления значений экспоненты Херста Hи фрактальной размерности Dдля анализируемого 
временного ряда. Среда параллельного программирования Open MPI была развернута на виртуальном 
кластере из трех Linux машин под управлением 64 разрядной операционной системы Debian Wheeze 7.4. 
Используя полученную программу, мы провели сравнительный анализ данных нейтронного монитора заре-
гистрированных за полторы недели по шести каналам с минутным разрешением. Для тестирования коррект-
ной работы алгоритма полученные результаты сравниваются с результатами обработки случайного сигнала, 
а также с временным рядом с искусственно внедрёнными элементами самоподобия. Оба обладают хорошо 
известными свойствами и заранее предсказуемыми результатами вычисления H иD. Полученные результаты 
хорошо согласуются друг с другом и общепринятыми теориями, подтверждая правильность реализованного 
алгоритма. Написанная программа может быть использована как конечный инструмент для анализа данных 
временных рядов различной природы, так и для дальнейшего развития и оптимизации параллельных алго-
ритмов вычисления характеристик временных рядов. 
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The n length of subseries, in case of the Hurst exponent calculations, and k value for the fractal 
dimension calculation have been treated equally in our code, that is as a single variable k=n in one of the 
outer parent loops. Two separate arrays of size k were allocated for both types of calculations. In case of 
the Hurst exponent calculations the array’s values have been filled sequentially by the data file readout. 
For fractal dimension calculations, each array’s element contained the value <Lm(k)> assembled through 
the data readout according to the scheme described in Eq.6. The number of processes was equal to the 
number of virtual machines and kept equal to three. 

The original neutron monitor data were retrieved from the Nikolay Pushkov‘s Institute of Earth 
Magnetism, Ionosphere and Radiowaves Propagation of the Russian Academy of Sciences (IZMIRAN) 
mobile 6NM64 super monitor database [8]. Neutron counts were acquired at one minute interval from 
June the 31st, 2014 till August the 8th, 2014 in the vicinity of Moscow city. Neutron monitor time series 
data additionally underwent simple exponential smoothing filtration procedure as described in [9]. 

To address a persistent need for the effective parallel algorithms in data processing we designed our 
piece of C/C++ code compatible with available on Debian distribution Open Message Passing Interface 
(Open MPI) parallel computations environment. We have configured our virtual cluster using the Oracle 
VM Virtual Box. The host is 64 bit Windows 8.1 operating system running on Intel Core i3-3220 CPU 
with 4 Gb of RAM. The guest operating systems are the three Linux machines with 64 bit Debian 
GNU/Linux 7.4 (Wheezy) with 512 Mb of RAM per each server and two nodes. 

Results. Calculated slopes for all three sets of data are given in the Table. These are the Higuchi time 
series, Gaussian noise and neutron monitor data H and D values.  

 
Curve’s slope estimates in D and H calculations 

 

Time series name Number of points in time series, N Fractal dimension, D Hurst exponent, H 

Higuchi time series 217 -1.5143 0.98758 

Gaussian noise 1000+217 -1.9999 0.54000 

Neutron monitor data, 1st channel 14703 -1.9973 0.68353 

2nd channel 14703 -1.9984 0.66275 

3rd channel 14703 -1.9985 0.63786 

4th channel 14703 -1.9982 0.67716 

5th channel 14703 -1.9994 0.64220 

6th channel 14703 -1.9973 0.65107 

 
The ±Δyi error bars were plotted on the figure around the experimental data points (xi,yi) using polyfit, 

polyval and errobar functions available in Matlab/Octave in such a way that then yi±Δyi contains at least 
50% of the predictions of future observations at xi, see Matalb/Octave help notes on the selected 
functions. 

In both H and D calculations, different scales evaluations were distributed between three processes. 
The number of processes in our case is equal to the number of machines used for calculations.  

Discussion. H and D values for Higuchi time series in our calculations were found to be equal to the 
D and H values in [3], where H value close to 1 (see Table 1)indicates long term positive autocorrelation, 
as expected from the Y(i) series. For the neutron monitor series, Hurst exponent estimates are matching 
the majority of the previously obtained results for geomagnetic indices [10] where H value is above 0.5. 
In our previous studies [11] of the same data with the same algorithm, theH value was slightly bigger than 
0.6. The single reason for this change in the first decimal place is the change in the spectrum of k values 
used for our calculation. These slight changes easily rotate the curve in log(E) vs. log(k) plane. 
Nevertheless, all values stay well above 0.5.Between all six channels, the H values are in 0.64-0.68 range, 
suggesting that at the chosen series duration, our time series do have some scalable order. However, 
possibility of a long-term positive autocorrelation requires further studies. 

The Gaussian noise data Z(i)in its turn produces values of D=-1.9999 and H=0.54000 as expected 
from the highly uncorrelated data. 
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As we can see, for all sets of data the processes are not completely self-affine in the sense of 
D+H=n+1 relationship, and the dependence between D and H is not of linear nature. 

It is also interesting to observe how the slope changed according to the changes in data structure. We 
can see this transition when we come from Higuchi time series down to the chaos in the Gaussian noise. 
Rotations happen to be around (2:0) point for the Hurst exponent and (2:14) points for Hurst exponent and 
fractal dimension data calculations. This may be due to the loss of differences between time series of 
different origin at the small scales. 

Conclusion. Using C++ programming language we implemented an algorithm for the simultaneous 
parallel calculations of Hurst exponent H and fractal dimension Dover specific time series. Parallel 
programming environment was provided by an Open MPI package installed on three machines networked 
in the virtual cluster and operated by a 64 bit Debian Wheeze 7.4 operating systems. We used our program 
to perform a comparative analysis of the week and a half long, one minute resolution, six channels data 
file from neutron monitor. To verify the functionality of the written code, we compared these results with 
a similar data analysis of the random Gaussian noise signal and time series with manually introduced self-
affinity features and known values of H and D. All results are in good correlation with each other and are 
supported by the modern theories on signal processing, thus confirming the validity of the implemented 
algorithms. 

Besides the straightforward workload distribution between the parallel processes, performed by 
splitting the data on the channel or on the calculated scale basis, we also identified common features in the 
calculations of two variables of interest, and tracked them in a single common outer loop within a single 
thread, providing additional optimization for the code. Our data and algorithms have multiple applications 
such as quick data self-affinity [12] test and have great potentials for the future development. The code is 
compiled to run independently on different networked computers and could be used as a tool to study time 
series of different nature and origin. Timing and optimization in this study are the subjects of further 
studies. 
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1əл-Фараби ат. Қазақ ұлттық университеті, Алматы, Қазақстан, 
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еншілес мемлекеттік кəсіпорыны, Алматы, Қазақстан, 

3Қ. И. Сатпаев ат. Қазақ ұлттық техникалық университеті, Алматы, Қазақстан 
 

Тірек сөздер: Херст экспонентасы, фракталды өлшемділік, өзіндік, параллельді, қатар, нейтрондық. 
Аннотация. Біз талданатын уақыттық қатардың Херст экспонентасының H жəне оның фракталды 

өлшемділігінің D мəндерін C++ бағдарламасында біруақытта параллель есептеу үшін алгоритм жаздық. 
OpenMPI параллельді программалау ортасы үш Linux машинасынан тұратын виртуалді кластерде жүзеге 
асырылды. Бұл үш машина 64 разрядты операциялық жүйе Debian Wheeze 7.4 арқылы басқарылды. Алынған 
программаны қолданып, алты канал бойынша жəне минуттық айырумен бір жарым аптада тіркелген ней-
трондық монитордың деректеріне салыстырмалы талдау жүргізілді. Алгоритмнің дұрыс жұмыс істеуін түсін-
діру үшін алынған нəтижелер кездейсоқ сигналды жəне бұрыннан белгілі қасиеттер мен H пен D-ны есептеу-
дегі болжамды нəтижелерге ие, элементтері жасанды еңгізілген уақыттық қатарды өңдеудің нəтижелерімен 
салыстырылады. Алынған нəтижелер бір-бірімен жəне теориямен жақсы үйлеседі. Бұл алгоритмнің дұрыс-
тығын растайды.Жазылған программаны табиғаты əр түрлі уақыттық қатарлардың деректерін талдаудағы 
жəне уақыттық қатарлардың сипаттамаларын есептеудің параллельді алгоритмдерін əрі қарай дамыту жəне 
оптимизациялаудағы негізгі құрал ретінде қолдануға болады. 
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Keywords: neural networks (NN), Field Programmable Gate Array (FPGA), digital scheme, scale invariance. 
Abstract. The work is dedicated to the integrated circuit engineering implementation of neural network 

MODELS with scale-invariant properties. Feature of these models is the analysis of discrete mappings containing 
fractional powers. We suggest an algorithm for raising to power of a physical value by use of field-programmable 
gate array (FPGA). A comparison of FPGA implementations with the numerical results is presented. 

 
 
УДК 004.896 
 

ЭЛЕКТРОННАЯ МОДЕЛЬ НЕЙРОННОЙ СЕТИ  
НА ПРОГРАММИРУЕМОЙ ИНТЕГРАЛЬНОЙ СХЕМЕ 

 

З. Ж. Жанабаев, Е. Т. Кожагулов, Д. М. Жексебай 
 

Казахский национальный университет им. аль-Фараби, Алматы, Казахстан 
 

Ключевые слова: нейронные сети, программируемые логические интегральные схемы (ПЛИС), циф-
ровые схемы, масштабная инвариантность. 

Аннотация. Работа посвящена интегральной схемотехнической реализации новых моделей нейронных 
сетей с масштабно-инвариантными свойствами. Спецификой таких моделей является необходимость анализа 
дискретных отображений, содержащих дробные степени. Предложен алгоритм возведения в дробную сте-
пень физической величины в программируемой логической интегральной схеме (FPGA). Приведено сопо-
ставление реализаций FPGA с численными результатами. 

 
Введение. Нейронные сети являются наиболее общим видом реализации интеллектуальных 

систем. Актуальной задачей является исследование моделей нейронных сетей с помощью 
современных цифровых приборов - программируемых логических интегральных схем (FPGA), что 
облегчает структурную реализацию и повышает вычислительную эффективность. Работы [1-7] 
посвящены моделированию динамики нейронов на основе цифровой техники FPGA.В работах [1-
4] приводятся качественные и количественные сравнения FPGA с альтернативными вариантами (к 
примеру, «xc5vlx330t» в сравнении с Core2/3GHz и GT200/1.2GHz). В случае сложных задач 
наблюдается явное превосходство по времени и производительности. Так, в работе [5] сделан 
вывод о том, что реализациянаXilinxVirtex-5FPGA демонстрирует скорость вычислений в 24,3 раза 
выше, чем соответствующее программное обеспечение. Ряд новых свойств колебаний нейронов, 
включая наличие их иерархических уровней, установлено в работе [8]. Например, в отличие от 
уравнений, использованных в недавних работах [6, 7] динамическая система, предложенная в [8], 
содержит дробные степени переменных. Как нам известно, варианты FPGA не включают опера-
цию возведения в произвольную дробную степень. Целью работы является поиск возможностей 
интегрально-схемотехнической реализации масштабно инвариантной модели нейронных сетей, в 
которой учитывается дробная степень. 



ISSN 1991

Теор
ваний мы
и масшта
отладочно
Цифровой
численны

Урав

где  – 

тока стим
Урав

где I и
переключ
r контрол
каналов в
y; s регул

Внач
(1), (2) и
Получено

Урав
свойства 
В первом
периодич

где – п
номер ней

где ,, BA

Дробные 
геометрии

Во в
модуляци

Трети
порядка n

где число
Блок

Модель с
внешнее п

 

-346X            

ретические 
ы выбрали и
абно-инвари
ой платы A
й сигнал на
ых и графиче
внения колеб

является ме

мула; параме
внения моде

имитирует 
чаться межд
лирует скор
в обмене ион
ирует адапт
чале мы полу
и они был
о удовлетвор
внения масш
нейрона[8]

мвариантевн
ческий сигна

потенциал д
йрона. Внеш

,  - ампл

числа 
и нейрона с
втором вари
ионно-перио

) : 

   
ий вариант 
n:  

о скобок рав
к схема стру
состоит из т
поле модуля

                     

основы и 
известные мо
иантную мод
ANVYLFPG
а выходе FP
еских данны
баний нейро

ембранным 

етры , , 
ели Хиндмар

входной м
ду берстовы
рость измен
нами); пара
тацию; ус
учили экспе
и сопостав
рительное с
штабной ин
]. Мы расс
нешнее пол
ал: 

действия не
шнее поле пр

итуда, коэф

, г
 номером k.
ианте потен
одическое 

учитывает м

вно n ,
уктурно-схем
трех взаимо
яционно–пе

                      

методика и
одели нейро
дель нейрон
GAc интегр
PGA получе
ых использо
онов помоде

потенциало

> 0. 
рш-Роуз [7] 

мембранный
ми и спайко
нения медл
аметры a, b, 
станавливае
ериментальн
влены с чи
совпадение. 
вариантной
смотрим тол
ле влияет н

ейронов, -
ринято в ви

F
ффициент (

где , 
  
нциал дейст
внешнее п

многослойн

находится 
мотехничес
освязанных 
ериодическо

                     

 
111 

исследован
онных сетей
нных сетей [
альной схе
ен в виде во
овался прогр
ели ФитцХь

ом;  – пе

имеют вид:

й ток для
овыми пове
ленной пере

c, d контро
ет потенциал
ные результ
исленными 

 
й модели не
лько три в
на каждый

- пороговые
де модуляц

1()( BAt 
(глубизна), 

- фрактальн

твия нейрон
поле буде

ность нейрон

по формуле
кой реализа
нейронов (в
ого характер

          Серия 

ий. В качес
й [6, 7] (Фит
[8]. Аппарат
емой фирмы
осьми битно
раммный па
ью-Нагумо [

еременная в

: 

я биологич
дениями и к
еменной z 
олируют ско
л покоя сист
таты на осно
реализация

ейронных се
варианта мо
 исследуем

е потенциал
ионно – пер

))sin( tB  ,

частота мо

ные и топол

на зависит 
т влиять 

нных сетей 

е (3).  
ации уравне
выделенных
ра. 

физико-мате

стве тестовы
тцХью-Нагу
тная часть р
ы XILINX 
ого кода дан
кет MATLA
[6] записыва

 

восстановлен

 
ческих нейр
контролиро
(т.е., эффек
орость измен
темы.  
ове FPGA дл
ми этих ди

етей включ
оделировани
мый объект

 
лы возбужде
риодическог

 

одуляции не

логические р

только от с
лишь на 

в виде иера

ений (3) пок
х пунктиром

ематическая

ых объектов
умо, Хиндм
реализована
семейства 
нных. Для п

AB Simulink
аются в вид

 

ния;  –

 
ронов; b 
вать частоту
ктивность м
нения перем

ля системы у
инамически

ают в себя 
ия нейронн
т как моду

 
ения, k – по
го сигнала:  

 

ейронных к

размерности

соседнего н
первый 

.                
архической 

, 

казана на ри
м), которым

я. № 2. 2015 
 

в исследо-
марш-Роуз) 
а на основе 

Spartan 6. 
получения 
.  
е: 

   (1)

– величина 

 (2)
позволяет 
у спайков; 
медленных 
менной x и 

уравнений 
их систем. 

основные 
ных сетей. 
уляционно-

 (3)
орядковый 

 (4)

колебаний. 

и описания 

нейрона, а 
нейрон (

             (5)
структуры 

 (6)

исунке (1). 
м подается 

                     



Известия Н
 

Рис

На р
степень н
в произво
на FPGA 

где k – 
элементов

Для в
1%. Так, 
какими 

классифи

Национально

сунок 1 – Стру

Рисун

рисунке 2 п
на цифровых
ольную дроб
дробной сте

номер итер
в , можн

выявления т
в работе [9
являются 

ицируются з

ой академии н
 

уктурная схема

нок 2 – Структу

показана ст
х логически
бную степен
епени γ запи

рации, ak –
но получить 

типов физич
9] показано

нейронны

начениями 

наук Республ

а реализации н
по си

урная схема бл

труктурная 
их элементах
нь, предусм
ишем следую

– имеет зн
любые дро

ческих явлен
, что хаоти
ые колеба

: 

лики Казахст

   
112  

 
на FPGA масш
истеме уравнен

 

лока вычислен
 

схема возв
х. В устрой
отрено толь
ющим образ

начения {0,
бные степен

ний достато
ические проц
ания в 

тан  

штабно-инвариа
ний (3) 

ния произвольн

ведения сиг
йствах FPGA
ько извлечен
зом: 

,
1}. Зная по
ни сигнала x

.
очно исполь
цессы с ске
определенн

антной модели

ной дробной с

гнала в про
A нет готовы
ние корня. А

                  
оследовател
x с желаемой

 
зовать значе
ейлинговым
ных интер

и нейронных с

тепени 

оизвольную
ых блоков в
Алгоритм вы

        
льность нуж
й точностью

 
ения  с точ
ми закономе
рвалах па

 

етей  

 

ю дробную 
возведения 
ычисления 

 (7)
жных нам 
ю:  

 (8)
чностью до 
ерностями, 
араметров, 

.  



ISSN 1991

Числ
мации и 
«золотым

Из т
нейронны

 

9 

Рис

Резул
ческие ре

 

-346X            

ла  явл
энтропии –

м сечением»
аблицы 1 в
ых сетей) до

 

0,567±0

сунок 3 – Стру

льтаты чис
еализации ур

Рисунок 4 

                     

ляются, соо
– критериям
 динамическ
видно, что 
остаточно ис

Таблиц

 

0.001 0.43

ктурная схема

сленного и
равнений (4

(a)  

– Численная р
при A

                      

тветственно
ми самоорг
кой меры, о
для описан
спользовать 

ца 1 – Значения

 

33±0.001 0

а цифровой реа
сог

и схемотехн
4) приведены

 

реализация (а) 
A = 0.8, B = 0.4

                     

 
113 

о, нормиров
ганизации. И
оно следует 
ния различн

9 итераций
 

я согласно 
 

 

.806±0.001 

 

 
ализации масш
гласно формул

 
нического м
ы ниже. 

   

 

и эксперимент
, Ω = 800π, V0

 

          Серия 

ванными неп
Известное ч
из теории д
ных типов н
й в формуле 

формуле (8) дл

 

0.194±0.001

штабно-инвари
ле (5) 

моделирова

тальный резул
= 0.1, k = 3, γ =

физико-мате

подвижным
число Фибо
ля , . 
нейронных 
(8).  

ля m = 9 

1 0.618±0

иантной модели

ания. Числ

 (b) 

льтат (b) для ур
= 0.567 

ематическая

ми значениям
оначчи ( )

колебаний 

 

0.001 0.3

и нейронных с

енные и сх

равнений (3)  

я. № 2. 2015 
 

ми инфор-
) является 

(сигналов 

 

382±0.001 

 

сетей  

хемотехни-

 



Известия Н
 

Рису
динамиче
схемотехн
время – в

Рисунок 

Друг
предлагае

Реали
Сеть име
многосло
интеграль
порядка n

Национально

нок 4 показ
еской систем
нической ре
 миллисекун

5 – Численные
нейронны

гой тип ко
емой нами ц
изация трех
еет три сло
ойных нейро
ьная схема 
n=3 и дробн

ой академии н
 

зывает возм
мы (3). Кол
еализациях.
ндах.  

(a)  

(c)  

(e)  

е реализации (
ых сетей согла

олебаний, 
цифровой те
хслойной не
оя по три 
онных сетей
семейства 
ость степен

наук Республ

ожность до
личество осц
. Здесь и да

 

 

 

(а,c,e) и экспер
асно уравнения

описываемы
ехникой (ри
ейронной се
нейрона н

й требуют бо
Spartan 6 
и в вариаци

лики Казахст

   
114  

статочно то
цилляций и
алее привед

 

  
 

 

  
 

 

  
 

 
риментальные 
ям (5) A = 0.8,

 
ых уравнен
сунок 5). 
ети, описыва
на каждом 
ольшой объ
позволяет 

иях m = 1,2.

тан  

очной реали
и амплитуда
дены значен

результаты (b,
 B = 0.4, Ω = 8

ниями (5), 

аемой форм
слое. Тако

ъем памяти F
реализовать

изации цифр
а пиков совп
ния напряже

 (b) 

 (d) 

 (f) 

,d,f) масштабн
8π; γ = 0.5, V0 =

также ад

мулой (6), по
ого рода за
FPGA. Так, 
ь только и

ровой техни
падают в ци
ения в милл

но-инвариантно
= 0.1, k = 3 

декватно ре

оказано на р
адачи модел
использова
ерархически

икой FPGA 
ифровой и 
ливольтах, 

 

 

 

ой модели 

еализуется 

рисунке 6. 
лирования 
анная нами 
ие уровни 



ISSN 1991

Закл
моделей д
структуре

Боле
техники F
вания ней
схема бло
бом реали
достигает
Такого ро
ственных
системе б

 

[1] So
implementat

[2] W
Neural Engi

[3] Th
Programmab

[4] Ch
Networks an

[5] W
2009. FPT 2

[6] Ba
Nagumo neu

[7] Sto
approximati

[8] Zh
and Neuroen

[9] Zh
2007, 391, 1

 
ПРОГР

Тірек
масштабты 

Аннот
никалық тү
талдау үшін
алгоритмі ұ

-346X            

Рисунок 6. Чи
нейронны

лючение. В
динамики н
е сигналы не
е общиемо
FPGA в реа
йронных се
ока вычисле
изации слож
тся эффекти
ода реализа
х нейронных
биологическ

oleimani H., Ah
tion. Circuits an

Weinstein R. K.,
ineering, 2006, 
homas D. B., 
ble Custom Com
heung K., Schul
nd Machine Lea

Wildie M. et al. 
2009. Internatio
aladron J. et al
urons. The Jour
orace M., Lina
ons. Chaos: An

hanabaev Z. Zh
ngineering,2013
hanabaev Z.Zh.
12-17 (in Eng.).

РАММАЛАНА

к сөздер: нейро
инварианттыл
тация. Жұмыс
үрде жүзеге ас
н қажет. Прогр
ұсынылды. Сан

                     

(a)  

исленная реали
ых сетей (уравн

В работе п
нейронов. П
ейронной се
одели нейро
альном врем
етей, описы
ения дробн
жных задач
ивность по 
ации моделе
х сетей, отли
ких нейроно

hmadi A., Bava
nd Systems I: R
 Lee R. H. Arc
3, 21-34 (in En
Luk W. FPG
mputing Machi
ltz S. R., Luk W

arning–ICANN 
Reconfigurable

onal Conference
l. Mean-field d
rnal of Mathem
aro D., de Lan
n Interdisciplina
h., Kozhagulov 
3, 2, 267-271(in
, Grevtseva T. 
 

АТЫН ИНТЕ

З. Ж

Əл-Фараби ат

ондық торлар, 
лық. 
с масштабты-и
ыруға арналға
раммаланатын 
ндық нəтижелер

                      

 

изация (а) и экс
нения (6)) при 

риведены р
Предлагаемая
ети: спайки,
онных сете
мени. Нами
ываемых дро
ой степени.
ч. При реали
времени и

ей нейронн
ичающихся 
ов, что являе

ЛИТЕРА

andpour M. Bio
Regular Papers,
chitectures for 
ng.). 
A accelerated 
ines,FCCM'09. 
W. A large-scale
2012, 2012, 11
e acceleration 
e on, 2009, 439

description and 
atical Neurosci

nge E. The Hin
ary Journal of N
Y. T. A Gener
n Eng.). 
Yu. Fractal pro

ЕГРАЛДЫ СХ

Ж. Жанабаев, Е

тындағы Қазақ

программалан

инвариантты қ
ан. Осындай м
логикалық инт
рмен FPGAқұр

                     

 
115 

   
 

 

спериментальн
A = 0.45, B = 0

 

результаты 
я цифровая
, пачечные в
ейрассмотре
и показана 
обными сте
. Интеграль
изации нейр
и простота,
ных сетей м
от существ
ется перспек

 

АТУРА / REFE

ologically inspi
 IEEE Transac
high-performan

simulation of
17th IEEE Sym
e spiking neura
3-120 (in Eng.)
of neural mode

9-442 (in Eng.).
propagation o

ience, 2012, 2, 
ndmarsh–Rose 
Nonlinear Scien
ric Model for S

operties of nano

ХЕМАДА НЕЙ
 

Е. Т. Кожагуло
 

қ ұлттық униве
 

натын логикал

қасиеті бар жаң
модельдердің е
тегралдық схем
рылғысындағы

          Серия 

ный результат 
0.5, Ω = 4π, γ =

электронно
 техника мо
всплески, бе
ены исполь
возможност
епенями сиг
ьная схемот
родинамиче
 малогабар
могут быть 
ующих анал
ктивной зад

ERENCES 

ired spiking ne
ctions on, 2012,
nce FPGA imp

f biologically 
mposium on, 20
al network acce
). 
els with gap ju
 
f chaos in netw
10 (in Eng.). 
neuron model:

nce, 2008, 18, 0
Scale–Invariant 

ostructured sem

ЙРОНДЫҚ ТО

ов, Д. М. Жек

ерситеті, Алма

лық интегралды

ңа нейрондық 
ерекшелігі бөл
мада (FPGA) ф

ы реализацияға 

физико-мате

 (b) 

(b) по иерархи
= 0.5, V0 = 0.1, 

о-цифровой
ожет генери
ерсты.  
ьзованием и
ть схемотех
гналов, разр
ехника явля
еских модел
ритность ис
применены
логов макси
ачей в этом

eurons: Piecewi
 59, 2991-3004

plementations o

plausible spiki
09, 45-52 (in E
lerator for FPG

unctions. Field-

works of Hodg

: bifurcation an
033128(in Eng.)

Neural Networ

miconductors. Ph

ОРДЫҢ ЭЛЕ

ксебай 

аты, Қазақстан

ық схемалар (П

тор модельдер
лшек дəрежесі 
физикалық шам
салыстырулар 

 

ематическая

ической модел
k = 3, n = 3 

й реализаци
ировать разл

интегрально
хнического 
работана ст
яется прост
лей с помощ
спользуемой
 для создан
имальной бл
 направлени

ise linear mode
4 (in Eng.). 
of neural model

ing neural net
Eng.). 
GA systems. Art

-Programmable

gkin-Huxley an

nalysis and pie
). 
rks.Journal of N

hysicaB: Conde

ЕКТРОНДЫ М

н 

ПЛИС), цифрл

рін интегралды
бар, дискретт
маны бөлшек д
жүргізілгені к
Поступила 

я. № 2. 2015 
 

 

ли  

ии разных 
личные по 

ой схемо-
моделиро-
труктурная 
тым спосо-
щью FPGA 
й техники. 
ния искус-
лизостью к 
ии.  

els and digital 

ls. Journal of 

tworks. Field 

tificial Neural 

e Technology, 

nd Fitz Hugh-

ecewise-linear 

Neuroscience 

ensed Matter, 

МОДЕЛІ 

лы схемалар, 

ық схемотех-
ті бейнелеуді 
дəрежеге алу 
көрсетілген. 
17.03.2015 г. 



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
116  

N E W S 
OF THE NATIONAL ACADEMY OF SCIENCES OF THE REPUBLIC OF KAZAKHSTAN 

PHYSICO-MATHEMATICAL SERIES 

ISSN 1991-346Х 

Volume 2, Number 300 (2015), 116 – 123 
 
 

MODELING OF THE DYNAMIC CONDUCTIVITY  
OF SUPERCONDUCTOR-BASED BALLISTIC CONTACT  

WITH WEAK OSCILLATED ORDER PARAMETER  
IN THE ENERGY RANGE 60-100 meV IN HIGH TRANSPARENCY MODE 

 

D. М. Sergeyev1, S. А. Kuzmichev2, Z. К. Aimaganbetova3, К. Sh. Shunkeyev4 

 

1Military Institute of Air Defence Forces, Aktobe, Kazakhstan, 
2Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia, 

3Al-Farabi Kazakh National University, Almaty, Kazakhstan, 
4Zhubanov Aktobe Regional State University, Aktobe, Kazakhstan. 

E-mail: serdau@rambler.ru 
 

Key words: superconductivity, multiple Andreev reflection, dynamic conductivity, current-voltage charac-
teristic, ballistic contact, transparency of the barrier. 

Abstract. In the frame of the Averin-Bardas model current-voltage characteristics and the dynamic con-
ductivities of the ballistic contacts superconductor - normal metal - superconductor (SNS) for the case of high 
transparency (0,9-0,98) are calculated, where the energy gap of superconducting materials, which are the 
components of the contact, has oscillation character in energy range 60-100 meV due to the strong electron-phonon 
interaction. The features of the Andreev spectra at voltages 4 2 4 V e , 5 2 5 V e  were determined as trans-

forming to maxima minima at the increase in the transmission coefficient of the SNS-contact from 90% to 98% (or 
at the decrease in the barrier height from 0,33 to 0,144). The obtained results are correlated satisfactorily with the 
experimental data. 
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СВЕРХПРОВОДНИКОВ СО СЛАБООСЦИЛЛИРУЮЩИМ 
ПАРАМЕТРОМ ПОРЯДКА В ДИАПАЗОНЕ ЭНЕРГИИ 60-100 meV  

В РЕЖИМЕ ВЫСОКОЙ ПРОЗРАЧНОСТИ 
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Ключевые слова: сверхпроводимость, многократное андреевское отражение, динамическая проводи-

мость, вольтамперная характеристика, баллистический контакт, прозрачность барьера. 
Аннотация. В рамках модели Аверина-Бардаса рассчитаны вольтамперные характеристики и динами-

ческие проводимости баллистических контактов сверхпроводник - нормальный металл - сверхпроводник 
(SNS) для случая высокой прозрачности (0,9-0,98), где энергетическая щель сверхпроводящих материалов, 
составляющие контакт, носит осциллирующий характер в диапазоне энергии 60-100 meV из-за сильного 
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электрон-фононного взаимодействия. Выявлены особенности андреевских спектров при напряжениях 

4 2 4 V e , 5 2 5 V e  в виде трансформирующихся минимумов в максимумы при увеличении коэффи-

циента прозрачности от 90% до 98% (или уменьшении высоты барьера от 0,33 до 0,144) SNS-контакта. 
Полученные результаты удовлетворительно коррелируются с экспериментальными данными. 

 
Известно, что купратные и железные высокотемпературные сверхпроводники (ВТСП) 

представляют собой квазидвумерные сильноанизотропные слоистые структуры, состоящие из 
стопок сверхпроводящих слоев оксида меди CuO [1-3] и арсенида железа FeAs [4-6], чередую-
щихся в c-направлении со спейсерами (несверхпроводящие слои). В подобных слоистых ВТСП за 
счет образования джозефсоновской среды с участием сверхпроводящих и несверхпроводящих 
(диэлектрик, нормальный металл) блоков наблюдается так называмый внутренний эффект 
Джозефсона [7, 8]. Поэтому исследование характеристик джозефсоновских слабых связей ВТСП 
дает возможность определить некоторые энергетические параметры ВТСП, например, значение 
параметра порядка (энергетической щели) сверхпроводника [9]. 

Обычно для описания основных электрических характеристик сверхпроводящих структур, 
состоящих из комбинации сверхпроводников (S) с нормальными металлами (N), эксперимен-
таторы часто используют резистивно-шунтированную модель (RSJ-model) [10-12], либо ее 
различные модификации [13, 14] из-за простоты математического аппарата, так как существующие 
микроскопические теории для рассматриваемых сверхпроводящих структур редко используются в 
связи с их сложностью [15]. В RSJ-модели для описания характеристик SIS-контакта (S – сверх-
проводник, I – диэлектрик) учитывается емкостной канал, а для SNS-контакта (N – нормальный 
металл) емкостной канал не учитывается. Однако RSJ-модель всего лишь представляет эквива-
лентный электрический контур с джозефсоновским элементом и не обясняет многих физических 
(особенно, квантовых) свойств джозефсоновских переходов с непосредственной проводимостью – 
SNS-контактов, например, появление субгармонической щелевой структуры (СГС) на динами-
ческой проводимости (см. напр. [16]). 

Основным микроскопическим механизмом, определяющим транспортные характеристики 
SNS-контактов, является андреевское отражение [17]: на SN-границе электроноподобная квази-
частица N-слоя, энергия которой меньше параметра порядка S-области, отражается в виде 
дырочноподобной квазичастицы, при этом в S-область переходит куперовская пара. При 
андреевском отражении квазиимпульс электроноподобной квазичастицы практически не меняется, 
а групповая скорость меняет знак на обратный [17]. В SNS-контактах перенос куперовских пар 
через потенциальный барьер между двумя сверхпроводниками происходит благодаря когерент-
ному процессу многократных андреевских отражений (MAR – multiple Andreev reflections) [18]. 
Эффект многократных андреевских отражений хорошо объясняет проявление СГС, составляющей 

для баллистических контактов высокой прозрачности серию минимумов на 
 dI V

dV
-спектрах при 

напряжениях 
2

nV
en

 в интервале температур от 0 до критической Tc (здесь   – энергетическая 

щель (параметр порядка сверхпроводника), e  – заряд электрона, n  – натуральное число) [18]. 
Реализующийся в таких баллистических контактах эффект многократных андреевских отражений 
также служит основой методики андреевской спектроскопии, позволяющей надежно определять 
поведение сверхпроводящего параметра порядка в зависимости от температуры. Следует отметить, 
что существующие теоретические модели не всегда удовлетворительно описывают экспери-
ментальные данные. В экспериментальных работах [19-21] наблюдается существенный отлик тока 
при напряжении 1V  ( 1n ), когда в некоторых теоретических моделях отлик тока при 1V  вообще не 
наблюдается. 

В некоторых ВТСП энергетическая щель носит осциллирующий характер в диапазоне энергии 
60-100 meV из-за активного электрон-фононного взаимодействия. (Осцилляция энергетических 
параметров в рассматриваемом интервале энергии наблюдается и в Элиашберговских спектрах). 
Одна из моделей слабоосциллирующей энергетической щели в диапазоне энергий 60-100 meV 
приведена на рисунке 1. 
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Вероятность андреевского отражения для границы нормальный металл – сверхпроводник со 
слабоосциллирующим параметром порядка в диапазоне энергии 60-100 meV оценивается по 
классической формуле [22, 23]: 

 
 

      

    

1 222

1 22 2

sign , ,1
( )

, ,

     


     

     
  
      



a
i

                         (1) 

где   – энергия, i  – мнимая единица. 
Из графика зависимости коэффициента андреевского отражения от энергии (рисунок 1) видно, 

что отклонение от классической формы наблюдается при положительных значениях энергии в 
диапазоне от 65-95 meV. 

 

 
 

Рисунок 1 – Зависимость энергетической щели от энергии в диапазоне 60-100 meV:  
сплошная кривая – модуль, пунктирная – вещественная часть, штрихпунктирная – мнимая часть 

 

 
Рисунок 2 – Зависимость коэффициента андреевского отражения от энергии: сплошная кривая – модуль,  

пунктирная – модуль вещественной части, штрихпунктирная – модуль мнимой части (на вставке – изменение значения 

коэффициента андреевского отражения при  100 60    meV (слева), 60 100    meV (справа)) 
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Расчет вольтамперной характеристики (ВАХ) и динамической проводимости баллистического 
SNS-контакта производился с помощью матрицы рассеяния, которая переводит состояние сво-
бодных квазичастиц, налетающих на область взаимодействия друг с другом (или с препятствием), 
в состояние разлетающихся после взаимодействия частиц [24]. В рамках известной модели 
Аверина–Бардаса процесс рассеяния электронов в баллистическом SNS-контакте характеризуется 
матрицей рассеяния следующего типа: 

 
* *

 
   

el

r t
S

t r t t
                                                          (2) 

где 
2 t D  – прозрачность барьера, 

2 r R  – вероятность отражения. Матрица рассеяния для 

дырок является комплексно-сопряженной аналогией выражения (2): *h elS S . В рассматриваемой 
модели энергия электрона увеличивается на eV  каждый раз, когда он проходит с левого сверх-
проводящего берега на правый, в тоже время дырка увеличивает свою энергию, проходя через 
тонкий слой нормального металла N в противоположном направлении. Таким образом, волновые 
функции электроноподобной и дырочноподобных квазичастиц сдвинуты на 2eV . Далее с учетом 
этих сдвинутых на 2eV  волновых функций электроноподобной и дырочноподобных квазичастиц 
преобразуется матрица рассеяния (2). Учитывая следующие равенства комплексно-сопряженных 
функций, определяющих амплитуды вероятностей андреевских и нормальных отражений 
квазичастиц,    *,  ,      A V A V  и    *,  ,      B V B V , а также коэффициент андреев-

ского отражения (1) получается окончательное уравнение для определения вольтамперной 
характеристики баллистического SNS-контакта: 
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0 2 2tanh
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T
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2 21  


   


 k n n k n n kn k

n

a a A A B B                                                    (3) 

(Здесь   – приведенная постоянная Планка, V  – напряжение,   – энергия,   1
1

  T i h  – 

величина, определяющая прозрачность системы ( h  – высота барьера),     2
1  J a ,  a  – 

коэффициент андреевского отражения, A , B  – амплитуды вероятностей андреевски и нормально 
отраженных квазичастиц). 

Результаты численного моделирования ВАХ и 
 dI V

dV
-спектров баллистического SNS-

контакта по уравнению (3) с учетом коэффициента андреевского отражения (1) приведены при 
прозрачности барьера 0,98 (высота барьера 0,144) на рисунке 3, при прозрачности барьера 0,95 
(высота барьера 0,229) на рисунке 4, при прозрачности барьера 0,9 (высота барьера 0,33) на 
рисунке 5. 

В режиме прозрачности 98% выражено наблюдаются андреевские особенности динамической 
проводимости при 1 9 n . В районе 1n  появились существенные изменения в виде провала, 
отсутствующие на классических зависимостях для случая высокой прозрачности, но 
наблюдающиеся во многих экспериментальных работах (см. напр. [19]). По расчету амплитуда 

 dI V

dV
-спектра при 1n  составляет 1  усл. ед., после достижения этого значения спектр плавно 

уменьшается до 0,4  усл. ед. (рисунок 3). Далее при различных значений n  от 1 до 9 отчетливо 
наблюдаем эффект многократных андреевских отражений: при 2n  амплитуда спектра 1,9  усл. 
ед., минимум 1,2  усл. ед.; при 3n  амплитуда спектра 2,25  усл. ед., минимум 1,5  усл. ед.; 
при 4n  амплитуда спектра 2,8  усл. ед., минимум 2,75  усл. ед. и т.д. (рисунок 3). 

С увеличением высоты барьера SNS-контакта от 0,144 до 0,33 (прозрачность – 90%) глубина 
провалов, проявляющихся около андреевских пиков при различных значениях n , и амплитуды 



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
120  

 dI V

dV
-спектра уменьшаются (рисунки 3-5). Следует отметить, что при падении прозрачности до 

90% СГС наблюдается в 8 значениях n  (рисунки 4, 5). 
 

 
Рисунок 3 – Вольт-амперная характеристика (1) и динамическая проводимость (2) SNS-контакта  

при прозрачности барьера 0,98 (высота барьера 0,144) 
 

 
Рисунок 4 – Вольт-амперная характеристика (1) и динамическая проводимость (2) SNS-контакта  

при прозрачности барьера 0,95 (высота барьера 0,229) 
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Рисунок 5 – Вольт-амперная характеристика (1) и динамическая проводимость (2) SNS-контакта  

при прозрачности барьера 0,9 (высота барьера 0,33) 
 

В рассчитанных 
 dI V

dV
-спектрах появились более существенные изменения, на наш взгляд, 

связанные с осцилляцией энергетической щели в диапазоне энергии 60-100 meV. Четвертая 
андреевская особенность ( 4n ) SNS-контакта при прозрачности 90% является минимумом, при 
95% принимает промежуточное положение, а при 98% и выше становится максимумом. А пятая 
андреевская особенность ( 5n ) является минимумом при относительно низких коэффициентах 
прозрачности, при 98% и выше из минимума становится выраженным максимумом. 

Таким образом, в данной работе проведено модельное исследование динамической прово-
димости баллистических контактов в режиме высокой прозрачности (0,9-0,98) на основе 
сверхпроводников со слабоосциллирующим параметром порядка в диапазоне энергии 60-100 meV; 
определены особенности субгармонической щелевой структуры SNS-контактов при значениях n  
от 1 до 8 для случая 0,9;  0,95;  0,98D ; выявлено, что в подобных объектах наблюдаются суще-
ственные изменения андреевских спектров, а именно, трансформация минимумов в максимумы 
четвертой и пятой андреевских особенностей (п = 4; 5) при увеличении коэффициента про-
зрачности. 

Работа поддержана грантами МОН РК (проект №1332/ГФ-14-ОТ) и Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект №14-32-50485). 
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ЖОҒАРЫ МӨЛДІРЛІК РЕЖИМІНДЕ 60-100 meV ЭНЕРГИЯ ДИАПАЗОНЫНДА  
ƏЛСІЗ АУЫТҚЫҒАН РЕТТЕЛУ ПАРАМЕТРЛІ АСҚЫН ӨТКІЗГІШТЕР НЕГІЗІНДЕГІ 
БАЛЛИСТИКАЛЫҚ КОНТАКТІЛЕР ДИНАМИКАЛЫҚ ӨТКІЗГІШТІГІН МОДЕЛЬДЕУ 

 
Д. М. Сергеев, С. А. Кузьмичев, З. К. Аймаганбетова, К. Ш. Шункеев 

 
Тірек сөздер: асқын өкізгіштік, бірнеше реттік Андреев шағылуы, динамикалық өткізгіштік, вольтам-

перлік сипаттама, баллистикалық контакт, барьер мөлдірлігі. 
Аннотация. Мақалада Аверин–Бардас моделі аясында жоғары мөлдірлік жағдайы үшін асқын өткіз- 

гіш – қалыпты металл – асқын өткізгіш (SNS) баллистикалық контактілерінің вольтамперлік сипаттамалары 
мен динамикалық өткізгіштіктері есептелді, мұнда контакт құраушы асқын өткізгіш материалдардың 
энергетикалық саңылауы күшті электрон-фонондық əсерлесуінен 60-100 meV энергия диапазонында əлсіз 
ауытқушылыққа ие. 4 2 4 V e , 5 2 5 V e  кернеу мəндерінде SNS-контактісінің мөлдірлік коэффициентін 

90%-дан 98%-ға өсіргенде (немесе барьер биіктігін 0,33-тен 0,144-ке азайтқанда) Андреев спектрлерінің 
минимумдары максимумдарға түрленетіндігі анықталды. Алынған нəтижелер эксперименталдық мəлімет-
термен сəйкес келеді. 
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Abstract. This paper will consider the problem of searching the sequence of nucleotide homology, the result of 

which is the construction ordered by degree of similarity with the query of list of sequences. Subsequently, this list 
can be used by geneticists to determine the degree of relatedness of organisms.Solution of the problem is reduced to 
finding the optimal alignment. 

In other words, it is necessary to find such sites in the sequences and a transformation that they would give the 
maximum weight on the similarity. The result of this work is the software with graphical user interface that provides 
homology search and display the corresponding results. 
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ГОМОЛОГИЯЛЫҚ НУКЛЕОТИДТІ ТІЗБЕКТЕРДІ ІЗДЕУ 

 

Б. М. Мазақова1, А. Т. Жақыпов2, А. С. Жұмаханова1 

 

1С. Сейфуллин атындағы Қазақ Агротехникалық университет  
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Тірек сөздер: нуклеотидті тізбектер, гомологтар, теңестіру, биоинформатика, Смит-Ватерман алго-

ритмі. 
Аннотация. Осы жұмыста тізбектер тізімін сұратумен ұқсаушылық дəрежесі бойынша реттелген құры-

лым нəтижесі болатын нуклеотидті тізбектердің гомологтарын табу есебі қарастырылады. Кейін бұл тізімді 
организмдердің туыстық дəрежесін анықтау үшін генетиктер қолдана алады. Қойылған есептің шешімі 
оңтайлы теңестіруді табуға бағытталған. Басқаша айтқанда, салыстырылатын тізбектерде ұқсаушылық 
бойынша максимал ықпал ететіндей бөліктерді жəне өзгерісті табу қажет. Осы жұмыстың қорытындысы 
гомологтарды табу жəне сəйкес нəтижелерді шығаруды іске асыратын пайдаланушылық графикалық 
интерфейсі бар бағдарламалық өнім болып табылады.  

 
Биоинформатика – төмендегілерді қамтитын [1] əдістер жəне тəсілдер жиынтығы:  
1. Салыстырмалы геномикадағы (геномдық биоинформатика) компьютерлік талдаудың 

математикалық əдістері.  
2. Белоктардың кеңістіктік құрылымын (құрылымдық биоинформатика) болжау үшін алго-

ритмдер жəне бағдарламалар əзірлемесі. 
3. Есептеу əдіснамаларға сəйкес стратегияларды зерттеу, сондай-ақ, биологиялық жүйелердің 

ақпараттық күрделігін жалпы басқару. 
Биоинформатиканың негізігі мақсаты – биологиялық үдерістерді түсінуге ықпал ету. Биоин-

форматиканың басқа тəсілдерден айырмашылығы осы мақсатқа жетудегі қарқынды есептеу 
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əдістерін жасау жəне қолдануды көздеуі деп саналады. Осындай əдістер үлгілері: бейнелерді 
танып білу, datamining, машиналық оқыту алгоритмдері жəне биологиялық деректердің визуал-
дандыруы. Зерттеушілердің негізгі күш салуы тізбектерді теңестіру есептерін шешуге, гендерді 
табуға (гендерді кодтайтын ДНҚ аймағын табу), геномның мағынасын ашуға, дəрі-дəрмектерді 
құрауға, дəрі-дəрмектерді əзірлеуге, ақуыз құрылымын теңестіруге, ақуыз құрылымын болжауға, 
гендердің дəлдігін жəне «ақуыз-ақуыз» өзара əрекетін болжауға, ассоциацияларды толықгеномды 
іздеуге жəне эволюцияны модельдеуге бағытталған. Қазіргі күні биоинформатика биологиялық 
деректерді талдау жəне басқаруда кездесетін практикалық жəне теориялық мəселелерді шешуге 
арналған есептеу жəне статистикалық əдістер мен теорияларды, алгоритмдерді, деректер қорын 
жасау жəне жетілдіруді білдіреді.  

Алдағы қарастыру жеңіл болу үшін бірнеше анықтамаларды енгіземіз. 
Тізбекті қарапайым өзгерту – əріпті алмастыру немесе əріпті өшіру немесе əріпті кірістіру.  
Редакциялық арақашықтық – бір тізбекті басқасына аударатын қарапайым өзгертулердің 

минимал саны. Тізбектерді салыстыру есебін ресімдеу: минимал редакциялық арақашықтық жəне 
оны іске асыратын өзгертулер жиынтығын табу. 

Бұл есептің негізгі түсінігін теңестіру құрайды. 
Тізбектерді теңестіру – осы тізбектерде ұқсас бөліктерді оңай көру үшін екі немесе одан көп 

ДНҚ, РНҚ мономерлер тізбектерінің немесе ақуыздардың бір-бірінің астында қатар орналасуына 
негізделген биоинформатикалық əдіс. Екі молекуланың алғашқы құрылымының ұқсастығы 
олардың функционалдық, құрылымдық немесе эволюциялық өзара байланысын [1] көрсете алады. 
Көбінде теңестіру нəтижесін түсіндіруде, тізбектер матрицаның жолдарында бірдей элементтер 
(нуклеотидтер жəне аминқышқылдар) бір-бірінің астында (бір бағанда) болатындай орналасады. 
«Алшақтықтар» «-» белгісімен алмастырылады немесе ұяшық бос қалады. Іздеу алгоритмдері 
үлкен деректер қорында көрсетілген өлшемдер бойынша бір берілген тізбекпен ұқсас тізбектерді 
іздеу үшін қолданылады. Кеңінен танымал бағдарламалар: BLAST жəне FASTA3x. 

Қос теңестіру екі тізбектің ұқсас бөліктерін табу үшін қолданылады. Ғаламдық жəне жер-
гілікті теңестірулер ерекшеленеді.  

Ғаламдық теңестіру тізбектер бүкіл ұзындығы бойынша ұқсас болатынын ұйғарады. 
Ғаламдық теңестіру екі кіріс тізбекті толығымен қамтиды. 

Жергілікті теңестіру қолданылады, егер тізбектер туыстық (гомологиялық) сияқты туыстық 
емес бөліктерді де қамтыған жағдайда. Жергілікті теңестірудің нəтижесі тізбектердің əрқай-
сысында бөлікті таңдау жəне осы бөліктердің арасында теңестіру болып табылады.  

Қос теңестіруді шығару үшін динамикалық бағдарламалау əдісінің түрлері қолданылады: 
ғаламдық теңестіру үшін Нидлман–Вунш алгоритмі, жергілікті үшін – Смит–Ватерман алгоритмі. 
Теңестіру параметрлері – сəйкестік үшін сыйлықақы; − сəйкессіздік үшін айыппұл; − делеция үшін 
айыппұл.  

Ғаламдық теңестіру Нидлман–Вунш алгоритмі – биоинформатикада аминқышқылды немесе 
нуклеотидті тізбектердің теңестіруін құруда қолданылатын екі тізбектің (оларды А жəне В деп 
атаймыз) теңестіруін орындауға арналған алгоритм. Алгоритмді 1970 жылы Сол Нидлман жəне 
Кристиан Вунш [3] ұсынды. Нидлман–Вунш алгоритмі динамикалық бағдарламалау үлгісі бола 
отырып, ол биологиялық тізбектерді салыстыруда динамикалық бағдарламалау қолданбасының 
алғашқы үлгісі де болды. Теңескен символдардың сəйкестігі ұқсастық матрицасымен беріледі. 
Мұндағы S(a, b) – a жəне b символдарының ұқсастығы. Сондай-ақ, d болып белгіленген, алшақтық 
үшін сызықтық айыппұл қолданылады. Мысалы, егер ұқсастық матрицасы кестемен берілсе  

–  A  G  C  T 
 A  10  -1  -3  -4  
 G  -1  7  -5  -3 
 C  -3  -5  9  0  
 T  -4  -3  0  8  

онда теңестіру 
A G A C T A G T T A C             (3.1)  
C G A − − − G A C G T             (3.2) 
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d = −5 алшақтық үшін айыппұлмен бірге баға төмендегідей: 

S(A,C) + S(G,G) + S(A,A) + 3×d + S(G,G) + S(T,A) + S(T,C)+ + S(A,G) + S(C,T) = 
= −3 + 7 + 10−(3×5) + 7−4 + 0−1 + 0 = 1. 

Ең жоғарғы бағамен теңестіруді табу үшін А тізбегінде неше символ болса, сонша жолдарды 
жəне В тізбегінде неше символ болса, сонша бағандарды қамтитын F матрицасы белгіленеді.                  
i жолындағы жəне j бағанында жазба Fij болып белгіленеді. Сонымен, егер біз n жəне m өлше-
міндегі тізбектерді теңестірсек, онда қажет жадының саны O(nm) болады. Алгоритм жұмысының 
барысында Fij шамасы А-да алғашқы i = 0, ..., n символдарын жəне В-да алғашқы j = 0, ..., m 
символдарын теңестіру үшін оңтайлы бағаның мəндерін қабылдайды. Онда Беллман оңтайлылық 
принципі төмендегідей болады:  

Базис: F0j = d·j (3.4), Fi0 = d·i                                                             (3.3)  
Оңтайлылық принципіне негізделген рекурсия:  

Fij = max(Fi−1, j−1 + S(Ai,Bj), Fi, j−1 + d, Fi−1, j + d).  
F матрицасы есептеліп шығарылғанда, оның Fij элементі мүмкін болатын теңестірулер ішінен 

максимал бағаны береді. Осындай бағаны иеленген теңестірудің өзін есептеу үшін оның қайдан 
шыққанын көру үшін оң жақ төменгі шақпақтан бастап, ондағы мəндерді үш мүмкін негіздермен 
(сəйкестік, кірістіру немесе делеция) салыстыру қажет. Сəйкестік жағдайында Ai жəне Bj теңес-
тірілген, делеция жағдайында Ai алшақтықпен теңестірілген, ал алшақтықпен кірістіру жағ-
дайында Bj теңестірілген. (Жалпы жағдайда, альтернативтік оңтайлы теңестірулерге əкелетін, 
бірдей мəндерімен бір нұсқадан артық болуы мүмкін.)  

Смит–Ватерман алгоритмі тізбектердің жергілікті теңестірулерін алу үшін арналған, яғни екі 
нуклеотидті немесе ақуыздық тізбектердің ұқсас бөліктерін анықтау үшін. Тізбектерді бүкіл 
ұзындығы бойынша теңестіруді жүзеге асыратын Нидлман–Вунш алгоритмінен айырмашылығы, 
Смит–Ватерман алгоритмі барлық мүмкін ұзындықтардың кесінділерін салыстырады жəне барлық 
кесінділер жəне осы кесінділердің барлық теңестірулері бойынша ұқсастық мөлшерін оңтайлан-
дырады. Алгоритмді 1981 жылы [3] Т.Ф.Смит жəне М.Ватерман ұсынған. Нидлман–Вунш алго-
ритміне ұқсас, Смит–Ватерман алгоритмі динамикалық бағдарламалау принципін қолданады. Ол 
бағалау сапасының мөлшерін қолдану жөніндегі оңтайлы жергілікті теңестіруді табуға кепілдік 
береді. Бұл бағалау мөлшері – бір аталатын салмақ, немесе алмастырулар жəне «гэптер» үшін 
айыппұлдар (яғни кірістірулер мен делециялар) матрицасының қолдануын қамтитын (Score) 
теңестіру есебі (3.1) мысалында теңестіру оңтайлы болады 

GA  
GA 

ал оған сəйкес баға 
S(G,G) + S(A,A) = 7 + 10 = 17. 

Нидлман–Вунш алгоритміндегідей, (3.3) ережесі бойынша F матрицасы құрылады, мұндағы 
рекурсия төмендегідей:  

Fij = max(Fi−1, j−1 + S(Ai,Bj), Fi, j−1 + d, Fi−1, j + d, 0).  
Теңестірудің құрылуы басталатын жол соңының нүктесі былай анықталады:  

(imax,jmax) = argmaxFij.  
Ағымдағы Fij элементінде оң алдынғы қалаушылар біткен кезде теңестірудің құрылу үдерісі 

аяқталады.  
Бағдарламаны жазу үшін жоғарыда сипатталған Нидлман–Вунш и жəне Смит–Ватерман 

теңестіру алгоритмдері, C++ бағдарламалау тілі, Qt5, ОС Linux біріктірілген əзірлеу ортасы. 
Пайдаланушыға енгізу үшін ұсынылатын кіріс параметрлері – сұрату-тізбек (оны қамтитын      
файлға жол немесе тікелей енгізу), іздеу нəтижесі форматталып шығарылған файлға жол, теңес-
тіру  типі,  мүмкін  болатын  ауытқушылық  жəне  шығару  форматы.  Бағдарламаның  интерфейсін 
күрделендірмеу үшін, сəйкестік үшін сыйлықақы, сəйкессіздік үшін айыппұл, делецияның ашылуы 
жəне жалғасуы, сəйкестіктің минимал саны сияқты теңестіру параметрлерінің мəндері үнсіздік 
бойынша орнатылған. «Іздеу» батырмасын басқанда деректер қоры бойынша гомологтарды іздеу 
жүргізіледі. Деректер қорының өзі ENA-дан (European Nucleotide Archive) алынған. Шығару 
ретінде сұратумен ұқсас, кему бойынша реттелген гомологтар кестесі беріледі.  
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Аннотация. В настоящей работе рассматривается задача поиска гомологов нуклеотидных последо-

вательностей, результатом которой является построение упорядоченного по степени схожести с запросом 
списка последовательной. Впоследствии этот список может использоваться генетиками для определения 
степени родства организмов. Само решение поставленной задачи сводится к поиску оптимального вырав-
нивания. Иными словами, нужно найти такие участки в сравниваемых последовательностях и такое 
преобразование, что они давали бы максимальный вес по схожести. Итогом данной работы является 
программный продукт с пользовательским графическим интерфейсом, реализующий поиск гомологов и 
вывод соответствующих результатов.  
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плотности.  
Аннотация. Дается краткий обзор результатов исследований последних лет, связанных с изучением 

физических процессов в оболочках нейтронных звезд, в частности,явлений квантового «захвата» нейтронов 
сверхплотной кристаллической структурой, обратного бета распада ядер, фононных и ядерных взаимо-
действий, локального накопления возбужденных ядер и осцилляция плотности в оболочках нейтронных 
звезд. Обосновывается проведение новых экспериментов по согласованной регистрации глюков в пуль-
сациях электромагнитного излучения и потоков нейтрино для определения элементного состава оболочек 
нейтронных звезд. 

 
Космические исследования занимают сейчас приоритетное положение не только в при-

кладных применениях космической техники, например, для создания и совершенствования 
глобальных сетей коммуникационных связей, но также и дляпроведениянаучных исследований 
дальнего и ближнего космоса [1-4]. Открытия последних лет в этой области привлекают большое 
внимание к исследованиям космоса как опытныхспециалистов, так и талантливой молодежи.  

К числу таких новых загадочных открытий можно отнести открытие темной материи и темной 
энергии, а к числу загадочных объектов – магнетары, черные дыры и нейтронные звезды, физика 
которых остается во многом пока не разгаданной. 

Нами были проведены теоретические исследования и расчетыфизических явлений, происхо-
дящих в оболочках нейтронных звезд. 
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Следует отметить, чтосвойства материи нейтронной звезды меняются от почти обычного 
состояния на поверхности, какой мы ее знаем в земных лабораторных условиях, до совсем 
экзотических состояний в ее центре. Уже на малой глубине от поверхности в оболочках 
нейтронной звезды, т.е. от нескольких сот метров до полутора километра, материя приобретает 
характер сжатого кулоновского кристалла. Еще глубже находится мантия – сверхплотный раствор 
«горячих» нейтронов, электронов и остатков ядер, т.е. сверхплотная плазма. В центре звезды, как 
полагают, находится большое нейтронное ядро,кварк-глюонная масса, странная материя или иная 
необычная материя, форма и свойства которой не ясны. Вопрос остается открытым, но интерес к 
этой задаче не ослабевает. 

Массив накопленных физических и астрофизических данных, а также опыт теоретических 
оценок и расчетов показывают, что для внешнего наблюдателя основнымиисточниками инфор-
мации о звезде являются характеристики излучений с поверхности звезды и ее ближнего 
окружения (атмосферы, подстилающей поверхности и оболочек, магнитного поля, аккрецирующей 
извне материи или близкой туманности, спутника или близкой звезды). И уже как «сверхтонкая 
структура» могут быть приняты во внимание процессы, происходящие в центральном ядре или 
глубинах нейтронной звезды. В то же время физические процессы, протекающие в оболочках 
нейтронных звезд,могут оказывать непосредственноевлияние на поверхностные явления и 
характер излучения, и поэтому также являются особо важными источниками информации о звезде. 

Физическоеописание процессов протекающих в оболочках нейтронных звезд и определение 
их характеристик еще позволяет использовать хорошо известные подходы квантовой физики. 
Однако, несмотря на это, процессы и реакции, происходящие в оболочках нейтронных звезд, 
приобретают уже совсем иной характер, в сравнении с процессами и реакциями, происходящими 
на Солнце или на Земле, а также в условиях лабораторных экспериментов [5,6]. 

Так, если рассматривать сверхплотное вещество в оболочках нейтронных звезд, где действуют 
мощные сдавливающие гравитационные силы, вытесняющие электроны с орбит атомов и создаю-
щие вырожденную электронную Ферми-жидкость, то слабые реакции в ядрах могут пойти вспять, 
т.е. вместо реакций β-распада,начнутся реакции поглощения электронов ядрами с испусканием 
нейтрино – реакции обратного β-распада [2, 7, 8].  

Процессы такого рода интенсивно развиваются на определенной глубине в оболочках ней-
тронных звезд, где наиболее энергетически выгодным состоянием вещества является кристалли-
ческая структура: голые ядра в узлах кристаллической решетки, которая «утоплена» в вырож-
денную электронную Ферми-жидкость [9]. Важно, что при этом ядра еще сохраняют свои инди-
видуальные свойства, так как расстояния между ними намного больше размеров ядер [2, 9]. 
Характеристики ядер нам известны из лабораторных экспериментов, которые можно найти в 
международной системе баз ядерных данных(см., например, [10, 11]). Таким образом, можно, 
следуя квантовым свойствам среды и задавая силувнешних воздействий,проследить развитие и 
изменения процессов в сверхплотных кристаллических структурах. В частности, оценить реакции 
захвата электронов ядрами с испусканием нейтрино и процессы нейтронизации вещества, 
определить появление новых «необычных» состояний в определенных слоях оболочек нейтронных 
звезд [2, 12-16]. 

Исходя из разных вариантов первичного химического состава вещества нейтронных звезд 
(например, железистых [15], хромовыхили алюминиевых звезд [6, 17]), были рассмотрены 
соответствующие взаимосвязанные цепочки реакций. Например, для титановых звезд (распро-
страненность изотопа 48

22Ti  в природе составляет 73 %) следует: 
48 0 48 6
22 21Ti e Sc      , 3,9Q MeV  
48 6 48 0
21 20Sc e Ca      , 0,3Q MeV (1) 
48 0 48 (2 )
20 19Ca e K      , 12,09Q MeV  
48 (2 ) 48 0
19 18K e Ar      , 8, 42Q MeV  
48 0 48
18 17Ar e Cl     ,  19Q MeV  
48 48 0
17 16Cl e S     ,  17,9Q MeV  
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Q это пороговая энергия реакции, т.е. если eE Q , то реакция является открытойпо энергии.  

Отметим, что в этой цепочке значения пороговых энергийдля каждой четной по счету реакции 
меньше пороговой энергии предшествующей реакции. Например, порог второй реакции для 

648
21 Sc  будет меньше порога первой реакции, т.е. для 048

22Ti .Это означает, что вторая реакция уже 
является открытой и может сразу же реализоваться вслед за первой.  

Следует, однако, принять во внимание, что квантовые числа в ядрах второй реакции в левой 

(т.е. для 648
21 Sc ) и правой (т. е. для 048

20 Ca ) частях сильно различаются, так что прямые переходы 

между ними с испусканием γ-квантабудут оставаться маловероятными. Это также говорит об 
очень малой вероятности перехода из возбужденных состояний *48

20 Ca в его более низкие возбуж-

денные состояния с изменением спинов на значения 2+ или 4+. Таким образом, переход исходного 

ядра 648
21 Sc  при электронном захвате в основное состояние для ядра кальция, оказывается, по 

такому пути невозможным.  
Из реакции (1) и таблицы видно, что ядра *48

20 Ca  не могут сбросить возбуждение за счет 

испускания γ-кванта, поскольку энергии электронов еще будет недостаточно – порог второй 
реакции, хотя и мал, но создает определенный энергетический запрет для перехода между 
каналами. Кроме этого, имеется большое различие в квантовых числах ядер в реакции (1). 

Данные по энергиям возбужденных состояний *48
20 Ca и энергиям гамма-квантов приведены в 

таблице.  
 

Экспериментальные данные по изотопу 48 0
20Ca 

 
[10] 

 

Возбужденные состояния ядра *48
20 Ca  

Энергиивозбужденныхсостояний (МeV) Квантовыечисла Энергиягамма-кванта (МeV) 

3,8315 2+ 3,8313 

3,8317 2+ 3,8322 

3,832 2+ 3,8318 

3,832.3 2+ 3,8323 

3,8325 2+ 3,8322 

4,283 0+ 0,451 

4,503 4+ 0,672 

 
 

Квантовые запреты в γ- и β- переходах здесь играют очень важную роль: во-первых, 

практически невозможен переход между основными состояниями ядер 648
21 Sc  и 048

20 Ca , а первый 

возбужденный уровень у *48
20 Ca  оказывается чуть большим, чтобы переход на него стал бы воз-

можным.Это говорит о большой вероятности образования ядер *48
20 Ca в квази-возбужденных 

состояниях. Действительно, при электронном захвате дочернее ядро 48 6
21Sc   могло бы перейти в 

нижнее или даже в основное состояние ядра 48 0
20Ca  , но этому мешают правила отбора, из которых 

следует, что переходы с сильно различающимися спинами ( 1|| I ) оказываются сильно подав-
ленными.  

Как пример, приведем данные для возбужденных состояний ядра Mg24 , возникающих при                

β-переходе из ядра натрия Na24

 
[18, 19]. Эксперимент дает следующие значения для переходов 

между уровнями: с 4I  вероятность оказывается порядка 1310 , для 2I  вероятность 
510 , а для 0I 1 . 
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Хотя эти приведенные данные относятся к прямому переходу, что соответствует лабо-
раторным экспериментам в земных условиях, важно, что запрет следует из общих правил 
квантовой физики и является справедливым. Отметим, что, если различие в квантовых числах ядер 
в начальном и конечном состояниях больше, товероятность перехода становится на порядки 
меньше. Конечно, при этом следует учитывать сумму квантовых чисел,приходящихся на легкие 
частицы (нейтрино и гамма-кванты). 

Существенным являются и условия снятия возбуждения за счет испускания гамма квантов. В 
лабораторных экспериментах в земных условиях такое снятие возбуждения ограничивается только 
правилами соответствия квантовыхчисел в конечном и начальном состояниях. Но в сверхплотной 
материи такой процесс может быть «запертым» уже самой сверхплотной средой. Перенос энергии 
в среде становится очень сложным процессом, и его описание требует учета многих взаимозави-
симостей и взаимосвязей. Уже тот факт, что длина волны гамма кванта возбужденияявляется 
много большейвеличины постоянной решетки, указывает на вовлеченность в процесскак 
излучающего ядра, так и соседних ядер, а также их воздействий на вырожденную электронную 
ферми-жидкость, появление квазичастиц в организованной сверхплотной среде и т.п.  

Ясно поэтому, что вещество оболочек нейтронных звезд находится не только в условиях 
экстремально высоких давлений, но и в условиях сильно нелинейных взаимодействий. Привычный 
анализ состояния вещества становится затруднительным из-за появления комплекса новых 
явлений и процессов в экстремально плотной среде. Поэтому, процессы, протекающие в ней-
тронных звездах, требуют учета большого числа явлений и более сложных расчетов и анализа 
протекающих процессов. Одним из мощных инструментов теоретического анализа в этом случае 
является квантовая теория квазичастиц, дополненной методами физики нелинейных явлений. В 
этом плане развиваемый авторами теоретический подход описания вещества в экстремальных 
условиях позволяет выявить и дать численные оценки ряда важных явлений и процессов, происхо-
дящих в оболочках нейтронных звезд. В основу подхода положены не только квантовая физика 
квазичастиц, но и квантовая теория систем нескольких взаимодействующих частиц(или тел) с 
учетом резонансных состояний [13-16, 20, 21]. 

Нелинейные взаимодействия в сверхплотных кристаллических структурах внешних оболочек 
нейтронных звезд, приводят к ряду новых явлений и эффектов. Нелинейность в таких средах 
обязана чрезвычайно малому параметру решетки, значительно меньшему размера электронных 
атомных орбит. Такие сверхплотные кристаллы, где расстояния между ядрами вещества очень 
малы, стимулируют образование возбужденных состояний ядер в реакциях электронного захвата и 
поддерживают их длительное существование. Показано, что рост плотности числа таких ядер и их 
нелинейные взаимодействия ведут к генерации высоких мод и индуцированному излучению в 
кристалле. В свою очередь, энергичные гамма кванты, рассеиваясь на ядрах и электронах среды, 
могут порождать нейтрино-антинейтринные пары, и могут вызывать фотоядерные реакции и 
реакции с выбиванием нейтронов из ядер [14, 16]. 

Сброс индуцированного излучения сменяется периодом накопления возбужденных состояний. 
Время накопления возбужденных состояний зависит, конечно, от элементного состава вещества и 
глубины залегания данного слоя оболочки. При достижении критических значений плотности 
возбужденных ядер возникает лавинный процесс – индуцированный сброс когерентного излучения 
или сверх возбуждения ядер с последующим выбросом массы свободных нейтронов [16, 20, 21]. 

Нелинейные процессы в оболочках нейтронных звезд сопровождаются, кроме того, и перио-
дическими всплесками излучений нейтрино [14, 21]. 

В сверхплотных кристаллах ядерные реакции и возбужденные состояния ядер становятся 
участниками резонансных взаимодействий фононов кристалла с фононами внутри ядра. Такие 
процессы особенно интенсивно будут возникать на определенных глубинах в оболочках ней-
тронных звезд, где становятся возможными ядерные реакции захвата электронов ядрами (нукли-
дами), находящимися в узлах кристаллической решетки. Для каждого нуклида имеется своя 
пороговая глубина в оболочке нейтронной звезды, с которой начинаются соответствующие 
реакции захвата электронов.  
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Рисунок 1 – Резонансные взаимодействия фононов кристалла с фононами ядра 
 

В зависимости от элементного состава первичного вещества нейтронной звезды, им будут 
отвечать разные типы ядерных реакций. Оценка энергетического выхода этих реакций и их 
особенностей даст понимание развития ядерных процессов в нейтронных звездах и роли их 
первичного химического состава.  

 

 
Рисунок 2 – Распространение волн, модулирующих излучение 

 
Резонансные переходы между кристаллическими и ядерными фононами, между фононами и 

фотонами (поляритоны), фермиевскими электронами, экситонами и ядрамибудут усиливать 
нелинейный отклик как внутри самих ядер, так и между ядрами в сверхплотном кристалле. Нели-
нейные взаимодействия в самой кристаллической среде и внутри ядер кристалла ведут к перио-
дическим выплескам высокоэнергичных электромагнитных волн, локальным изменениям плот-
ности в слое оболочки и, соответственно, к звездотрясениям, генерации нейтринного излучения и 
другим неординарным явлениям (см. рисунок 2). 

Так, расчеты показали, что микроструктура излучений нейтронных звезд зависит от их эле-
ментного состава или, более конкретно, от скорости накопления критической плотности ядер в 
возбужденных состояниях. Эта скорость определяются скоростью реакций обратного β-распада, 
т.е. скоростью реакций слабого взаимодействия – именно такие реакции и содержат информацию о 
ядрах (нуклидах) материи и об элементном составе вещества нейтронной звезды.  

На основании полученных выводов нами предлагается провести комплекс экспериментов с 
согласованной регистрацией потоков нейтрино имикроструктуры гамма излучений от нейтронных 
звезд для определения их элементного состава и динамики внутренних процессов. 

В настоящий момент идет широкомасштабный сбор данных электромагнитных излучений, 
особенно, в оптическом и радиодиапазонах [22] а также эксперименты по регистрации рентге-
новских источников [23]. Однако нейтринные экспериментыв сочетании с регистрацией радио и 
рентгеновских излучений пока не проводятся.Проведение предлагаемых комплексных экспери-
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ментов может значительно обогатить наши знания о состояниях вещества в экстремальных 
условиях. 

Важно отметить и следующее. Экстремально высокие плотности вещества ведут к своеоб-
разному упрощению его структуры, что, в свою очередь,дает возможность исследования этой 
структуры в рамках теорий ферми-жидкости,квантовой теории взаимодействия сложных систем, 
физики квазичастиц и нелинейных взаимодействий. Их совместное использование ведет к 
определенным упрощениям общего описания, несмотря на кажущуюся возрастающую сложность.  

Указанные теории и используемые в них методы были применены и обобщены для описания 
процессов, происходящих в оболочке нейтронной звезды и в центральном твердом ядре белых 
карликов [20, 21]. 

Конечно, такое рассмотрение имеет вполне определенные пределы, которые ограничены, 
прежде всего,плотностями вещества сравнимыми или большими средней плотности ядерной 
материи. При таких плотностях уже должна работать физика субъядерныхсистем, т.е. квантовая 
хромодинамика, ее методики и подходы. 

Свойства мантии и ядра нейтронной звезды остаются за рамками проводимых исследований – 
их физика пока непонятна и проявлений, прямо связанных с ними, в экспериментах и наблюдениях 
пока не обнаружено. 

Однако, многие процессы и наблюдаемые явления такие, как глюки, внезапные выбросы 
вещества и излучения, паузы или провалы в спектрах, уже могут быть оценены и интерпрети-
рованы в рамках разработанных выше подходов. 
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Key words: DFT, perovskites, VASP, zone structure. 
Abstract. We have performed first principles density functional calculations of CsPbI3 and RbPbI3 halyde 

perovskites. Lead halide perovskites have attracted great interest because of rapid improvements in the efficiency of 
photovoltaics based on these materials. To predict new related functional materials, a good understanding of the 
correlations between crystal chemistry, electronic structure properties is required. Used approach is density 
functional calculations with the Perdew, Burke, and Ernzerhof method of Generalized Gradiend Approximation 
(PBE-GGA) and the projector-augmented-wave method as implemented in VASP. Their characteristics in cubic 
phases were determined along with calculation of the forbidden band widths. For cubic phases of the CSPbI3 and 
RbPbI3 - type perovskites crystalline structures forbidden band widths are 1,45 eV and 1,78 eV respectively. The 
calculated parameters are found to agree well with the experimental data.  

 
INTRODUCTION 
Current development of computer technologies allows to set up computational experiments and make 

them an integral part of modern research. 
Researchers therefore have got practical capabilities for simulation of both ideal crystals and 

structurally imperfect real crystals and artificial compounds [1]. 
Interest to study such compounds is related to their potential practical applications in, for instance, 

solar power generation [2]. 
ABM3-type perovskites are intensively studied due to their various promising electronic, electro-

mechanic and conductive properties for numerous and diverse applications [3]. One of the important 
application areas for these perovskites is laser systems: a large cation A in the perovskite structure can be 
Nd (III) and Sm (III), which are the main laser ions [4]. 

Since the particular attention is paid to solar power generation, we have to mention works performed 
in Oxford University where thin film solar cell has been created with light absorption for 15 % better than 
that of the best silicon-based cells [5]. This thin film solar cell of the new generation has been created 
based on an organo-metallic crystalline semiconductor material called perovskite. It is reported that the 
new cells have simple design and can be easily large-scale produced employing available precipitation 
process currently used in production of silicon solar cells. Group of the University of Oxford [5] created a 
thin film solar cell based on a new class of perovskite compounds. 

The first study of ABM3-type perovskites performed within the density functional theory by Muller 
on the CsPbI3 [6]. After that, many works further developed the computational methods up high levels of 
precision. There are extensive analytical works devoted to specific materials and compounds [7]. As an 
example we can refer to calculations [3] where structure and optoelectronic properties of CsPbM3 (M=Cl, 
Br, I) perovskites were determined. The structure and electronic properties were calculated with Wien2 
software code employing the method FP-LAWP (full potential linearized augmented plane wave method). 

In the present paper we calculated structure and electric properties of CSPbI3, RbPbI3 perovskites in 
cubic phase. The calculations were performed with VASP software employing the method GGA-PBE. 
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Objective of the present work is to test the calculation methods and compare the results on CSPbI3, 
RbPbI3 perovskite structures in cubic phases with the previously obtained data with using different 
methods [2, 3, 6]. 

 
CALCULATION 
Perovskite is usually crystallized in rhombic crystal system (pseudocubic). So, in the 

pseudoisometric coordination structure of TiCaO12 perovskite, each Ca atom is surrounded by 12 oxygen 
atoms occupying a cuboctahedron vertexes, and Ti atom is in the octahedral coordination. There is a 
characteristic hatching on the pseudocubic faces parallel to the edges [8]. 

Our calculations and ABM3 numerical simulations showed that the crystalline structures of the 
perovskites CsPbI3 have the following characteristic varieties (phases): cubic phase (Fig. 1), tetragonal 
(Fig. 2.a) and orthorhombic phase (Fig.2.b).  

These phases demonstrate different characteristics - width of the energy gap and lattice parameters. 
 

 
 

Figure 1 – Pm-3m crystal structure of the CSPbI3, RbPbI3 perovskites (visualized in VESTA software) 
 

Due to peculiarities of their structure, perovskites can reveal ferroelectric, ferromagnetic and super-
conducting properties [4]. In perovskite structure A-atom represents a large sessile cation. The B atom has 
smaller size and can move. Perovskite can be in cubic or in non-cubic phase. Non-cubic phases are 
achieved by a shift of atoms or by octahedral tilt. 

 

 
                a) tetragonal phase SG 123                b) orthorhombic phase SG 62 

 
Figure 2 – P4/mmm tetragonal structure and Pmc21 orthorhombic structure of CsPbI3 and RbPbI3 perovskites  

  
The pseudopotentials method in the software package VASP was applied in this work for opti-

mization of the lattice geometry and obtaining the equation of state (EOS). The method GGA-PBE was 
used for the perovskite CSPbI3 in cubic phase [9]. We considered the following valence electron 
configuration: 5s25p66s1 for Ce, 4s24p65s1 for Rb, 5d106s26p2 for Pb, and 5s25p5 for I. The electronic wave 
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functions were expanded with plane waves up to a kinetic-energy cutoff of 400 eV except for structural 
optimization, where a kinetic energy cutoff of 520 eV has been applied to reduce the effects of Pulay 
stress. The momentum space integrations were performed using a 5 × 4 × 4 Γ-centered Monkhorst-Pack k-
mesh [29]. 

 
RESULTS AND DISCUSSION 
The total energy vs volume with a given space group for one perovskite formula unit cell is 

calculated to show the equation of state diagram, and at each given volume, the cell shape and internal 
atomic coordinate was fully optimized. Calculated EOS of the optimized CSPbI3 and RbPbI3 perovskite 
structures are presented at Fig.3. The structure demonstrates that that most stable phase in CsPbI3 and 
RbPbI3 is orhorhombic.  
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a) CSPbI3                                                                                                          b)  RbPbI3 

 
Figure 3 – Total energy vs volume of the CSPbI3 and RbPbI3 perovskite structures 

 
Calculated zone-energy structures of CSPbI3 and , RbPbI3 perovskites in cubic phase are presented at 

Fig.4. and Fig.5 The structure demonstrates direct transition. The valence band maximum and the 
conduction zone minimum are located in the G point of the Brillouin zone  

The top of the valence band at 1.1056 eV is located in the point 0 0 0. The minimum of the 
conduction zone 2,5710 eV is located at 0 0 0 in reverse coordinates. Direct transitions are therefore 
permitted and an electron can emit photon directly. The energy gap width (EG) was found to be - 1.11 eV. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 4 – Band structure of the Pm-3m cubic phase of the CSPbI3 perovskite 
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Calculation outcomes are presented in Table below along with data of other scientists. 
 

Lattice parameters, energy gap width 
 

Structure(authors) Cryst. Group Lattice parameter (Å) Energy gap width, Eg(eV) 

CsPbI3(This work) 221 6.34 1.46 

RbPbI3 (This work) 221 4.14 1.78 

CsPbI3(Murtaza) [3] 221 6.18 1.3 

CsPbI3(Other exp.) [10] 221 6.29 1.1 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 5 – Band structure of the Pm-3m cubic phase of the RbPbI3 perovskite 

 

The top of the valence band at 1.245 eV is located in the point 0 0 0. The minimum of the conduction 
zone 3,0292 eV is located at 0 0 0 in reverse coordinates. Direct transitions are therefore permitted and an 
electron can emit photon directly. The energy gap width (EG) was found to be – 1.7842 eV. 

 
CONCLUSION 
In summary we examined the structural and electronic properties of CSPbI3 and , RbPbI3 perovskites. 

The method used for simulations and calculations describes quite well the structure properties of the 
CSPbI3 and , RbPbI3 perovskites and provides satisfactory results for the energy gap width. It was 
determined that the structure of CsPbI3 in cubic phase has the energy gap width is 1.465 eV. With of 
forbidden zone in RbPbI3 is 1.7842 eV.  
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Тірек сөздер: тығыздық функционал теориясы, VASP, электронды зоналық құрылым. 
Аннотация. CsPbI3 и RbPbI3 галогенид перовскиттер бірінші принциптерден тығыздық функционалы 

негізінде зерттелді. Бұл материалдарды зерттеу осы материалдардың күн энергетикасында кең қолданылу 
мүмкіндігімен байланысты. Материалдардың жаңа функционалдық қасиеттерін болжау үшін олардың элек-
трондық қасиеттері мен кристаллохимияны зерттеу маңызды. Есептеу VASP бағдарламасында жасалған. 
Perdew, Burke, и Ernzerhof тəсілі, градиентті жалпылама жуықтау əдісі қолданылған. CsPbI3 и RbPbI3 
галогенид перовскиттер құрылымдық қасиеттері анықталып, электрондық қасиеттері есептелген. CsPbI3 и 
RbPbI3 перовскиттердің есептелген тыйым салынған зона ені сəйкесінше 1,45 и 1,78 eV. Есептеу барысында 
алынған нəтиже эксперименталды мəліметке сəйкес келеді.  

 
 

AB INITIO РАССЧЕТЫ ШИРИНЫ ЗАПРЕЩЕННОЙ ЗОНЫ  
ГАЛОГЕНИД ПЕРОВСКИТОВ CsPbI3 И RbPbI3  

 

Б. К. Абдыкадыров, Н. Ж. Такибаев 

 

КазНУ им. аль-Фараби, Алматы, Казахстан 
 

Ключевые слова: теория Функционала Плотности, VASP, электронная зонная структура. 
Аннотация. Были проведены рассчеты из первых принципов галогенид перовскитов CsPbI3 и RbPbI3. 

Интерес к изучению таких соединений связан с их возможными практическими применениями, в частности, 
для использования в солнечной энергетике. Для предсказания новых функциональных свойств материалов 
необходимы исследования электронных свойств и кристаллохимии. Рассчет произведен в программе VASP. 
Использованный подход Perdew, Burke, и Ernzerhof и метод Обобщенного Градиентного Приближения (PBE-
GGA) и метод метод проекцированных дополненных плоских волн. Определены структурные свойства га-
логенид перовскитов CsPbI3 и RbPbI3 и рассчитаны их электронные свойства. Значение ширины запре-
щенной зоны для перовскитов CSPbI3 и RbPbI3 в кубической фазе 1,45 eV и 1,78 eV соответственно. 
Полученные результаты согласуются с экспериментальными данными.  
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Abstract. The subject matter of the proposed research was to study the turbulent heat and mass transfer 
processes in high-reacting flows and determination of thermal characteristics in a real three-dimensional physical-
chemical system (combustion chamber ). Numerical simulation was conducted with the help of computer software 
package FLOREAN, tested as a result of computational experiments on a number of TPP RK [1-3]. The main 
method of solving the equations of mathematical problem is the method of control volume. One of the important 
properties of the control volume method is that it incorporated the exact integral conservation of quantities such as 
mass, momentum and energy for any group of control volumes and, consequently, on the whole computational 
domain. 

In this paper we presented the results of computer simulation of turbulent combustion of pulverized coal torch 
in the chamber of the boiler BKZ-160 Almaty TPP-3. A comparative analysis of the results of computational 
experiments monodisperse and polydisperse burning coal-fired torches, which are compared with experimental data 
obtained directly on the TPP. It is shown that the difference in the mean temperatures for the mono- and poly-
disperse flow pulverized particles are observed in the active combustion, while the exit of the combustion chamber 
temperature field is aligned and the differences in the values are reduced. Chemical energy reaches a maximum in 
the fuel mixture flow, that is, in the region of intense reactions between a fuel and an oxidant. It is in these areas, you 
can see the differences in the values of the chemical energy released by the combustion. 
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В ТОПОЧНОЙ КАМЕРЕ КОТЛА БКЗ-160 АЛМАТИНСКОЙ ТЭЦ-3 
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Ключевые слова: компьютерное моделирование, камера сгорания, пылеугольное топливо, темпера-

турное поле, химическая энергия, турбулентность, монодисперсный факел, полидисперсный факел. 
Аннотация. Целью настоящей работы являлось исследование процессов турбулентного тепломассо-

переноса в высокотемпературных реагирующих потоках и определение тепловых характеристик в реальной 
трехмерной физико-химической системе (камера сгорания ТЭС). Численное моделирование проведено при 
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помощи компьютерного пакета программ FLOREAN, проверенного в результате вычислительных экспери-
ментов на ряде ТЭЦ РК [1-3]. Основным методом решения уравнений математической задачи является 
метод контрольного объема. Одним из важных свойств метода контрольного объема является то, что в нем 
заложено точное интегральное сохранение таких величин, как масса, количество движения и энергия на 
любой группе контрольных объемов и, следовательно, на всей расчетной области.  

В работе были представлены результаты компьютерного моделирования турбулентного горения 
пылеугольного факела в камере котла БКЗ-160 Алматинской ТЭЦ-3. Был проведен сравнительный анализ 
результатов вычислительных экспериментов горения монодисперсного и полидисперсного пылеугольных 
факелов, которые сравнены с экспериментальными данными, полученными непосредственно на ТЭС. Пока-
зано, что различия в средних температурах для моно- и полидисперсного потока пылеугольных частиц 
наблюдаются в области активного горения, в то время как к выходу из топочной камеры поле температуры 
выравнивается, а различия в значениях уменьшаются. Химическая энергия достигает максимальных значе-
ний в области подачи аэросмеси, то есть в области интенсивных реакций между топливом и окислителем. 
Именно в этих областях можно видеть различия в значениях химической энергии,выделяемой в результате 
горения. 

 
Исследования различных химических процессов в газовой среде являются актуальными на 

сегодняшний день, поскольку рассматриваются во многих областях науки и техники, и 
представляют огромный практический интерес у исследователей и инженеров. Взаимодействие 
потока газа и химических процессов описывается сложной системой нелинейных дифферен-
циальных уравнений в частных производных. Незаменимым эффективным методом теорети-
ческого исследования таких течений является численное моделирование. Применение численного 
моделирования и проведение вычислительных экспериментов могут позволить оптимально решать 
многие научные и проектно-конструкторские задачи. 

Вычислительный эксперимент в данной работе был проведен с помощью стартового пакета 
программ FLOREAN [4-6] на примере реальной энергетической установки камеры сгорания котла 
БКЗ-160 Алматинской ТЭЦ-3. Этот пакет программ был использован для основы численных 
исследований и был дополнен нами новой компьютерной программой GEOM, которая пишется 
всегда при выборе нового объекта исследования (топочная камера), с учетом геометрии, размеров 
горелочных устройств, их формы и расположением в пространстве камеры сгорания. В этой 
компьютерной программе учитываются все характеристики сложного реального физико-
химического процесса в выбранном нами объекте исследования и задаются граничные условия для 
решения выбранной задачи исследования, адекватно отражающие этот процесс. 

Алматинская ТЭЦ оснащена 6 котлами БКЗ-160, паропроизводительность каждого из которых 
160 т/час, с установленной электрической мощностью – 173 МВт и тепловой – 335,26 Гкал/ч. По 
боковым сторонам топочной камеры расположены 4 блока прямоточных щелевых горелок (по                
2 горелки в блоке), направленных по касательной к окружности диаметром 60х4 с шагом 64 мм. 

В данной работе было проведено исследование горения пылеугольного факела с осредненным 
диаметром угольных частиц dp = 60 мкм(монодисперсный факел) и с частицами различных 
фракций (полидисперсный факел). Полидисперсному факелу соответствует следующее 
процентное распределение угольных частиц по размерам: dp = 10 мкм – 10 %; dp = 30 мкм – 20 %;   
dp = 60 мкм – 40 %; dp = 100 мкм – 20 %; dp = 120 мкм – 10 %. На рисунках 1-6 представлены 
тепловые характеристики процесса горения. 

На рисунке 1 приведены кривые распределения средних значений температуры горения поли- 
и монодисперсного факелов по высоте топочного пространства. 

Из рисунка 1 видно, что наибольшие изменения (максимумы и минимумы) распределения 
температуры приходятся на область расположения горелочных устройств. Это связано с тем, что в 
этой области происходит наиболее интенсивное смешение углерода топлива с кислородом 
воздуха, также интенсивно протекают химические реакции окисления. Максимумы объясняются 
тем, что при смешении топлива и окислителя происходит процесс воспламенения, химический 
процесс взаимодействия приводит к выделению большого количества тепла. Минимумы же 
температуры объясняются тем, что аэросмесь, подаваемая через горелки, холодная (Ta = 250 °C). 
Это характерно как для полидисперсного факела, так и для монодисперсного факела. 
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Рисунок 1 – Сравнение средних значений температуры для поли- и монодисперсного факелов  
по высоте топочной камеры и сравнение с экспериментом [7] 

 
Учитывая, что в составе полидисперсного факела присутствуют крупные фракции с большей 

поверхностной площадью взаимодействия, и что химическое реагирование топлива и окислителя 
протекает за очень короткое время (1-2 с), поэтому наблюдается увеличение температуры на 
некоторое значение. В начале факела, когда происходит воспламенение угольных частиц, мы 
наблюдаем  одинаковые  значения  температуры  как  у  моно-,  так  и  у  полидисперсного  факела.  

 

 

 
Рисунок 2 – Сравнение средних значений температуры для поли- и монодисперсного факелов  

по высоте топочной камеры и сравнение с экспериментом [7] (масштаб увеличенный) 
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Однако затем можно заметить значительные различия. Температура полидисперсного факела в 
области выше ярусов горелок имеет меньшие значения. Это можно объяснить наличием крупных 
фракций угольных частиц, которые воспламеняются и сгорают медленнее. Это приводит к тому, 
что максимум температуры для полидисперсного факела ниже, чем максимальная температура 
монодисперсного факела. На выходе температуры обоих факелов практически выравниваются 
(рисунок 2). 

На рисунке 2 приведено изменение температуры по высоте топочной камеры в увеличенном 
масштабе. Здесь возможно более детально рассмотреть различия в распределении температуры. 
Мы видим, что экспериментальные точки, полученные в результате измерений непосредственно на 
ТЭС [7], расположены ближе к кривой полидисперсного факела, поскольку такой факел отвечает 
реальным условиям технологического процесса. Относительная погрешность численного экспе-
римента в сравнении с натурными измерениями на высоте 7,85 м составляет 0,71% для полидис-
персного факела и 0,8% для монодисперсного факела, а на выходе из топочной камеры – 2,67 и 
3,08% соответственно. 

На рисунках 3, 4 представлены 3D графики распределения температуры по высоте камеры 
сгорания. Эти рисунки являются дополнительным подтверждением сказанного выше относительно 
поля температуры. 

Трехмерные графики, полученные методом 3-D моделирования, дают возможность полностью 
охарактеризовать поле температуры в любой точке топочной камеры с очень высокой точностью. 
Картина распределения температуры в поперечном сечении камеры сгорания (z=7,85 м, K= 64) 
представлена на рисунке 3. При горении полидисперсной угольной пыли в сечении: z=7,85 м,             
K= 64 средняя температура составляет 1370 °C, а при горении монодисперсной пыли – 1390 °C. 
Максимальная температура полидисперсного факела ниже на 33 °C. Это объясняется тем, что в 
состав полидисперсного факела входят частицы угольной пыли разных размеров, в том числе и 
достаточно крупные (d=100, 120 мкм), для которых процесс воспламенения и горения затруднен 
по сравнению с более мелкими частицами монодисперсного факела (d= 60 мкм) и занимают 
больше времени. 

 

 
Полидисперсный факел                                                           Монодисперсный факел 

    
Рисунок 3 – Распределение температуры в поперечном сечении топочной камеры (z=7,85 м, k= 64)  

котла БКЗ-160 Алматинской ТЭЦ-3 
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Полидисперсный факел                                                            Монодисперсный факел 

 
Рисунок 4 – Распределение температуры в поперечном сечении топочной камеры (z=20,96 м, k= 101)  

котла БКЗ-160 Алматинской ТЭЦ-3 
 

Из анализа рисунка 4 следует, что картины распределения температуры на выходе из то-
почной камеры схожи, как и следовало ожидать. Однако средняя температура полидисперсного 
факела ниже и равна 1089,5 °C, а для монодисперсного она составляет 1092,9 °C. Значение 
температуры на выходе, измеренной непосредственно на ТЭЦ [7] ближе к значению температуры 
для полидисперсного факела (рисунок 1) и составляет T = 1060 °C. 

В связи с большой скоростью подачи топлива и окислителя в области горелок наблюдается 
высокий уровень турбулентности, который обеспечивает тщательное перемешивание топлива и 
окислителя, и соответственно здесь и происходит интенсивное протекание химических реакций 
горения (рисунок 5).  

Область расположения горелок с наибольшей концентрацией углерода и кислорода является 
областью высвобождения тепловой энергии. Поэтому в этой области наблюдается четко выра-
женные максимумы и минимумы химической энергии Qchem., которые наблюдаются около верхнего 
и нижнего яруса горелок (2 максимума на кривой распределения Qchem при z= 4,998м и z= 5,938 м). 
Здесь же приведены кривые распределения химической энергии в областях этих двух максимумов 
в увеличенном виде (рисунок 5A, 5B). 

Мы видим, что ход кривой в области первого максимума химической энергии Qchem. (рису-            
нок 5 А) и второго максимума распределения химической энергии Qchem. (рисунок 5 В) совпадает с 
кривой распределения температуры T (рисунок 2А, 2В).  

Отчетливо видно, что минимальные значения энергии, выделяемой за счет химических 
реакций, для обоих случаев наблюдается на выходе из топочной камеры, где все процессы горения 
с выделением тепла почти завершены. 

Сказанное выше подтверждается 3-х мерным распределением химической энергии Qchem. 

(рисунок 6), соответствующее сечению z= 5,02 м. Здесь наблюдается наибольшее отличие в 
распределении химической энергии для моно- и полидисперсного пылеугольных факелов. 

В работе было проведено исследование процессов турбулентного тепломассопереноса в 
высокотемпературных реагирующих потоках и определены его тепловые характеристики. В 
результате проведенных вычислительных экспериментов получены основные закономерности 
распределения температурного поля в объеме топочной  камеры.  В  центральной  области  камеры 
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Рисунок 5 – Сравнение средних значений химической энергии Qchem. 

 для поли- и монодисперсного факелов по высоте топочной камеры 
 
 

Полидисперсный факел     Монодисперсный факел 
 

Рисунок 6 – Распределение химической энергии в поперечном сечении топочной камеры (z= 5,02 м, k= 36)  
котла БКЗ-160 Алматинской ТЭЦ-3 
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сгорания в области расположения горелочных устройств наблюдаются максимумы и минимумы 
значений температуры, которые непосредственно связаны с воспламенением пылегазового факела 
и холодной температурой аэросмеси. Результаты, полученные в данной работе, могут быть 
использованы, как рекомендации по оптимизации процесса горения с целью повышения его 
эффективности 
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АЛМАТЫ ЖЭО-3 БКЗ-160 ҚАЗАНДЫҒЫНЫҢ ЖАНУ КАМЕРАСЫНДАҒЫ ЖАНУ ПРОЦЕСІНІҢ  

ЖЫЛУЛЫҚ СИПАТТАМАЛАРЫНА ШАҢКӨМІРЛІ ОТЫННЫҢ ДИСПЕРСТІЛІГІНІҢ ƏСЕРІН ЗЕРТТЕУ 
 

Ə. С. Асқарова, С. А. Бөлегенова, С. А. Бөлегенова, З. Х. Ғабитова, В. Ю. Максимов, А. Б. Ерғалиева 
 

Əл-Фараби атындағы ҚазҰУ,физика-техникалық факультеті, Алматы, Қазақстан 
 

Тірек сөздер: компьютерлік модельдеу, жану камерасы, шаңкөмірлі отын, температура өрісі, химиялық 
энергия, турбуленттілік, монодисперсті алау, полидисперсті алау.  

Аннотация. Аталған жұмыстың мақсаты – жоғартемпературалы əсерлесетін ағынлардағы турбулентті 
жылумасса тасымалы процестерін зерттеу жəне нақты физика-химиялық үшөлшемді жүйедегі жылулық 
сипаттамаларды анықтау (ЖЭС жану камерасы). Сандық модельдеу FLOREAN бағдарлама пакеті көмегімен 
жүзеге асырылды, аталған бағдарлама ҚР бірқатар ЖЭО жүргізілген есептеу тəжірибелерінде сынақтан 
өткен [1-3]. Математикалық есеп теңдеулерін шешудің негізгі əдісі – бақыланған көлем əдісі болды. 
Бақыланған көлем əдісінің маңызды қасиеттерінің бірі – мұнда бақылаушы көлемдердің кез келген тобында 
масса, қозғалыс мөлшері мен энергия сияқты шамалардың интегралдық сақталуы алдын ала беріледі, 
сəйкесінше, барша есептеу аймағында да олардың мəндері сақталады.  

Жұмыста Алматы ЖЭО-3 БКЗ-160 қазандығының жану камерасындағы шаңкөмірлі алаудың 
турбулентті жануын компьютерлік модельдеу нəтижелері келтірілген. Монодисперсті жəне полидисперсті 
шаңкөмірлі алаулардың жануыына есептеуи тəжірибелері жүргізіліп, салыстырмалы талдау жасалынды. 
Соңғысы ЖЭС-да алынған тəжірибелік мəліметтермен салыстырылды. Моно жəне полидисперсті ағын 
бөлшектерінің орташа температуралары белсенді жану аймағында байқалады, ал жану камерасының 
шығысында температура өрісі біркелкі мəнге жетеді, ал температураның айырмашылығы кемиді. Химиялық 
энергия аэроқоспаны беру облысында, яғни отын мен тотықтырғыш арасындағы қарқынды реакция 
аумағында максимум мəніне жетеді. Осы аймақтарда жану нəтижесінде бөлінетін химиялық энергияның 
айырмашылықтарын байқауға болады. 

Поступила 24.02.2015 г.
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Abstract. This paper discusses methods for solving problems using stereometric properties of vectors are 
examined. The problems of using affine properties, ie addition, vichitanie vectors and multiplication of vectors by a 
number. These tasks are on paralele and crossing of strait lines. 
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ВЕКТОРЛАРДЫ ҚОЛДАНЫП  
СТЕРЕОМЕТРИЯЛЫҚ ЕСЕПТЕРДІ ШЫҒАРУ  

 

Қ. Абдрахманов1, Н. А. Касимова2 

 

1Оңтүстік Қазақстан педагогикалық институты, Шымкент, Қазақстан, 
2Аймақтық əлеуметтік-инновациялық университеті, Шымкент, Қазақстан 

 
Тірек сөздер: векторлар, векторларды қосу жəне азайту амалдары, үш вектордың компланарлығы, 

аффиндік мазмұнды есептер. 
Аннотация. Мақалада векторларды қолданып стреометриялық есептерді шешу мəселелрі қарас-

тырылған. Векторларды қосып алу жəне санға көбейту қасиеттерін пайдаланып аффиндік мазмұнды есептер 
шығарудың əдістері келтірілді. 

 
Соңғы жылдары орта мектептің математика пəнінің бағдарламасына векторлар жəне оларды 

қолданып геометриялық есептерді шығару тақырыптары енгізілген. Бірақ, векторлар теориясын 
үйренгенмен, оларды геометриялық есептерді шығаруда белгілі қиыншылықтар туғызады. Ол 
қиыншылықтарды математика пəнінің мұғалімі өздігінен оңай шеше алмайды. Сондықтан, 
векторларды стереометриялық есептерді шешуде қолдану тақырыбы, орта мектеп математи-
касының өзекті мəселелерінің бірі болып табылады.  

Векторларды қолданып шығарылатын стереометриялық есептерді екі бөліп қарастыруға 
болады, оларды аффиндік жəне метрикалық деп атаймыз. Бұл жұмыста стереометрияда кездесетін 
аффиндік мазмұнды есептер қарастырылып, оларды векторларды қолданып шығару əдістері 
көрсетілген.  

Аффиндік мазмұны бар есептерді үш топқа бөліп қарастыруға болады. Бірінші топқа есептің 
шарты векторлар арқылы берілмеген жағдайы қарастырылады. Мұндай есептерді шығаруда 
кесінділерді векторлар арқылы өрнектеп, векторларды қосу жəне санға көбейту амалдары 
қарастырылады, Кейбір жағдайларда векторлардың параллельдік шарттары да қолданылады. 
Екінші топқа түзу мен жазықтықтардың векторлы-параметрлі өрнектерін қолданып есептеуге жəне 
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дəлелдеуге берілетін есептер жатады. Үшінші топқа шартында векторлар берілген есептер жатады. 
Бұл тақырыптағы есептер мұғалімдердің өзіне белгілі қиыншылықтар туғызады. Себебі, бұл 
тақырыпта есептер шығаруға əдістемелік нұсқаулар өте аз кездеседі.  

Аффиндік мазмұны бар есептерді шешуге қажетті негізгі формулалар мен арақатынастар 
тізімін дəлелдеусіз келтірейік: 

1. Кез келген үш нүкте А, В жəне С үшін  


 CACBABACBCAB ;  

2. Егер 


 CBkAC  болса, онда 
k

OBkOA
OC









1
 

3. Кез келген бір түзудің бойында жатпайтын үш нүкте А, В жəне С үшін  

  BAOBkOAhOC 


,1  шарты орындалуы қажетті жəне жеткілікті 

4. Егер М АВ кесіндісінің ортасы болса ,


 MBAMOA  онда 





 



OBOAOM
2

1
. 

5. Егер АВСД параллелограммы берілсе, онда 


 ODOBOCOA . 
 

6. Егер М мен N АВ жəне СД кесінділерінің ортасы болса, онда  







 






 



BCADMNBDACMN
2

1
,

2

1
. 

7. АВС ұшбұрышының центроиді G  нүктесі үшін  








  OGCGBGAOCOBOAOG ,

3

1
 

8. АВСД тетраэдрінің центроиді G  нүктесі үшін  








  OGDGCGBGAODOCOBOAOG ,

4

1
 

9. Төртеуі бір жазықтықта жататын А, В, С, Д нүктелерінің үшеуі А, В, С бір түзуде жатпаса 


 ACABAD   (*)  


 OCOBOAOD 1  (**) 
Керісінше егер осы екі теңсіздіктің біреуі орындалса онда екіншісі де орындалады жəне А, В, 

С, Д нүктелері бір жазықтықта жатады.  

10. Егер la


 түзуінің бағыттаушы векторы болса lA  онда lP  кез келген нүктесі үшін 


 akOAOP  мұндағы Pk  нүктесінің түзуде орналасуымен бір мəнді анықталады, ал О 
кеңістіктегі кез келген нүкте. 

Бұл формулалар мен ара қатыстар орта мектептің бағдарламасында толық берілмейді. Бірақ 
математика пəнінің мұғалімдері білуі қажет деп санаймыз. Аффиндік мазмұны бар есептерді 
шығаруға мысалдар келтіреміз. 

1-есеп. Бір жазықтықта жатпайтын төрт нүкте А, В, С, Д берілген, М жəне N нүктелері АВ жəне 

СД кесінділерін бірдей қатынаста бөледі. MNBDACk
ND

CN

MB

AM
,,.  түзулері бір 

жазықтыққа параллел болатынын дəлелдеңіздер. 

Шешуі: Есептің шартын векторлар арқылы жазып көрсетеміз. 


 NDkCNMBkAM ,                

(1-сурет) 


MNBDAC ,,  векторларын MNBDAC ,,  түзулерінің бағыттаушы векторлары деп 
аламыз. Осы үш вектордың компланар екенін көрсетсек жеткілікті. О – кез келген кеңістіктегі 
нүкте болсын. Онда:  
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1-сурет 
 
 















 






 






 






 















 






 






 






 







 






 







OMONODOBkOAOCONOM

ONODOMOBkOCONOAOM

ONODkOCONOMOBkOAOM ;

 

немесе  

 








  DBkCANMkDBkCANMkNMNMDBkCANM 1,,  

яғни  






 DB

k

k
CA

k
NM

11

1
 

Демек 


NM  векторы ,,


DBCA  векторлары бойынша жіктеледі, яғни бұл үш вектор компли-
нар екен. Бұл есепті векторларды қолданбай шығаруға болады. Онда қосымша салулар жүргізіп 
орта мектепте өтпейтін теоремаларды қолдану керек болады. Ал ұсынылып отырған əдіс, ең оңай 
жолы болып саналады. 

2-есеп. 111 CBABCA  үшбұрышты призма берілген. 111 ,, PNM  сəйкесінше 111111 ,, BAACCB  

кесінділерінің орта нүктелері. 111 ,, CPBNAM  түзулері бір нүктеде қиылысатынын дəлелдеңіздер. 
Шешуі: (2-сурет) Призманың анықтамасы бойынша  



 mOAOA 1 , 


 mOBOB 1 , 


 mOCOC 1  

мұнда 


 mCCBBAA 111 , ал О кеңістіктің кез келген нүктесі. 111 ,, CPBNAM  түзулерінің 
параметрлік теңдеулерін жазайық.  







 



mOAOCOBkmOAOXAM 11111 2

1

2

1
:  







 



mOBOAOClmOBOYBN 11111 2

1

2

1
:  







 



mOCOBOAnmOCOZCP 11111 2

1

2

1
: , 



 OZOYOX  болған жағдайда бұл үш түзу бір нүктеде қиылысады екен. Ол үшін 
3

2
 nlk  

N 

А 

D

O

B

M

k 

C

k
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2-сурет 
 

болуы қажетті шарт. Бұл мəнді түзулердің теңдеуіне қойғанда 





 



1113

1

3

1
OCOBOAmOX ,







 



1113

1

3

1
OBOAOCmOY ,  

Осыдан 





 



1113

1

3

1
OAOCOBmOZOYOX  шығады.  

Х нүктесінің орнын нақты табу үшін О нүктесі ретінде 111 CBA  үшбұрышының медианала-

рының қиылысу нүктесін 1G  алайық. 1GO  . Бұл жағдайда 


 011111 CGBGGA  болғандықтан 


 mGX
3

1
 орындалады.  

Демек 111 ,, CPBNAM  түзулерінің қиылысу нүктесі 1GGN  кесіндісіе 1/2 қатынасындай 

бөледі. Мұндағы G  АВС үшбұұрышының медианаларының қиылысу нүктесі. 
 Бұл есепті векторларды қолданбай шығаруға да болады, бірақ ол өте күрделі жолмен болып 

кетеді. Сондықтан бұл өте жеңіл жолмен шығарылған жағдайы болып саналады.  
3-есеп. DABC  тетраэдрінің DCDBDA ,,  қырларының   жызықтығын ,, 11 BA 1C  

нүктелерінде қияды. r
DC

DC
q

DB

DB
p

DA

DA
 111 ,, . Егер M ABC  үшбұрышының медиана-

ларының қиылысу нүктесі болса, онда   жызықтығынының DM  кесіндісін қиып өтетін 1M  

нүктесі үшін k
DM

DM
1  қатынасын табыңыздар. 

Шешуі: 


 ,1 DApDA  ,1



 DBqDB  ,1



 DCrDC  


 DMkDM1  мұнда 







 



DCDBDADM
3

1
1  111 ,, CBA  бір жазықтықта жататын болғандықтан  



111111 ,, BCACMC  векторлары компланар яғни (3-сурет). 
 
 

G1 

M
N

A1 

B

B1 
C1 

G

N1 
P1 

m

C 
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3-сурет 
 



 11111 BCyMCxMC  немесе 





 






 



111111 DCDByDCDAxDCDM  орнына сəйкес 

өрнектерді қойсақ 







 






 






 



DCrDByDCrDApxDCrDCDBDA
k

13
 



 DCxrDAxpDCrDC
k

DB
k

DA
k

333
 

 








  DCyrxrDByqDAxpDCr

k
DB

k
DA

k

333
 

Сəйкес векторлардың алдындағы коэффиценттері тең болғандықтан 

ryrxr
k

qy
k

px
k


3

,
3

,
3

 Осыдан 
q

k
y

p

k
x

3
,

3
  

Ал үшінші теңдіктен 
q

rk

p

rk
r

k

333
  немесе 










rqpk

111

3

11
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РЕШЕНИЕ СТРЕОМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ С ПРИМЕНЕНИЕМ ВЕКТОРОВ 
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Ключевые слова: векторы, операции, сложения и вычитания векторов, компланарность трех векторов, 

задачи с аффиными содержаниями. 
Аннотация. В работе рассматриваются методы решения стереометрических задач с применением 

свойств векторов. Расматриваются задачи с применением аффинных свойств, то есть сложения, вичитание 
векторов и умножение векторов на число. Эти задачи на паралеллность и пересечения приямых. 
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METHODS OF APPLICATION PROPERTIES  
OF THE SCALAR PRODUCT OF VECTORS  

TO SOLVE PROBLEMS IN THE METRIC SPACE 
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Keywords: vectors, property scalar product of vectors, geometric inequality, metric problems 
Abstract. This paper discusses methods for solving problems using stereometric properties of vectors. Methods 

of application properties of the scalar proyzvedeniya vectors to solve problems in a metric space are carriet out. The 
paper also shows the main vector of the formula used in streometry. The results of the work are useful for teachers of 
mathematics teaching in the senior forms. 

 
 

ОƏЖ 514.1 
 

ВЕКТОРЛАРДЫҢ СКАЛЯР КӨБЕЙТІНДІЛЕРІНІҢ  
ҚАСИЕТТЕРІН ПАЙДАЛАНЫП КЕҢІСТІКТЕ  

МЕТРИКАЛЫҚ ЕСЕПТЕРДІ ШЫҒАРУ ƏДІСТЕРІ 
 

М. Д. Шыныбаев1, Н. А. Касимова2 

  
1Оңтүстік Қазақстан педагогикалық институты, Шымкент, Қазақстан, 

 2Аймақтық əлеуметтік-инновациялық университеті, Шымкент, Қазақстан 
 

Тірек сөздер: векторлар, векторларды скаляр көбетіндісінің қасиеттері, геометриялық теңсіздіктер 
метрикалық есептер. 

Аннотация. Мақалада векторлардың аффиндік қасиеттерімен бірге, олардың скаляр көбейтінділерінің 
қасиеттерін пайдаланып кеңістіктегі метрикалық есептерді шығарудың əдістері қарастырылған.  
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Орта мектепте векторлар тақырыбын оқытқанымен оларды есептер шығаруда қолдануына аса 
көңіл бөлінбейді. Оқушылар математиканың теориясын қолданып өз бетінше есептер шығаруды 
үйренгенде ғана толық, нақты білім алған деп санау керек. Векторларды стереометриялық 
есептерді шығаруда қолдануды есептердің түрлеріне байланысты екі топқа бөлінді. Олар аффиндік 
жəне метрикалық деп аталды.  

Метрикалық мазмұны бар есептерді шығару əдістерін қарастырамыз. Аффиндік есептерге 
қарағанда метрикалық есептер ауқымы кеңірек. Метрикалық мазмұны бар есептерді шығаруда 
аффиндік əдістермен қатар векторлардың скаляр көбейтіндісі қолданылады.  

Метрикалық есептерді қойылымына байланысты келесідей бес топқа бөліп қарастыруға 
болады: арақашықтықтарды есептеу; бұрыштарды есептеу; векторларды жіктеу; нүктелер жиынын 
табу; геометриялық теңсіздіктер. Кейбір есептерді бірнеше түрге жатқызуға болады. Бұл топтағы 
есептер планиметриялық жəне стереометриялық болуы да мүмкін. 

Бұл топтағы есептерді қарастырар алдында мектеп матемаика курсының бағдарламасында 
кездесетін келесі метрикалық-векторлық формулалар келтіріледі:  

1. Кез келген үш нүкте А, В жəне С үшін  222

2

1
BCACABACAB 



 

2. Кез келген екі вектор 


a  жəне 


b  үшін 








 22 baba  

3. Нольдік емес екі вектор үшін 0





 

ba  орындалады егер ba   

4. Нольдік емес екі вектор 


a  жəне 


b  үшін 








 bababa //,  

5. Кез келген үш вектор 


a , 


b , 


c үшін 








  accbbacbacba 222222

2

 

6. Кез келген екі вектор 


a  жəне 


b  үшін 


 babababa ,  

7. Кез келген 4 нүкте DCBA ,,,  үшін  2222

2

1
BDACBCADCDAB   

Осы тақырыпқа шығарылатын бірнеше мысалдар қарастырамыз 
1-есеп. Радиусы R тең шеңбер ABC үшбұрышына сырттай сызылған. Осы шеңбердің центрі О 

нүктесінен АВС үшбұрышы бойынша салынған ABCD параллелограммының D төбесіне дейінгі 
қашықтықты табыңыздар. 

Шешуі: ABCD параллелограмм болғандықтан (1-сурет). 


 ODOCOBOA  2OD  табайық 


 OCOBOAOD  

2222222 2223 bRaRcRROD 


 немесе 22222 cbaROD   

Салдар: 2222 cRba   

Осыдан 2222 cRba   егер 0D  онда 0120C 30 BA  салдарда көрсетілген 
теңсіздіктен басқа да теңсіздіктер шығады:  

1. R
cba

2
sinsinsin




 болғандықтан ARa 222 sin4   

BRb 222 sin4  CRc 222 sin4  Осыдан CBA 222 sin
4

1
sinsin   

2. 
2

2cos1
sin 2 A

A


 ,      
2

2cos1
sin2 B

B


 ,      
2

2cos1
sin 2 C

C


       болғандықтан,  
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,
2

2cos1

4

1

2

2cos1

2

2cos1 CBA 






 CBA 2cos1

2

1
2cos12cos1 

2

3
2cos2cos2cos  CBA . Бұл қарастырылған есептің шартын басқа түрде келтірсе болады: 

АВС үшбұрышының қабырғаларының ұзындықтары мен сырттай сызылған шеңбердік радиусы R 
берілген. Шеңбердің центрі О нүктесіне АВ қабырғасы бойынша симметриялы О1 нүктесінен 
бойынша С төбесіне дейінгі қашықтықты О1С табыңыздар.  

Егер үшбұрыштың қабырғалары берілсе жəне сырттай сызылған шеңбердік радиусы R 
берілсе. Бұл мəселенің шешімі 2-суреттен көрініп тұрғандай, шындығында СО1 АВ кесіндісінің 

ортасы М нүктесі бойынша ОД-ға симметриялы. Онда ODCO 1  осыдан 


 OCOBOACO1  
 

 
 
2-есеп. 1111 DCBABCDA  – параллепипеді берілген.  

Келесі теңдіктің орындалатынын дəлелдеңіздер. 
2

1
222

1
2

1

2

1 AAADABADACABAC   

Шешімі: Жалпы айтқанда параллепипедтің əр бір төбесінде 7 кесінді түйіседі. Параллеле-
пипедтің диагоналы, 3 жақтарының диагоналдары, 3 қыры. Осыдан үшжақтарының диагонал-
дарының квадраттарынан үш қырының квадраттарын алып тастасақ ол параллепипедтің диагона-

лының квадратына тең болады. 


 cAAbADaAB 1  


 cAAbaACcbaAC 11  
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 caABcbAD 11 ,  демек 
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дəлелдеуіміз керек. Жақшаларды ашып жіберсек келесі тепе теңдікке келеміз: 











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

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
 



cacbbacbacba 222222
2

. Осымен байланысты бірнеше теңдікті 

келтірсе болады:  

1. 

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4.            
2

222222 





  dcbadbcbdacadcba  

Бұл төрт теңдіктер геометриялық тілде келесідей қасиеттерді сипаттайтынын көрсетеді: 
1. Параллелограммның диагоналдарының квадраттарының қосындысы оның барлық 

қабырғаларының квадраттарының қосындысына тең. 
2. Параллелограммның диагоналдарының квадраттарының айырымы оның қабырғаларының 

төрт еселенген көбейтіндісін олардың арасындағы бұрыштың косинусына көбейткендегіге тең 
болады. 

3. Үшбұрыштың кез келген нүктесінен олардың медианаларының қиылысу нүктесіне дейінгі 
ара қашықтық, осы нүктеден үшбұрыштың төбелеріне дейінгі ара-қашықтықтарының қосынды-
сының квадратының үштен бірінен үшбұрыштың қабырғаларының қосындысының квадратының 
тоғыздан бірін шегіріп тастағанға тең. 

4. Тетраэдрдің қарама-қарсы екі қырларының орталарын қосатын кесіндінің төрт еселенген 
квадраты қалған екі қосы қырларының квадраттарының қосындысынан осы қырларының қо-
сындысын алып тастағанға тең болады. 

3-есеп. Үшжақты бұрыштың үш жазық бұрыштары берілген. Осы үшжақты бұрыштың екі 
жақты бұрыштарын табыңыздар.  

 
 
Шешуі: Үш жақты бұрыштың қырларында О төбесінен бастап бірлік векторларды алайық 



 OClOBlOAl 321 ,,  ,,  


COABOC 


AOB  деп белгілейміз. Екі жақты бұрыш-

тарды CBA  ,,  деп алайық. 1B  жəне 1C  нүктелері B  жəне C  нүктелерінің ОА қырындағы 

проекциялары болсын. (3-сурет) онда CCCBBBBC 1111  . 
Осы теңдіктің екі жағын квадраттаймыз.  
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Сонда 


 CCBBCCCBBBBC 11
2

111
2

1
2 2  Себебі 0,0 111111 



CBCCCBBB ; Бірақ 

cos222 


BC ;  22
1

22
1 sin;sin  CCBB  



 ACCBBCCBB cossinsin1111  ; 

 coscos2coscos 22
2

11
2

11 





 



OBOCCB  

Осыдан 


 Acossinsin2coscos2coscossinsincos22 2222  , демек 


 Acossinsincoscoscos  . Осыдан 



sinsin

coscoscos
cos






A  бұл формула үшжақтар 

үшін ең маңызды формулалардың бірі болып табылады. Егер екі жазықтық перпендикуляр болса 

090


A  онда  coscoscos    
 

 
 
4-есеп. Екі өзара перпендикуляр айқас түзулер берілген p  жəне q  олардың векторлық 

теңдеулері :P  


 aOAOP  , :q  


 bOBOQ   мұндағы   мен   параметрлер R ,  ал 

1,1  ba  бірлік бағыттаушы векторлар. Бұл екі түзулердің ортақ перпединкуляры MN . 


MN  векторының 


ABba ,,  векторлары бойынша жіктелуін табыңыздар. 

Шешуі: 4-суреттен 


 aOAOM 1  


 BOBON 1  


 aBABMN 11   1  жəне 1  

табамыз. 


MN векторын скаляр түрде 


a  жəне 


b  векторларына көбейтеміз: 






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



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
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

ba  болғандықтан ,1
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 aAB



Q AM A 

O 

P 

N B 

b
 4-сурет 



b



Известия Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
164  

Осы формуланы пайдаланып 


MN  ұзындығын яғни екі айқас түзулердің арасындағы ара 

қашықтықты табуға болады. 
Осы тақырыпқа шығарылған есептердің мазмұнын талдау арқылы келесідей қорытындыға 

келеміз.  
Біріншіден, векторлардың жіктелуіне берілген есептерде ең маңыздысы, вектор-ды базистік 

векторлар бойынша жіктелуі. Осы жіктелудегі коэффиценттерін пайдаланып: 
1. Арақашықтықпен бұрыштарды табуға болады; 
2. Параллел кесінділердің қатынастарын табуға болады; 
3. Жеке нүктелердің жазықтықтағы жəне кеңістіктегі орналасуының параметрлерін анықтауға 

болады; 
4. Нүктелер жиынын сипаттауға болады. 
Векторлардың базистік векторларға жіктелуіндегі коэффиценттерді табу, координаталар 

жүйесін ендіріп векторлардың координаталарын табумен сыбайлас екенін көреміз. 
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