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NAS RK is pleased to announce that News of NAS RK. Series physico-mathematical journal 
has been accepted for indexing in the Emerging Sources Citation Index, a new edition of Web of 
Science. Content in this index is under consideration by Clarivate Analytics to be accepted in the 
Science Citation Index Expanded, the Social Sciences Citation Index, and the Arts & Humanities 
Citation  Index.  The  quality  and  depth  of  content  Web  of  Science  offers  to  researchers,  
authors, publishers, and institutions sets it apart from other research databases. The inclusion of 
News of NAS RK. Series of chemistry and technologies in the Emerging Sources Citation Index 
demonstrates our  dedication  to  providing  the  most  relevant  and  influential  content  of  chemical  
sciences  to  our community.

Қазақстан Республикасы Ұлттық ғылым академиясы «ҚР ҰҒА Хабарлары. Физика-
лық-математикалық  сериясы»  ғылыми  журналының  Web  of  Science-тің  жаңаланған  
нұсқасы Emerging   Sources   Citation   Index-me   индекстелуге   қабылданғанын   хабар-
лайды.   Бұл индекстелу барысында Clarivate Analytics компаниясы журналды одан әрі the 
Science Citation Index Expanded, the Social Sciences Citation Index және the Arts & Humanities 
Citation lndex-ке қабылдау  мәселесін  қарастыруда.  Webof  Science  зерттеушілер,  ав-
торлар,  баспашылар мен  мекемелерге  контент  тереңдігі  мен  сапасын  усынады.  ҚР  
ҰҒА  Хабарлары.  Химия және технология сериясы Emerging Sources Citation lndex-ке енуі 
біздің қоғамдастық үшін ең өзекті және беделді химиялық ғылымдар бойынша контентке 
адалдығымызды білдіреді.

HAH  PK  сообщает,  что  научный    журнал  «Известия    HAH  PK.  Серия  физико-ма-
тематическая»  был  принят  для  индексирования  в  Emerging  Sources  Citation  Index, 
обновленной  версии  Web  of  Science.  Содержание  в  этом  индексировании  находится  в 
стадии рассмотрения компанией Clarivate Analytics для дальнейшего принятия журнала в 
the Science Citation Index Expanded, the Social Sciences Citation Index и the Arts & Humanities 
Citation Index. Web of Science предлагает качество и глубину контента для исследова-
телей, авторов,  издателей  и  учреждений.  Включение  Известия  HAH  PK  в  Emerging  
Sources Citation   Index   демонстрирует   нашу   приверженность   к   наиболее   актуаль-
ному   и влиятельному контенту по химическим наукам для нашего сообщества.
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NAS RK is pleased to announce that News of NAS RK. Series of geology and technical sciences 
scientific journal has been accepted for indexing in the Emerging Sources Citation Index, a new 
edition of Web of Science. Content in this index is under consideration by Clarivate Analytics to be 
accepted in the Science Citation Index Expanded, the Social Sciences Citation Index, and the Arts 
& Humanities Citation Index. The quality and depth of content Web of Science offers to researchers, 
authors, publishers, and institutions sets it apart from other research  databases.  The  inclusion  of 
News  of  NAS  RK.  Series  of  geology  and  technical sciences in the Emerging Sources Citation 
Index demonstrates our dedication to providing the most relevant and influential content of geology 
and engineering sciences to our community.

Қазақстан Республикасы Ұлттық ғылым академиясы «ҚР ҰҒА Хабарлары. Геология және 
техникалық ғылымдар сериясы» ғылыми журналының Web of Science-тің жаңаланған 
нұсқасы Emerging Sources Citation Index-те индекстелуге қабылданғанын хабарлайды. Бұл 
индекстелу барысында Clarivate Analytics компаниясы журналды одан әрі the Science Citation 
Index Expanded, the Social Sciences Citation Index және the Arts & Humanities Citation Index-ке 
қабылдау мәселесін қарастыруда. Webof Science зерттеушілер, авторлар, баспашылар мен 
мекемелерге контент тереңдігі мен сапасын ұсынады. ҚР ҰҒА Хабарлары. Геология және 
техникалық ғылымдар сериясы Emerging Sources Citation Index-ке енуі біздің қоғамдастық 
үшін ең өзекті және беделді геология және техникалық ғылымдар бойынша контентке 
адалдығымызды білдіреді.

НАН РК сообщает, что научный журнал «Известия НАН РК. Серия геологии и технических 
наук» был принят для индексирования в Emerging Sources Citation Index, обновленной версии 
Web of Science. Содержание в этом индексировании находится в стадии рассмотрения 
компанией Clarivate Analytics для дальнейшего принятия журнала в the Science Citation Index 
Expanded, the Social Sciences Citation Index и the Arts & Humanities Citation Index. Web of 
Science предлагает качество   и  глубину   контента   для   исследователей,  авторов,  
издателей  и  учреждений. Включение Известия НАН РК. Серия геологии и технических 
наук в Emerging Sources Citation Index демонстрирует нашу приверженность к наиболее 
актуальному и влиятельному контенту по геологии и техническим наукам для нашего 
сообщества.
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Бас редактор:
МҰТАНОВ Ғалымқайыр Мұтанұлы, техника ғылымдарының докторы, профессор, ҚР ҰҒА 

академигі, ҚР БҒМ ҒК «Ақпараттық және есептеу технологиялары институты» бас директорының 
м.а. (Алматы, Қазақстан)  Н=5

Редакция алқасы:
ҚАЛИМОЛДАЕВ  Мақсат  Нұрәділұлы  (бас  редактордың  орынбасары),  физика-математика 

ғылымдарының  докторы,  профессор,  ҚР  ҰҒА  академигі,  ҚР  БҒМ  ҒК  «Ақпараттық  және  есептеу 
технологиялары институты» бас директорының кеңесшісі, зертхана меңгерушісі (Алматы, Қазақстан) 
Н=7

БАЙГУНЧЕКОВ Жұмаділ Жаңабайұлы (бас редактордың орынбасары), техника ғылымдары-
ның докторы, профессор, ҚР ҰҒА академигі, Кибернетика және ақпараттық технологиялар институты, 
Сатпаев  университетінің  Қолданбалы  механика  және  инженерлік  графика  кафедрасы,  (Алматы, 
Қазақстан) Н=3

ВОЙЧИК  Вальдемар,  техника  ғылымдарының  докторы  (физика),  Люблин  технологиялық 
университетінің профессоры (Люблин, Польша) H=23

БОШКАЕВ Қуантай Авғазыұлы, Ph.D. Теориялық және ядролық физика кафедрасының доценті, 
әл-Фараби  атындағы Қазақ ұлттық университеті (Алматы, Қазақстан) Н-10

QUEVEDO Hemando, профессор, Ядролық ғылымдар институты (Мехико, Мексика) Н=28
ЖҮСІПОВ Марат Абжанұлы,  физика-математика  ғылымдарының  докторы,  теориялық  және 

ядролық  физика  кафедрасының  профессоры,  әл-Фараби    атындағы  Қазақ  ұлттық  университеті 
(Алматы, Қазақстан) Н=7

КОВАЛЕВ Александр Михайлович, физика-математика ғылымдарының докторы, Украина ҰҒА 
академигі, Қолданбалы математика және механика институты (Донецк, Украина) Н=5

МИХАЛЕВИЧ  Александр  Александрович,  техника  ғылымдарының  докторы,  профессор, 
Беларусь ҰҒА академигі (Минск, Беларусь) Н=2

РАМАЗАНОВ Тілекқабыл Сәбитұлы, физика-математика ғылымдарының докторы, профессор, 
ҚР  ҰҒА  академигі,  әл-Фараби    атындағы  Қазақ  ұлттық  университетінің  ғылыми-инновациялық 
қызмет жөніндегі проректоры, (Алматы, Қазақстан) Н=26

ТАКИБАЕВ  Нұрғали  Жабағаұлы,  физика-математика  ғылымдарының  докторы,  профессор, 
ҚР ҰҒА академигі, әл-Фараби  атындағы Қазақ ұлттық университеті (Алматы, Қазақстан) Н=5

ТИГИНЯНУ Ион Михайлович, физика-математика ғылымдарының докторы, академик, Молдова 
ғылым Академиясының президенті, Молдова техникалық университеті (Кишинев, Молдова) Н=42

ХАРИН  Станислав  Николаевич,  физика-математика  ғылымдарының  докторы,  профессор, ҚР 
ҰҒА академигі, Қазақстан-Британ техникалық университеті (Алматы, Қазақстан) Н=10

ДАВЛЕТОВ  Асқар  Ербуланович, физика-математика  ғылымдарының  докторы,  профессор, 
әл-Фараби  атындағы Қазақ ұлттық университеті (Алматы, Қазақстан) Н=12

КАЛАНДРА  Пьетро,  Ph.D  (физика),  Наноқұрылымды  материалдарды  зерттеу  институтының 
профессоры (Рим, Италия) H=26
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© Қазақстан Республикасының Ұлттық ғылым академиясы, 2021

Типографияның мекен-жайы:  «Аруна» ЖК, Алматы қ., Мұратбаев көш., 75.
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КАЛИМОЛДАЕВ  Максат  Нурадилович, (заместитель  главного  редактора),  доктор  физико-
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ВОЙЧИК  Вальдемар, доктор  технических  наук  (физ.-мат.),  профессор  Люблинского 
технологического университета (Люблин, Польша) H=23 

БОШКАЕВ Куантай Авгазыевич, доктор Ph.D, преподаватель, доцент кафедры теоретической 
и ядерной физики, Казахский национальный университет им. аль-Фараби (Алматы, Казахстан) Н=10
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ЖУСУПОВ  Марат  Абжанович, доктор  физико-математических  наук,  профессор  кафедры 
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МИХАЛЕВИЧ  Александр  Александрович, доктор  технических  наук,  профессор,  академик 
НАН Беларуси (Минск, Беларусь) Н=2

РАМАЗАНОВ Тлеккабул Сабитович,  доктор физико-математических наук, профессор, академик 
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им. аль-Фараби (Алматы, Казахстан) Н=26

ТАКИБАЕВ Нургали Жабагаевич, доктор физико-математических наук, профессор, академик 
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Editor   in   chief:
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Mathematics,  Professor, Academician  of  NAS  RK, Advisor  to  the  General  Director  of  the  Institute  
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Nuclear Sciences (Mexico City, Mexico) Н=28

ZHUSSUPOV Marat Abzhanovich, Doctor in Physics and Mathematics, Professor of the Department of 
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К ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ НЕБЕСНОЙ МЕХАНИКИ 

Аннотация: данная работа посвящена обратнойзадаче небесной механики, исследование которой 

приобрело актуальность в связи с интенсивным освоением космического пространства и изучением 

гравитационных и других силовых полей планет Солнечной системы, других небесных тел и 

гравитирующих систем. Обратная задача небесной механики – это задача об определении потенциала, 

порождающего заданный набор, или семейство орбит.   

Широкую известность получило уравнение Себехея – линейное уравнение в частных производных 

первого порядка для потенциала автономной консервативной системы с двумя степенями свободы, 

порождающего заданное одно параметрическое семейство плоских орбит. Это уравнение дало импульс 

целой серии исследований в области небесной механики.  

Существует целая серия работ, посвященных обобщению уравнения Себехея и его различным 

аналогам. В ряде исследований были представлены свойства и интерпретации  уравнения Себехея с 

точки зрения аналитической механики, некоторые из которых обобщены в данной статье. 

Расширенный обзор проделан с целью подчеркнуть важность проведения дальнейших 

исследований обратной задачи небесной механики и ее применения для изучения актуальных проблем 

динамики различных гравитирующих систем.  

Ключевые слова:  Небесная механика – Обратная задача – уравнение Себехея. 

Введение. В небесной механике существует целая серия работ [2-7, 9-12, 15-18, 22-27], 

посвященных развитию обратной задачи небесной механики, сформулированной В. Себехеем [27], в 

ряде которых исследованы ее некоторые важные свойства и  интерпретации [10, 12, 17, 22,23,25], 

описанные кратко в [21], основные из них представлены здесь и дополнены кратким обзором новейших 

исследований.  

Материалы и методы. 

Рассмотрим консервативную динамическую систему, описываемую в системе координат Oxy

уравнениями 

xUx = ,   yUy =    ,           (1) 

где   ( )yxUU ,= – искомый потенциал, точка обозначает дифференцирование по времени, а нижние

индексы в правых частях уравнения  – дифференцирование частным образом по x и y

cсоответственно. 

В качестве базового возьмем линейное уравнение в частных производных первого порядка для 

искомого потенциала ( )yxUU ,= (уравнение Себехея) вида

( ) 0
2

2
22

22

=
+

+−
+++

yx

xyyyxxyyxx

yyxx
ff

fffffff
hUUfUf ,   (2) 

где h   – постоянная энергия, а однопараметрическое семейство плоских орбит задано уравнением 
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( ) uyxf =,   . (3) 

Решение  уравнения (2)эквивалентно решению системы двух обыкновенных дифференциальных 

уравнений 

( )hU

dU

f

dy

f

dx

yx +
−==

2
,   (4) 

где 

22

22 2

yx

xyyyxxyyxx

ff

fffffff

+

+−
= . 

Интеграл энергии имеет вид 

( )hUyx +=+ 222   .    (5)   

Методы анализа уравнения Себехея. С точки зрения векторного и тензорного анализа, уравнение 

(2) отражает простое свойство движения материальной точки, а именно: отсутствие составляющей

реакции связи по нормали к траектории движения [22]. Иначе говоря, если на кривую (3) смотреть как

на рельс, по которому должна двигаться частица, то уравнение (2) выражает собой нулевое давление

на него из-за уравновешивания гравитационных и центробежных сил. Это свойство можно записать

при помощи векторного уравнения

0
2

=+ FN



 ,  (6) 

где  – скорость точки,   – радиус кривизны траектории, F – вектор действующей на точку силы, 

а  N – единичный вектор нормали к траектории, направление которого определяет знак параметра 

 : если он направлен к центру кривизны, то 1= , а если от него, то 1−= . 

В итоге, уравнение (6) записано в виде 

( ) 02 =



+


















+

f

f
U

f

f
divhU ,            (7) 

а в случае прямоугольных координат x , y   уравнение (7) имеет вид уравнения (2). 

Результаты. В работе [23] показано, что уравнение Себехея эквивалентно уравнению Эйлера для 

вариационного принципа Мопертюи. Действительно, в задаче о движении частицы в пространстве под 

действием консервативных сил с потенциалом U имеет просто вариационное уравнение 

0=S , (8)    

где 

( ) += dlhUS 2 ,   (9) 

а l –длина дуги. Интегрирование (9) по всей области изменения постоянной энергии h  на плоскости 

дает 

( ) += dldhhU2 .     (10) 

Когда     
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dhdldh = , (11) 

то, 

( ) dhhU += 2 ,  (12) 

где d –элемент площади плоскости. 

Таким образом, принцип Мопертюи сведен к уравнению 

0=d .                 (13) 

Для вариации функции ( )
yx hhhyx ,,,, ,

( ) dxdy
hdy

d

hdx

d

h
hdxdyhhhyx

yx

yx 































−














−




=  ,,,, ,    (14) 

где 

hUh += .                  (15) 

Уравнение Эйлера (14) для функционала (12) имеет вид

( ) 02 =

















++






h

h
divhU

h

h
U  .  (16) 

Это уравнение выражает собой необходимое и доставочное условие движения частицы по 

некоторой плоскости траектории ( )f  
с энергией ( )h  

под действием консервативных сил с

потенциалом ( )U .

Для семейства траекторий 

( ) uf = ,   (17) 

где u  – параметр, в случае 

( ) ( )( ) hgf = (18) 

уравнение (16) приводится к виду [15] 

( ) 02 =

















++

f

f
divfhUfU , (19) 

где ( )2ff = , а  знак означает градиент по координатам. 

Уравнение (19)  в координатах x , y  имеет вид уравнения (2). В этой связи уравнение Себехея 

выражает собой необходимое и достаточное условие, которому должен удовлетворять искомый 

потенциал ( )yxUU ,= .

Исследована эквивалентность уравнения (2) формулам Дайнелли-Уиттекера в случае 

консервативного поля [10, 12].  

Если записать компоненты скорости как  через  (радиус кривизны семейства орбит (3)), 
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( ) yfyxx ,+=       (20) 

( ) xfyxy ,−=  , 

то формулы Дайнелли-Уиттекера принимают вид 

( ) ( )
yy

y

x

xy f
f

f
fx 2222

2

1

2

1
−=   ,                (21) 

( ) ( )
xx

x

y

yx f
f

f
fHy 2222

2

1

2

1
−=    . 

Интеграл энергии (3) запишется в виде 

( ) ( ) ( )uhffyxU yx −+= 222

2

1
,   , (22) 

а компоненты силового поля  (21) 

( ) ( ) yxuxxyyyx

y

x ffhffff
f

Ux 2
2

1 2222 −+−=      (23) 

( ) ( ) yxuxxyyyx

x

y ffhfffHf
f

Uy 2
2

1 2222 −+−=

В  уравнениях (23) величины xU и yU являются градиентом потенциала ( ),U U x y=  в том случае, 

когда 

( ) ( ) 022222 =−+ yxuxxyyyx ffhffff .     (24) 

В работе [10], исключив в уравнении (24) величину
2 при помощи интеграла энергии (22), 

получено уравнение (2). 

В терминах векторного поля  существует также нижеследующая интерпретация уравнения Себехея 

[23]. Если рассматриваемое изоэнергетическое семейство орбит (3) ортогонально к какой-либо 

поверхности, то уравнение (2) эквивалентно утверждению об отсутствии вихря поля скоростей, 

составляющему главный результат теоремы Якоби и определяемому уравнением  

        0=


rot    .        (25) 

Этот результат получен посредством ввода ортогональных векторов


 и 


, где 


лежит в 

плоскости xy , а вектор 


 ортогонален к этой плоскости,  а вектор скорости запишется в виде 

( )


hU += 2 ,   (26) 

тогда 

  ( )
( )hU

Ugrad
rothUrot

+


++=

2
2







,   (27) 

где 








=rot  , (28) 

то уравнение (27) принимает вид 
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( ) 0
1

2 =


++
gradf

gradfUgrad
hU




, (29) 

которое в координатах  x , y эквивалентно уравнению (2).

Обсуждение. Альтернативные подходы к решению обратной задачи. Для 

монопараметрического семейства орбит (3), порождаемых плоским потенциалом ( )yxU ,   введено

понятие  семейства граничных кривых (СГК)[7]. При этом все члены семейства орбит расположены в 

допустимой области плоскости xy , определяемой соответствующим СГК  с общей энергией ( )cEE =

, изменяющейся вдоль семейства. СГК также найдены для  двухпараметрического 

семейства орбит. Это подход расширен на неконсервативные автономные системы с двумя степенями 

свободы и получены формулы для компонент силового  поля ( )yxX , , ( )yxY , ,  создающие заданное

семейство (3), лежащих в заданной, открытой или закрытой области ( ) 0, yxB плоскости xy [8]. 

Используя метод ортогональных координат Жуковского, исследовано определение потенциалов, 

имеющих два семейства ортогональных траекторий [26] и доказано в совместимых случаях 

существование и единственность решения с точностью до постоянного фактора и введено понятие 

«изотермического» набора кривых. В качестве примера рассмотрен набор геометрически подобных 

конических кривых и ортогональных траекторий. 

Некоторые новые результаты в исследовании обратной задачи. Обратная задача динамики 

изучена для систем с нестационарным Лагранжианом [19]. Получено уравнение для нестационарного 

пространственно-симметричного потенциала, порождающего заданное семейство 

эволюционирующих во времени орбит. Изучена также задача восстановления нестационарного 

пространственно-симметричного регулярного потенциала гравитирующей системы по семейству 

эволюционирующих орбит, используемых в динамике стационарных звездных систем [20]. 

Исследована обратная задача небесной механики для прямолинейных орбит в Гамильтоновом 

силовом поле [1], а также рассмотрены однородные  потенциалыи ихсуперпозии, включая потенциал 

Энона - Хэйлса, который имеет важное значение при изучении моделей движения звезд в 

цилиндрически симметричном автономном потенциальном поле, в частности, методом сечения 

Пуанкаре [14]. 

Потенциал Энона-Хэйлса имеет вид 

        ( ) 







−++= 3222

3

2
2

2

1
, yyxyxyxU ,    (30) 

для которого, используя численные методы, получены фазовые траектории [14]. В этой связи 

представляется перспективным исследовать систему Энона - Хэйлса в рамках обратной задачи в одной 

из следующих работ. 

Заключение. Таким образом, в исследовании обратной  задачи небесной механикиотправной 

точкой стало уравнение Себехея (2), которое имеет ряд важных вышеприведенных свойств. При этом 

область применения обратной задачи небесной механики весьма разноообразна, в том числе при 

решении актуальных задач, связанных с необходимость восстановления нестационарного потенциала 

по заданному семейству эколюционирующих во времени орбит в различных динамических системах. 

Статья выполнена в рамках Проекта № AP09259383 «Эллиптические галактики: структура, 

динамика и источники гравитационных волн» Министерства образования и науки РК. 

Омарова Г.Т.*, Омарова Ж.Т. 

В.Г. Фесенков атындагы Астрофизика институты, Алматы, Қазақстан. 

Е-mail:  gulnara.omarova@gmail.com 

АСПАН МЕХАНИКАСЫНЫҢ КЕРІ ЕСЕБІ 

Аннотация: бұл жұмыс аспан механикасының кері мәселесіне арналған, оны зерттеу ғарыш 

кеңістігін қарқынды дамытуға және Күн жүйесінің планеталарының, басқа аспан денелерінің және 

гравитациялық жүйелердің гравитациялық және басқа да күш өрістерін зерттеуге байланысты өзекті 

mailto:gulnara.omarova@gmail.com
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болды. Аспан механикасының кері есебі – бұл берілген жиынтықты немесе орбиталар тобын құратын 

потенциалды анықтау міндеті. 

Себехели теңдеуі – екі дәрежелі еркіндік дәрежесі бар автономды консервативті жүйенің 

потенциалы үшін бірінші ретті жартылай туындылардағы сызықтық теңдеу, ол жазық орбиталардың 

берілген бір параметрлі отбасын тудырады. Бұл теңдеу аспан механикасы саласындағы бірқатар 

зерттеулердің тууына себеп болды. 

Себехели теңдеуін және оның әртүрлі аналогтарын жалпылауға арналған бірқатар жұмыстар бар. 

Көптеген зерттеулерде Аналитикалық механика тұрғысынан Себехели теңдеуінің қасиеттері мен 

түсіндірмелері ұсынылды, олардың кейбірі осы мақалада келтірілген. 

Аспан механикасының кері мәселесін әрі қарай зерттеудің және оны әртүрлі гравитациялық 

жүйелер динамикасының өзекті мәселелерін анықтауға қолданудың маңыздылығын атап өту үшін 

кеңейтілген шолу жасалды. 

Түйін сөздер: Аспан механикасы – Керi есеп – Себехей теңдеуі. 

Omarova G.T. *,  Omarova Zh.T. 

Fesenkov Astrophysical Institute, Almaty, Kazakhstan. 

Е-mail: gulnara.omarova@gmail.com 

TO THE INVERSE PROBLEM OF CELESTIAL MECHANICS 

Abstract: this work is devoted to the inverse problem of celestial mechanics, the study of which has become 

relevant in connection with the intensive exploration of outer space and the study of the gravitational and other 

force fields of the planets of the Solar system, other celestial bodies and gravitational systems. The inverse 

problem of celestial mechanics is the problem of determining the potential that generates a given set, or family 

of orbits. 

Szebehely equation is a first - order linear partial differential equation for the potential of an autonomous 

conservative system with two degrees of freedom that generates a given one-parameter family of plane orbits, 

is widely known. This equation gave rise to a whole series of studies in the field of celestial mechanics. 

There is a number of papers devoted to the generalization of the Szebehely equation and its various 

analogues. A number of studies have presented properties and interpretations of the Szebehely equation from 

the point of view of analytical mechanics, some of which are summarized in this article. 

The extended review is made in order to emphasize the importance of further research of the inverse 

problem of celestial mechanics and its application to the study of actual problems of the dynamics of various 

gravitational systems. 
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