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Abstract. The relevance of this work is driven by the increasing number of 
spacecraft and the increasing complexity of autonomous rendezvous, satellite 
servicing, and space debris avoidance. Existing classical approaches are often 
ineffective due to stringent engineering constraints requiring rapid solutions in 
real time. The goal of the study is to develop mathematical models and algorithms 
for synthesizing feasible maneuvers that ensure the achievement of specified end 
conditions, fuel economy, and strict adherence to dynamic thrust constraints, 
energy limits, and geometric attitude constraints. The study is based on classical 
celestial mechanics methods within the two-body problem. The spacecraft's state 
is described both in the inertial coordinate system (ECI) and in the local orbital 
reference frame (RTN). The methodology is based on the sequential application 
of three models: impulse, gradient, and low-thrust. As a result of the study, a set 
of mathematical models was developed that establish an analytical relationship 
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between the impact components in the RTN system and changes in the six 
Keplerian orbital elements. Optimal points of force application were determined 
to minimize side perturbations of orbital elements. A significant achievement was 
the formalization of maneuver admissibility conditions by describing a set of 
admissible controls. These conditions take into account constraints on the thrust 
magnitude and rate of change, mass consumption limits based on the Tsiolkovsky 
formula, and thrust vector orientation requirements. The study resulted in a 
comprehensive methodology that combines the theoretical foundations of ballistics 
with practical requirements for spacecraft design. The scientific novelty lies in the 
development of criteria that enable the transformation of theoretical calculations 
into a feasible flight plan, taking into account technical constraints. The practical 
significance of the study lies in the creation of a comprehensive methodology that 
combines the classical theory of celestial mechanics with real-world engineering 
requirements for spacecraft.
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Аннотация. Жұмыстың өзектілігі ғарыш аппараттары санының 
артуына және автономды жақындасу, спутниктерге қызмет көрсету және 
ғарыш қоқыстарынан жалтару міндеттерінің күрделілігіне байланысты. 
Қолданыстағы классикалық тәсілдер көбінесе нақты уақыттағы жедел 
шешімді қажет ететін қатаң инженерлік шектеулерге байланысты тиімсіз 
болып шығады. Зерттеудің мақсаты-берілген соңғы шарттарға қол жеткізуді, 
отын үнемдеуді және динамикалық тарту шектеулерін, энергия шектеулерін 
және бағдарлау геометриялық шектеулерін қатаң сақтауды қамтамасыз 
ететін рұқсат етілген маневрлерді синтездеудің математикалық модельдері 
мен алгоритмдерін әзірлеу. Ғарыш аппаратының күйі ECI инерциялық 
координаттар жүйесінде де, жергілікті орбиталық RTN жүйесінде де 
сипатталады. Әдістеме үш модельді дәйекті қолдануға негізделген: 
импульстік, градиенттік және төмен тарту. Жұмыс нәтижесінде RTN 
жүйесіндегі әсер ету компоненттері мен орбитаның алты Кеплер элементінің 
өзгерістері арасында аналитикалық байланыс орнататын математикалық 
модельдер кешені жасалды. Орбита элементтерінің жанама бұзылыстарын 
азайту үшін күш қолданудың оңтайлы нүктелері анықталды. Маңызды 
жетістік көптеген рұқсат етілген басқаруларды сипаттау арқылы маневрлердің 
рұқсат етілу шарттарын ресімдеу болды. Мұндай шарттар модуль 
бойынша шектеулерді және тартудың өзгеру жылдамдығын, Циолковский 
формуласына негізделген масса ағынының лимиттерін, сондай-ақ тарту 
векторының бағытына қойылатын талаптарды ескереді. Зерттеудің нәтижесі 
баллистиканың теориялық негіздерін ғарыш аппараттарының дизайнына 
практикалық талаптармен біріктіретін кешенді әдістеме болды. Ғылыми 
жаңалық-техникалық шектеулерді ескере отырып, теориялық есептеуді іске 
асырылатын ұшу жоспарына айналдыруға мүмкіндік беретін критерийлерді 
әзірлеу. Зерттеудің практикалық маңыздылығы аспан механикасының 
классикалық теориясын ғарыш аппараттарына қойылатын нақты инженерлік 
талаптармен біріктіретін кешенді әдістемені құру болып табылады.

Түйін сөздер: орбиталық маневрлер, импульстік маневр, градиент маневрі, 
төмен тарту маневрі, Кеплер элементтері, жарамды маневр, деорбитация, 
орбита
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Аннотация. Актуальность работы обусловлена увеличением количества 
космических аппаратов и возрастающей сложностью задач автономного 
сближения, обслуживания спутников и уклонения от космического мусора. 
Существующие классические подходы часто оказываются недостаточно эф-
фективными из-за жестких инженерных ограничений, требующих оператив-
ного решения в реальном времени. Целью исследования является разработка 
математических моделей и алгоритмов синтеза допустимых маневров, обе-
спечивающих достижение заданных конечных условий, экономию топлива 
и строгое соблюдение динамических ограничений по тяге, энергетических 
лимитов и геометрических ограничений на ориентацию. В основу исследо-
вания положены методы классической небесной механики в рамках задачи 
двух тел. Состояние космического аппарата описывается как в инерциаль-
ной системе координат ECI, так и в локальной орбитальной системе RTN. 
Методология базируется на последовательном применении трех моделей: 
импульсной, градиентной и низкотяговой. В результате работы разработан 
комплекс математических моделей, устанавливающих аналитическую связь 
между компонентами воздействия в системе RTN и изменениями шести ке-
плеровых элементов орбиты. Определены оптимальные точки приложения 
силы для минимизации побочных возмущений элементов орбиты. Важным 
достижением стала формализация условий допустимости маневров посред-
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ством описания множества допустимых управлений. Такие условия учиты-
вают ограничения по модулю и скорости изменения тяги, лимиты расхода 
массы на основе формулы Циолковского, а также требования для ориентации 
вектора тяги. Итогом исследования стала комплексная методология, объеди-
няющая теоретические основы баллистики с практическими требованиями 
к конструкции космических аппаратов. Научная новизна заключается в раз-
работке критериев, позволяющих преобразовать теоретический расчет в реа-
лизуемый полетный план с учетом технических ограничений. Практическая 
значимость исследования заключается в создании комплексной методологии, 
которая объединяет классическую теорию небесной механики с реальными 
инженерными требованиями к космическим аппаратам.

Ключевые слова: орбитальные маневры, импульсный маневр, градиент-
ный маневр, низкотяговый маневр, кеплеровы элементы, допустимый ма-
невр, деорбитация, орбита 

Введение. Актуальность исследований орбитальных маневров связана с 
ростом числа космических аппаратов (КА) и усложнением задач на орбите, 
включая автономное сближение и стыковку, обслуживание КА и уклонение 
от космического мусора. Поэтому переход от традиционного планирования 
маневров к точным алгоритмам управления движением КА в реальном вре-
мени становится особенно важным. Это связано с тем, что при выполнении 
маневров необходимо учитывать ограничения по тяге, запасу энергии и ори-
ентации бортовой аппаратуры, что требует разработки новых математиче-
ских моделей и критериев допустимости маневров.

Литературный обзор. Современное моделирование орбитальных манев-
ров КА включает в себя разнообразные методы: от классических аналитиче-
ских приближений до сложных алгоритмов наведения, работающих в режи-
ме реального времени. В работе (Baranova et al., 2025) приведены результаты 
исследований параметров копланарного сближения на околокруговых орби-
тах, где показано, что применение трехэтапного алгоритма (аналитический 
расчет импульсов, их распределение и оптимизация) позволяет минимизиро-
вать суммарную характеристическую скорость при использовании двигате-
лей малой тяги. Для задач формирования группового полета в работе (Wang 
et al., 2025) предложен аналитический закон наведения на базе концепции 
«искусственной гравитации», обеспечивающий синтез устойчивых траек-
торий облета в форме пространственных эллипсов. В исследовании (Fan et 
al., 2024) продемонстрирована эффективность применения параметризации 
кривыми Безье для быстрой генерации траекторий межпланетных перелетов 
с учетом динамических ограничений тяги. В свою очередь, в работе (Sanchez 
et al., 2020) показано, что использование теории дифференциальной плот-
ности и B-сплайнов позволяет трансформировать дифференциальные урав-
нения связанного движения в эквивалентную алгебраическую форму, суще-
ственно упрощая процесс планирования.
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Отдельным важным направлением является учет совокупности динами-
ческих и геометрических ограничений при реализации маневров. В работе 
(Sumarokov et al., 2019) представлен алгоритм BVLS (Bounded Variables Least 
Squares) для оптимизации конфигурации включения 30 двигателей прича-
ливания и ориентации, обеспечивающий точность стабилизации в услови-
ях жестких ограничений в каждом такте управления. Вопросы соблюдения 
«запретных конусов» (keep-out zones) для защиты оптических датчиков от 
засветки рассмотрены в работах (Celani et al., 2021; Ailabouni, et al., 2023), 
где доказано, что использование функций Слепиана и геометрических мето-
дов оптимизации на многообразиях позволяет гарантировать безопасность 
наведения приборов на яркие небесные тела. Проблема исключения загряз-
нения чувствительных поверхностей выхлопом двигателей успешно решена 
в исследовании (Kazi et al., 2025) с помощью смешанно-целочисленного ли-
нейного программирования. Для обеспечения мягкой стыковки в работе (Di 
Cairano et al., 2012) формализованы условия предиктивного управления на 
вращающихся платформах, учитывающие предельные значения относитель-
ных скоростей и ограничения.

Однако остаются нерешенными вопросы, связанные с обеспечением га-
рантированной вычислительной устойчивости и безопасности в условиях 
высокой неопределенности параметров и сложной конфигурации препят-
ствий. В работе (Fiori et al., 2024) отмечается, что классические методы на 
базе искусственных потенциальных полей склонны к попаданию в локаль-
ные минимумы, что требует разработки дополнительных алгоритмов сгла-
живания траекторий. Причиной этого могут быть высокая чувствительность 
методов оценки вероятности столкновений к ошибкам навигационных дан-
ных (Pavanello et al., 2025) и ограниченность допущений о линейности дина-
мики, используемых в концепции инвариантных множеств для обхода пре-
пятствий (Frey et al., 2018). Высокая вычислительная стоимость нелинейных 
моделей связанного движения также ограничивает их применение в борто-
вых системах реального времени.

Все это позволяет утверждать, что целесообразным является проведение 
исследования, посвященного разработке математических моделей и алгорит-
мов синтеза допустимых маневров КА, которые обеспечивали бы выполне-
ние терминальных условий и экономию топлива при строгом соблюдении 
совокупности динамических ограничений тяги, энергетических лимитов и 
геометрических запретов на ориентацию в режиме реального времени.

Целью исследования является разработка моделей допустимых маневров 
КА с учетом комплекса ограничений по тяге, ориентации и расходу топлива 
для повышения автономности, и безопасности навигационных операций в 
сложных динамических условиях.

Методы исследования. В данном исследовании качестве теоретической 
основы данного исследования используются методы классической небесной 
механики. Базовое движение КА рассматривается в рамках задачи двух тел. 
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Для математического описания состояния системы применяется инерциаль-
ная система координат ECI (Earth Centered Inertial), а для физической интер-
претации и задания параметров маневрирования – локальная орбитальная 
система координат RTN (Radial, Transverse, Normal). Состояние КА в каждый 
момент времени определяется как векторами положения и скорости, так и 
набором из шести классических кеплеровых элементов, что обеспечивает на-
глядное отслеживание изменений формы и ориентации орбиты.

Методология получения результатов основана на последовательном 
применении трех математических моделей маневрирования. Во-первых, 
импульсная модель идеализирует мгновенное изменение скорости, 
что полезно для предварительного баллистического анализа и оценки 
бюджета ΔV. Во-вторых, градиентная модель описывает маневры конечной 
длительности, учитывая реальные профили тяги (ступенчатые, линейные или 
сглаженные), изменение массы КА и движение по орбите непосредственно 
во время работы двигателя. В-третьих, низкотяговая модель предназначена 
для моделирования длительных воздействий, когда тяга активна в течение 
часов или суток, что требует непрерывного контроля программы управления 
вектором тяги.

Результаты. Положение КА описывается радиус-вектором r(t), а скорость 
– вектором v(t). Эти векторы задаются в ECI, то есть в системе, которая 
«не вращается» вместе с Землей и удобна для записи уравнений движения 
(Ivanov et al., 2016; Curtis et al., 2020).

Вектор состояния КА в каждый момент времени определяется следующим 
образом:

					     (1)

Если временно игнорировать тягу и возмущения (атмосферу, J2, Солнце, 
Луну и т.д.), то движение описывается задачей двух тел:

,    ,					    (2)

где μ – гравитационный параметр центрального тела (Земли), r=∥r∥. Это 
«фон», на который накладывается маневр.

Здесь именно маневр создает добавочное ускорение или мгновенное 
изменение скорости. Когда мы говорим «дать импульс вдоль скорости» или 
«дать импульс в сторону нормали к плоскости орбиты», в инерциальных 
осях это неудобно, потому что направления постоянно меняются. Поэтому 
в орбитальной механике вводят локальную систему координат, связанную с 
текущей орбитой в данной точке. Здесь используется орбитальная система 
RTN:

Эта система определяется через векторы r и v:
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- единичный радиальный вектор:

 ,						      (3)

- вектор орбитального момента:

 ,     , 				    (4)

Направление  показывает куда направлена нормаль к плоскости 
мгновенной орбиты.

Касательное направление определяется так, чтобы получилась правая 
тройка:

,					     (5)

Смысл RTN простой: в любой точке орбиты мы можем разложить любое 
воздействие (например, импульс) на три физически понятные компоненты: 
радиальную, касательную и нормальную. Именно в этой системе будем 
задавать компоненты маневра.

Теперь рассмотрим три типа моделей маневров: 
- импульсный; 
- градиентный;
- низкотяговый. 
Первый и самый распространенный тип модели – импульсная. Здесь 

предполагается, что воздействие тяги происходит настолько быстро, что за 
время включения положение r практически не меняется, а изменяется только 
скорость. Тогда маневр в момент t0​ записывается как скачок:

,    ,				   (6)

где символы «–» и «+» означают значения до и после импульса. Следующий 
шаг – задать Δv не случайным образом, а через компоненты в RTN. Поэтому 
импульс Δv выразим в таком виде:

Δv = ΔVr +ΔVt + ΔVN ,			   (7)

где ΔVr – радиальная компонента импульса (вдоль ), ΔVt – тангенциальная 
(касательная) компонента импульса (вдоль ), ΔVN – нормальная компонента 
импульса (вдоль ). Именно эти три компоненты ΔVr, ΔVt, ΔVN в дальнейшем 
являются «управляющими параметрами» импульсного маневра. 

Чтобы формализовать изменение орбиты после маневра, будем 
использовать классические кеплеровы элементы: a, e, i, Ω, ω, f. Здесь a – 
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большая полуось, e – эксцентриситет орбиты, i – наклонение, Ω – прямое 
восхождение (иногда долгота) восходящего узла, ω – аргумент перицентра, 
f – истинная аномалия. После маневра эти величины изменятся на величину: 
Δa, Δe, Δi, ΔΩ, Δω, Δf. 

Влияние импульсов на орбиту определяются следующим образом. 
Тангенциальный импульс ΔVt в первую очередь влияет на скорость, а значит 
и на большую полуось. Поэтому именно ΔVt рассматривается как основной 
инструмент для изменения большой полуоси. Нормальный импульс ΔVN 
поднимает или опускает плоскость орбиты к плоскости экватора, поэтому он 
отвечает за изменение наклонения i и долготы узла Ω.

  При этом необходимо отметить, что орбитальные элементы связаны 
между собой не линейно. Поэтому, даже если целимся только в один элемент, 
неизбежно может измениться другой. В частности: Δa определяется только 
ΔVt, Δi и ΔΩ определяются только ΔVN. Однако импульсы в целом меняют 
и e, и ω, т.е. возникают перекрестные изменения формы и ориентации 
эллипса. Эта оговорка принципиальна для вопроса допустимых маневров: 
когда мы вводим ограничения вида |Δe |≤ Δemax или |Δω|≤ Δωmax, их нельзя 
игнорировать, даже если главная цель маневра изменение a или i. 

Итак, в импульсной модели маневр задается вектором Δv, обычно через 
ΔVr, ΔVt, ΔVN в RTN. 

В градиентной модели (маневр конечной длительности с профилем тяги) 
маневр задается уже не одним скачком, а функциями тяги T(t) и направлением 
u(t) на интервале времени. Но и там конечный эффект часто оценивают как 
эквивалентный Δv. 

В низкотяговой модели математическая форма та же, что и у конечной 
длительности, но характерный интервал времени существенно больше, 
и ограничения по ориентации и тяге действуют во времени, а не в одну 
точку.  Все эти случаи используют одни и те же базовые определения: вектор 
состояния, RTN-разложение и набор элементов орбиты с их приращениями.   

Импульсные маневры. Импульсный маневр – это удобная и очень 
распространенная идеализация, когда воздействие двигательной установки 
считается настолько коротким, что за время включения положение КА 
практически не меняется, а изменится только скорость. Такая модель особенно 
полезна в задачах баллистического анализа, планирования коррекций, оценок 
ΔV-бюджета и в алгоритмах обнаружения маневров по орбитальным данным: 
мы видим скачок параметров орбиты и интерпретируем его как импульс Δv. 

Рассмотрим математическую модель импульса. В момент t0 импульсный 
маневр записывается в виде выражения (6), а импульс Δv выразим в виде (7). 
Далее рассмотрим влияние маневров на элементы орбиты. В таблице 1 даны 
выражения для определения изменений элементов орбиты под действием 
различных импульсов (Ivanov et al., 2016; Curtis et al., 2020; Gurfil et al., 2006, 
Montenbruck et al.,2010). 
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Таблица 1— Изменения элементов орбиты в результате маневров 
Вид импульса Изменение элементов орбиты

Тангенциальный
               

     

        
 

Нормальный
 

                 

 

 
Радиальный

            

    

Здесь изменения угловых величин даны в радианах; ∆et, ∆er – 
изменения эксцентриситета под действием тангенциального и радиального 
импульсов, ∆ωt, ∆ωN, ∆ωr – изменения аргумента перицентра под действием 
тангенциального, нормального и радиального импульсов. Как видно из 
этой сводки формул изменение большой полуоси ∆a происходит только 
под действием тангенциального импульса ∆Vt, изменения наклонения 
∆i и долготы восходящего узла ∆Ω происходят только под действием 
нормального импульса ∆VN. Но подача этих импульсов приведет к изменению 
и эксцентриситета (е), и аргумента перицентра (ω). 

 	 Следующим важным вопросом при выполнении маневров является 
выбор точки приложения импульсов. 

	 Рассмотрим выбор точки приложения тангенциальных импульсов 
∆Vt. Данный импульс выполняется для коррекции большой полуоси. Для 
изменения этого параметра наиболее эффективно действовать вдоль скорости. 
На практике используют схему из двух тангенциальных импульсов. ∆Vt 
разбивается на две части пополам, т.е. ∆Vt1=∆Vt2=∆Vt/2.  В точке перигея (f=0) 
подается первая часть импульса ∆Vt1. В точке апогея (f=180 градусов) подается 
вторая часть импульса ∆Vt2. Это делается для того, чтобы предотвратить 
увеличение эксцентриситета в результате первого импульса. 

	 Рассмотрим выбор точки приложения нормальных импульсов ∆VN.    
Для коррекции наклонения ∆i эффективным будет точка с cosu=1, т.е. при 
u=0 или cosu=-1, т.е. при u=180°. В этих точках sinu=0, соответственно 
изменение =0, т.е. мы избежим изменения долготы восходящего узла . А 
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для эффективного изменения этого элемента необходимо подать нормальный 
импульс в точках, где sinu=1 или sinu=-1, т.е. в точках u=90° или u=270°. 

Рассмотрим выбор точки приложения радиальных импульсов ∆Vr. Ради-
альный импульс на практике используется не часто. Его можно использовать 
для изменения эксцентриситета (e) и аргумента перицентра (ω). Как видно 
из вышеуказанных формул, этот импульс целесообразно применить вблизи 
точки f=90°.  

Градиентные маневры. Между идеализацией «мгновенного» импуль-
са и длительным низкотяговым управлением есть промежуточный класс – 
включения конечной длительности, когда тяга действует заметное время, но 
все еще речь идет о коротком маневре (минуты, десятки минут), а не о мно-
госуточной низкотяговой спирали. Здесь под термином «градиентные мае-
неевры» будем понимать именно такие включения конечной длительности с 
заданным профилем тяги T(t), в том числе линейным, то есть «нарастающим/
спадающим» - отсюда и слово «градиентный» в инженерном смысле (Cho-
botov, et al.,2009). 

Данный класс маневров выделяется отдельно, поскольку в реальных 
двигательных установках их реализация связана с рядом ограничений:

- тяга не всегда включается ступенькой и мгновенно;
- направление тяги может меняться в процессе наведения;
- за время включения КА успевает пройти заметный участок орбиты;
- масса меняется, а значит меняется и ускорение ;
- возникает отличие между идеальным Δv и тем, что реально получается в 

инерциальном пространстве.
В импульсной модели говорили, что скорость скачком меняется на Δv. Это 

удобно, но подразумевает, что все произошло в одной точке орбиты. 
В градиентной модели говорим иначе: в течение времени [t0, t0+τ] 

двигатель создает силу тяги T(t), а значит – ускорение aT(t). Поэтому уже 
нельзя честно писать r+ = r–: положение и ориентация орбитальных осей 
успевают измениться. То есть маневр теперь – это не одно число Δv, а 
процесс, задаваемый функциями: модуль тяги T(t) = ∥T(t)∥, направление тяги 
u(t) (единичный вектор), длительность τ, и, при необходимости, законом 
изменения тяги (ступенька, линейный градиент, сглаживание). 

Теперь рассмотрим уравнение движения для этой модели. Запишем 
уравнение движения в модели ECI. Тогда: 

,						      (8)

,				    (9)

,					     (10)
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где u(t) – единичный вектор направления тяги, m(t) – текущая масса КА.
Если требуется учитывать расход топлива, используется стандартная 

модель:

 ,						      (11)

где  – удельный импульс,  – стандартное ускорение свободного 
падения. Эта связка прямо отражает идею ∆V-бюджета и зависимости 
маневренности от топлива. 

На практике встречаются следующие типовые варианты профиль тяги. 
1.	 Ступенчатое включение:

,					     (12)

Здесь тяга постоянная, а направление чаще всего зафиксировано. 
2.	 Линейный (градиентный) разгон (или спад):

,			   (13)

где k – темп нарастания/убывания тяги. Этот случай хорошо соответствует 
смыслу слова «градиентный»: тяга меняется по градиенту (линейно), а не 
скачком.     

3.	 Сглаженнный профиль. Это когда профиль T(t) задается по определен-
ной закономерности. Конкретная формула выбирается по требованиям дви-
гательной установки и системы управления ориентацией.

Хотя маневр является процессом конечной длительности, почти всегда 
удобно оценивать его результат в виде эквивалентного прироста скорости. 
Векторно это записывается так:

  . 		  (14)

Низкотяговые маневры. Низкотяговым называют маневры, при которых 
ускорение от тяги мало по сравнению с гравитационным ускорением, но тяга 
действует долго – часы, сутки, недели и даже месяцы. По форме уравнений 
это тот же «маневр конечной длительности», что и в предыдущем подразделе, 
однако, по сути, это уже другой режим полета: орбита меняется не скачком и 
не коротким включением, а постепенно, за счет накопления малого ускорения 
на большом интервале времени.

Именно поэтому в перечне «импульсные – градиентные – низкотяговые» 
это тип маневра стоит отдельным классом: он требует иной логики плани-
рования, и ограничения по ориентации начинают играть решающую роль, 
потому что их надо выдерживать непрерывно или почти непрерывно. 
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В инженерном смысле термин «низкая тяга» не только означает маленькую 
тягу, но и дает следующие последствия. 

1.	 Ускорение тяги мало, поэтому за небольшой промежуток времени 
изменение скорости невелико:

				    (15)

и если τ мал, то Δv тоже мал. Поэтому низкотяговый маневр всегда требует 
времени, результат достигается накоплением эффекта за длительное время.

2.	 Орбита меняется непрерывно, часто по спиральному или 
квазиспиральному типу (например, при подъеме/спуске по высоте), а не по 
схеме двух импульсов как у Хоманна.

3.	 Модель допустимости становится динамической, т.е. недостаточно 
давать импульс ΔV, но и нужно гарантировать, что КА способен создавать 
тягу нужной величины, держать разрешенное направление тяги, и делать это 
длительное время, не нарушая ориентационных ограничений.

Теперь рассмотрим математическую модель низкотяговых маневров. Здесь 
уравнения те же, но смысл другой. С точки зрения математики уравнения 
движения такие же, как и для градиентного маневра конечной длительности 
(Vallado, et al.,2013; Hu, et al.,2015):

,						      (16)

,				    (17)  

,					     (18)

 
Но отличие в том, что:
- интервал управления [t0,t1] становится длинным;
- u(t) может целенаправленно меняться на протяжении маневра;
- часто нельзя пренебрегать ни изменением массы, ни поворотом 

локальных орбитальных осей, ни накоплением ошибок.
И если в импульсном случае маневр можно описывать одним вектором 

Δv, то в случае низкотяговых маневров более корректно говорить: маневр 
задается как программа управления (T(t), u(t)) на всем интервале.

Формально мы все еще можем записать эквивалентный прирост скорости:

				    (19)
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Однако важно понимать: при длительном управлении это выражение уже 
не является простой оценкой, по нескольким причинам: направление u(t) 
выбирается по цели маневра и ограничениям; вектор u(t) может задаваться 
относительно корпуса, а корпус ориентируется относительно орбиты, 
которая сама меняется; масса существенно убывает, ускорение растет, и т.д. 
В итоге, в этихt задачах обычно интересует не просто ΔV, а достижимость 
целевого перехода при заданных ограничениях: возможно ли, имея Tmax, Isp, 
ограничения ориентации, перевести КА из одной орбиты в другую.

Чтобы класс низкотяговых маневров не выглядел абстрактно, полезно 
перечислить типовые цели, которые дальше лягут на формулы допустимости:

- подъем или спуск орбиты по высоте (например, увеличение a или высоты 
круговой орбиты);

- изменение наклонения i и плоскости орбиты;
- фазирование, или изменение положения по орбите;
- комбинированные переводы (при необходимости одновременного 

изменения и размера орбиты, и ее плоскости. В импульсной баллистике это 
иногда делают «комбинированным» импульсом, а в низкотяговых маневрах 
– программой управления с меняющимся направлением тяги).

Теперь рассмотрим вопрос допустимости низкотяговых маневров во 
времени. Самое важное для нашей задачи состоит в следующем:

- для импульса достаточно проверить: можем ли мы реализовать Δv 
нужной величины и направления (и в нужной точке орбиты);

- для градиентного маневра уже нужно проверять ограничения на 
интервале включения [t0, t0+τ];

- для низкотяговых маневров это становится еще строже: ограничения 
должны выполняться на длинном интервале [t0, t1], возможно с сотнями, или 
даже тысячами шагов дискретизации.

То есть допустимый низкотяговый маневр – это не один вектор Δv, а класс 
программ управления (T(t), u(t)), которые удовлетворяют ограничениям:

0 ≤ T(t) ≤ Tmax,					     (20)

u(t) допускается ориентацией КА (конус, запреты, скорость разворота),

m(t) ≥ mmin,						      (21)

и, если нужно, ограничения по скорости изменения тяги и по скорости 
поворота.

Также необходимо рассмотреть формулы допустимых маневров с учетом 
ограничений по тяге и ориентации.

Смысл термина «допустимый маневр» в инженерной постановке такой: 
маневр считается допустимым, если существует реальное управление 
двигателем и ориентацией, которое не:
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- превышает возможностей двигательной установки (тяга/мощность/
скорость изменения тяги);

- нарушает ограничений по ориентации КА (куда можно направлять тягу 
и как быстро можно разворачиваться);

- нарушает топливные ограничения и при этом создает требуемый эффект 
(в импульсной модели – нужный Δv; в более общей – нужный переход орбиты 
или заданные приращения элементов).

Далее необходимо задать ограничения математически, затем ввести 
множество допустимых управлений U, а после этого получим формулы 
множества допустимых маневров (по сути – множества достижимых Δv или 
достижимых приращений элементов) для каждого из трех классов (Vallado, 
et al.,2013; Hu, et al.,2015).

Ограничение по тяге. Начнем с самого базового: двигательная установка 
не может выдавать тягу больше некоторого максимума. Поэтому для всех 
неимпульсных моделей (конечной длительности и низкой тяги) мы вводим 
ограничение:

,				     	         	 (22)

Если двигательная установка или система питания не позволяет мгновенно 
менять тягу, добавляют ограничение на скорость изменения тяги:

 
 ≤ ,						      (23)

Ограничение по топливу и ΔV-бюджет. Даже если тяга по модулю 
допустима, маневр может быть невозможен из-за недостатка топлива. В 
классической форме это выражается через связь тяги, расхода массы и 
удельного импульса:

,			      		              (24)

Интегрально это дает ограничение на достижимую суммарную скорость 
изменения («ΔV-бюджет»), которое обычно записывают через формулу:

,					     (25)

где m0 – масса до маневров, mf – масса после, mf ≥ mmin. Смысл  в том, 
что – это максимально доступный запас изменения скорости (ΔV-budget), 
который КА может получить за счет имеющегося топлива. Такая связка как 
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раз и используется для контроля ΔV-бюджета и допустимости маневра по 
топливу. 

Важно подчеркнуть: это ограничение работает вне зависимости от того, 
импульсный маневр или низкотяговый. Разница лишь в том, что в импульсной 
модели мы обычно задаем Δv как итоговый вектор, а в конечной длительности 
(низкотяговый) Δv получается интегралом ускорения. Но ограничение по 
топливу одинаково ограничивает достижимый эффект.

Ограничение по ориентации. Следующим ключевым моментом является 
ограничение по ориентации. В реальном КА вектор тяги не может быть 
направлен куда угодно: он связан с геометрией двигателя и ориентацией КА.

Введем обозначения:
- b(t) – единичный вектор разрешенной оси в системе координат корпуса 

(например, продольная ось сопла или ось, вдоль которой должна быть 
направлена тяга);

- u(t) – единичный вектор направления тяги в инерциальной системе, то 
есть

 ,    =1,				    (26)

Если двигатель можно отклонять, то u(t) может отличаться от b(t), но в 
пределах допустимого угла. Наиболее универсальная математическая запись 
такого ограничения – конус:

,		                                         (27)

где – максимально допустимое отклонение направления тяги от оси 
b(t). Это неравенство означает, что угол между u(t) и b(t) не должен превышать 
θmax. То есть возможные направления тяги образуют конус вокруг оси b(t).

Множество допустимых управлений U. Теперь мы можем собрать все 
вместе и формально определить, что такое допустимое управление. 

Будем считать, что управление– это пара функций (T(t), u(t)) на заданном 
интервале времени. Тогда множество допустимых управлений:

=

,	 (28)

и при необходимости добавляются ограничения:

, , ,			   (29)
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Допустимые импульсные маневры. В импульсной модели маневр задается 
вектором Δv (или компонентами ΔVr, ΔVt, ΔVN). 

а) Ограничение по ориентации для импульса. Направление импульса Δv 
должно быть достижимо ориентацией КА в момент маневра. В терминах 
конуса это записывается так же, как и для непрерывной тяги:

,				        		  (30)

То есть направление импульса должно лежать внутри допустимого конуса 
вокруг оси b в момент t0.

б) Ограничение по тяге для импульса через эквивалентную длительность. 
Импульсная модель сама по себе не содержит Tmax, поэтому вводят физически 
осмысленную связь: любой реальный импульс есть результат конечного 
включения длительностью τ. Тогда:

,						      (31)
 

Если мы хотим получить простую верхнюю оценку, можно записать:

   (если m » const),			   (32)

Эта оценка задает верхний физический предел: при данной массе и макси
мальной тяге невозможно получить импульс больше, чем Tmaxτ/m за время τ.

Итак, множество допустимых импульсных маневров можно сформули
ровать следующим образом:

,			  (33)

где . Как было сказано выше, – это мак
симально доступный запас изменения скорости (ΔV-budget), который КА 
может получить за счет имеющегося топлива. 

Допустимые градиентные маневры. Здесь маневр – это управление (T(t), 
u(t)) на интервале [t0, t0+τ] с заданным профилем тяги (ступенька, линейный и 
т.д.). Результат маневра выражается через интеграл:



245

ISSN 1991-346X                                                                                            2. 2026

 					     (34)

Маневр допустим, если существует управление (T,u) ∈ U на этом интервале. 
Тогда множество допустимых градиентных маневров:

				  
							       (35)

Если профиль T(t) считается заданным (например, линейный градиент), 
то ограничение 0≤T(t)≤Tmax превращается в проверку параметров профиля 
(чтобы нигде не превысить Tmax) и, при наличии,  (чтобы градиент 
не был слишком крутым).

Важное отличие от импульса в том, что ориентационное ограничение 
u(t)⋅b(t)≥cosθmax должно выполняться для всех t ∈ [t0, t0+τ], а не только в одной 
точке.

Допустимые низкотяговые маневры. Низкотяговый маневр отличается 
от градиентного не формой уравнений, а масштабом времени: управление 
задается на длинном интервале [t0, t1], и направление тяги может 
целенаправленно меняться по программе.

Результат в виде эквивалентного Δv:

			   (36)

И тогда множество допустимых низкотяговых маневров:
				  

							       (37)

Здесь наиболее строгим становится именно ориентационное условие: даже 
если по тяге и топливу маневр возможен, он может оказаться недостижимым 
из-за того, что КА не может долго удерживать требуемое направление тяги 
(например, из-за требований на ориентацию солнечных батарей или антенн). 

Заключение. В результате данного исследования разработана 
комплексная методология моделирования орбитальных маневров, 
объединяющая классическую теорию небесной механики с практическими 
инженерными требованиями к КА. Использование трех различных моделей 
– импульсной, градиентной и низкотяговой – обеспечивает необходимую 
гибкость расчетов: от оперативной оценки затрат топлива на коррекцию 
орбиты до детального планирования многосуточных перелетов. Важным 
элементом методологии является разложение управляющих воздействий 
в локальной системе координат RTN, что позволяет напрямую связать 
работу двигательной установки с изменениями параметров орбиты, таких 
как большая полуось, наклонение и долгота восходящего узла. Анализ 
показал, что теоретическая эффективность маневра напрямую зависит от 
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выбора оптимальных точек приложения силы, таких как перигей, апогей 
или узлы орбиты, для минимизации нежелательных возмущений других 
элементов. Главным результатом работы стала формализация условий 
допустимости маневров, позволяющая преобразовать математический расчет 
в реальный полетный план. Учет ограничений, связанных с максимальной 
тягой двигателя, предельным запасом топлива (рассчитанным на основе 
формулы Циолковского) и допустимым конусом ориентации КА, гарантирует 
исполнимость маневра бортовыми системами. Такой комплексный подход 
позволяет не только рассчитывать требуемые приращения скорости, но и 
предварительно исключать технически нереализуемые для конкретного 
КА сценарии, обеспечивая высокую надежность и точность планирования 
космических миссий.
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