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Abstract. The study of flows composed of mixtures of water and solid particles—
i.e., multiphase media - is one of the relevant problems in modern hydraulics. This
paper addresses the problem of determining phase velocities and concentrations 
along an open channel under steady, one-velocity flow conditions of ideal 
incompressible three-phase media: water, fine particles, and larger solid particles. 
The methodological basis of the work is mathematical modeling, which allows for 
the analysis of multiphase systems, accounting for the size-based heterogeneity 
of solid inclusions. The study demonstrates that solid-phase concentrations 
vary along the channel, which affects flow resistance and the overall velocity 
distribution. These findings confirm earlier research emphasizing the importance of 
spatial non-uniformity in solid-phase distribution within the flow. The application 
of mathematical modeling techniques to such processes provides deeper insight 
into the underlying physical phenomena and enables more accurate prediction of 
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flow parameters. It is assumed that all phases move at the same velocity along 
the channel. As a result of the modeling, relationships describing the variation of 
velocities and phase concentrations along the channel length were obtained. It is 
shown that the non-uniform distribution of solid particles has a significant impact 
on flow resistance, highlighting the importance of spatial consideration of phase 
characteristics. The results can be applied in the design of irrigation systems, the 
prediction of hydraulic losses, and the development of engineering solutions for 
managing multiphase flows in open channels.

Key words: stationary flow, three-phase medium, reduced phase density, true 
phase density, phase concentration, phase velocity, phase interaction coefficient
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Аннотация. Суармалы су біртекті емес орта болып табылады және 
белгілі бір мөлшерде қатты бөлшектерді қамтиды. Сондықтан су мен қатты 
бөлшектер қоспасынан тұратын, яғни көпфазалы орталардың ағысын 
зерттеу – қазіргі гидравликаның өзекті мәселелерінің бірі болып табылады. 
Мұндай бөлшектердің болуы ағыс құрылымына, қозғалысқа қарсылыққа 
және тасымалдау тиімділігіне айтарлықтай әсер етеді. Мақалада ашық 
арнада тұрақталған, біржылдамдықты ағыста идеал үш фазалы сығылмайтын 
ортаның – судың, ұсақ және ірі қатты бөлшектердің – фазалық жылдамдықтары 
мен концентрацияларын анықтау мәселесі қарастырылады. Барлық фазалар 
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сығылмайды және масса күштері ескерілмейді деп болжанады. Ағыс 
бойындағы параметрлердің өзгерісі ғана есепке алынады, ал тік және көлденең 
бағыттардағы жылдамдықтар өзгерісі ескерілмейді. Зерттеудің әдістемелік 
негізі ретінде қатты қосындылардың өлшемдік әртектілігін ескеретін 
математикалық модельдеу алынды. Қатты фазалардың концентрациялары 
арна бойында өзгеретіні анықталды, бұл қозғалысқа қарсылық пен жалпы 
жылдамдықтың таралуына әсер етеді. Бұл нәтижелер басқа зерттеушілердің 
қатты компоненттердің кеңістіктік әркелкі таралуының маңыздылығын 
көрсететін тұжырымдарын растайды. Математикалық модельдеу әдістерін 
мұндай процестерді талдауға қолдану құбылыстардың физикасын тереңірек 
түсінуге және ағыс параметрлерін дәлірек болжауға мүмкіндік береді. 
Барлық фазалар арна бойында бірдей жылдамдықпен қозғалады деп 
есептеледі. Модельдеу нәтижесінде арна ұзындығы бойынша фазалардың 
жылдамдықтары мен концентрацияларының өзгеру заңдылықтары алынды. 
Қатты бөлшектердің біркелкі таралмауы ағысқа қарсылыққа айтарлықтай әсер 
ететіні көрсетіліп, фазалық сипаттамаларды кеңістіктік тұрғыдан ескерудің 
маңыздылығы дәлелденді. Алынған нәтижелер мелиорациялық жүйелерді 
жобалауда, гидравликалық шығындарды болжауда және ашық арналардағы 
көпфазалы ағыстармен жұмыс істеуге арналған инженерлік шешімдер 
жасауда қолданылуы мүмкін.

Түйін сөздер: Стационарлы ағын, үш фазалы орта, фазаның келтірілген 
тығыздығы, фазаның шынайы тығыздығы, фазаның концентрациясы, 
фазаның жылдамдығы, фазалар арасындағы өзара əрекеттесу коэффициенті
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Аннотация. Как известно, поливная вода является неоднородной средой 
и содержит определённое количество твёрдых частиц. Поэтому исследование 
движения потоков, представляющих собой смесь воды и твёрдых частиц, то 
есть многофазных сред, является одной из актуальных задач современной 
гидравлики. Наличие таких частиц существенно влияет на структуру 
потока, сопротивление движению и эффективность транспортировки. В 
статье рассматривается задача определения скоростей и концентраций фаз 
вдоль открытого канала при установившемся односкоростном течении 
идеальных трёхфазных несжимаемых сред: воды, мелких и более крупных 
частиц. Предполагается, что все фазы несжимаемы, а массовые силы 
отсутствуют. Изменение параметров учитывается только вдоль потока, 
а влиянием вертикального и поперечного распределения скоростей 
пренебрегают. Методологической основой работы является математическое 
моделирование, позволяющее описывать поведение многофазных систем 
с учётом неоднородности твёрдых включений по размеру. Установлено, 
что концентрации твёрдых фаз изменяются вдоль канала, что оказывает 
влияние на сопротивление движению и общее распределение скоростей. 
Это подтверждает выводы других авторов о значимости пространственной 
неоднородности распределения твёрдых компонентов в потоке. Применение 
математических методов моделирования к анализу подобных процессов 
позволяет глубже понять физику происходящих явлений и более точно 
предсказывать параметры потока. В результате моделирования получены 
зависимости изменения скоростей и концентраций фаз по длине канала. 
Показано, что неравномерность распределения твёрдых частиц оказывает 
значительное влияние на сопротивление потоку, подтверждая важность 
пространственного учёта фазовых характеристик. Полученные результаты 
могут быть использованы при проектировании мелиоративных систем, 
прогнозировании гидравлических потерь, а также при создании инженерных 
решений в области обращения с многофазными потоками в открытых каналах.

Ключевые слова: установившееся течение, трехфазная среда, приведенная 
плотность фазы, истинная плотность фазы, концентрация фазы, скорость 
фазы, коэффициент взаимодействия между фазами 

Введение. В рамках данного исследования проведено математическое и 
компьютерное моделирование течения идеальной трехфазной среды (вода 
и твердые частицы) в открытом канале с установившимся односкоростным 
потоком. Основное внимание было сосредоточено на изменениях скоростей 
и концентраций фаз вдоль потока, а также на влиянии неравномерного 
распределения концентрации твердых частиц на сопротивление движению. 
Неоднородность размеров частиц, включая как мелкие, так и крупные, 
значительно влияет на характеристики смеси. Исследование подчеркивает 
необходимость учета этих факторов для достижения точного моделирования 
перемещения многофазных потоков.
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Разработкам моделей и методов расчета течения воды в открытых руслах 
посвящены достаточно много работ, обзор которых приведен в работе (Nysanov, 
2012). Однако эти модели не могут полностью описать происходящий 
процесс, поскольку водные потоки в реках несут большое количество твердых 
частиц. Твердые частицы оказывают существенное влияние на течение. В 
результате появляются новые явления, такие как оседание и взвешивание 
твердых частиц, трение воды и твердых частиц. Следовательно, в моделях 
учитываются приведенные плотности, силы взаимодействия между фазами, 
концентраций фаз (Ostrovsky, 2000; Geng, et al, 2000). 

Движение отдельных компонентовсмеси не описывается классическими 
уравнениями гидродинамики – уравнениями Эйлера, Навье-Стокса. Поэтому 
кардинальной проблемой механики многофазных сред заключается в 
математическом описании физических явлении, связанных с движеним 
смесей. Гидродинамические модели движения жидкостей, содержащих 
неоднородные частицы, предложены: Г.И.Баренблаттом - движение 
взвешенных частиц в турбулизованном потоке; Ф.И.Франклем – теория 
взвешенных наносов; Н.А. Слезкиным - движение пульпы; и др. В этих 
работах выражения, учитывающие свойства взаимопроникновения сред и 
другие процессы, включены в модель, что затрудняет запись уравнения для 
отдельной фазы потока. Вводя в виде отдельных членов силу взаимодействия 
сред, Х.А. Рахматулин  предложил замкнутую систему уравнений, в которых 
использовались выражения состояния фаз. 

В случае движении жидкости совместно с твердыми частицами были 
использованы теории (Yargaeva, et al, 2003): 

•	 взаимопроникающая - составленная исходя из положения, что каждая 
фаза смеси является однородно распределенной по всему пространству;

•	 теория в которой дискретность отдельных фаз исключается с помощью 
пространственновременного или статистического осреднения параметров 
движения каждой из фаз;

•	 теория, рассматривающая смесь как единую сплошную среду, но 
с некоторым отклонением закона выражения внутренных сил от закона 
Ньютона. 

Для описания движения смеси в большинстве случаев приемлема 
«взаимопроникающая»модель или модель «взаимопроникания» многофазных 
сред, с помощью которой решено множество задач при различных режимах 
течения. Эта модель дала особое развитие исследованиям движения 
многофазных смесей. 

Большинство теоретических работ, относящихся к движению многофазных 
сред, основано на движений с постоянной концентрацией отдельных фаз. 
Учету переменности концентраций фаз не уделено соответствующего 
внимания, тем не менее экспериментальные исследования показывают,что 
переменность концентраций фаз существенно влияет на параметры движения. 
Поэтому нами на основе взаимопроникающей модели рассматривается 
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движение трехфазной средыcпеременными концентрациями фаз (Kvon, 2003; 
Tukmakov, 2009). 

Ранее нами решались задачи для двухфазных сред в открытых каналах, 
включая задачи по моделированию односкоростного течения двухфазных 
сред в каналах с учетом изменения скоростей фаз по глубине потока, а также 
решению двумерных задач нестационарного течения двухфазного потока с 
учетом фильтрации воды и осаждения твердых частиц.

 Впервые рассматривается трехфазная среда (вода + мелкие частицы + 
более крупные частицы) в открытых каналах с переменными концентрациями. 
Неоднородность размеров частиц, включая как мелкие, так и крупные, 
значительно влияет на характеристики смеси. Исследование подчеркивает 
необходимость учета этих факторов для достижения точного моделирования 
перемещения многофазных потоков (Churuksaeva, 2016).

Многие серьезные физические и научно-технические задачи (особенно 
относящиеся к анализу динамических систем и к их математическому 
моделированию) базируются на решении систем дифференциальных 
уравнений. Нелинейные дифференциальные уравнения и системы с такими 
уравнениями, как правило, не имеют аналитических методов решения, и 
здесь особенно важна возможность их решения численными методами. 

Материалы и основные методы. В большинстве случаев желательно 
представление решений в графическом виде. Эти возможности имеются 
в системе компьютерной математики Mathcad Системы из обыкновенных 
дифференциальных уравнений для их решения в среде Mathcad должны быть 
представлены в форме Коши. Отсюда следует важный вывод – решение системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений в форме Коши осуществляется 
аналогично решению одиночного дифференциального уравнения, но должно 
быть организовано в векторной форме. При этом добавление очередного 
уравнения не увеличивает число уравнений в векторной их записи (Kiryanov, 
2012; Maxfield, 2013). 

Для решения задач такого класса в Mathcad введен ряд функций, такие как 
оdesolve, rkadapt, rkfixed. Создаваемая этими функциями матрица содержит 
ряд столбцов, число которых на 1 больше числа уравнений. Первый столбец 
содержит значения переменной x на равных интервалах решения, а другие 
столбцы – значения искомых переменных. Система дифференциальных 
уравнений, записанная в матричной форме y = A*x, где A – почти вырожденная 
матрица, называется жесткой. Решение таких систем характерно различной 
скоростью изменения значений переменных и требует очень малого шага, 
выбираемого исходя из наивысшей скорости изменения значений переменных. 
Оно подчас просто невозможно указанными выше явными методами. Для 
решения жестких дифференциальных уравнений в Mathcad введен ряд 
функций: bulstoer, stiffb, stiffr.

Для описания течения идеальных трехфазных сред при установившемся 
односкоростном течении с переменными концентрациями использована 



175

ISSN 1991-346X 2. 2025

модель «взаимопроникания».  В качестве трехфазной среды рассматривается 
течение воды совместно с твердыми частицами. Учтена неоднородность 
частиц по размеру в движущейся смеси (вода + мелкие частицы + более 
крупные частицы), так как неоднородность размеров частицзначительно 
влияет на характеристики смеси. Для решения полученной системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений с соответствующими 
начальными условиямииспользованметод Рунге-Кутта 4-го порядка точности 
и графические возможности системы компьютерной математики Mathcad 
(Nysanov, et al, 2015). 

Результаты. Предполагаем, что все фазы несжимаемы, а воздействие 
массовых сил отсутствует. Поскольку течение в открытых каналах является 
безнапорным, тогда течение идеальных трехфазных сред при установившемся 
односкоростном течении с переменными концентрациями на основе модели 
«взаимопроникания» имеет вид (Nysanov, et al, 2015):
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Подставляя (6)-(8) в систему (1) решаем с начальными условиями (2) методом Рунге-Кутта  
системы Mathcad и определяем скорости фаз, далее по формулам (6)-(8) определяемконцентраций фаз
(Umarov, et al, 2004). Для нахождения скоростисмеси можно использовать следующую формулу:
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При расчете использованы следующие исходные данные:

1001 =i
42 / мскг ⋅ , 2502 =i

42 / мскг ⋅ , 4003 =i
42 / мскг ⋅ , 7,010 =f , 2,020 =f ,

1,030 =f , 210 =u см / , 9,020 =u см / , 2,030 =u см / .

На рисунке 1 представлено изменение скоростей, а на рисунке 2 концентраций  фаз вдоль течения.
Обсуждение. Можно было использовать другой подход решения: Из третьегоуравнения системы 
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Подставляя  выражение(6), (7) и (10) в первые два уравнения системы (1) получим:
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а из (4):
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Подставляя (6)-(8) в систему (1) решаем с начальными условиями (2) 
методом Рунге-Кутта  системы Mathcad и определяем скорости фаз, далее 
по формулам (6)-(8) определяемконцентраций фаз (Umarov, et al, 2004). Для 
нахождения скоростисмеси можно использовать следующую формулу:
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Эта система с соответствующими началными условиями 

( ) ,0 101 uu = ( ) 202 0 uu =

решается методом Рунге-Кутта системы Mathcad. (Herard, 2007; Rakitin, 2005)
Далее используя найденные 1u и 2u определяем по формулам (6), (7), (8) 1f , 2f , 3f и по формуле

(10)  3u .

Риc.1.Распределение  скоростей фаз вдоль течения.
1- первая фаза; 2- вторая фаза; 3- третья фаза.

Рис.2.Распределениеконцентрацийфаз вдоль течения.
1- первая фаза; 2- вторая фаза; 3- третья фаза.

Заключение. Анализ полученных результатов показывают: в звисимости от входных данных
скорости фаз вдоль течения по мере удаления от входного створастремятся к одному и тому же
постоянному числу, равному начальной скорости смеси. Выявлено, что скорость фазыс большей
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решается методом Рунге-Кутта системы Mathcad. (Herard, 2007; Rakitin, 
2005)  
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Риc.1.Распределение  скоростей фаз вдоль течения.
1- первая фаза; 2- вторая фаза; 3- третья фаза.

Рис.2.Распределениеконцентрацийфаз вдоль течения.
1- первая фаза; 2- вторая фаза; 3- третья фаза.

Заключение. Анализ полученных результатов показывают: в звисимости 
от входных данных скорости фаз вдоль течения по мере удаления от входного 
створастремятся к одному и тому же постоянному числу, равному начальной 
скорости смеси. Выявлено, что скорость фазыс большей начальной скоростью 
всегда больше этого числа, а скорость фазы с меньшей начальной скоростью 
всегда меньше, т.е. скорость фазы с большей начальной скоростьювсегда 
больше начальной скорости смеси. Концентраций фаз при этом стремятся к 
различным постоянным числам.
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