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Abstract. Among active sources of disturbances in various media the most 
widespread are transport and vibration transport ones, which are associated with 
moving emitters of electromagnetic waves of different lengths, the speed of which 
can be lower or higher than the speed of propagation of disturbances of the medium. 
The most studied transport solutions are those with a constant shape of the moving 
source, while the fields of moving sources with vibrations of different frequencies 
are little studied. Here fundamental and regular vibration transport solutions of 
biquaternion representations of the Maxwell and Dirac equations are constructed 
for sublight velocities of the radiation source (the Mach numder M<1). Green's 
bifunction is constructed, which describes the field of a radiation source concentrated 
at a point, which moves with a constant speed and oscillates with a fixed frequency 
ω = 0. On their basis general solutions of the Dirac vibration transport equation 
are constructed under the action of both spatially distributed moving vibration 
sources and those concentrated on moving surfaces and lines. At ω = 0 the obtained 
solutions describe transport solutions of the Dirac equations. At M =0, ω > 0 these 
same formulas describe the process of stationary oscillations with a fixed frequency 
and can be used to construct time-periodic solutions of the Dirac equations. At                                                                                                                                       
p = 0  these solutions describe the vibrotransport solutions of biquaternion form of 
Maxwell's equations, which can be used to study electromagnetic fields of various 
light emitters and radio wave emitters located on moving objects (trains, cars, 
ships, etc.). The constructed solutions should find application in theoretical physics, 
elementary particle physics, radio engineering, and electronics. The constructed 
solutions should find application in theoretical physics, elementary particle physics, 
radio engineering, and electronics.
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Аннотация. Әртүрлі орталардағы бұзылулардың белсенді көздерінің 
ішінде ең көп таралғаны әртүрлі толқын ұзындықтағы электромагниттік 
толқындардың қозғалатын эмитенттерімен байланысты тасымалдау және 
діріл беру болып табылады. Олардың жылдамдығы ортадағы бұзылулардың 
таралу жылдамдығынан төмен және жоғары болуы мүмкін. Ең көп зерттелген 
көлік шешімдері қозғалатын көздің бекітілген пішініне ие, ал әртүрлі 
жиіліктегі тербелістері бар қозғалатын көздердің өрістері аз зерттелген. 
Жарық жылдамдығынан төмен сәулелену көзінің жылдамдықтары үшін 
Максвелл және Дирак теңдеулерінің бикватерниондық кескіндерінің негізгі 
және діріл тасымалдау шешімдері құрастырылған (Мах саңы М<1). Бір 
нүктеде шоғырланған, тұрақты v жылдамдықпен қозғалатын және тұрақты ω 
жиілікпен тербелетін сәулелену көзінің өрісін сипаттайтын Жасыл бифункция 
тұрғызылған. Олардың негізінде кеңістікте таралған және қозғалатын беттер 
мен түзулерде шоғырланған қозғалатын тербеліс көздерінің де әрекеті үшін 
Дирак тербелмелі тасымалдау теңдеуінің жалпы шешімдері құрастырылған. 
Алынған шешімдерде ω = 0 Дирак теңдеулерінің транспорттық шешімдері 
сипатталады. Дәл осы формулалар тұрақты M =0, ω > 0 жиіліктегі ста
ционарлық тербеліс процесін сипаттайды және Дирак теңдеулерінің уақыт 
бойынша периодты шешімдерін құру үшін пайдаланылуы мүмкін. Бұл 
шешімдерде p = 0  қозғалатын объектілерде (поездар, автомобильдер, кеме
лер және т.б.) орналасқан әртүрлі жарық шығарғыштар мен радиотолқын 
сәулеленушілердің электромагниттік өрістерін зерттеу үшін пайдаланылуы 
мүмкін Максвелл теңдеулерінің бикватерниондық түрінің діріл тасымалдау 
шешімдері сипатталады. Құрылған шешімдер теориялық физикада, элементар 
бөлшектер физикасында, радиотехникада және электроникада қолданылуы 
мүмкін.

Түйін сөздер. Дирак теңдеулері, Mаксвелл теңдеулері, қос толқынды 
теңдеу, іргелі шешім, гриннің қосфункциясы, жарық жылдамдығы, мах саны
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Аннотация. Среди активных источников возмущений в различных средах 
наибольшее распространение получили транспортные и вибротранспортные 
источники, связанные с движущимися излучателями электромагнитных волн 
различной длины. Их скорость может быть как ниже, так и выше скорости 
распространения возмущений в среде. В то время как транспортные решения 
при постоянной форме источника изучены достаточно полно, свойства полей, 
создаваемых движущимися вибрирующими источниками, остаются мало 
исследованными.
В настоящей работе построены фундаментальные и регулярные 
вибротранспортные решения бикватернионных форм уравнений Максвелла 
и Дирака при досветовых скоростях движения источника (число Маха M 
< 1) и фиксированной частоте вибрации. Представлена бифункция Грина, 
описывающая поле точечного источника, движущегося с постоянной 
скоростью и колеблющегося с постоянной частотой. Построены общие 
решения вибротранспортного уравнения Дирака как для пространственно 
распределённых источников, так и для источников, сосредоточенных на 
подвижных поверхностях и линиях.
Полученные решения описывают:
— при ω=0\omega = 0ω=0 — транспортные решения уравнений Дирака;
— при V=0V = 0V=0 — стационарные колебания;
— при ω≠0,V≠0\omega \neq 0, V \neq 0ω =0,V =0 — вибротранспортные 
решения бикватернионных форм уравнений Максвелла.
Эти результаты могут быть использованы при моделировании 
электромагнитных полей, создаваемых подвижными источниками, 
размещёнными, например, на поездах, автомобилях или судах. Построенные 
решения обладают потенциалом применения в теоретической физике, физике 
элементарных частиц, радиотехнике и электронике.

Ключевые слова: уравнения Дирака, уравнения Максвелла, биволновое 
уравнение, фундаментальное решение, бифункция Грина, скорость света, 
число Маха
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Введение. Основополагающими в квантовой теории поля и 
электродинамике являются уравнения Максвелла и Дирака (Максвелл Дж.К., 
1989; Дирак, 1979). Построению и исследованию решений этих уравнений 
и краевых задач, начиная со второй половины XIX века, посвящены работы 
многих ученых. Библиография в этом направлении обширная, начиная с 
многочисленной учебной литературы по электромагнетизму (Джексон, 1965; 
Фейнман, 1965, Ландау, 2003; Савельев, 1970) и др.

Эти уравнения допускают бакватернионные представления, что отмечено 
многими авторами (Rodrigues, 1990, Finkelstein, 1992; De Leo, 1997; Ефремов, 
2004; Acevedo, 2005; Марчук, 2009) Ффундаментальные и обобщённые 
решения бикватернионных волновых уравнений и краевых задач для них, 
которые содержат бикватернионные  обобщения уравнений Максвелла и 
Дирака построены в работах (Alexeyeva, 2012, 2013, 2021).

Среди действующих источников излучения ЭМ волн наиболее 
распространёнными являются подвижные источники колебаний, 
расположенные на платформах различных транспортных средств 
(вибротранспортные источники). Очевидно, что скорость их движения 
и частота колебаний существенно влияют на процессы распространения 
ЭМ волн в средах с различной электрической проводимостью и магнитной 
проницаемостью, как и форма самого источника и характер его работы. 
Исследования в этом направлении не столь многочисленны и связаны с 
определённым видом источника излучения.

Материалы и методы.  В любой среде волны распространяются с 
определенной скоростью. В механике сплошных сред их называют звуковыми, 
которое пришло   из акустики. В сплошных средах скорость распространения 
волн зависит от типа деформации среды, которую они распространяют. 
Поэтому в сплошной среде может быть несколько звуковых скоростей. А в 
анизотропных средах они еще зависят от направления. Отношение скорости 
движения источника возмущения в среде V к скорости звука называется числом 
Маха (V/c=М). При M <1 движение дозвуковое, при M>1 сверхзвуковое. Хорошо 
известны особенности акустических волн при движении самолетов при 
дозвуковых и сверхзвуковых скоростях. При математическом моделировании 
таких транспортных задач тип дифференциальных уравнений меняется: 
эллиптический при дозвуке и гиперболический при сверхзвуке. Что сильно 
влияет на решение задачи и кардинально меняет картину волнового поля в 
среде.

В изотропных электромагнитных средах, которые описываются 
уравнениями Максвелла (УМ), скорость распространения ЭМ волн одна, и 
ее принято называть скоростью света.  Она является критической, точно 
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так же, как является критической скорость звука в воздухе. Поэтому можно 
рассматривать досветовой режим движения, световой и сверхсветовой. В 
статье (Алексеева, 2024) построены транспортные решения бикватернионной 
формы уравнений Максвелла-Дирака в досветовом диапазоне скоростей.

В этой статье мы также рассматриваем досветовой диапазон движения 
виброисточников излучения электромагнитных и электро-гравимагнитных 
волн с учётом частоты колебаний источника излучения. Здесь строится 
бикватернионная функция Грина для этого диапазона скоростей во всём 
диапазоне частот. На ее основе представлены формулы расчёта векторов 
напряжённости полей, которые описывают искомые бикватернионы, 
плотности энергии и вектора Пойнтинга для излучателей различных форм, 
которые моделируются сингулярными обобщёнными функциями типа 
простых слоёв на поверхностях и кривых в том числе сосредоточенных на 
подвижных 

Результаты и обсуждение. Здесь используем представление биква
тернионов в скалярно-векторной форме, которая очень наглядна и удобна для 
физических приложений. Для ясности изложения дадим вначале основные 
определения и обозначения дифференциальной алгебры бикватернионов 
(Alexeyeva, 2012).

1.	 Основные понятия дифференциальной алгебры бикватернионов
Пространство бикватернионов { }f F= = +FB  - это пространство 

гиперкомплексных чисел, где  f – комплексное число,  F – трехмерный вектор 
с комплексными компонентами: 
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Здесь и далее 
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1
( , ) j j

j
F G F G

=
=  - скалярное произведение F и G,  

3

1
, jkl j k l

j
eF G F G

=
=   - их век-

торное произведение, jkl - псевдотензор Леви-Чивита, jk  - символ Кронекера.   

  Алгебра бикватернионов  некоммутативна, поскольку  ,2 G F− =F G G F , 
но ассоциативна: 

 ( ) ( )=  =F G Η F G F G Η                                                     (3) 

  О п р е д е л е н и е  1. Бикватернион f F= +F называется комплексно-сопряжённым 
f F= +F . 

  О п р е д е л е н и е  2.  Бикватернион f F= −F  называется сопряжённым f F= +F . 
 
 О п р е д е л е н и е  3.  Скалярным произведением бикватернионов 21 FF ,  назовём билиней-

ную операцию  ( ) ( )1 2 1 2 1 2, f f F ,F= +F F . 
 
О п р е д е л е н и е  4.  Нормой бикватерниона F  назовём скалярную величину 

( ) ( ) 2 2, f f F,F f F= =  + = +F F F .  
  

О п р е д е л е н и е  5.  Псевдонормой бикватерниона F  назовём величину 

( ) 22 FfFF,ff −=−=F .                                                (4)   
 

Здесь и далее черта над символом означает комплексное сопряжение. 
 

Далее рассматривается функциональное пространство бикватернионов  
( ) { ( , ) ( , ) ( , )}x f x F x  = = +FB M  

 на пространстве Минковского  1 3{( , ), , }x R x R =  M ,   где ( , )f x  – комплекснозначная 

функция,  а 
3

1
( , ) ( , )j j

j
F x F x e 

=
=  – трёхмерная вектор-функция с комплексными компонентами  

из класса обобщённых функций медленного роста  на   M  (Владимиров, 1976, 1979).   
О п р е д е л е н и е  6.  Взаимные биградиенты – это дифференциальные бикватернионные 

операторы вида:     
,i

+ =  +   ,i
− =  −   

где 1 2 3grad ( , , ) = =    . Их действие на ( )B M определено согласно правилу умножения в  ал-
гебре кватернионов: 

( ) ( ) ( , ) [ , ]

div grad rot

i f F f i F i f F i F

f i F i f F i F
  

 



=

=    +        

   

F
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сел, где  f – комплексное число,  F – трехмерный вектор с комплексными компонентами: 

1 1 2 2 3 3F Fe F e F e= + + , 1 2 3, ,e e e −  орты декартовой системы координат в 3R , 0 1e = .   Это линейное 
пространство со сложением  (+) : для ,a b - комплексных чисел  

( ) ( ) ( ) ( ),a b a f F b g G af bg aF bG+ = + + + = + + +F G  
и с известной операцией кватернионного умножения ( ): 

 ( ) ( ) ( ( , )) [ , ]f F g G fg F G fG gF F G= + + = − + + +F G                          (1) 

Здесь и далее 
3

1
( , ) j j

j
F G F G

=
=  - скалярное произведение F и G,  

3

1
, jkl j k l

j
eF G F G

=
=   - их век-

торное произведение, jkl - псевдотензор Леви-Чивита, jk  - символ Кронекера.   

  Алгебра бикватернионов  некоммутативна, поскольку  ,2 G F− =F G G F , 
но ассоциативна: 

 ( ) ( )=  =F G Η F G F G Η                                                     (3) 

  О п р е д е л е н и е  1. Бикватернион f F= +F называется комплексно-сопряжённым 
f F= +F . 

  О п р е д е л е н и е  2.  Бикватернион f F= −F  называется сопряжённым f F= +F . 
 
 О п р е д е л е н и е  3.  Скалярным произведением бикватернионов 21 FF ,  назовём билиней-

ную операцию  ( ) ( )1 2 1 2 1 2, f f F ,F= +F F . 
 
О п р е д е л е н и е  4.  Нормой бикватерниона F  назовём скалярную величину 

( ) ( ) 2 2, f f F,F f F= =  + = +F F F .  
  

О п р е д е л е н и е  5.  Псевдонормой бикватерниона F  назовём величину 

( ) 22 FfFF,ff −=−=F .                                                (4)   
 

Здесь и далее черта над символом означает комплексное сопряжение. 
 

Далее рассматривается функциональное пространство бикватернионов  
( ) { ( , ) ( , ) ( , )}x f x F x  = = +FB M  

 на пространстве Минковского  1 3{( , ), , }x R x R =  M ,   где ( , )f x  – комплекснозначная 

функция,  а 
3

1
( , ) ( , )j j

j
F x F x e 

=
=  – трёхмерная вектор-функция с комплексными компонентами  

из класса обобщённых функций медленного роста  на   M  (Владимиров, 1976, 1979).   
О п р е д е л е н и е  6.  Взаимные биградиенты – это дифференциальные бикватернионные 

операторы вида:     
,i

+ =  +   ,i
− =  −   

где 1 2 3grad ( , , ) = =    . Их действие на ( )B M определено согласно правилу умножения в  ал-
гебре кватернионов: 

( ) ( ) ( , ) [ , ]

div grad rot

i f F f i F i f F i F

f i F i f F i F
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F
  

и с известной операцией кватернионного умножения ( ):
{ }( ) ( ) ( ( , )) [ , ]f F g G fg F G fG gF F G= + + = − + + +F G          (1)
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3

1
, jkl j k l

j
eF G F Gε

=
= ∑ - скалярное произведение F и G, 

[ ]
3

1
, jkl j k l

j
eF G F Gε

=
= ∑  - их векторное произведение, jklε - псевдотензор 

Леви-Чивита, 
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 называется комплексно-
сопряжённым f F= +F .

  О п р е д е л е н и е  2.  Бикватернион f F= −  называется сопряжённым 
f F= +F .



30

Academic Scientific Journal of Computer Science

О п р е д е л е н и е  3.  Скалярным произведением бикватернионов 
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( ) ( ) ( ) ( ),a b a f F b g G af bg aF bG+ = + + + = + + +F G  
и с известной операцией кватернионного умножения ( ): 

 ( ) ( ) ( ( , )) [ , ]f F g G fg F G fG gF F G= + + = − + + +F G                          (1) 

Здесь и далее 
3

1
( , ) j j

j
F G F G

=
=  - скалярное произведение F и G,  

3

1
, jkl j k l

j
eF G F G

=
=   - их век-

торное произведение, jkl - псевдотензор Леви-Чивита, jk  - символ Кронекера.   

  Алгебра бикватернионов  некоммутативна, поскольку  ,2 G F− =F G G F , 
но ассоциативна: 

 ( ) ( )=  =F G Η F G F G Η                                                     (3) 

  О п р е д е л е н и е  1. Бикватернион f F= +F называется комплексно-сопряжённым 
f F= +F . 

  О п р е д е л е н и е  2.  Бикватернион f F= −F  называется сопряжённым f F= +F . 
 
 О п р е д е л е н и е  3.  Скалярным произведением бикватернионов 21 FF ,  назовём билиней-

ную операцию  ( ) ( )1 2 1 2 1 2, f f F ,F= +F F . 
 
О п р е д е л е н и е  4.  Нормой бикватерниона F  назовём скалярную величину 

( ) ( ) 2 2, f f F,F f F= =  + = +F F F .  
  

О п р е д е л е н и е  5.  Псевдонормой бикватерниона F  назовём величину 

( ) 22 FfFF,ff −=−=F .                                                (4)   
 

Здесь и далее черта над символом означает комплексное сопряжение. 
 

Далее рассматривается функциональное пространство бикватернионов  
( ) { ( , ) ( , ) ( , )}x f x F x  = = +FB M  

 на пространстве Минковского  1 3{( , ), , }x R x R =  M ,   где ( , )f x  – комплекснозначная 

функция,  а 
3

1
( , ) ( , )j j

j
F x F x e 

=
=  – трёхмерная вектор-функция с комплексными компонентами  

из класса обобщённых функций медленного роста  на   M  (Владимиров, 1976, 1979).   
О п р е д е л е н и е  6.  Взаимные биградиенты – это дифференциальные бикватернионные 

операторы вида:     
,i

+ =  +   ,i
− =  −   

где 1 2 3grad ( , , ) = =    . Их действие на ( )B M определено согласно правилу умножения в  ал-
гебре кватернионов: 

( ) ( ) ( , ) [ , ]

div grad rot

i f F f i F i f F i F
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назовём билинейную операцию 
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  Алгебра бикватернионов  некоммутативна, поскольку  ,2 G F− =F G G F , 
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f F= +F . 

  О п р е д е л е н и е  2.  Бикватернион f F= −F  называется сопряжённым f F= +F . 
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 на пространстве Минковского  1 3{( , ), , }x R x R =  M ,   где ( , )f x  – комплекснозначная 

функция,  а 
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=
=  – трёхмерная вектор-функция с комплексными компонентами  

из класса обобщённых функций медленного роста  на   M  (Владимиров, 1976, 1979).   
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О п р е д е л е н и е  5.  Псевдонормой бикватерниона F  назовём величину

( ) 22 FfFF,ff −=−⋅=F .                                                (4)  

Здесь и далее черта над символом означает комплексное сопряжение.

Далее рассматривается функциональное пространство бикватернионов 
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Пространство бикватернионов { }f F= = +FB  - это пространство гиперкомплексных чи-
сел, где  f – комплексное число,  F – трехмерный вектор с комплексными компонентами: 

1 1 2 2 3 3F Fe F e F e= + + , 1 2 3, ,e e e −  орты декартовой системы координат в 3R , 0 1e = .   Это линейное 
пространство со сложением  (+) : для ,a b - комплексных чисел  

( ) ( ) ( ) ( ),a b a f F b g G af bg aF bG+ = + + + = + + +F G  
и с известной операцией кватернионного умножения ( ): 

 ( ) ( ) ( ( , )) [ , ]f F g G fg F G fG gF F G= + + = − + + +F G                          (1) 

Здесь и далее 
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=  - скалярное произведение F и G,  
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eF G F G

=
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торное произведение, jkl - псевдотензор Леви-Чивита, jk  - символ Кронекера.   

  Алгебра бикватернионов  некоммутативна, поскольку  ,2 G F− =F G G F , 
но ассоциативна: 

 ( ) ( )=  =F G Η F G F G Η                                                     (3) 

  О п р е д е л е н и е  1. Бикватернион f F= +F называется комплексно-сопряжённым 
f F= +F . 

  О п р е д е л е н и е  2.  Бикватернион f F= −F  называется сопряжённым f F= +F . 
 
 О п р е д е л е н и е  3.  Скалярным произведением бикватернионов 21 FF ,  назовём билиней-

ную операцию  ( ) ( )1 2 1 2 1 2, f f F ,F= +F F . 
 
О п р е д е л е н и е  4.  Нормой бикватерниона F  назовём скалярную величину 

( ) ( ) 2 2, f f F,F f F= =  + = +F F F .  
  

О п р е д е л е н и е  5.  Псевдонормой бикватерниона F  назовём величину 

( ) 22 FfFF,ff −=−=F .                                                (4)   
 

Здесь и далее черта над символом означает комплексное сопряжение. 
 

Далее рассматривается функциональное пространство бикватернионов  
( ) { ( , ) ( , ) ( , )}x f x F x  = = +FB M  

 на пространстве Минковского  1 3{( , ), , }x R x R =  M ,   где ( , )f x  – комплекснозначная 

функция,  а 
3
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( , ) ( , )j j
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F x F x e 

=
=  – трёхмерная вектор-функция с комплексными компонентами  

из класса обобщённых функций медленного роста  на   M  (Владимиров, 1976, 1979).   
О п р е д е л е н и е  6.  Взаимные биградиенты – это дифференциальные бикватернионные 
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,i

+ =  +   ,i
− =  −   
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гебре кватернионов: 

( ) ( ) ( , ) [ , ]

div grad rot

i f F f i F i f F i F

f i F i f F i F
  

 



=

=    +        

   

F
  

 на пространстве Минковского  1 3{( , ), , }x R x Rτ τ= ∈ ∈M ,   где 
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  О п р е д е л е н и е  1. Бикватернион f F= +F называется комплексно-сопряжённым 
f F= +F . 

  О п р е д е л е н и е  2.  Бикватернион f F= −F  называется сопряжённым f F= +F . 
 
 О п р е д е л е н и е  3.  Скалярным произведением бикватернионов 21 FF ,  назовём билиней-

ную операцию  ( ) ( )1 2 1 2 1 2, f f F ,F= +F F . 
 
О п р е д е л е н и е  4.  Нормой бикватерниона F  назовём скалярную величину 

( ) ( ) 2 2, f f F,F f F= =  + = +F F F .  
  

О п р е д е л е н и е  5.  Псевдонормой бикватерниона F  назовём величину 
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=   - их век-

торное произведение, jkl - псевдотензор Леви-Чивита, jk  - символ Кронекера.   

  Алгебра бикватернионов  некоммутативна, поскольку  ,2 G F− =F G G F , 
но ассоциативна: 

 ( ) ( )=  =F G Η F G F G Η                                                     (3) 

  О п р е д е л е н и е  1. Бикватернион f F= +F называется комплексно-сопряжённым 
f F= +F . 

  О п р е д е л е н и е  2.  Бикватернион f F= −F  называется сопряжённым f F= +F . 
 
 О п р е д е л е н и е  3.  Скалярным произведением бикватернионов 21 FF ,  назовём билиней-

ную операцию  ( ) ( )1 2 1 2 1 2, f f F ,F= +F F . 
 
О п р е д е л е н и е  4.  Нормой бикватерниона F  назовём скалярную величину 

( ) ( ) 2 2, f f F,F f F= =  + = +F F F .  
  

О п р е д е л е н и е  5.  Псевдонормой бикватерниона F  назовём величину 

( ) 22 FfFF,ff −=−=F .                                                (4)   
 

Здесь и далее черта над символом означает комплексное сопряжение. 
 

Далее рассматривается функциональное пространство бикватернионов  
( ) { ( , ) ( , ) ( , )}x f x F x  = = +FB M  

 на пространстве Минковского  1 3{( , ), , }x R x R =  M ,   где ( , )f x  – комплекснозначная 

функция,  а 
3

1
( , ) ( , )j j

j
F x F x e 

=
=  – трёхмерная вектор-функция с комплексными компонентами  

из класса обобщённых функций медленного роста  на   M  (Владимиров, 1976, 1979).   
О п р е д е л е н и е  6.  Взаимные биградиенты – это дифференциальные бикватернионные 

операторы вида:     
,i

+ =  +   ,i
− =  −   

где 1 2 3grad ( , , ) = =    . Их действие на ( )B M определено согласно правилу умножения в  ал-
гебре кватернионов: 
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(везде в двойных знаках подразумеваются знаки верхние либо нижние). 
Их суперпозиция обладает замечательным свойством, которое доказывается 
простым вычислением.

Л е м м а  1. Суперпозиция взаимных биградиентов 
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(везде в двойных знаках подразумеваются знаки верхние либо нижние). Их суперпозиция обла-
дает замечательным свойством, которое доказывается простым вычислением. 

Л е м м а  1. Суперпозиция взаимных биградиентов  + , −  коммутативна и равна 
 ( ) ( ) ( )− + + − − +  =  =   =F F F F , 

где волновой оператор 
2

2


= − 


  (даламбертиан),  - оператор Лапласа (лапласиан). 

Используя эту лемму легко решать   бикватернионные дифференциальные уравнения вида:  
( , )x =K G  .                                                                       (5) 

которые называем биволновыми.  Таким уравнением является бикватернионное обобщение урав-
нений Максвелла, где K описывает напряженность ЭМ поля, а ( , )xG  - плотность его зарядов и 
токов. 

Решения биволнового уравнения ранее рассмотрены в (Alexeyeva, 2021).  
 

2. Уравнения Дирака в бикватернионном представлении 
Рассмотрим бикватернионное обобщение уравнения Дирака (УД), которое имеет вид: 

( ) ( , )m x + =B F ,                                                                (6) 
где m – комплексная константа. Дифференциальные операторы:  

,m mm m+ + − −=  + =  +D D , - 
являются биградиентным представлением матричных операторов Дирака.  Система уравнений 
Дирака эквивалентна  этому уравнению при m i= , где  - действительная константа.   

Простым вычислением легко показать, что их суперпозиция коммутативна и обладает сле-
дующим свойством 

 Л е м м а  2. Суперпозиция операторов ,m m
+ −D D  коммутативна и равна 

2 2m m m m m m 
+ − − += = + + D D D D ,                                                  (7) 

 а при ,m i= где   - действительное число 
22i i i     + − − += = −  +D D D D  

О п р е д е л е н и е. Свёрткой двух бикватернионов называется выражение вида:  
 

( ) ( ) ( ) ( )
3 3

, , 1 , , 1
( , ) ( , ) j j j j j j ijl i j l

i j l i j l
x x a b A B a A e b B e A B e  

= =
 =  −  +  +  +  A B , 

 
где в скобках стоят обычные свёртки обобщённых функций (Владимиров, 1976).  

Легко видеть, что здесь объединены операции бикватернионного умножения и функцио-
нальная свёртка, которая для регулярных компонент бикватерниона представима в интеграль-
ном виде: 

1 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( , )j ja x A x a t x y A t y dt dy dy dy  


 = − −  

Решения этого уравнения для нестационарных процессов, процессов стационарных колебаний и 
транспортные решения ранее построены и изучены автором в вышеупомянутых работах. Здесь 
построим вибротранспортные решения БОУД (6). 

3. Вибротранспортное уравнение Дирака и его решение 
Рассмотрим случай, когда правая часть (6) имеет вид: 

( , ) ( , ) ,ix z e  =F x Q                                                             (8) 
3

1
j j

j
x e

=

=x , 1 2 3 3( , ), .x x x z x Vt x M= = − = −   Здесь введено число Маха /M V c= .  

 
коммутативна и равна

 ( ) ( ) ( )− + + − − +∇ ∇∇ = ∇ = ∇ ∇ =F F F F � ,

где волновой оператор 
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где в скобках стоят обычные свёртки обобщённых функций (Владимиров, 1976).  
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3. Вибротранспортное уравнение Дирака и его решение 
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Бикватернион ( , )τF x описывает движение излучателя в направлении оси 
X3   со скоростьюV, которое вибрирует с частотой ω . В этом случае решение 
(10) будем строить в аналогичном виде 
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Бикватернион ( , )F x описывает движение излучателя в направлении оси X3   со скоростью V , 
которое вибрирует с частотой  . В этом случае решение (10) будем строить в аналогичном 
виде ( , , ) ( , ) ix z x z e  = B .  Назовем его вибротранспортным решением БУД.  Тогда 

 1 2, ( , , )z zM i  =  +  =    ,                                                    (9) 
и в подвижной системе координат 1 2( , , )x x z  уравнение преобразуется к виду: 

( , ) ( , ),M x z x z
 =D B Q                                                                (10) 

( )  ( )1 2( , , )M z z zM m i i M m i i    + +     =  + +  D . 
Будем называть это уравнение вибротранспортным уравнением Дирака (ВТУД).   
  

Л е м м а 3. Композиция взаимных операторов 

( )22 2
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где  2 2
2 1 2 =  + - двумерный лапласиан, 21 , ,M a Mb b  = − = = + .  
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Здесь используем введённые обозначения для , ,a b  . В результате получена формула леммы. 
 Т е о р е м а 1. Общее решение вибротранспортного уравнения Дирака (10) можно пред-
ставить в виде  

   ( )0( , )( , ) Mx zx z  = + DВ В Q ,                                                      (11)                
где 0 ( , )B x z  решение однородного уравнения  (при F 0= ), ( , )x z -- фундаментальное  решение 
уравнения: 

( ) 22 2
2 2 ( , ) ( ) ( ).z zia b x z z x   − −  +  − =                                             (12)     

   Д о к а з а т е л ь с т в о.  Подставим (11) в (10) и, используя лемму 3, а также свойство 
ассоциативности кватернионного умножения и свойства свертки с дельта-функцией, получим 
требуемое:   
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Осталось вычислить скалярный  потенциал ( , )x z . Вид его зависит от знака 2 21 M = − .  
 Скорость распространения волн в среде назовем световой.  Эта скорость является критиче-

ской скоростью движения. Возможны три случая: досветовая скорость   M<1 2 0  , свето-
вая скорость  M =1 2 0 = , и  сверхсветовая скорость     M >1 2 0  .  В зависимости от нее 
меняется тип вибротранспортного уравнения (10): эллиптический при досветовой скорости, па-
раболический при световой и строго гиперболический при сверхсветовой. Рассмотрим здесь до-
световой. 

Для построения решений используем преобразование Фурье обобщённых функций.  Обозна-
чим переменные Фурье ( ),  , соответствующие ( , )x z . Для регулярных функций, достаточно 
быстро убывающих на бесконечности, прямое и обратное преобразование Фурье имеет вид: 

3
1 2F[ ( , )] ( , ) ( , )exp( (( , ) )) ,

R

f x z f f x z i x z dx dx dz   = = +                                 (13) 

3
1 23

1F [ ( , )] ( , ) ( , )exp( (( , ) )) .
8 R

f f x z f i x z d d d        


− = = − +                         (14) 

.  Назовем его 
вибротранспортным решением БУД.  Тогда

 1 2, ( , , )z zM iτ ω∂ = ∂ + ∇ = ∂ ∂ ∂ ,                                                    	 (9)

и в подвижной системе координат 1 2( , , )x x z  уравнение преобразуется к 
виду:
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( , ) ( , ),M x z x z
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( )  ( )1 2( , , )M z z zM m i i M m i i    + +     =  + +  D . 
Будем называть это уравнение вибротранспортным уравнением Дирака (ВТУД).   
  

Л е м м а 3. Композиция взаимных операторов 
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где  2 2
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Здесь используем введённые обозначения для , ,a b  . В результате получена формула леммы. 
 Т е о р е м а 1. Общее решение вибротранспортного уравнения Дирака (10) можно пред-
ставить в виде  

   ( )0( , )( , ) Mx zx z  = + DВ В Q ,                                                      (11)                
где 0 ( , )B x z  решение однородного уравнения  (при F 0= ), ( , )x z -- фундаментальное  решение 
уравнения: 

( ) 22 2
2 2 ( , ) ( ) ( ).z zia b x z z x   − −  +  − =                                             (12)     

   Д о к а з а т е л ь с т в о.  Подставим (11) в (10) и, используя лемму 3, а также свойство 
ассоциативности кватернионного умножения и свойства свертки с дельта-функцией, получим 
требуемое:   
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Осталось вычислить скалярный  потенциал ( , )x z . Вид его зависит от знака 2 21 M = − .  
 Скорость распространения волн в среде назовем световой.  Эта скорость является критиче-

ской скоростью движения. Возможны три случая: досветовая скорость   M<1 2 0  , свето-
вая скорость  M =1 2 0 = , и  сверхсветовая скорость     M >1 2 0  .  В зависимости от нее 
меняется тип вибротранспортного уравнения (10): эллиптический при досветовой скорости, па-
раболический при световой и строго гиперболический при сверхсветовой. Рассмотрим здесь до-
световой. 

Для построения решений используем преобразование Фурье обобщённых функций.  Обозна-
чим переменные Фурье ( ),  , соответствующие ( , )x z . Для регулярных функций, достаточно 
быстро убывающих на бесконечности, прямое и обратное преобразование Фурье имеет вид: 

3
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и в подвижной системе координат 1 2( , , )x x z  уравнение преобразуется к виду: 

( , ) ( , ),M x z x z
 =D B Q                                                                (10) 

( )  ( )1 2( , , )M z z zM m i i M m i i    + +     =  + +  D . 
Будем называть это уравнение вибротранспортным уравнением Дирака (ВТУД).   
  

Л е м м а 3. Композиция взаимных операторов 

( )22 2
2 2 ,M M M M z zia b    + − − += = − −  +  −D D D D                          

где  2 2
2 1 2 =  + - двумерный лапласиан, 21 , ,M a Mb b  = − = = + .  

Д о к а з а т е л ь с т в о: Согласно Лемме 2, получим 
( )  ( ) 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 22 2 .

M M M M z z

z z z z

M i i M i i

M iM a b

       

    

+ − − += =  + + +   + + − 

= − +  + +  − + = − −  +  −

D D D D
  

Здесь используем введённые обозначения для , ,a b  . В результате получена формула леммы. 
 Т е о р е м а 1. Общее решение вибротранспортного уравнения Дирака (10) можно пред-
ставить в виде  

   ( )0( , )( , ) Mx zx z  = + DВ В Q ,                                                      (11)                
где 0 ( , )B x z  решение однородного уравнения  (при F 0= ), ( , )x z -- фундаментальное  решение 
уравнения: 

( ) 22 2
2 2 ( , ) ( ) ( ).z zia b x z z x   − −  +  − =                                             (12)     

   Д о к а з а т е л ь с т в о.  Подставим (11) в (10) и, используя лемму 3, а также свойство 
ассоциативности кватернионного умножения и свойства свертки с дельта-функцией, получим 
требуемое:   
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2
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2

2 ( ) ( )
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  = + = − −  +  − =

= − −  +  −  =  =

+   D D D D D

Q Q Q

B Q B Q Q
 

Осталось вычислить скалярный  потенциал ( , )x z . Вид его зависит от знака 2 21 M = − .  
 Скорость распространения волн в среде назовем световой.  Эта скорость является критиче-

ской скоростью движения. Возможны три случая: досветовая скорость   M<1 2 0  , свето-
вая скорость  M =1 2 0 = , и  сверхсветовая скорость     M >1 2 0  .  В зависимости от нее 
меняется тип вибротранспортного уравнения (10): эллиптический при досветовой скорости, па-
раболический при световой и строго гиперболический при сверхсветовой. Рассмотрим здесь до-
световой. 

Для построения решений используем преобразование Фурье обобщённых функций.  Обозна-
чим переменные Фурье ( ),  , соответствующие ( , )x z . Для регулярных функций, достаточно 
быстро убывающих на бесконечности, прямое и обратное преобразование Фурье имеет вид: 

3
1 2F[ ( , )] ( , ) ( , )exp( (( , ) )) ,

R

f x z f f x z i x z dx dx dz   = = +                                 (13) 

3
1 23

1F [ ( , )] ( , ) ( , )exp( (( , ) )) .
8 R

f f x z f i x z d d d        


− = = − +                         (14) 

 - 
фундаментальное  решение уравнения:

( ){ }22 2
2 2 ( , ) ( ) ( ).z zia b x z z xµ ψ δ δ−∆ − ∂ + ∂ − =                               (12)    

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Подставим (11) в (10) и, используя лемму 3, а также 
свойство ассоциативности кватернионного умножения и свойства свертки с 
дельта-функцией, получим требуемое:  
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{ }
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zz z
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= −∆ − ∂ + ∂ − ∗ = ∗ =

+ ∗ ∗ ∗D D D D D

Q Q Q

B Q B Q Q 

Осталось вычислить скалярный  потенциал ( , )x zψ . Вид его зависит от 
знака 
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Бикватернион ( , )F x описывает движение излучателя в направлении оси X3   со скоростью V , 
которое вибрирует с частотой  . В этом случае решение (10) будем строить в аналогичном 
виде ( , , ) ( , ) ix z x z e  = B .  Назовем его вибротранспортным решением БУД.  Тогда 

 1 2, ( , , )z zM i  =  +  =    ,                                                    (9) 
и в подвижной системе координат 1 2( , , )x x z  уравнение преобразуется к виду: 

( , ) ( , ),M x z x z
 =D B Q                                                                (10) 

( )  ( )1 2( , , )M z z zM m i i M m i i    + +     =  + +  D . 
Будем называть это уравнение вибротранспортным уравнением Дирака (ВТУД).   
  

Л е м м а 3. Композиция взаимных операторов 

( )22 2
2 2 ,M M M M z zia b    + − − += = − −  +  −D D D D                          

где  2 2
2 1 2 =  + - двумерный лапласиан, 21 , ,M a Mb b  = − = = + .  

Д о к а з а т е л ь с т в о: Согласно Лемме 2, получим 
( )  ( ) 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 22 2 .

M M M M z z

z z z z

M i i M i i

M iM a b

       

    

+ − − += =  + + +   + + − 

= − +  + +  − + = − −  +  −

D D D D
  

Здесь используем введённые обозначения для , ,a b  . В результате получена формула леммы. 
 Т е о р е м а 1. Общее решение вибротранспортного уравнения Дирака (10) можно пред-
ставить в виде  

   ( )0( , )( , ) Mx zx z  = + DВ В Q ,                                                      (11)                
где 0 ( , )B x z  решение однородного уравнения  (при F 0= ), ( , )x z -- фундаментальное  решение 
уравнения: 

( ) 22 2
2 2 ( , ) ( ) ( ).z zia b x z z x   − −  +  − =                                             (12)     

   Д о к а з а т е л ь с т в о.  Подставим (11) в (10) и, используя лемму 3, а также свойство 
ассоциативности кватернионного умножения и свойства свертки с дельта-функцией, получим 
требуемое:   

   
( )  ( )  ( )

 
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2
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2

2

2 ( ) ( )

M M M M M zz z

zz z

ia b

ia b z x
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+   D D D D D
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Осталось вычислить скалярный  потенциал ( , )x z . Вид его зависит от знака 2 21 M = − .  
 Скорость распространения волн в среде назовем световой.  Эта скорость является критиче-

ской скоростью движения. Возможны три случая: досветовая скорость   M<1 2 0  , свето-
вая скорость  M =1 2 0 = , и  сверхсветовая скорость     M >1 2 0  .  В зависимости от нее 
меняется тип вибротранспортного уравнения (10): эллиптический при досветовой скорости, па-
раболический при световой и строго гиперболический при сверхсветовой. Рассмотрим здесь до-
световой. 

Для построения решений используем преобразование Фурье обобщённых функций.  Обозна-
чим переменные Фурье ( ),  , соответствующие ( , )x z . Для регулярных функций, достаточно 
быстро убывающих на бесконечности, прямое и обратное преобразование Фурье имеет вид: 

3
1 2F[ ( , )] ( , ) ( , )exp( (( , ) )) ,

R

f x z f f x z i x z dx dx dz   = = +                                 (13) 

3
1 23

1F [ ( , )] ( , ) ( , )exp( (( , ) )) .
8 R

f f x z f i x z d d d        


− = = − +                         (14) 

. 
 Скорость распространения волн в среде назовем световой.  Эта 
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скорость является критической скоростью движения. Возможны три случая: 
досветовая скорость   M<1 2 0µ⇒ > , световая скорость  M =1 2 0µ⇒ < , и  
сверхсветовая скорость     M >1 2 0µ⇒ < .  В зависимости от нее меняется тип 
вибротранспортного уравнения (10): эллиптический при досветовой скорости, 
параболический при световой и строго гиперболический при сверхсветовой. 
Рассмотрим здесь досветовой.

Для построения решений используем преобразование Фурье обобщённых 
функций.  Обозначим переменные Фурье 

 6 

Бикватернион ( , )F x описывает движение излучателя в направлении оси X3   со скоростью V , 
которое вибрирует с частотой  . В этом случае решение (10) будем строить в аналогичном 
виде ( , , ) ( , ) ix z x z e  = B .  Назовем его вибротранспортным решением БУД.  Тогда 

 1 2, ( , , )z zM i  =  +  =    ,                                                    (9) 
и в подвижной системе координат 1 2( , , )x x z  уравнение преобразуется к виду: 

( , ) ( , ),M x z x z
 =D B Q                                                                (10) 

( )  ( )1 2( , , )M z z zM m i i M m i i    + +     =  + +  D . 
Будем называть это уравнение вибротранспортным уравнением Дирака (ВТУД).   
  

Л е м м а 3. Композиция взаимных операторов 

( )22 2
2 2 ,M M M M z zia b    + − − += = − −  +  −D D D D                          

где  2 2
2 1 2 =  + - двумерный лапласиан, 21 , ,M a Mb b  = − = = + .  

Д о к а з а т е л ь с т в о: Согласно Лемме 2, получим 
( )  ( ) 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 22 2 .

M M M M z z

z z z z

M i i M i i

M iM a b
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    

+ − − += =  + + +   + + − 

= − +  + +  − + = − −  +  −

D D D D
  

Здесь используем введённые обозначения для , ,a b  . В результате получена формула леммы. 
 Т е о р е м а 1. Общее решение вибротранспортного уравнения Дирака (10) можно пред-
ставить в виде  

   ( )0( , )( , ) Mx zx z  = + DВ В Q ,                                                      (11)                
где 0 ( , )B x z  решение однородного уравнения  (при F 0= ), ( , )x z -- фундаментальное  решение 
уравнения: 

( ) 22 2
2 2 ( , ) ( ) ( ).z zia b x z z x   − −  +  − =                                             (12)     

   Д о к а з а т е л ь с т в о.  Подставим (11) в (10) и, используя лемму 3, а также свойство 
ассоциативности кватернионного умножения и свойства свертки с дельта-функцией, получим 
требуемое:   
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 

0 0 2 2
2

2 2
2

2

2 ( ) ( )
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Q Q Q

B Q B Q Q
 

Осталось вычислить скалярный  потенциал ( , )x z . Вид его зависит от знака 2 21 M = − .  
 Скорость распространения волн в среде назовем световой.  Эта скорость является критиче-

ской скоростью движения. Возможны три случая: досветовая скорость   M<1 2 0  , свето-
вая скорость  M =1 2 0 = , и  сверхсветовая скорость     M >1 2 0  .  В зависимости от нее 
меняется тип вибротранспортного уравнения (10): эллиптический при досветовой скорости, па-
раболический при световой и строго гиперболический при сверхсветовой. Рассмотрим здесь до-
световой. 

Для построения решений используем преобразование Фурье обобщённых функций.  Обозна-
чим переменные Фурье ( ),  , соответствующие ( , )x z . Для регулярных функций, достаточно 
быстро убывающих на бесконечности, прямое и обратное преобразование Фурье имеет вид: 

3
1 2F[ ( , )] ( , ) ( , )exp( (( , ) )) ,

R

f x z f f x z i x z dx dx dz   = = +                                 (13) 

3
1 23

1F [ ( , )] ( , ) ( , )exp( (( , ) )) .
8 R

f f x z f i x z d d d        


− = = − +                         (14) 

, соответствующие ( , )x z . 
Для регулярных функций, достаточно быстро убывающих на бесконечности, 
прямое и обратное преобразование Фурье имеет вид:

3
1 23

1F [ ( , )] ( , ) ( , ) exp( (( , ) )) .
8 R

f f x z f i x z d d dξ ζ ξ ζ ξ ζ ξ ξ ζ
π

− = = − +∫                 (13)

3
1 23

1F [ ( , )] ( , ) ( , ) exp( (( , ) )) .
8 R

f f x z f i x z d d dξ ζ ξ ζ ξ ζ ξ ξ ζ
π

− = = − +∫    (14)

Для сингулярных функций следует использовать определение 
преобразования Фурье в пространстве обобщённых функций (Владимиров, 
1976, 1979). 

Для восстановления оригинала используем свойство обратного 
преобразования Фурье функции ( ) ( )zϕ ζ ϕ↔  при линейном преобразовании 
координаты:

[ ]1

/ /
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2 2
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ziz izi
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e e ze d
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ϕ ς ς ϕ
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−∞ ∞ −− −

−∞ −∞

∞ −

−∞

+ = + = =

 = =  
 

∫ ∫

∫
Это свойство позволяет строит оригиналы функции 
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Для сингулярных функций следует использовать определение преобразования Фурье в простран-
стве обобщённых функций (Владимиров, 1976, 1979).  

Для восстановления оригинала используем свойство обратного преобразования Фурье 
функции ( ) ( )z    при линейном преобразовании координаты: 
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 
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Это свойство позволяет строит оригиналы функции ( ) ( )f    = + , если известен оригинал 
( )  . 

4. Досветовой скалярный потенциал вибротранспортного уравнения Дирака  
При M<1  скалярный потенциал удовлетворяет уравнению 

( ) 22 2
2 2 ( , ) ( ) ( ).z zia b x z z x   − −  +  − =                                             (15)     

а его трансформанта Фурье  -- 

 2 2 2 22 ( , ) 1.a b      + + − =  

 Следовательно 

2 2 2 2
1( , )

2a b
  

   
=

+ + −
 .                                                          (16) 

Для построения оригинала преобразуем его к виду: 
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= =
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= = =
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2 2 2 2
1 1

1( , ) , / , /a k b
k

      
  

= = + =
+ + −

.                           (17) 

 
Для восстановления оригинала используем свойство линейных преобразований в пространстве 
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если известен оригинал 
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Для сингулярных функций следует использовать определение преобразования Фурье в простран-
стве обобщённых функций (Владимиров, 1976, 1979).  

Для восстановления оригинала используем свойство обратного преобразования Фурье 
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Это свойство позволяет строит оригиналы функции ( ) ( )f    = + , если известен оригинал 
( )  . 

4. Досветовой скалярный потенциал вибротранспортного уравнения Дирака  
При M<1  скалярный потенциал удовлетворяет уравнению 
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Для построения оригинала преобразуем его к виду: 
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 Следовательно
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Для построения оригинала преобразуем его к виду:
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= = + =
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.                     (17)

Для восстановления оригинала используем свойство линейных 
преобразований в пространстве переменных Фурье:
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∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ 1 2( , , / )U x x z µ
µ

Здесь ( )/ /aζ ς µ µ= − . А под знаком интеграла стоит преобразование 
Фурье фундаментальных решений уравнения Гельмгольца:

2
1 2 3( ) 0, ( , , )U k U y y y y yδ∆ + + = =

Среди них, затухающие на бесконечности, имеют следующий вид 

(Владимиров, 1976, 1979):  
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Здесь ( )/ /a   = − . А под знаком интеграла стоит преобразование Фурье фундаментальных 
решений уравнения Гельмгольца: 

2
1 2 3( ) 0, ( , , )U k U y y y y y + + = =  

Среди них, затухающие на бесконечности, имеют следующий вид (Владимиров, 1976, 1979):  

( ) .
4

ik yeU y
y



=   Причём условию излучения Зоммерфельда, с учётом временного множителя 

ie   , удовлетворяет  лишь  функция 
( )

( ) ,
4

i k y
i eU y e

y






− −

=                                                            (18) 

которая описывает сферические фазовые волны, исходящие из источника, сосредоточенного в 
точке y=0. Следовательно 
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    
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  = = − + =    + +

= +
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где   ( )22 2( , ) /z r zM z r   = − + 
 

.  Следовательно, 
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                              (19) 

Определим фазовую поверхность этой волны: 
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Вычислим 
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В результате получим 
2 2

2
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Это сфера радиуса C 
 
−
+

 с центром в подвижной точке  

Причём условию излучения Зоммерфельда, с учётом временного 
множителя ie ωτ , удовлетворяет  лишь  функция
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которая описывает сферические фазовые волны, исходящие из источника, 
сосредоточенного в точке y=0. Следовательно
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где   ( )22 2( , ) /z r zM z rα µ µ = − + 
 

.  Следовательно,
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Определим фазовую поверхность этой волны:
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+
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+
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

 .                                                             (20)

Здесь С – произвольная действительная константа.  
5. Досветовой волновой потенциал однородного

 вибротранспортного   уравнения Дирака
Построим теперь решения однородного вибротранспортного уравнения 

Дирака:
0 ( , ) 0,M x zω

± =D B                                                                  (21)
Отсюда следует, что 
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5. Досветовой волновой потенциал однородного 
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0 ( , ) 0,M x z
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Отсюда следует, что  

( )( )20 2 2 0
2 2 0M M z zia b   = − −  +  − =D D B B , 

21 , ,M a Mb b im = − = = − . 
Cоответствующий скалярный потенциал 0 ( , )x z  и является решением однородного виб-

ротранспортного уравнения: 
( )2 2

2 02 ( , ) 0z z zia b x z  +   −  + = ,                                              (22) 
преобразование Фурье которого имеет вид: 

( )2 2 2 2
02 ( , ) 0.a b      + − − =  

Следовательно 0 ( , ) ( , )S      = - простой слой на поверхности S: 

( ) 2 22 2 2( , ) : /S a a b     = + − = +  .                                  (23) 

Легко видеть, что это осесимметричный эллипс с центром в точке ( , ) 0,0, a 


 
=  
 

 . Оригинал 

определяется интегралом по поверхности этого эллипса:  
 

( , )
0( , ) ( , ) ( , )i x iz

S

x z e e dS      − −=  ,                                                   (24) 

где ( , )   - произвольная интегрируемая на S функция.  
Для построения 0( , )x z можно также использовать решения однородного уравнения Гельм-

гольца: 
2 0,u k u + =  

которые можно разложить в ряды по сферическим гармоникам и сферическим функциям Бес-
селя: 

3

, ,

2 23
1 2 1 22

, 2

( ) ( ) (cos ) ( ) (cos sin )

( )
( ) , .

m im m m
n n n n n n

n m n m

n m m
n nm

n m

yu y a J k y P e a J k y P i
y

J k y ya P y iy y y y
yy

  
 

= = + =  
 

 
= + = +  

 

 


          (25) 

Здесь (cos )m
nP   - присоединенные полиномы Лежандра, ,   угловые сферические координаты.  

Используя свойства сдвига преобразования Фурье и сжатия-растяжения по координатным осям, 
в результате из (30) получим оригинал этого вибротранспортного волнового потенциала:           
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b zx z e a J z r P e r x x
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    = + = +     + 
 .                  (26) 

Cоответствующий скалярный потенциал 0 ( , )x zψ  и является решением 
однородного вибротранспортного уравнения:
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в результате из (30) получим оригинал этого вибротранспортного волнового потенциала:           
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.                                  (23)

Легко видеть, что это осесимметричный эллипс с центром в точке 

( , ) 0,0, aξ ζ
µ

 
=  
 

. Оригинал определяется интегралом по поверхности этого 

эллипса: 
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Здесь С – произвольная действительная константа.   
 

 
5. Досветовой волновой потенциал однородного 

 вибротранспортного   уравнения Дирака 
 

Построим теперь решения однородного вибротранспортного уравнения Дирака: 
0 ( , ) 0,M x z

 =D B                                                                  (21) 
Отсюда следует, что  

( )( )20 2 2 0
2 2 0M M z zia b   = − −  +  − =D D B B , 

21 , ,M a Mb b im = − = = − . 
Cоответствующий скалярный потенциал 0 ( , )x z  и является решением однородного виб-
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где ( , )   - произвольная интегрируемая на S функция.  
Для построения 0( , )x z можно также использовать решения однородного уравнения Гельм-
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где ( , )β ξ ζ - произвольная интегрируемая на S функция. 
Для построения 0 ( , )x zψ можно также использовать решения однородного 

уравнения Гельмгольца:
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Здесь (cos )m
nP θ

 - присоединенные полиномы Лежандра, 
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  угловые сферические 
координаты.  Используя свойства сдвига преобразования Фурье и сжатия-
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Итак, в формуле (11) теоремы 1 все функции определены и общее решение 
вибротранспортного уравнения Дирака при досветовых скоростях движения 
источника построено. 

Бикватернион энергии-импульса определяется формулой
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уравнения Дирака при досветовых скоростях движения источника построено.  
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*0,5

0,5

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).w iP

x z x z x z
b x z B x z b x z B x z x z x z= +

= =

= + −

Σ B B
                           (27) 

Здесь ( , ), ( , )Pw x z x z - плотность энергии и аналог вектора Пойнтинга, который показывает 
направление ее распространения. 
 

9. Бифункция Грина вибротранспортного   уравнения Дирака  
Общее решение ВТУД можно записать в более удобном для вычисления виде, если исполь-

зовать бикватернионную функцию Грина. 
О п р е д е л е н и е.  Бифункцией Грина  вибротранспортного уравнения Дирака ( , )x zU  

называется  решение уравнения (10)  при ( , ) ( ) ( )x z x z =Q :     v ( , ) ( ) ( ),x z x z   =D U  
удовлетворяющее условиям затухания 

( , ) 0x z →U     при      ( , )x z →  
и условиям излучения Зоммерфельда на бесконечности. 
 
Из теоремы 1 следует, при ( ) ( )x z =F  

( )  ( )

( , )

grad .

( , ) M

z z

x z

M i i i M i

x z 

       

 =

=  + +   = + +  

=DU
                                     (28) 

Очевидно, что бифункция Грина   удовлетворяет условию затухания  (33), в силу свойств потен-
циала  ( , )x z  и его производных. 
 

Т е о р е м а  2. Частное  решение вибротранспортного уравнения Дирака при досвето-
вых скоростях движения  (M<1)  можно представить в виде бикватернионной свертки 

( , )( , ) ( , ),x zx z x z =U QB                                                     (29) 
которую для регулярных ( , )x zQ можно представить в интегральном виде 

2
1 2( , )( , ) ( , ) .

R

x y z dy dyx z d y 




−

− −=  U QB  

Решение существует, если 3
1( )( , ) Rx z LQ . 

 Если правая часть (10) сингулярный бикватернион с носителем на поверхности S  или 
кривой l, например   

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),S S L Lx z x z x z x z x z x z = =Q А Q А  
то  

1 2( , ) ( , , ),( , ) ( , )
S

x y z dS y yx z y   − −= U QB  

1 2( , ) ( , , ),( , ) ( , )
l

x y z dl y yx z y   − −= U QB  

где интегралы берутся по носителю бикватерниона, т.е. поверхностный и криволинейный. 
Заключение. Решения уравнений Дирака в теоретической физике принято называть спино-

рами. Соответственно назвать биспинорами их бикватернионное представление. 
Формула теоремы 2  даёт решение ВТУД  при любых ( , )x zQ  из класса сингулярных биква-

тернионов, в том числе описываемых сингулярными обобщёнными функциями, дельта – функ-
циями и их производными,  которые используют для описания движущихся зарядов, диполей, 

     (27)
Здесь 
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то  

1 2( , ) ( , , ),( , ) ( , )
S

x y z dS y yx z y   − −= U QB  

1 2( , ) ( , , ),( , ) ( , )
l

x y z dl y yx z y   − −= U QB  

где интегралы берутся по носителю бикватерниона, т.е. поверхностный и криволинейный. 
Заключение. Решения уравнений Дирака в теоретической физике принято называть спино-

рами. Соответственно назвать биспинорами их бикватернионное представление. 
Формула теоремы 2  даёт решение ВТУД  при любых ( , )x zQ  из класса сингулярных биква-

тернионов, в том числе описываемых сингулярными обобщёнными функциями, дельта – функ-
циями и их производными,  которые используют для описания движущихся зарядов, диполей, 

- плотность энергии и аналог вектора Пойнтинга, 
который показывает направление ее распространения.

9. Бифункция Грина вибротранспортного   уравнения Дирака 
Общее решение ВТУД можно записать в более удобном для вычисления 

виде, если использовать бикватернионную функцию Грина.
О п р е д е л е н и е.  Бифункцией Грина  вибротранспортного уравнения 

Дирака ( , )x z±U  называется  решение уравнения (10)  при 
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Итак, в формуле (11) теоремы 1 все функции определены и общее решение вибротранспортного 
уравнения Дирака при досветовых скоростях движения источника построено.  

Бикватернион энергии-импульса определяется формулой 

( ) ( )
*0,5

0,5

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).w iP

x z x z x z
b x z B x z b x z B x z x z x z= +

= =

= + −

Σ B B
                           (27) 

Здесь ( , ), ( , )Pw x z x z - плотность энергии и аналог вектора Пойнтинга, который показывает 
направление ее распространения. 
 

9. Бифункция Грина вибротранспортного   уравнения Дирака  
Общее решение ВТУД можно записать в более удобном для вычисления виде, если исполь-

зовать бикватернионную функцию Грина. 
О п р е д е л е н и е.  Бифункцией Грина  вибротранспортного уравнения Дирака ( , )x zU  

называется  решение уравнения (10)  при ( , ) ( ) ( )x z x z =Q :     v ( , ) ( ) ( ),x z x z   =D U  
удовлетворяющее условиям затухания 

( , ) 0x z →U     при      ( , )x z →  
и условиям излучения Зоммерфельда на бесконечности. 
 
Из теоремы 1 следует, при ( ) ( )x z =F  

( )  ( )

( , )

grad .

( , ) M

z z

x z

M i i i M i

x z 

       

 =

=  + +   = + +  

=DU
                                     (28) 

Очевидно, что бифункция Грина   удовлетворяет условию затухания  (33), в силу свойств потен-
циала  ( , )x z  и его производных. 
 

Т е о р е м а  2. Частное  решение вибротранспортного уравнения Дирака при досвето-
вых скоростях движения  (M<1)  можно представить в виде бикватернионной свертки 

( , )( , ) ( , ),x zx z x z =U QB                                                     (29) 
которую для регулярных ( , )x zQ можно представить в интегральном виде 

2
1 2( , )( , ) ( , ) .

R

x y z dy dyx z d y 




−

− −=  U QB  

Решение существует, если 3
1( )( , ) Rx z LQ . 

 Если правая часть (10) сингулярный бикватернион с носителем на поверхности S  или 
кривой l, например   

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),S S L Lx z x z x z x z x z x z = =Q А Q А  
то  

1 2( , ) ( , , ),( , ) ( , )
S

x y z dS y yx z y   − −= U QB  

1 2( , ) ( , , ),( , ) ( , )
l

x y z dl y yx z y   − −= U QB  

где интегралы берутся по носителю бикватерниона, т.е. поверхностный и криволинейный. 
Заключение. Решения уравнений Дирака в теоретической физике принято называть спино-

рами. Соответственно назвать биспинорами их бикватернионное представление. 
Формула теоремы 2  даёт решение ВТУД  при любых ( , )x zQ  из класса сингулярных биква-

тернионов, в том числе описываемых сингулярными обобщёнными функциями, дельта – функ-
циями и их производными,  которые используют для описания движущихся зарядов, диполей, 

:     
v ( , ) ( ) ( ),x z x zδ δ± ± =D U
удовлетворяющее условиям затухания
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Очевидно, что бифункция Грина   удовлетворяет условию затухания  (33), в силу свойств потен-
циала  ( , )x z  и его производных. 
 

Т е о р е м а  2. Частное  решение вибротранспортного уравнения Дирака при досвето-
вых скоростях движения  (M<1)  можно представить в виде бикватернионной свертки 
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которую для регулярных ( , )x zQ можно представить в интегральном виде 
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 Если правая часть (10) сингулярный бикватернион с носителем на поверхности S  или 
кривой l, например   
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где интегралы берутся по носителю бикватерниона, т.е. поверхностный и криволинейный. 
Заключение. Решения уравнений Дирака в теоретической физике принято называть спино-

рами. Соответственно назвать биспинорами их бикватернионное представление. 
Формула теоремы 2  даёт решение ВТУД  при любых ( , )x zQ  из класса сингулярных биква-

тернионов, в том числе описываемых сингулярными обобщёнными функциями, дельта – функ-
циями и их производными,  которые используют для описания движущихся зарядов, диполей, 

             (28)
Очевидно, что бифункция Грина   удовлетворяет условию затухания  (33), 
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=  + +   = + +  

=DU
                                     (28) 

Очевидно, что бифункция Грина   удовлетворяет условию затухания  (33), в силу свойств потен-
циала  ( , )x z  и его производных. 
 

Т е о р е м а  2. Частное  решение вибротранспортного уравнения Дирака при досвето-
вых скоростях движения  (M<1)  можно представить в виде бикватернионной свертки 

( , )( , ) ( , ),x zx z x z =U QB                                                     (29) 
которую для регулярных ( , )x zQ можно представить в интегральном виде 

2
1 2( , )( , ) ( , ) .

R

x y z dy dyx z d y 




−

− −=  U QB  

Решение существует, если 3
1( )( , ) Rx z LQ . 

 Если правая часть (10) сингулярный бикватернион с носителем на поверхности S  или 
кривой l, например   

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),S S L Lx z x z x z x z x z x z = =Q А Q А  
то  

1 2( , ) ( , , ),( , ) ( , )
S

x y z dS y yx z y   − −= U QB  

1 2( , ) ( , , ),( , ) ( , )
l

x y z dl y yx z y   − −= U QB  

где интегралы берутся по носителю бикватерниона, т.е. поверхностный и криволинейный. 
Заключение. Решения уравнений Дирака в теоретической физике принято называть спино-

рами. Соответственно назвать биспинорами их бикватернионное представление. 
Формула теоремы 2  даёт решение ВТУД  при любых ( , )x zQ  из класса сингулярных биква-

тернионов, в том числе описываемых сингулярными обобщёнными функциями, дельта – функ-
циями и их производными,  которые используют для описания движущихся зарядов, диполей, 

то 1 2( , ) ( , , ),( , ) ( , )
S

x y z dS y yx z yζ ζ ζ± − −= ∫U QB   
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1 2( , ) ( , , ),( , ) ( , )
l

x y z dl y yx z yζ ζ ζ± − −= ∫U QB 
 

где интегралы берутся по носителю бикватерниона, т.е. поверхностный 
и криволинейный.

Заключение. Решения уравнений Дирака в теоретической физике 
принято называть спинорами. Соответственно назвать биспинорами их 
бикватернионное представление.

Формула теоремы 2  даёт решение ВТУД  при любых 
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которую для регулярных ( , )x zQ можно представить в интегральном виде 
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


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Решение существует, если 3
1( )( , ) Rx z LQ . 
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где интегралы берутся по носителю бикватерниона, т.е. поверхностный и криволинейный. 
Заключение. Решения уравнений Дирака в теоретической физике принято называть спино-

рами. Соответственно назвать биспинорами их бикватернионное представление. 
Формула теоремы 2  даёт решение ВТУД  при любых ( , )x zQ  из класса сингулярных биква-

тернионов, в том числе описываемых сингулярными обобщёнными функциями, дельта – функ-
циями и их производными,  которые используют для описания движущихся зарядов, диполей, 

 из класса 
сингулярных бикватернионов, в том числе описываемых сингулярными 
обобщёнными функциями, дельта – функциями и их производными,  которые 
используют для описания движущихся зарядов, диполей, мультиполей и 
элементарных частиц. Для таких источников излучения следует использовать 
правила вычисления свёрток обобщённых функций (Владимиров, 1979).

При  ω=0  полученные решения описывают транспортные решения 
уравнений Дирака. При 
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мультиполей и элементарных частиц. Для таких источников излучения следует использовать 
правила вычисления свёрток обобщённых функций (Владимиров, 1979). 

При  0 =  полученные решения описывают транспортные решения уравнений Дирака. При 
0, 0M =   эти же формулы описывают процесс стационарных колебаний с фиксированной 

частотой и могут быть использованы для построения периодических по времени решений урав-
нений Дирака. При 0 =  эти решения описывают решения бикватернионной формы уравнений 
Максвелла, которые можно использовать для  для исследования электромагнитных полей 
различных световых излучателей и излучателей радиоволн, расположенных на подвижных 
объектах (поездах, машинах, кораблях и т.п.). 

Отметим, что построенная здесь бифункция Грина необходима для решения вибротранс-
портных краевых задач  в областях, ограниченных цилиндрическими поверхностями, по которым 
движутся излучатели волн в направлении их образующих.  
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