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SUBSONIC VIBROTRANSPORT SOLUTIONS
OF THE WAVE EQUATION IN SPACES OF DIMENSION N=1,2,3

Alexeyeva Lyudmila Alexeyevna – Doctor of Physical and Mathematical Sciences, Professor, Chief 
Researcher at the Institute of Mathematics and Mathematical Modeling of the Ministry of Education 
and Science of the Republic of Kazakhstan, Almaty, Kazakhstan,   alexeeva@math.kz ,   https://orcid.
org/ 0000-0002-7131-4635

Abstract. Among the active sources of disturbances in various environments, 
the most common are transport and vibrotransport ones, which are associated 
with moving objects, the speed of which can be subsonic, sonic, supersonic, and 
in environments with several sonic speeds (elastic, for example) also transonic. 
Here, fundamental and regular vibrotransport solutions of the wave equation are 
constructed at subsonic speeds of the disturbance source in spaces of physical 
dimension (N=1, 2, 3). Green’s functions are constructed, which describe the 
dynamics of the medium during the movement of a source concentrated at a point, 
which moves at a constant speed and vibrates at a constant frequency. On its basis, 
general solutions of the vibration transport equation are constructed under the 
action of both spatially distributed moving vibration sources and concentrated on 
moving surfaces and lines. A mathematical description of the Doppler Effect with 
a graphical illustration is given.

The constructed solutions allow us to construct solutions to many equations of 
continuum mechanics for studying wave processes generated by various types of 
moving sources of oscillations in media and should find wide application in solving 
various engineering and technical problems.

Keywords: wave equation, vibration transport solutions, Green’s function, 
Fourier transform, Helmholtz equation, Doppler effect 
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Аннотация. Әртүрлі орталардағы бұзылулардың белсенді көздерінің 
ішінде ең көп тарағаны көліктік және дірілді тасымалдау болып табылады, 
олар жылдамдығы дыбыстық, дыбыстан жоғары болуы мүмкін қозғалатын 
объектілермен байланысты және бірнеше дыбыстық жылдамдықтары 
(мысалы, серпімді) және трансоникалық болуы мүмкін. Мұнда толқындық 
теңдеудің іргелі және тұрақты діріл тасымалдау шешімдері физикалық 
өлшемді кеңістіктердегі (N=1,2,3) бұзылулар көзінің дыбыстан төмен 
жылдамдықтарында құрастырылған. Грин функциялары тұрақты 
жылдамдықпен қозғалатын және тұрақты жиілікте тербелетін нүктеде 
шоғырланған көз ортасының динамикасын сипаттау үшін құрастырылған. 
Олардың негізінде дірілді тасымалдау теңдеуінің жалпы шешімдері 
кеңістікте таралған қозғалатын діріл көздерінің де, қозғалатын беттер мен 
сызықтарда шоғырланғандардың да әрекетінен құрастырылады. Графикалық 
иллюстрациямен Доплер эффектінің математикалық сипаттамасы берілген. 
Құрастырылған шешімдер ортадағы тербелістердің әртүрлі түрлерінің 
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және әртүрлі инженерлік есептерді шешуде кең қолдануды табуы керек.
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Аннотация. Среди активных источников возмущений в различных 
средах наиболее распространены транспортные и вибротранспортные, 
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которые связаны с движущимися объектами, скорость которых может быть 
дозвуковой, звуковой, сверхзвуковой, а в средах с несколькими звуковыми 
скоростями (упругих) и трансзвуковой. Здесь построены фундаментальные 
и регулярные вибротранспортные решения волнового уравнения при 
дозвуковых скоростях источника возмущений в пространствах физической 
размерности (N=1,2,3). Построены функции Грина, описывающие динамику 
среды сосредоточенного в точке источника, который движется с постоянной 
скоростью и колеблется с постоянной частотой. На их основе построены общие 
решения вибротранспортного уравнения при действии как пространственно 
распределённых движущихся источников вибраций, так и сосредоточенных 
на движущихся поверхностях и линиях. Дано математическое описание 
эффекта Доплера с графической иллюстрацией.

Построенные решения позволяют строить решения многих уравнений 
механики сплошной среды для изучения волновых процессов, порождаемых 
разного вида движущимися источниками колебаний в средах, и должны найти 
широкое применение при решении различных инженерно-технических задач.

Ключевые слова: волновое уравнение, вибротранспортные решения, 
функция Грина, преобразование Фурье, уравнение Гельмгольца, эффект 
Доплера.

Работа выполнена при финансовой поддержке КН МНВО РК (грант 
AP19674789, 2023-2025 гг.)

Введение. Среди действующих источников возмущений в различных средах 
наиболее распространены транспортные, которые связаны с движущимися 
источниками (нагрузками), форма которых не меняется с течением времени, 
а скорость движения может быть дозвуковой, звуковой, сверхзвуковой, а в 
средах с несколькими звуковыми скоростями (упругие) еще и трансзвуковой. 
В работах (Алексеева, 2008; Alekseeva, 1991, 1994, 1998; Alexeyeva, 2010, 
2016, 2017)  построены транспортные решения волновых уравнений и 
уравнений теории упругости во всем диапазоне скоростей, и,  на основе метода 
обобщённых функций, разработан метод граничных интегральных уравнений 
для решения стационарных транспортных дозвуковых и сверхзвуковых 
краевых задач в областях с цилиндрической формой границ. Отметим, 
что число работ по исследованию воздействия транспортных нагрузок на 
окружающую среду в последние десятилетия растёт в связи с интенсивным 
строительством высокоскоростных дорожных и подземных транспортных 
магистралей и имеет довольно обширную библиографию, с которой можно 
ознакомиться в статьях и монографиях (Sheng, 1999; Egger, 2000; Hoop, 2002, 
Brezhnev, 2005; Украинец, и др., 2006).

Есть ещё один очень важный для приложений класс источников возмущений 
(действующих сил и нагрузок), которые не только движутся с различными 
скоростями, но еще и пульсируют (вибрируют, колеблются) с определенной 
частотой. В качестве примера можно привести различные электромагнитные 
излучатели, движущиеся элементарные частицы, подвижный вибротранспорт 
и т.п. Поэтому актуальным является математическое моделирование таких 
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процессов с учетом вида источника, скорости его движения и частоты 
вибрации. Класс таких модельных задач рассматривается в данной работе. 

Ключевую роль при разработке МОФ и МГИУ для решения краевых задач 
для уравнений математической физики играют фундаментальные решения, 
поскольку служат основой для построения ядер интегральных уравнений 
и интегральных представлений решений краевых задач. Здесь строятся 
фундаментальные и регулярные вибротранспортные решения волнового 
уравнения при дозвуковых, сверхзвуковых и звуковых скоростях движения 
источника возмущений. Построены функции Грина, которые описывают 
динамику среды при движении сосредоточенного в точке виброисточника, и 
на его основе общие решения вибротранспортного уравнения при действии 
как распределенных в пространстве движущихся виброисточников, так и 
сосредоточенных на движущихся поверхностях и линиях.

Построенные решения позволяют строить решения многих уравнений 
механики сплошных сред для такого типа движущихся источников возмущений 
в средах и имеют обширные применения при решении различных инженерно-
технических задач.

Материалы и методы.  
1. Волновое уравнение Даламбера и его свойства.  Рассматривается 

многомерный аналог уравнения Даламбера:
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 (по повторяющимся индексам i,j в произведении здесь и далее всюду проводится 
суммирование от 1 до N). В пространстве NR  им соответствуют волновые фронты ( Ft ), 
движущиеся  со скоростью с по времени  t . На них выполняются условия непрерывности 
Адамара :  
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где через  ,
tF

f x t    обозначен  скачок  f  на Ft :  
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 n(x,t) – единичный вектор нормали к Ft,  направленный в сторону распространения фронта 
волны: 
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Последнее равенство справедливо, если уравнение фронта волны можно представить в виде 
( , ) 0tF x t   при условии существования  tgrad F . 

 Класс подобных решений гиперболических уравнений называют ударными волнами, 
на их фронтах производные функций и даже сами функции могут терпеть скачки.  
 Из второго условия (1.4) следует, на фронтах 
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Если перед фронтом волны  0u   (среда в покое), это равенство дает полезное соотношение 
на фронте волны:   
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Заметим, что касательные производные к характеристической поверхности, в силу 
непрерывности u,  также  непрерывны, т.е. 
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фронтах ударных волн, далее называем классическими. 
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 n(x,t) – единичный вектор нормали к Ft,  направленный в сторону распространения фронта 
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Последнее равенство справедливо, если уравнение фронта волны можно представить в виде 
( , ) 0tF x t   при условии существования  tgrad F . 
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непрерывности u,  также  непрерывны, т.е. 
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 Решения уравнения    волнового уравнения (1.1),  удовлетворяющие условиям на 
фронтах ударных волн, далее называем классическими. 
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2.	Постановка вибротранспортной задачи. 
Определение 1. Назовем функцию источника 

 
 g(x,t) вибротранспортной, 

если она представима в виде

 

4 

 

2. Постановка  вибротранспортной задачи 
 

 Определение 1. Назовем функцию источника ( , )g x t  вибротранспортной, если она 
представима в виде 

1 2 3( , ) ( , , ) i tg x t g x x x Vt e                                                     (9) 
 

где V - скорость движения источника вдоль оси X3 ,   - частота  его колебаний, 0  . При 
0   нагрузка транспортная..  

Если если правая часть волнового уравнения (1) имеет вид (9), то естественно искать 
решение в подобном виде: 

1 2 3( , ) ( , , ) i tu x t u x x x vt e     .                                             (10) 

 Для этого перейдем в подвижную систему  координат 1 2( , , ), ,x x z x M ct    /M V c -
число Маха.  Назовем источник дозвуковым, если M<1, сверхзвуковым, если M>1, и 
звуковым, если M=1.  

В новой системе координат решение  имеет вид: 
 

1 2( , , ) , /iwu u x x z e w c    
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где V - скорость движения источника вдоль оси X3, ɷ - частота его 
колебаний, ɷ>0. При  ɷ=0 нагрузка транспортная. 
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В новой системе координат решение имеет вид:
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. Тогда, в зависимости от скорости источника, 
имеем три разных уравнения:  при M < 1  дозвуковое эллиптическое
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Требуется построить решение этих уравнений при любых правых частях 
из класса обобщенных функций медленного роста S’(R3) (Владимиров В.С., 
1978, 1986).

3. Фундаментальные решения. Преобразование Фурье. 
Для построения решений уравнения (14), построим функцию Грина – 

фундаментальное решение U(x,z) этого уравнения с дельта-функцией в 
правой части:
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пространства, в котором это уравнение рассматривается. Здесь построим ( , )U x z  для 
пространств физической размерности N=3,2,1 

     (15)

которое удовлетворяет определенным условиям затухания на бесконечности, 
различные для каждого случая. И далее, используя свойство функции Грина, 
построим решения ВТУ для подвижных виброисточников, распределенных 
в ограниченных объемах, либо сосредоточенных на криволинейных линиях.

Для построения решений используем преобразование Фурье обобщенных 
функций, которое для суммируемых регулярных обобщенных функций 
совпадает с классическим преобразованием Фурье (Владимиров, 1986):

 

5 

 

Требуется построить решение этих уравнений при любых правых частях из класса 
обобщенных функций медленного роста 3'( )S R [16,17].  

 
3. Фундаментальные решения вибротранспортного уравнения. 

Преобразование Фурье 

 Для построения решений уравнения (14), построим функцию Грина – 
фундаментальное решение ( , )U x z этого уравнения с дельта-функцией в правой части: 

2 2 2
2 2 1

2 2 2
1 2

(1 ) 2 ( ) ( ), , NU U U UM i wv w U x z x R z R
zx x z

    
       

  
                   (15) 

которое удовлетворяет определенным условиям затухания на бесконечности, различные для 
каждого случая. И далее, используя свойство функции Грина, построим решения  ВТУ для 
подвижных виброисточников, распределенных в ограниченных объемах, либо 
сосредоточенных на криволинейных линиях. 

Для построения решений используем преобразование Фурье обобщенных функций, 
которое для суммируемых регулярных обобщенных функций совпадает с классическим 
преобразованием Фурье: 
 

 

1 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 23

( , ) ( , )exp( ( ))

1( , ) ( , )exp( ( ))
2

R

R

f f x z i x x z dx dx dz

f x z f i x x z d d d

    

       


  

   




                            (16) 

Тогда  из (15) получим 

                                        2 2 2 2 1(1 ) 2 1, ,NM wv w U R R                          

Откуда следует:  

при M<1                                       
2 2 2 2

1 ,
2

U
m wM w  

 
  

                                       (17) 

  

при M>1                                       
2 2 2 2

1 ,
2

U
m wM w  

 
  

                                      (18) 

при M=1                                           
2 2

1 ,
2

U
w w 

 
 

                                                  (19)  

Здесь в статье рассмотрим дозвуковой случай. Вид оригинала зависит от размерности 
пространства, в котором это уравнение рассматривается. Здесь построим ( , )U x z  для 
пространств физической размерности N=3,2,1 

             (16)

Тогда из (15) получим

 

5 

 

Требуется построить решение этих уравнений при любых правых частях из класса 
обобщенных функций медленного роста 3'( )S R [16,17].  

 
3. Фундаментальные решения вибротранспортного уравнения. 

Преобразование Фурье 

 Для построения решений уравнения (14), построим функцию Грина – 
фундаментальное решение ( , )U x z этого уравнения с дельта-функцией в правой части: 

2 2 2
2 2 1

2 2 2
1 2

(1 ) 2 ( ) ( ), , NU U U UM i wv w U x z x R z R
zx x z

    
       

  
                   (15) 

которое удовлетворяет определенным условиям затухания на бесконечности, различные для 
каждого случая. И далее, используя свойство функции Грина, построим решения  ВТУ для 
подвижных виброисточников, распределенных в ограниченных объемах, либо 
сосредоточенных на криволинейных линиях. 

Для построения решений используем преобразование Фурье обобщенных функций, 
которое для суммируемых регулярных обобщенных функций совпадает с классическим 
преобразованием Фурье: 
 

 

1 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 23

( , ) ( , )exp( ( ))

1( , ) ( , )exp( ( ))
2

R

R

f f x z i x x z dx dx dz

f x z f i x x z d d d

    

       


  

   




                            (16) 

Тогда  из (15) получим 

                                        2 2 2 2 1(1 ) 2 1, ,NM wv w U R R                          

Откуда следует:  

при M<1                                       
2 2 2 2

1 ,
2

U
m wM w  

 
  

                                       (17) 

  

при M>1                                       
2 2 2 2

1 ,
2

U
m wM w  

 
  

                                      (18) 

при M=1                                           
2 2

1 ,
2

U
w w 

 
 

                                                  (19)  

Здесь в статье рассмотрим дозвуковой случай. Вид оригинала зависит от размерности 
пространства, в котором это уравнение рассматривается. Здесь построим ( , )U x z  для 
пространств физической размерности N=3,2,1 

                

Откуда следует: 
при M<1 

 

5 

 

Требуется построить решение этих уравнений при любых правых частях из класса 
обобщенных функций медленного роста 3'( )S R [16,17].  

 
3. Фундаментальные решения вибротранспортного уравнения. 

Преобразование Фурье 

 Для построения решений уравнения (14), построим функцию Грина – 
фундаментальное решение ( , )U x z этого уравнения с дельта-функцией в правой части: 

2 2 2
2 2 1

2 2 2
1 2

(1 ) 2 ( ) ( ), , NU U U UM i wv w U x z x R z R
zx x z

    
       

  
                   (15) 

которое удовлетворяет определенным условиям затухания на бесконечности, различные для 
каждого случая. И далее, используя свойство функции Грина, построим решения  ВТУ для 
подвижных виброисточников, распределенных в ограниченных объемах, либо 
сосредоточенных на криволинейных линиях. 

Для построения решений используем преобразование Фурье обобщенных функций, 
которое для суммируемых регулярных обобщенных функций совпадает с классическим 
преобразованием Фурье: 
 

 

1 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 23

( , ) ( , )exp( ( ))

1( , ) ( , )exp( ( ))
2

R

R

f f x z i x x z dx dx dz

f x z f i x x z d d d

    

       


  

   




                            (16) 

Тогда  из (15) получим 

                                        2 2 2 2 1(1 ) 2 1, ,NM wv w U R R                          

Откуда следует:  

при M<1                                       
2 2 2 2

1 ,
2

U
m wM w  

 
  

                                       (17) 

  

при M>1                                       
2 2 2 2

1 ,
2

U
m wM w  

 
  

                                      (18) 

при M=1                                           
2 2

1 ,
2

U
w w 

 
 

                                                  (19)  

Здесь в статье рассмотрим дозвуковой случай. Вид оригинала зависит от размерности 
пространства, в котором это уравнение рассматривается. Здесь построим ( , )U x z  для 
пространств физической размерности N=3,2,1 

 			   (17)
	

при M>1

 

5 

 

Требуется построить решение этих уравнений при любых правых частях из класса 
обобщенных функций медленного роста 3'( )S R [16,17].  

 
3. Фундаментальные решения вибротранспортного уравнения. 

Преобразование Фурье 

 Для построения решений уравнения (14), построим функцию Грина – 
фундаментальное решение ( , )U x z этого уравнения с дельта-функцией в правой части: 

2 2 2
2 2 1

2 2 2
1 2

(1 ) 2 ( ) ( ), , NU U U UM i wv w U x z x R z R
zx x z

    
       

  
                   (15) 

которое удовлетворяет определенным условиям затухания на бесконечности, различные для 
каждого случая. И далее, используя свойство функции Грина, построим решения  ВТУ для 
подвижных виброисточников, распределенных в ограниченных объемах, либо 
сосредоточенных на криволинейных линиях. 

Для построения решений используем преобразование Фурье обобщенных функций, 
которое для суммируемых регулярных обобщенных функций совпадает с классическим 
преобразованием Фурье: 
 

 

1 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 23

( , ) ( , )exp( ( ))

1( , ) ( , )exp( ( ))
2

R

R

f f x z i x x z dx dx dz

f x z f i x x z d d d

    

       


  

   




                            (16) 

Тогда  из (15) получим 

                                        2 2 2 2 1(1 ) 2 1, ,NM wv w U R R                          

Откуда следует:  

при M<1                                       
2 2 2 2

1 ,
2

U
m wM w  

 
  

                                       (17) 

  

при M>1                                       
2 2 2 2

1 ,
2

U
m wM w  

 
  

                                      (18) 

при M=1                                           
2 2

1 ,
2

U
w w 

 
 

                                                  (19)  

Здесь в статье рассмотрим дозвуковой случай. Вид оригинала зависит от размерности 
пространства, в котором это уравнение рассматривается. Здесь построим ( , )U x z  для 
пространств физической размерности N=3,2,1 

 			   (18)

при M=1

 

5 

 

Требуется построить решение этих уравнений при любых правых частях из класса 
обобщенных функций медленного роста 3'( )S R [16,17].  

 
3. Фундаментальные решения вибротранспортного уравнения. 

Преобразование Фурье 

 Для построения решений уравнения (14), построим функцию Грина – 
фундаментальное решение ( , )U x z этого уравнения с дельта-функцией в правой части: 

2 2 2
2 2 1

2 2 2
1 2

(1 ) 2 ( ) ( ), , NU U U UM i wv w U x z x R z R
zx x z

    
       

  
                   (15) 

которое удовлетворяет определенным условиям затухания на бесконечности, различные для 
каждого случая. И далее, используя свойство функции Грина, построим решения  ВТУ для 
подвижных виброисточников, распределенных в ограниченных объемах, либо 
сосредоточенных на криволинейных линиях. 

Для построения решений используем преобразование Фурье обобщенных функций, 
которое для суммируемых регулярных обобщенных функций совпадает с классическим 
преобразованием Фурье: 
 

 

1 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 23

( , ) ( , )exp( ( ))

1( , ) ( , )exp( ( ))
2

R

R

f f x z i x x z dx dx dz

f x z f i x x z d d d

    

       


  

   




                            (16) 

Тогда  из (15) получим 

                                        2 2 2 2 1(1 ) 2 1, ,NM wv w U R R                          

Откуда следует:  

при M<1                                       
2 2 2 2

1 ,
2

U
m wM w  

 
  

                                       (17) 

  

при M>1                                       
2 2 2 2

1 ,
2

U
m wM w  

 
  

                                      (18) 

при M=1                                           
2 2

1 ,
2

U
w w 

 
 

                                                  (19)  

Здесь в статье рассмотрим дозвуковой случай. Вид оригинала зависит от размерности 
пространства, в котором это уравнение рассматривается. Здесь построим ( , )U x z  для 
пространств физической размерности N=3,2,1 

					     (19) 

Здесь в статье рассмотрим дозвуковой случай. Вид оригинала зависит от 
размерности пространства, в котором это уравнение рассматривается. Здесь 
построим  

 

5 

 

Требуется построить решение этих уравнений при любых правых частях из класса 
обобщенных функций медленного роста 3'( )S R [16,17].  

 
3. Фундаментальные решения вибротранспортного уравнения. 

Преобразование Фурье 

 Для построения решений уравнения (14), построим функцию Грина – 
фундаментальное решение ( , )U x z этого уравнения с дельта-функцией в правой части: 

2 2 2
2 2 1

2 2 2
1 2

(1 ) 2 ( ) ( ), , NU U U UM i wv w U x z x R z R
zx x z

    
       

  
                   (15) 

которое удовлетворяет определенным условиям затухания на бесконечности, различные для 
каждого случая. И далее, используя свойство функции Грина, построим решения  ВТУ для 
подвижных виброисточников, распределенных в ограниченных объемах, либо 
сосредоточенных на криволинейных линиях. 

Для построения решений используем преобразование Фурье обобщенных функций, 
которое для суммируемых регулярных обобщенных функций совпадает с классическим 
преобразованием Фурье: 
 

 

1 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 23

( , ) ( , )exp( ( ))

1( , ) ( , )exp( ( ))
2

R

R

f f x z i x x z dx dx dz

f x z f i x x z d d d

    

       


  

   




                            (16) 

Тогда  из (15) получим 

                                        2 2 2 2 1(1 ) 2 1, ,NM wv w U R R                          

Откуда следует:  

при M<1                                       
2 2 2 2

1 ,
2

U
m wM w  

 
  

                                       (17) 

  

при M>1                                       
2 2 2 2

1 ,
2

U
m wM w  

 
  

                                      (18) 

при M=1                                           
2 2

1 ,
2

U
w w 

 
 

                                                  (19)  

Здесь в статье рассмотрим дозвуковой случай. Вид оригинала зависит от размерности 
пространства, в котором это уравнение рассматривается. Здесь построим ( , )U x z  для 
пространств физической размерности N=3,2,1 

 для пространств физической размерности N=3,2,1
4.  Решения вибротранспортного уравнения при движении регулярных 

и сингулярных виброисточников в 3D пространстве.
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Здесь использовали замену переменных  2/m wM m   .  Заметим, что здесь под знаком 

интеграла стоит преобразование Фурье  фундаментального решения трехмерного уравнения 
Гельмгольца: 
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Решение этого уравнения, удовлетворяющее условиям излучения Зоммерфельда  [15,16], 
имеет следующий вид:  
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     
22 2 22 2 2 2 2(1 ) 2 / / 0.M wv w m wM m w m                            (27) 

Здесь плотность простого слоя ( , )    - произвольная интегрируемая на S функция. 
Соответственно 

 0 ( , )
1 2( , ) ( , ) ( , ), ,i x i z

S

u x z e e dS                                                    (28) 

Заметим, что уравнение (28) – это уравнение эллипсоида с центром в точке 

 20,0, /wM m  : 

 2 22 2 2/ , / .m w m wM m                                            (29) 

Для построения 0 ( , )u x z можно также использовать решения однородного уравнения 
Гельмгольца: 

0 2 0( ) ( ) 0.u y k u y                                                 (30) 

	 (26)

Решение этого уравнения 
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4.2. Решения однородного ВТУ при N=3. Теперь построим решения однородного 
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В пространстве преобразований Фурье, оно имеет вид: 

 2 2 2 2 0 1(1 ) 2 0 ,NM wv w u R R                                          (26) 

Решение этого уравнения 0 ( , ) ( , )Su       - сингулярная обобщенная функция – простой 
слой на поверхности S, на которой 

     
22 2 22 2 2 2 2(1 ) 2 / / 0.M wv w m wM m w m                            (27) 

Здесь плотность простого слоя ( , )    - произвольная интегрируемая на S функция. 
Соответственно 

 0 ( , )
1 2( , ) ( , ) ( , ), ,i x i z

S

u x z e e dS                                                    (28) 

Заметим, что уравнение (28) – это уравнение эллипсоида с центром в точке 

 20,0, /wM m  : 

 2 22 2 2/ , / .m w m wM m                                            (29) 

Для построения 0 ( , )u x z можно также использовать решения однородного уравнения 
Гельмгольца: 

0 2 0( ) ( ) 0.u y k u y                                                 (30) 

 - сингулярная обобщенная 
функция – простой слой на поверхности S, на которой
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4.2. Решения однородного ВТУ при N=3. Теперь построим решения однородного 
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 2 2 2 2 0 1(1 ) 2 0 ,NM wv w u R R                                          (26) 

Решение этого уравнения 0 ( , ) ( , )Su       - сингулярная обобщенная функция – простой 
слой на поверхности S, на которой 

     
22 2 22 2 2 2 2(1 ) 2 / / 0.M wv w m wM m w m                            (27) 

Здесь плотность простого слоя ( , )    - произвольная интегрируемая на S функция. 
Соответственно 

 0 ( , )
1 2( , ) ( , ) ( , ), ,i x i z

S

u x z e e dS                                                    (28) 

Заметим, что уравнение (28) – это уравнение эллипсоида с центром в точке 

 20,0, /wM m  : 

 2 22 2 2/ , / .m w m wM m                                            (29) 

Для построения 0 ( , )u x z можно также использовать решения однородного уравнения 
Гельмгольца: 

0 2 0( ) ( ) 0.u y k u y                                                 (30) 

  (27)

Здесь плотность простого слоя  
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4.2. Решения однородного ВТУ при N=3. Теперь построим решения однородного 

BТУ: 
2 0 2 0 0
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  
     

 
                                   (25) 

В пространстве преобразований Фурье, оно имеет вид: 

 2 2 2 2 0 1(1 ) 2 0 ,NM wv w u R R                                          (26) 

Решение этого уравнения 0 ( , ) ( , )Su       - сингулярная обобщенная функция – простой 
слой на поверхности S, на которой 

     
22 2 22 2 2 2 2(1 ) 2 / / 0.M wv w m wM m w m                            (27) 

Здесь плотность простого слоя ( , )    - произвольная интегрируемая на S функция. 
Соответственно 

 0 ( , )
1 2( , ) ( , ) ( , ), ,i x i z

S

u x z e e dS                                                    (28) 

Заметим, что уравнение (28) – это уравнение эллипсоида с центром в точке 

 20,0, /wM m  : 

 2 22 2 2/ , / .m w m wM m                                            (29) 

Для построения 0 ( , )u x z можно также использовать решения однородного уравнения 
Гельмгольца: 

0 2 0( ) ( ) 0.u y k u y                                                 (30) 

 - произвольная интегрируемая 
на S функция.

Соответственно

 

7 

 

3exp( )
( ) ,

4
ik y

W y y R
y


                                               (22) 

Его преобразование Фурье имеет вид 

3
2 2 2

1 ,
( 0)

W y R
k i 

  
  

                                               (23) 

Из формулы (20) с учетом (22) и (23) следует: 

для N=3       
2

2 2 2
1 2 22 2 2

( , ) ( , , ) exp
4

iwm Mze iwU z U x x z z m r
mz m r

       
 

x                             (24) 
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  
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                                   (25) 

В пространстве преобразований Фурье, оно имеет вид: 

 2 2 2 2 0 1(1 ) 2 0 ,NM wv w u R R                                          (26) 

Решение этого уравнения 0 ( , ) ( , )Su       - сингулярная обобщенная функция – простой 
слой на поверхности S, на которой 

     
22 2 22 2 2 2 2(1 ) 2 / / 0.M wv w m wM m w m                            (27) 

Здесь плотность простого слоя ( , )    - произвольная интегрируемая на S функция. 
Соответственно 

 0 ( , )
1 2( , ) ( , ) ( , ), ,i x i z

S

u x z e e dS                                                    (28) 

Заметим, что уравнение (28) – это уравнение эллипсоида с центром в точке 

 20,0, /wM m  : 

 2 22 2 2/ , / .m w m wM m                                            (29) 

Для построения 0 ( , )u x z можно также использовать решения однородного уравнения 
Гельмгольца: 

0 2 0( ) ( ) 0.u y k u y                                                 (30) 

		  (28)

Заметим, что уравнение (28) – это уравнение эллипсоида с центром в точке 

 

7 

 

3exp( )
( ) ,

4
ik y

W y y R
y


                                               (22) 

Его преобразование Фурье имеет вид 

3
2 2 2

1 ,
( 0)

W y R
k i 

  
  

                                               (23) 
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для N=3       
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( , ) ( , , ) exp
4

iwm Mze iwU z U x x z z m r
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4.2. Решения однородного ВТУ при N=3. Теперь построим решения однородного 

BТУ: 
2 0 2 0 0

2 0 2 1
2 2
1 2

2 , , ;u u ui wM w u x R z R
zx x

  
     
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                                   (25) 

В пространстве преобразований Фурье, оно имеет вид: 

 2 2 2 2 0 1(1 ) 2 0 ,NM wv w u R R                                          (26) 

Решение этого уравнения 0 ( , ) ( , )Su       - сингулярная обобщенная функция – простой 
слой на поверхности S, на которой 

     
22 2 22 2 2 2 2(1 ) 2 / / 0.M wv w m wM m w m                            (27) 

Здесь плотность простого слоя ( , )    - произвольная интегрируемая на S функция. 
Соответственно 

 0 ( , )
1 2( , ) ( , ) ( , ), ,i x i z

S

u x z e e dS                                                    (28) 

Заметим, что уравнение (28) – это уравнение эллипсоида с центром в точке 

 20,0, /wM m  : 

 2 22 2 2/ , / .m w m wM m                                            (29) 

Для построения 0 ( , )u x z можно также использовать решения однородного уравнения 
Гельмгольца: 

0 2 0( ) ( ) 0.u y k u y                                                 (30) 

:
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 2 2 2 2 0 1(1 ) 2 0 ,NM wv w u R R                                          (26) 

Решение этого уравнения 0 ( , ) ( , )Su       - сингулярная обобщенная функция – простой 
слой на поверхности S, на которой 

     
22 2 22 2 2 2 2(1 ) 2 / / 0.M wv w m wM m w m                            (27) 

Здесь плотность простого слоя ( , )    - произвольная интегрируемая на S функция. 
Соответственно 

 0 ( , )
1 2( , ) ( , ) ( , ), ,i x i z

S

u x z e e dS                                                    (28) 

Заметим, что уравнение (28) – это уравнение эллипсоида с центром в точке 

 20,0, /wM m  : 

 2 22 2 2/ , / .m w m wM m                                            (29) 

Для построения 0 ( , )u x z можно также использовать решения однородного уравнения 
Гельмгольца: 

0 2 0( ) ( ) 0.u y k u y                                                 (30) 

			   (29)
Для построения 
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Здесь плотность простого слоя ( , )    - произвольная интегрируемая на S функция. 
Соответственно 
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Заметим, что уравнение (28) – это уравнение эллипсоида с центром в точке 

 20,0, /wM m  : 

 2 22 2 2/ , / .m w m wM m                                            (29) 

Для построения 0 ( , )u x z можно также использовать решения однородного уравнения 
Гельмгольца: 

0 2 0( ) ( ) 0.u y k u y                                                 (30) 

 можно также использовать решения однородного 
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BТУ: 
2 0 2 0 0

2 0 2 1
2 2
1 2

2 , , ;u u ui wM w u x R z R
zx x

  
     

 
                                   (25) 

В пространстве преобразований Фурье, оно имеет вид: 

 2 2 2 2 0 1(1 ) 2 0 ,NM wv w u R R                                          (26) 

Решение этого уравнения 0 ( , ) ( , )Su       - сингулярная обобщенная функция – простой 
слой на поверхности S, на которой 

     
22 2 22 2 2 2 2(1 ) 2 / / 0.M wv w m wM m w m                            (27) 

Здесь плотность простого слоя ( , )    - произвольная интегрируемая на S функция. 
Соответственно 

 0 ( , )
1 2( , ) ( , ) ( , ), ,i x i z

S

u x z e e dS                                                    (28) 

Заметим, что уравнение (28) – это уравнение эллипсоида с центром в точке 

 20,0, /wM m  : 

 2 22 2 2/ , / .m w m wM m                                            (29) 

Для построения 0 ( , )u x z можно также использовать решения однородного уравнения 
Гельмгольца: 

0 2 0( ) ( ) 0.u y k u y                                                 (30) 						      (30)
Его решения можно разложить в ряды по сферическим гармоникам и 

сферическим функциям Бесселя (М. Абрамовиц, 1979):
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Его решения можно разложить в ряды по сферическим гармоникам и сферическим функциям 
Бесселя [17, 18]: 
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2 23
1 2 1 22
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( ) ( ) (cos ) ( ) (cos sin )

( )
( ) ,

m im m m
n n n n n n

n m n m

n m m
n nm

n m

yu y a j k y P e a j k y P i
y

j k y ya P y iy y y y
yy

  
 

     
 

 
     

 

 


          (30) 

Здесь (cos )m
nP   - присоединенные полиномы Лежандра, ,   угловые сферические 

координаты. Из формул (21) следует ( , / )y x z m  

20 ( / ) 2 2 2 1 2
2 2 2,

( )( , ) ,
l

i wMz m l
n n n l

n l

x ixw zu x z e a j z m r P
c rz r


            

    (31) 

где 2 2
1 2r x x  ,  коэффициенты na   произвольные комплексные числа. 

 4.3. Общее решение ВТУ при N=3. Докажем следующую теорему. 

 Т е о р е м а 1. Решение ВТУ (12) в 3D-пространстве имеет следующий вид: 

0( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x z U x z g x z u x z   .                                                        (33) 

Если  ( , )g x z - регулярная функция и  3
1( , ) ( )g x z L R , то  

3
1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

R

U x z g x z U x y z h g y h dy dy dh    .                                    (34) 

Если   ( , )g x z  - сосредоточенная на поверхности S сингулярная функция: 

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )Sg x z x z x z x z L S    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
S

U x z g x z U x y z h g y h dS y h                                              (35) 

Если  ( , )g x z  - сосредоточенная на кривой l сингулярная функция:  

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L l    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h                                 (36) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим 1 2( , , )zVT    дифференциальный оператор ВТУ (12) . 
Подставляя (33) в (12) получим требуемое: 

(30)

Здесь 
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Его решения можно разложить в ряды по сферическим гармоникам и сферическим функциям 
Бесселя [17, 18]: 
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 
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 

 


          (30) 

Здесь (cos )m
nP   - присоединенные полиномы Лежандра, ,   угловые сферические 

координаты. Из формул (21) следует ( , / )y x z m  

20 ( / ) 2 2 2 1 2
2 2 2,

( )( , ) ,
l

i wMz m l
n n n l

n l

x ixw zu x z e a j z m r P
c rz r


            

    (31) 

где 2 2
1 2r x x  ,  коэффициенты na   произвольные комплексные числа. 

 4.3. Общее решение ВТУ при N=3. Докажем следующую теорему. 

 Т е о р е м а 1. Решение ВТУ (12) в 3D-пространстве имеет следующий вид: 

0( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x z U x z g x z u x z   .                                                        (33) 

Если  ( , )g x z - регулярная функция и  3
1( , ) ( )g x z L R , то  

3
1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

R

U x z g x z U x y z h g y h dy dy dh    .                                    (34) 

Если   ( , )g x z  - сосредоточенная на поверхности S сингулярная функция: 

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )Sg x z x z x z x z L S    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
S

U x z g x z U x y z h g y h dS y h                                              (35) 

Если  ( , )g x z  - сосредоточенная на кривой l сингулярная функция:  

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L l    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h                                 (36) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим 1 2( , , )zVT    дифференциальный оператор ВТУ (12) . 
Подставляя (33) в (12) получим требуемое: 

 - присоединенные полиномы Лежандра, 
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Его решения можно разложить в ряды по сферическим гармоникам и сферическим функциям 
Бесселя [17, 18]: 
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 


          (30) 

Здесь (cos )m
nP   - присоединенные полиномы Лежандра, ,   угловые сферические 

координаты. Из формул (21) следует ( , / )y x z m  

20 ( / ) 2 2 2 1 2
2 2 2,

( )( , ) ,
l

i wMz m l
n n n l

n l

x ixw zu x z e a j z m r P
c rz r


            

    (31) 

где 2 2
1 2r x x  ,  коэффициенты na   произвольные комплексные числа. 

 4.3. Общее решение ВТУ при N=3. Докажем следующую теорему. 

 Т е о р е м а 1. Решение ВТУ (12) в 3D-пространстве имеет следующий вид: 

0( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x z U x z g x z u x z   .                                                        (33) 

Если  ( , )g x z - регулярная функция и  3
1( , ) ( )g x z L R , то  

3
1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

R

U x z g x z U x y z h g y h dy dy dh    .                                    (34) 

Если   ( , )g x z  - сосредоточенная на поверхности S сингулярная функция: 

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )Sg x z x z x z x z L S    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
S

U x z g x z U x y z h g y h dS y h                                              (35) 

Если  ( , )g x z  - сосредоточенная на кривой l сингулярная функция:  

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L l    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h                                 (36) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим 1 2( , , )zVT    дифференциальный оператор ВТУ (12) . 
Подставляя (33) в (12) получим требуемое: 

 угловые 
сферические координаты. Из формул (21) следует 
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Его решения можно разложить в ряды по сферическим гармоникам и сферическим функциям 
Бесселя [17, 18]: 
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2 23
1 2 1 22
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( ) ( ) (cos ) ( ) (cos sin )
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( ) ,
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 

 
     

 

 


          (30) 

Здесь (cos )m
nP   - присоединенные полиномы Лежандра, ,   угловые сферические 

координаты. Из формул (21) следует ( , / )y x z m  

20 ( / ) 2 2 2 1 2
2 2 2,

( )( , ) ,
l

i wMz m l
n n n l

n l

x ixw zu x z e a j z m r P
c rz r


            

    (31) 

где 2 2
1 2r x x  ,  коэффициенты na   произвольные комплексные числа. 

 4.3. Общее решение ВТУ при N=3. Докажем следующую теорему. 

 Т е о р е м а 1. Решение ВТУ (12) в 3D-пространстве имеет следующий вид: 

0( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x z U x z g x z u x z   .                                                        (33) 

Если  ( , )g x z - регулярная функция и  3
1( , ) ( )g x z L R , то  

3
1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

R

U x z g x z U x y z h g y h dy dy dh    .                                    (34) 

Если   ( , )g x z  - сосредоточенная на поверхности S сингулярная функция: 

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )Sg x z x z x z x z L S    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
S

U x z g x z U x y z h g y h dS y h                                              (35) 

Если  ( , )g x z  - сосредоточенная на кривой l сингулярная функция:  

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L l    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h                                 (36) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим 1 2( , , )zVT    дифференциальный оператор ВТУ (12) . 
Подставляя (33) в (12) получим требуемое: 
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Его решения можно разложить в ряды по сферическим гармоникам и сферическим функциям 
Бесселя [17, 18]: 
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 

 


          (30) 

Здесь (cos )m
nP   - присоединенные полиномы Лежандра, ,   угловые сферические 

координаты. Из формул (21) следует ( , / )y x z m  

20 ( / ) 2 2 2 1 2
2 2 2,

( )( , ) ,
l

i wMz m l
n n n l

n l

x ixw zu x z e a j z m r P
c rz r


            

    (31) 

где 2 2
1 2r x x  ,  коэффициенты na   произвольные комплексные числа. 

 4.3. Общее решение ВТУ при N=3. Докажем следующую теорему. 

 Т е о р е м а 1. Решение ВТУ (12) в 3D-пространстве имеет следующий вид: 

0( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x z U x z g x z u x z   .                                                        (33) 

Если  ( , )g x z - регулярная функция и  3
1( , ) ( )g x z L R , то  

3
1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

R

U x z g x z U x y z h g y h dy dy dh    .                                    (34) 

Если   ( , )g x z  - сосредоточенная на поверхности S сингулярная функция: 

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )Sg x z x z x z x z L S    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
S

U x z g x z U x y z h g y h dS y h                                              (35) 

Если  ( , )g x z  - сосредоточенная на кривой l сингулярная функция:  

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L l    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h                                 (36) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим 1 2( , , )zVT    дифференциальный оператор ВТУ (12) . 
Подставляя (33) в (12) получим требуемое: 

     (31)

где 
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Его решения можно разложить в ряды по сферическим гармоникам и сферическим функциям 
Бесселя [17, 18]: 
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Здесь (cos )m
nP   - присоединенные полиномы Лежандра, ,   угловые сферические 

координаты. Из формул (21) следует ( , / )y x z m  
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где 2 2
1 2r x x  ,  коэффициенты na   произвольные комплексные числа. 

 4.3. Общее решение ВТУ при N=3. Докажем следующую теорему. 

 Т е о р е м а 1. Решение ВТУ (12) в 3D-пространстве имеет следующий вид: 

0( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x z U x z g x z u x z   .                                                        (33) 

Если  ( , )g x z - регулярная функция и  3
1( , ) ( )g x z L R , то  

3
1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

R

U x z g x z U x y z h g y h dy dy dh    .                                    (34) 

Если   ( , )g x z  - сосредоточенная на поверхности S сингулярная функция: 

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )Sg x z x z x z x z L S    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
S

U x z g x z U x y z h g y h dS y h                                              (35) 

Если  ( , )g x z  - сосредоточенная на кривой l сингулярная функция:  

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L l    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h                                 (36) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим 1 2( , , )zVT    дифференциальный оператор ВТУ (12) . 
Подставляя (33) в (12) получим требуемое: 

,  коэффициенты   αn произвольные комплексные числа.
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4.3. Общее решение ВТУ при N=3.  Докажем следующую теорему.
Теорема 1. Решение ВТУ (12) в 3D-пространстве имеет следующий вид:
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Его решения можно разложить в ряды по сферическим гармоникам и сферическим функциям 
Бесселя [17, 18]: 
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 
     

 

 


          (30) 

Здесь (cos )m
nP   - присоединенные полиномы Лежандра, ,   угловые сферические 

координаты. Из формул (21) следует ( , / )y x z m  

20 ( / ) 2 2 2 1 2
2 2 2,

( )( , ) ,
l

i wMz m l
n n n l

n l

x ixw zu x z e a j z m r P
c rz r


            

    (31) 

где 2 2
1 2r x x  ,  коэффициенты na   произвольные комплексные числа. 

 4.3. Общее решение ВТУ при N=3. Докажем следующую теорему. 

 Т е о р е м а 1. Решение ВТУ (12) в 3D-пространстве имеет следующий вид: 

0( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x z U x z g x z u x z   .                                                        (33) 

Если  ( , )g x z - регулярная функция и  3
1( , ) ( )g x z L R , то  

3
1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

R

U x z g x z U x y z h g y h dy dy dh    .                                    (34) 

Если   ( , )g x z  - сосредоточенная на поверхности S сингулярная функция: 

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )Sg x z x z x z x z L S    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
S

U x z g x z U x y z h g y h dS y h                                              (35) 

Если  ( , )g x z  - сосредоточенная на кривой l сингулярная функция:  

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L l    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h                                 (36) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим 1 2( , , )zVT    дифференциальный оператор ВТУ (12) . 
Подставляя (33) в (12) получим требуемое: 

.			   (33)

Если 
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Его решения можно разложить в ряды по сферическим гармоникам и сферическим функциям 
Бесселя [17, 18]: 
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 

 
     

 

 


          (30) 

Здесь (cos )m
nP   - присоединенные полиномы Лежандра, ,   угловые сферические 

координаты. Из формул (21) следует ( , / )y x z m  

20 ( / ) 2 2 2 1 2
2 2 2,

( )( , ) ,
l

i wMz m l
n n n l

n l

x ixw zu x z e a j z m r P
c rz r


            

    (31) 

где 2 2
1 2r x x  ,  коэффициенты na   произвольные комплексные числа. 

 4.3. Общее решение ВТУ при N=3. Докажем следующую теорему. 

 Т е о р е м а 1. Решение ВТУ (12) в 3D-пространстве имеет следующий вид: 

0( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x z U x z g x z u x z   .                                                        (33) 

Если  ( , )g x z - регулярная функция и  3
1( , ) ( )g x z L R , то  

3
1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

R

U x z g x z U x y z h g y h dy dy dh    .                                    (34) 

Если   ( , )g x z  - сосредоточенная на поверхности S сингулярная функция: 

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )Sg x z x z x z x z L S    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
S

U x z g x z U x y z h g y h dS y h                                              (35) 

Если  ( , )g x z  - сосредоточенная на кривой l сингулярная функция:  

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L l    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h                                 (36) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим 1 2( , , )zVT    дифференциальный оператор ВТУ (12) . 
Подставляя (33) в (12) получим требуемое: 

 - регулярная функция и 
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Его решения можно разложить в ряды по сферическим гармоникам и сферическим функциям 
Бесселя [17, 18]: 
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     
 

 
     

 

 


          (30) 

Здесь (cos )m
nP   - присоединенные полиномы Лежандра, ,   угловые сферические 

координаты. Из формул (21) следует ( , / )y x z m  

20 ( / ) 2 2 2 1 2
2 2 2,

( )( , ) ,
l

i wMz m l
n n n l

n l

x ixw zu x z e a j z m r P
c rz r


            

    (31) 

где 2 2
1 2r x x  ,  коэффициенты na   произвольные комплексные числа. 

 4.3. Общее решение ВТУ при N=3. Докажем следующую теорему. 

 Т е о р е м а 1. Решение ВТУ (12) в 3D-пространстве имеет следующий вид: 

0( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x z U x z g x z u x z   .                                                        (33) 

Если  ( , )g x z - регулярная функция и  3
1( , ) ( )g x z L R , то  

3
1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

R

U x z g x z U x y z h g y h dy dy dh    .                                    (34) 

Если   ( , )g x z  - сосредоточенная на поверхности S сингулярная функция: 

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )Sg x z x z x z x z L S    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
S

U x z g x z U x y z h g y h dS y h                                              (35) 

Если  ( , )g x z  - сосредоточенная на кривой l сингулярная функция:  

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L l    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h                                 (36) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим 1 2( , , )zVT    дифференциальный оператор ВТУ (12) . 
Подставляя (33) в (12) получим требуемое: 

, то 
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Его решения можно разложить в ряды по сферическим гармоникам и сферическим функциям 
Бесселя [17, 18]: 
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 

 
     

 

 


          (30) 

Здесь (cos )m
nP   - присоединенные полиномы Лежандра, ,   угловые сферические 

координаты. Из формул (21) следует ( , / )y x z m  

20 ( / ) 2 2 2 1 2
2 2 2,

( )( , ) ,
l

i wMz m l
n n n l

n l

x ixw zu x z e a j z m r P
c rz r


            

    (31) 

где 2 2
1 2r x x  ,  коэффициенты na   произвольные комплексные числа. 

 4.3. Общее решение ВТУ при N=3. Докажем следующую теорему. 

 Т е о р е м а 1. Решение ВТУ (12) в 3D-пространстве имеет следующий вид: 

0( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x z U x z g x z u x z   .                                                        (33) 

Если  ( , )g x z - регулярная функция и  3
1( , ) ( )g x z L R , то  

3
1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

R

U x z g x z U x y z h g y h dy dy dh    .                                    (34) 

Если   ( , )g x z  - сосредоточенная на поверхности S сингулярная функция: 

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )Sg x z x z x z x z L S    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
S

U x z g x z U x y z h g y h dS y h                                              (35) 

Если  ( , )g x z  - сосредоточенная на кривой l сингулярная функция:  

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L l    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h                                 (36) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим 1 2( , , )zVT    дифференциальный оператор ВТУ (12) . 
Подставляя (33) в (12) получим требуемое: 

. 		  (34)

Если 
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Его решения можно разложить в ряды по сферическим гармоникам и сферическим функциям 
Бесселя [17, 18]: 
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 
     

 

 


          (30) 

Здесь (cos )m
nP   - присоединенные полиномы Лежандра, ,   угловые сферические 

координаты. Из формул (21) следует ( , / )y x z m  

20 ( / ) 2 2 2 1 2
2 2 2,

( )( , ) ,
l

i wMz m l
n n n l

n l

x ixw zu x z e a j z m r P
c rz r


            

    (31) 

где 2 2
1 2r x x  ,  коэффициенты na   произвольные комплексные числа. 

 4.3. Общее решение ВТУ при N=3. Докажем следующую теорему. 

 Т е о р е м а 1. Решение ВТУ (12) в 3D-пространстве имеет следующий вид: 

0( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x z U x z g x z u x z   .                                                        (33) 

Если  ( , )g x z - регулярная функция и  3
1( , ) ( )g x z L R , то  

3
1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

R

U x z g x z U x y z h g y h dy dy dh    .                                    (34) 

Если   ( , )g x z  - сосредоточенная на поверхности S сингулярная функция: 

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )Sg x z x z x z x z L S    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
S

U x z g x z U x y z h g y h dS y h                                              (35) 

Если  ( , )g x z  - сосредоточенная на кривой l сингулярная функция:  

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L l    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h                                 (36) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим 1 2( , , )zVT    дифференциальный оператор ВТУ (12) . 
Подставляя (33) в (12) получим требуемое: 

 - сосредоточенная на поверхности S сингулярная функция: 
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Его решения можно разложить в ряды по сферическим гармоникам и сферическим функциям 
Бесселя [17, 18]: 
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 
     

 

 


          (30) 

Здесь (cos )m
nP   - присоединенные полиномы Лежандра, ,   угловые сферические 

координаты. Из формул (21) следует ( , / )y x z m  

20 ( / ) 2 2 2 1 2
2 2 2,

( )( , ) ,
l

i wMz m l
n n n l

n l

x ixw zu x z e a j z m r P
c rz r


            

    (31) 

где 2 2
1 2r x x  ,  коэффициенты na   произвольные комплексные числа. 

 4.3. Общее решение ВТУ при N=3. Докажем следующую теорему. 

 Т е о р е м а 1. Решение ВТУ (12) в 3D-пространстве имеет следующий вид: 

0( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x z U x z g x z u x z   .                                                        (33) 

Если  ( , )g x z - регулярная функция и  3
1( , ) ( )g x z L R , то  

3
1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

R

U x z g x z U x y z h g y h dy dy dh    .                                    (34) 

Если   ( , )g x z  - сосредоточенная на поверхности S сингулярная функция: 

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )Sg x z x z x z x z L S    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
S

U x z g x z U x y z h g y h dS y h                                              (35) 

Если  ( , )g x z  - сосредоточенная на кривой l сингулярная функция:  

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L l    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h                                 (36) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим 1 2( , , )zVT    дифференциальный оператор ВТУ (12) . 
Подставляя (33) в (12) получим требуемое: 

, то 
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Его решения можно разложить в ряды по сферическим гармоникам и сферическим функциям 
Бесселя [17, 18]: 
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 

 
     

 

 


          (30) 

Здесь (cos )m
nP   - присоединенные полиномы Лежандра, ,   угловые сферические 

координаты. Из формул (21) следует ( , / )y x z m  

20 ( / ) 2 2 2 1 2
2 2 2,

( )( , ) ,
l

i wMz m l
n n n l

n l

x ixw zu x z e a j z m r P
c rz r


            

    (31) 

где 2 2
1 2r x x  ,  коэффициенты na   произвольные комплексные числа. 

 4.3. Общее решение ВТУ при N=3. Докажем следующую теорему. 

 Т е о р е м а 1. Решение ВТУ (12) в 3D-пространстве имеет следующий вид: 

0( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x z U x z g x z u x z   .                                                        (33) 

Если  ( , )g x z - регулярная функция и  3
1( , ) ( )g x z L R , то  

3
1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

R

U x z g x z U x y z h g y h dy dy dh    .                                    (34) 

Если   ( , )g x z  - сосредоточенная на поверхности S сингулярная функция: 

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )Sg x z x z x z x z L S    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
S

U x z g x z U x y z h g y h dS y h                                              (35) 

Если  ( , )g x z  - сосредоточенная на кривой l сингулярная функция:  

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L l    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h                                 (36) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим 1 2( , , )zVT    дифференциальный оператор ВТУ (12) . 
Подставляя (33) в (12) получим требуемое: 

			  (35)

Если 
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Его решения можно разложить в ряды по сферическим гармоникам и сферическим функциям 
Бесселя [17, 18]: 
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2 23
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n m
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y

j k y ya P y iy y y y
yy

  
 

     
 

 
     

 

 


          (30) 

Здесь (cos )m
nP   - присоединенные полиномы Лежандра, ,   угловые сферические 

координаты. Из формул (21) следует ( , / )y x z m  

20 ( / ) 2 2 2 1 2
2 2 2,

( )( , ) ,
l

i wMz m l
n n n l

n l

x ixw zu x z e a j z m r P
c rz r


            

    (31) 

где 2 2
1 2r x x  ,  коэффициенты na   произвольные комплексные числа. 

 4.3. Общее решение ВТУ при N=3. Докажем следующую теорему. 

 Т е о р е м а 1. Решение ВТУ (12) в 3D-пространстве имеет следующий вид: 

0( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x z U x z g x z u x z   .                                                        (33) 

Если  ( , )g x z - регулярная функция и  3
1( , ) ( )g x z L R , то  

3
1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

R

U x z g x z U x y z h g y h dy dy dh    .                                    (34) 

Если   ( , )g x z  - сосредоточенная на поверхности S сингулярная функция: 

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )Sg x z x z x z x z L S    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
S

U x z g x z U x y z h g y h dS y h                                              (35) 

Если  ( , )g x z  - сосредоточенная на кривой l сингулярная функция:  

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L l    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h                                 (36) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим 1 2( , , )zVT    дифференциальный оператор ВТУ (12) . 
Подставляя (33) в (12) получим требуемое: 

 - сосредоточенная на кривой l сингулярная функция: 
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Его решения можно разложить в ряды по сферическим гармоникам и сферическим функциям 
Бесселя [17, 18]: 
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 

 


          (30) 

Здесь (cos )m
nP   - присоединенные полиномы Лежандра, ,   угловые сферические 

координаты. Из формул (21) следует ( , / )y x z m  

20 ( / ) 2 2 2 1 2
2 2 2,

( )( , ) ,
l

i wMz m l
n n n l

n l

x ixw zu x z e a j z m r P
c rz r


            

    (31) 

где 2 2
1 2r x x  ,  коэффициенты na   произвольные комплексные числа. 

 4.3. Общее решение ВТУ при N=3. Докажем следующую теорему. 

 Т е о р е м а 1. Решение ВТУ (12) в 3D-пространстве имеет следующий вид: 

0( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x z U x z g x z u x z   .                                                        (33) 

Если  ( , )g x z - регулярная функция и  3
1( , ) ( )g x z L R , то  

3
1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

R

U x z g x z U x y z h g y h dy dy dh    .                                    (34) 

Если   ( , )g x z  - сосредоточенная на поверхности S сингулярная функция: 

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )Sg x z x z x z x z L S    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
S

U x z g x z U x y z h g y h dS y h                                              (35) 

Если  ( , )g x z  - сосредоточенная на кривой l сингулярная функция:  

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L l    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h                                 (36) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим 1 2( , , )zVT    дифференциальный оператор ВТУ (12) . 
Подставляя (33) в (12) получим требуемое: 

, то 
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Его решения можно разложить в ряды по сферическим гармоникам и сферическим функциям 
Бесселя [17, 18]: 
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( ) ( ) (cos ) ( ) (cos sin )
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( ) ,
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 

 
     

 

 


          (30) 

Здесь (cos )m
nP   - присоединенные полиномы Лежандра, ,   угловые сферические 

координаты. Из формул (21) следует ( , / )y x z m  

20 ( / ) 2 2 2 1 2
2 2 2,

( )( , ) ,
l

i wMz m l
n n n l

n l

x ixw zu x z e a j z m r P
c rz r


            

    (31) 

где 2 2
1 2r x x  ,  коэффициенты na   произвольные комплексные числа. 

 4.3. Общее решение ВТУ при N=3. Докажем следующую теорему. 

 Т е о р е м а 1. Решение ВТУ (12) в 3D-пространстве имеет следующий вид: 

0( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x z U x z g x z u x z   .                                                        (33) 

Если  ( , )g x z - регулярная функция и  3
1( , ) ( )g x z L R , то  

3
1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

R

U x z g x z U x y z h g y h dy dy dh    .                                    (34) 

Если   ( , )g x z  - сосредоточенная на поверхности S сингулярная функция: 

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )Sg x z x z x z x z L S    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
S

U x z g x z U x y z h g y h dS y h                                              (35) 

Если  ( , )g x z  - сосредоточенная на кривой l сингулярная функция:  

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L l    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h                                 (36) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим 1 2( , , )zVT    дифференциальный оператор ВТУ (12) . 
Подставляя (33) в (12) получим требуемое: 

			  (36)

Доказательство. Обозначим 
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Его решения можно разложить в ряды по сферическим гармоникам и сферическим функциям 
Бесселя [17, 18]: 
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
          (30) 

Здесь (cos )m
nP   - присоединенные полиномы Лежандра, ,   угловые сферические 

координаты. Из формул (21) следует ( , / )y x z m  

20 ( / ) 2 2 2 1 2
2 2 2,

( )( , ) ,
l

i wMz m l
n n n l

n l

x ixw zu x z e a j z m r P
c rz r


            

    (31) 

где 2 2
1 2r x x  ,  коэффициенты na   произвольные комплексные числа. 

 4.3. Общее решение ВТУ при N=3. Докажем следующую теорему. 

 Т е о р е м а 1. Решение ВТУ (12) в 3D-пространстве имеет следующий вид: 

0( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x z U x z g x z u x z   .                                                        (33) 

Если  ( , )g x z - регулярная функция и  3
1( , ) ( )g x z L R , то  

3
1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

R

U x z g x z U x y z h g y h dy dy dh    .                                    (34) 

Если   ( , )g x z  - сосредоточенная на поверхности S сингулярная функция: 

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )Sg x z x z x z x z L S    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
S

U x z g x z U x y z h g y h dS y h                                              (35) 

Если  ( , )g x z  - сосредоточенная на кривой l сингулярная функция:  

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L l    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h                                 (36) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим 1 2( , , )zVT    дифференциальный оператор ВТУ (12) . 
Подставляя (33) в (12) получим требуемое: 

 дифференциальный оператор 
ВТУ (12). Подставляя (33) в (12), получим требуемое:
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   

      

Здесь использовали линейность оператора, (15), (25) и свойство свертки с дельта-функцией 
[16,17]. 
 Если 1( , )u x z  - любое решение (12), то 2( , ) ( , ) 1( , )u x z u x z u x z  является решением 
однородного ВТУ (25). Следовательно 1( , ) ( , ) 2( , )u x z u x z u x z  . Т.е имеет анлогичный 

( , )u x z . Ч.т.д. 
  

4.5.  Эффект Доплера.  Обозначим  / tg ( , )r z x z , где   - угол, который образует 
радиус-вектор точки ( , )x z   с осью Z.  тогда функцию Грина можно записать в виде: 

  2 2
2 2 2

1( , ) exp 1 tg ( , )
4

U x z i z M m x z
z m r

 


    


 

 Вдоль оси X3, как видим, распространяется волна вида 

  3
1 2 3 2

3

11( , , , ) exp
4

M x Vt
x x x t i t

x Vt cm
 


   

        
. 

Если фиксировать точку наблюдения 1 2 3( , , )x x x и измерить приходящий по времени сигнал в 
этой точке, то он описывается функцией:  
 

 

 
 

 

 
  

3

2

2 2 2
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U( , , ) ( , ) exp
4
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.

4
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          
 

 

На рисунке 1 представлена реальная и мнимая части  ( , )U x z  при числе Маха M=0.1 и 
частотах 1   и 10  . В подвижной системе координат частота колебаний  

Здесь использовали линейность оператора, (15), (25) и свойство свёртки с 
дельта-функцией (Владимиров В.С., 1978).

Если 
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Здесь использовали линейность оператора, (15), (25) и свойство свертки с дельта-функцией 
[16,17]. 
 Если 1( , )u x z  - любое решение (12), то 2( , ) ( , ) 1( , )u x z u x z u x z  является решением 
однородного ВТУ (25). Следовательно 1( , ) ( , ) 2( , )u x z u x z u x z  . Т.е имеет анлогичный 

( , )u x z . Ч.т.д. 
  

4.5.  Эффект Доплера.  Обозначим  / tg ( , )r z x z , где   - угол, который образует 
радиус-вектор точки ( , )x z   с осью Z.  тогда функцию Грина можно записать в виде: 
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 Вдоль оси X3, как видим, распространяется волна вида 
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3
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. 

Если фиксировать точку наблюдения 1 2 3( , , )x x x и измерить приходящий по времени сигнал в 
этой точке, то он описывается функцией:  
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На рисунке 1 представлена реальная и мнимая части  ( , )U x z  при числе Маха M=0.1 и 
частотах 1   и 10  . В подвижной системе координат частота колебаний  

 - любое решение (12), то 
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Здесь использовали линейность оператора, (15), (25) и свойство свертки с дельта-функцией 
[16,17]. 
 Если 1( , )u x z  - любое решение (12), то 2( , ) ( , ) 1( , )u x z u x z u x z  является решением 
однородного ВТУ (25). Следовательно 1( , ) ( , ) 2( , )u x z u x z u x z  . Т.е имеет анлогичный 

( , )u x z . Ч.т.д. 
  

4.5.  Эффект Доплера.  Обозначим  / tg ( , )r z x z , где   - угол, который образует 
радиус-вектор точки ( , )x z   с осью Z.  тогда функцию Грина можно записать в виде: 
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Рисунок 1 -  ( , )U x z  при M=0.1, 1;10     
 
 
А в исходной неподвижной системе координат 1 2 3( , , )x x x    картиная иная. На  Рис. 2 

представлена осцилограмма сигнала в фиксированной точке  на оси X3 с течением времени 
t=tn при числе Маха M=0.8 и частоте вибрации 10  .   Она наглядно демонстрирует  
повышение частоты и амплитуды вибрации  при приближении виброисточника и наоборот  
их понижения при его удалении. 
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t=tn при числе Маха M=0.8 и частоте вибрации 10  .   Она наглядно демонстрирует  
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Она наглядно демонстрирует повышение частоты и амплитуды вибрации при 
приближении виброисточника и наоборот их понижения при его удалении.
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Как хорошо известно, давление в воздухе удовлетворяет волновому урав
нению (Гринченко, 2007). Это явление получило название эффекта Доплера 
– повышение тона (частоты) и громкости (амплитуды) при приближении 
виброисточника и наоборот понижения тона и громкости при его удалении.	

5.  Решения вибротранспортного уравнения при движении регулярных 
и сингулярных виброисточников в 2D пространстве

5.1. Функция Грина N=2. Построим функцию Грина 

 
U(x.z) аналогично 

вышеизложенному.  Ее обратное преобразование Фурье в этом случае имеет 
вид:
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Здесь под знаком интеграла стоит преобразование Фурье фундаментального 
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 ,

Фундаментальное решение этого уравнения, удовлетворяющее условиям 
излучения Зоммерфельда, с учётом временного сомножителя, имеет 
следующий вид (Владимиров В.С., 1986): 
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Здесь 

 

12 

 

Здесь (2)
0H - функция Ханкеля второго рода. Соответственно, сравнивая с подынтегльной 

функцией в (37), с учетом линейных преобразований переменных, получим оригинал: 
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(2) 2 2 2
03 2( , )
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iwm Mzie wU x z Н z m x
mm

     
 

                                   (38) 

5.2. Решения однородного ВТУ при N=2. Теперь построим решения однородного 
BТУ: 

2 0 0
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                                   (39) 

В пространстве преобразований Фурье, оно имеет вид: 

 2 2 2 2 0 1 1(1 ) 2 0 ,M wv w u R R                                          (40) 

Решение этого уравнения 0 ( , ) ( , )Su       - сингулярная обобщенная функция – простой 

слой на поверхности эллипсоида S, центр которого смещен в точку  20,0, /wM m  : 
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2 22 2 2/ / ,m wM m w m     

Здесь плотность простого слоя ( , )    - произвольная интегрируемая на S функция. 
Соответственно 
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Для построения 0 ( , )u x z можно также использовать решения однородного уравнения 

Гельмгольца: 
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Их можно разложить в ряды Фурье-Бесселя: 
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n n
n

u y b J k y e y y y   . 

Поскольку здесь ( , / )y x z m , получим 

 
2 20 ( / ) 2 2 2 2( / )( , ) , /

n
i wMz m

n n n
n

w x iz mu x z e b J z m r r z m x
cm r

      
 

          (42) 

 где  коэффициенты nb   произвольные комплексные числа. 

 - функция Ханкеля второго рода. Соответственно, сравнивая 
с подынтегральной функцией в (37), с учетом линейных преобразований 
переменных, получим оригинал:

 

12 

 

Здесь (2)
0H - функция Ханкеля второго рода. Соответственно, сравнивая с подынтегльной 

функцией в (37), с учетом линейных преобразований переменных, получим оригинал: 

 

2

(2) 2 2 2
03 2( , )

2

iwm Mzie wU x z Н z m x
mm

     
 

                                   (38) 

5.2. Решения однородного ВТУ при N=2. Теперь построим решения однородного 
BТУ: 

2 0 0
2 0 1 1

2 2 0, , ;u ui wM w u x R z R
zx

 
    


                                   (39) 

В пространстве преобразований Фурье, оно имеет вид: 

 2 2 2 2 0 1 1(1 ) 2 0 ,M wv w u R R                                          (40) 

Решение этого уравнения 0 ( , ) ( , )Su       - сингулярная обобщенная функция – простой 

слой на поверхности эллипсоида S, центр которого смещен в точку  20,0, /wM m  : 

   
2 22 2 2/ / ,m wM m w m     

Здесь плотность простого слоя ( , )    - произвольная интегрируемая на S функция. 
Соответственно 

0 ( , )( , ) ( , ) ( , )i x i z

S

u x z e e dS                                                 (41) 

Для построения 0 ( , )u x z можно также использовать решения однородного уравнения 

Гельмгольца: 
0 2 0

1 2( ) ( ) 0, ( , )u y k u y y y y     

Их можно разложить в ряды Фурье-Бесселя: 

2 2
1 2( ) ( ) ,in

n n
n

u y b J k y e y y y   . 

Поскольку здесь ( , / )y x z m , получим 

 
2 20 ( / ) 2 2 2 2( / )( , ) , /

n
i wMz m

n n n
n

w x iz mu x z e b J z m r r z m x
cm r

      
 

          (42) 

 где  коэффициенты nb   произвольные комплексные числа. 

		  (38)

5.2. Решения однородного ВТУ при N=2. Теперь построим решения 
однородного BТУ:
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Здесь (2)
0H - функция Ханкеля второго рода. Соответственно, сравнивая с подынтегльной 

функцией в (37), с учетом линейных преобразований переменных, получим оригинал: 

 

2

(2) 2 2 2
03 2( , )

2

iwm Mzie wU x z Н z m x
mm

     
 

                                   (38) 

5.2. Решения однородного ВТУ при N=2. Теперь построим решения однородного 
BТУ: 

2 0 0
2 0 1 1

2 2 0, , ;u ui wM w u x R z R
zx

 
    


                                   (39) 

В пространстве преобразований Фурье, оно имеет вид: 

 2 2 2 2 0 1 1(1 ) 2 0 ,M wv w u R R                                          (40) 

Решение этого уравнения 0 ( , ) ( , )Su       - сингулярная обобщенная функция – простой 

слой на поверхности эллипсоида S, центр которого смещен в точку  20,0, /wM m  : 

   
2 22 2 2/ / ,m wM m w m     

Здесь плотность простого слоя ( , )    - произвольная интегрируемая на S функция. 
Соответственно 

0 ( , )( , ) ( , ) ( , )i x i z

S

u x z e e dS                                                 (41) 

Для построения 0 ( , )u x z можно также использовать решения однородного уравнения 

Гельмгольца: 
0 2 0

1 2( ) ( ) 0, ( , )u y k u y y y y     

Их можно разложить в ряды Фурье-Бесселя: 

2 2
1 2( ) ( ) ,in

n n
n

u y b J k y e y y y   . 

Поскольку здесь ( , / )y x z m , получим 

 
2 20 ( / ) 2 2 2 2( / )( , ) , /

n
i wMz m

n n n
n

w x iz mu x z e b J z m r r z m x
cm r

      
 

          (42) 

 где  коэффициенты nb   произвольные комплексные числа. 

		
(39)

В пространстве преобразований Фурье, оно имеет вид:
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Здесь (2)
0H - функция Ханкеля второго рода. Соответственно, сравнивая с подынтегльной 

функцией в (37), с учетом линейных преобразований переменных, получим оригинал: 

 

2

(2) 2 2 2
03 2( , )

2

iwm Mzie wU x z Н z m x
mm

     
 

                                   (38) 

5.2. Решения однородного ВТУ при N=2. Теперь построим решения однородного 
BТУ: 

2 0 0
2 0 1 1

2 2 0, , ;u ui wM w u x R z R
zx

 
    


                                   (39) 

В пространстве преобразований Фурье, оно имеет вид: 

 2 2 2 2 0 1 1(1 ) 2 0 ,M wv w u R R                                          (40) 

Решение этого уравнения 0 ( , ) ( , )Su       - сингулярная обобщенная функция – простой 

слой на поверхности эллипсоида S, центр которого смещен в точку  20,0, /wM m  : 

   
2 22 2 2/ / ,m wM m w m     

Здесь плотность простого слоя ( , )    - произвольная интегрируемая на S функция. 
Соответственно 

0 ( , )( , ) ( , ) ( , )i x i z

S

u x z e e dS                                                 (41) 

Для построения 0 ( , )u x z можно также использовать решения однородного уравнения 

Гельмгольца: 
0 2 0

1 2( ) ( ) 0, ( , )u y k u y y y y     

Их можно разложить в ряды Фурье-Бесселя: 

2 2
1 2( ) ( ) ,in

n n
n

u y b J k y e y y y   . 

Поскольку здесь ( , / )y x z m , получим 

 
2 20 ( / ) 2 2 2 2( / )( , ) , /

n
i wMz m

n n n
n

w x iz mu x z e b J z m r r z m x
cm r

      
 

          (42) 

 где  коэффициенты nb   произвольные комплексные числа. 

	 (40)
Решение этого уравнения 
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Здесь (2)
0H - функция Ханкеля второго рода. Соответственно, сравнивая с подынтегльной 

функцией в (37), с учетом линейных преобразований переменных, получим оригинал: 

 

2

(2) 2 2 2
03 2( , )

2

iwm Mzie wU x z Н z m x
mm

     
 

                                   (38) 

5.2. Решения однородного ВТУ при N=2. Теперь построим решения однородного 
BТУ: 

2 0 0
2 0 1 1

2 2 0, , ;u ui wM w u x R z R
zx

 
    


                                   (39) 

В пространстве преобразований Фурье, оно имеет вид: 

 2 2 2 2 0 1 1(1 ) 2 0 ,M wv w u R R                                          (40) 

Решение этого уравнения 0 ( , ) ( , )Su       - сингулярная обобщенная функция – простой 

слой на поверхности эллипсоида S, центр которого смещен в точку  20,0, /wM m  : 

   
2 22 2 2/ / ,m wM m w m     

Здесь плотность простого слоя ( , )    - произвольная интегрируемая на S функция. 
Соответственно 

0 ( , )( , ) ( , ) ( , )i x i z

S

u x z e e dS                                                 (41) 

Для построения 0 ( , )u x z можно также использовать решения однородного уравнения 

Гельмгольца: 
0 2 0

1 2( ) ( ) 0, ( , )u y k u y y y y     

Их можно разложить в ряды Фурье-Бесселя: 

2 2
1 2( ) ( ) ,in

n n
n

u y b J k y e y y y   . 

Поскольку здесь ( , / )y x z m , получим 

 
2 20 ( / ) 2 2 2 2( / )( , ) , /

n
i wMz m

n n n
n

w x iz mu x z e b J z m r r z m x
cm r

      
 

          (42) 

 где  коэффициенты nb   произвольные комплексные числа. 

 - сингулярная обобщенная 
функция – простой слой на поверхности эллипсоида S, центр которого смещен 
в точку
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Здесь (2)
0H - функция Ханкеля второго рода. Соответственно, сравнивая с подынтегльной 

функцией в (37), с учетом линейных преобразований переменных, получим оригинал: 

 

2

(2) 2 2 2
03 2( , )

2

iwm Mzie wU x z Н z m x
mm

     
 

                                   (38) 

5.2. Решения однородного ВТУ при N=2. Теперь построим решения однородного 
BТУ: 

2 0 0
2 0 1 1

2 2 0, , ;u ui wM w u x R z R
zx

 
    


                                   (39) 

В пространстве преобразований Фурье, оно имеет вид: 

 2 2 2 2 0 1 1(1 ) 2 0 ,M wv w u R R                                          (40) 

Решение этого уравнения 0 ( , ) ( , )Su       - сингулярная обобщенная функция – простой 

слой на поверхности эллипсоида S, центр которого смещен в точку  20,0, /wM m  : 

   
2 22 2 2/ / ,m wM m w m     

Здесь плотность простого слоя ( , )    - произвольная интегрируемая на S функция. 
Соответственно 

0 ( , )( , ) ( , ) ( , )i x i z

S

u x z e e dS                                                 (41) 

Для построения 0 ( , )u x z можно также использовать решения однородного уравнения 

Гельмгольца: 
0 2 0

1 2( ) ( ) 0, ( , )u y k u y y y y     

Их можно разложить в ряды Фурье-Бесселя: 

2 2
1 2( ) ( ) ,in

n n
n

u y b J k y e y y y   . 

Поскольку здесь ( , / )y x z m , получим 

 
2 20 ( / ) 2 2 2 2( / )( , ) , /

n
i wMz m

n n n
n

w x iz mu x z e b J z m r r z m x
cm r

      
 

          (42) 

 где  коэффициенты nb   произвольные комплексные числа. 

:
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Здесь (2)
0H - функция Ханкеля второго рода. Соответственно, сравнивая с подынтегльной 

функцией в (37), с учетом линейных преобразований переменных, получим оригинал: 

 

2

(2) 2 2 2
03 2( , )

2

iwm Mzie wU x z Н z m x
mm

     
 

                                   (38) 

5.2. Решения однородного ВТУ при N=2. Теперь построим решения однородного 
BТУ: 

2 0 0
2 0 1 1

2 2 0, , ;u ui wM w u x R z R
zx

 
    


                                   (39) 

В пространстве преобразований Фурье, оно имеет вид: 

 2 2 2 2 0 1 1(1 ) 2 0 ,M wv w u R R                                          (40) 

Решение этого уравнения 0 ( , ) ( , )Su       - сингулярная обобщенная функция – простой 

слой на поверхности эллипсоида S, центр которого смещен в точку  20,0, /wM m  : 

   
2 22 2 2/ / ,m wM m w m     

Здесь плотность простого слоя ( , )    - произвольная интегрируемая на S функция. 
Соответственно 

0 ( , )( , ) ( , ) ( , )i x i z

S

u x z e e dS                                                 (41) 

Для построения 0 ( , )u x z можно также использовать решения однородного уравнения 

Гельмгольца: 
0 2 0

1 2( ) ( ) 0, ( , )u y k u y y y y     

Их можно разложить в ряды Фурье-Бесселя: 

2 2
1 2( ) ( ) ,in

n n
n

u y b J k y e y y y   . 

Поскольку здесь ( , / )y x z m , получим 

 
2 20 ( / ) 2 2 2 2( / )( , ) , /

n
i wMz m

n n n
n

w x iz mu x z e b J z m r r z m x
cm r

      
 

          (42) 

 где  коэффициенты nb   произвольные комплексные числа. 

Здесь плотность простого слоя  
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Здесь (2)
0H - функция Ханкеля второго рода. Соответственно, сравнивая с подынтегльной 

функцией в (37), с учетом линейных преобразований переменных, получим оригинал: 

 

2

(2) 2 2 2
03 2( , )

2

iwm Mzie wU x z Н z m x
mm

     
 

                                   (38) 

5.2. Решения однородного ВТУ при N=2. Теперь построим решения однородного 
BТУ: 

2 0 0
2 0 1 1

2 2 0, , ;u ui wM w u x R z R
zx

 
    


                                   (39) 

В пространстве преобразований Фурье, оно имеет вид: 

 2 2 2 2 0 1 1(1 ) 2 0 ,M wv w u R R                                          (40) 

Решение этого уравнения 0 ( , ) ( , )Su       - сингулярная обобщенная функция – простой 

слой на поверхности эллипсоида S, центр которого смещен в точку  20,0, /wM m  : 

   
2 22 2 2/ / ,m wM m w m     

Здесь плотность простого слоя ( , )    - произвольная интегрируемая на S функция. 
Соответственно 

0 ( , )( , ) ( , ) ( , )i x i z

S

u x z e e dS                                                 (41) 

Для построения 0 ( , )u x z можно также использовать решения однородного уравнения 

Гельмгольца: 
0 2 0

1 2( ) ( ) 0, ( , )u y k u y y y y     

Их можно разложить в ряды Фурье-Бесселя: 

2 2
1 2( ) ( ) ,in

n n
n

u y b J k y e y y y   . 

Поскольку здесь ( , / )y x z m , получим 

 
2 20 ( / ) 2 2 2 2( / )( , ) , /

n
i wMz m

n n n
n

w x iz mu x z e b J z m r r z m x
cm r

      
 

          (42) 

 где  коэффициенты nb   произвольные комплексные числа. 

 - произвольная интегрируемая на 
S функция.

Соответственно
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Здесь (2)
0H - функция Ханкеля второго рода. Соответственно, сравнивая с подынтегльной 

функцией в (37), с учетом линейных преобразований переменных, получим оригинал: 

 

2

(2) 2 2 2
03 2( , )

2

iwm Mzie wU x z Н z m x
mm

     
 

                                   (38) 

5.2. Решения однородного ВТУ при N=2. Теперь построим решения однородного 
BТУ: 

2 0 0
2 0 1 1

2 2 0, , ;u ui wM w u x R z R
zx

 
    


                                   (39) 

В пространстве преобразований Фурье, оно имеет вид: 

 2 2 2 2 0 1 1(1 ) 2 0 ,M wv w u R R                                          (40) 
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   
2 22 2 2/ / ,m wM m w m     
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0 ( , )( , ) ( , ) ( , )i x i z

S

u x z e e dS                                                 (41) 
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1 2( ) ( ) 0, ( , )u y k u y y y y     

Их можно разложить в ряды Фурье-Бесселя: 
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1 2( ) ( ) ,in

n n
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 где  коэффициенты nb   произвольные комплексные числа. 
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	 (42)

где коэффициенты 

 
  bn произвольные комплексные числа.

5.3. Общее решение ВТУ при N=2. Аналогично П.4.3 доказывается 
следующая теорема.
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Т е о р е м а 2. Решение ВТУ (12) в 2D-пространстве имеет следующий 
вид:

 

13 

 

 5.3. Общее решение ВТУ при N=2. Аналогично П.4.3 доказывается следующая 
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0( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x z U x z g x z u x z   .                                                        (43) 

Если  ( , )g x z - регулярная функция и  2
1( , ) ( )g x z L R , то  

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
R

U x z g x z U x y z h g y h dydh    .                                    (44) 

Если  ( , )g x z  -- сосредоточенная на кривой l сингулярная функция:  

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L l    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h                                 (47) 

Если  ( , ) ( , )
n m

n mg x z G x z
x z





 

- сосредоточенный вибротранспортный источник, то  

( , ) ( , ) ( , ).
n m

n mU x z g x z G U x z
x z


 

 
 

 
Формула (43) позволяет определять поле любого виброисточника из класса обобщенных 
функций медленного роста, как регулярных, так и сингулярных.  При этом для сингулярных 
функций следует при вычислении свертки  пользоваться определением свертки в 
пространстве обобщенных функций [16,17 ]. 
 

 6.  Одномерные решения ВТУ при движении 
регулярных и сингулярных виброисточников  (N=1) 

 
6.1. Функция Грина и решения однородного ВТУ при N=1. В этом случае  

( ) , /iwu u z e w c    и ( )u z удовлетворяет уравнению 
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2 2 1

2 2 ( , ), ; u um i wM w u g x z z R
zz

 
   


                                     ( 48) 

Фундаментальное решение удовлетворяет уравнению: 
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2 2 1

2 2 ( ), ;U Um i wM w U z z R
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                                      (49) 

.                                                        (43)
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Формула (43) позволяет определять поле любого виброисточника из класса 
обобщенных функций медленного роста, как регулярных, так и сингулярных.  
При этом для сингулярных функций следует при вычислении свёртки 
пользоваться определением свёртки в пространстве обобщённых функций 
(Владимиров, 1986).

6.  Одномерные решения ВТУ при движении регулярных и син
гулярных виброисточников (N=1)
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                                      (49) 

 			   (46)

Фундаментальное решение удовлетворяет уравнению:
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 5.3. Общее решение ВТУ при N=2. Аналогично П.4.3 доказывается следующая 
теорема. 

 Т е о р е м а 2. Решение ВТУ (12) в 2D-пространстве имеет следующий вид: 

0( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x z U x z g x z u x z   .                                                        (43) 

Если  ( , )g x z - регулярная функция и  2
1( , ) ( )g x z L R , то  

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
R

U x z g x z U x y z h g y h dydh    .                                    (44) 

Если  ( , )g x z  -- сосредоточенная на кривой l сингулярная функция:  

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L l    , то  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h                                 (47) 

Если  ( , ) ( , )
n m

n mg x z G x z
x z





 

- сосредоточенный вибротранспортный источник, то  

( , ) ( , ) ( , ).
n m

n mU x z g x z G U x z
x z


 

 
 

 
Формула (43) позволяет определять поле любого виброисточника из класса обобщенных 
функций медленного роста, как регулярных, так и сингулярных.  При этом для сингулярных 
функций следует при вычислении свертки  пользоваться определением свертки в 
пространстве обобщенных функций [16,17 ]. 
 

 6.  Одномерные решения ВТУ при движении 
регулярных и сингулярных виброисточников  (N=1) 

 
6.1. Функция Грина и решения однородного ВТУ при N=1. В этом случае  

( ) , /iwu u z e w c    и ( )u z удовлетворяет уравнению 

2
2 2 1

2 2 ( , ), ; u um i wM w u g x z z R
zz

 
   


                                     ( 48) 

Фундаментальное решение удовлетворяет уравнению: 

2
2 2 1

2 2 ( ), ;U Um i wM w U z z R
zz

 
   


                                      (49) 
			 

(49)

А его трансформанта Фурье имеет вид:
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А его трансформанта Фурье имеет вид: 

   

   

2 2 2 2 22 2

2

2 22 2

1 1
2 / /

,
/ /

U
m wM w m wM m w m

m

wM m w m

  





      
   

 
 

                                 (50) 

Для построения оригинала воспользуемся фундаментальным решением ОДУ: 

2
2 2

2

2 2

3 3( ) ( ), / ;

13( )

d Ф Ф y у w m
dy

Ф

  


 

  

 


 

функция Грина которого имеет вид: 

sin( )
3( )

2
y

Ф y



   . 

Она не стремится к нулю на бесконечности. Но ее амплитуда падает с ростом частоты 
вибрации, и наоборот растет при ее уменьшении. 

Из этой формулы и формулы (50), с учетом свойства сдвига в пространстве 
преобразований Фурье, получим оригинал : 

2
2

/sin( / )
( ) .

2
iM mw z m

U z e
w

  

Соответственно решение однородного ВТУ имеет вид: 

 
20 /( ) cos( ) sin( ) iM mu x a z b z e     

6.2. Общее решение ВТУ при N=1. Аналогично пунктам 4.3 и 4.5 доказывается 
следующая теорема. 

Т е о р е м а 3. Решение ВТУ (12) в 2D-пространстве имеет следующий вид: 

0( ) ( ) ( ) ( )u z U z g z u z   . 

Если  ( )g z - регулярная функция и  1
1( ) ( )g z L R , то  

2

( ) ( , ) ( ) ( )
R

U z g x z U z y g y dy   . 

     (50)

Для построения оригинала воспользуемся фундаментальным решением 

ОДУ:
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6.2. Общее решение ВТУ при N=1. Аналогично пунктам 4.3 и 4.5 доказывается 
следующая теорема. 
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0( ) ( ) ( ) ( )u z U z g z u z   . 

Если  ( )g z - регулярная функция и  1
1( ) ( )g z L R , то  

2

( ) ( , ) ( ) ( )
R

U z g x z U z y g y dy   . 

функция Грина, которого имеет вид:
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1( ) ( )g z L R , то  
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( ) ( , ) ( ) ( )
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U z g x z U z y g y dy   . 

 
  .

Она не стремится к нулю на бесконечности. Но ее амплитуда падает с 
ростом частоты вибрации, и наоборот растет при ее уменьшении.

Из этой формулы и формулы (50), с учетом свойства сдвига в пространстве 
преобразований Фурье, получим оригинал:
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Она не стремится к нулю на бесконечности. Но ее амплитуда падает с ростом частоты 
вибрации, и наоборот растет при ее уменьшении. 

Из этой формулы и формулы (50), с учетом свойства сдвига в пространстве 
преобразований Фурье, получим оригинал : 

2
2

/sin( / )
( ) .

2
iM mw z m

U z e
w

  
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следующая теорема. 
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0( ) ( ) ( ) ( )u z U z g z u z   . 

Если  ( )g z - регулярная функция и  1
1( ) ( )g z L R , то  

2

( ) ( , ) ( ) ( )
R

U z g x z U z y g y dy   . 

Соответственно решение однородного ВТУ имеет вид:

 
.
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1( ) ( )g z L R , то  

2

( ) ( , ) ( ) ( )
R

U z g x z U z y g y dy   . 

6.2. Общее решение ВТУ при N=1. Аналогично пунктам 4.3 и 4.5 
доказывается следующая теорема.

Т е о р е м а 3. Решение ВТУ (12) в 2D-пространстве имеет следующий 
вид:
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Если g(z) - регулярная функция и  
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Если  ( )( )
m

m
d zg z G

dz


 - сосредоточенный вибротранспортный источник, то  

( )( ) ( ) .
m

m
d U zU z g z G

d z
   

Таким образом все решения этого уравнения в пространствах физической размерности 
построены. По аналогии их можно построить в пространствах любой размерности, что 
можно предложить заинтересованному читателю. Здесь мы ограничились тремя. 
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направления распространения волны.   Скорость движения может быть разной у этих волн, 
как в упругих средах, где сдвиговые волны, описываемые векторным потенциалом, 
распространяются медленнее дилатационных. А в электромагнитной среде, описываемой 
уравнениями Максвелла, они одинаковые. 
 Построенные здесь вибротранспортные решения волнового уравнения позволяют 
исследовать волновые процессы в таких средах при воздействии подвижных 
виброисточников волн различной природы. В частности, решения уравнений Ламе теории 
упругости с использованием потенциалов Ламе, которые удовлетворяют (52), позволяют 
исследовать напряженно-деформированные состояние упругой среды при таких 
динамических процессах с широким приложением в задачах геофизики и сейсмологии.  

Построенные решения можно использовать для решения вибротранспортныхх 
краевых задач акустики, теории упругости и электродинамики, подобно [5-7]. 
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может быть разной у этих волн, как в упругих средах, где сдвиговые волны, 
описываемые векторным потенциалом, распространяются медленнее 
дилатационных. А в электромагнитной среде, описываемой уравнениями 
Максвелла, они одинаковые.

Построенные здесь вибротранспортные решения волнового уравнения 
позволяют исследовать волновые процессы в таких средах при воздействии 
подвижных виброисточников волн различной природы. В частности, 
решения уравнений Ламе теории упругости с использованием потенциалов 
Ламе, которые удовлетворяют (52), позволяют исследовать напряженно-
деформированные состояние упругой среды при таких динамических 
процессах с широким приложением в задачах геофизики и сейсмологии. 

Построенные решения можно использовать для решения 
вибротранспортныхх краевых задач акустики, теории упругости и 
электродинамики.

Заметим также, что построенные решения при   нулевой частоте 
вибрации описывают дозвуковые транспортные решения волнового, уже 
хорошо изученные автором ранее (Алексеева, 2008). А транспортные и 
вибротранспортные нагрузки – это один из самых распространенных 
источников возмущений в средах. Например, электромагнитные поля 
электромагнитных излучателей на подвижных платформах, которые широко 
применяются в автомобильном и железнодорожном транспорте, можно 
моделировать с использованием построенных здесь решений.
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