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ЧФ «ХАЛЫҚ»

В 2016 году для развития и улучшения качества жизни казахстанцев был 
создан частный Благотворительный фонд «Халык». За годы своей деятельности 
на реализацию благотворительных проектов в областях образования и науки, 
социальной защиты, культуры, здравоохранения и спорта, Фонд выделил 
более 45 миллиардов тенге.

 Особое внимание Благотворительный фонд «Халык» уделяет 
образовательным программам, считая это направление одним из ключевых 
в своей деятельности. Оказывая поддержку отечественному образованию, 
Фонд вносит свой посильный вклад в развитие качественного образования 
в Казахстане. Тем самым способствуя росту числа людей, способных 
менять жизнь в стране к лучшему – профессионалов в различных сферах, 
потенциальных лидеров и «великих умов». Одной из значимых инициатив 
фонда «Халык» в образовательной сфере стал проект Ozgeris powered by Halyk 
Fund – первый в стране бизнес-инкубатор для учащихся 9-11 классов, который 
помогает развивать необходимые в современном мире предпринимательские 
навыки. Так, на содействие малому бизнесу школьников было выделено более 
200 грантов. Для поддержки талантливых и мотивированных детей Фонд 
неоднократно выделял гранты на обучение в Международной школе «Мирас» 
и в Astana IT University, а также помог казахстанским школьникам принять 
участие в престижном конкурсе «USTEM Robotics» в США. Авторские 
работы в рамках проекта «Тәлімгер», которому Фонд оказал поддержку, легли 
в основу учебной программы, учебников и учебно-методических книг по 
предмету «Основы предпринимательства и бизнеса», преподаваемого в 10-11 
классах казахстанских школ и колледжей. 

 Помимо помощи школьникам, учащимся колледжей и студентам Фонд 
считает важным внести свой вклад в повышение квалификации педагогов, 
совершенствование их знаний и навыков, поскольку именно они являются 
проводниками знаний будущих поколений казахстанцев. При поддержке 
Фонда «Халык» в южной столице был организован ежегодный городской 
конкурс педагогов «Almaty Digital Ustaz. 

 Важной инициативой стал реализуемый проект по обучению основам 
финансовой грамотности преподавателей из восьми областей Казахстана, 
что должно оказать существенное влияние на воспитание финансовой 
грамотности и предпринимательского мышления у нового поколения граждан 
страны. 
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 Необходимую помощь Фонд «Халык» оказывает и тем, кто особенно 
остро в ней нуждается. В рамках социальной защиты населения активно 
проводится работа по поддержке детей, оставшихся без родителей, детей и 
взрослых из социально уязвимых слоев населения, людей с ограниченными 
возможностями, а также обеспечению нуждающихся социальным жильем, 
строительству социально важных объектов, таких как детские сады, детские 
площадки и физкультурно-оздоровительные комплексы. 

 В копилку добрых дел Фонда «Халык» можно добавить оказание помощи 
детскому спорту, куда относится поддержка в развитии детского футбола и 
карате в нашей стране. Жизненно важную помощь Благотворительный фонд 
«Халык» оказал нашим соотечественникам во время  недавней пандемии 
COVID-19. Тогда, в разгар тяжелой борьбы с коронавирусной инфекцией 
Фонд выделил свыше 11 миллиардов тенге на приобретение необходимого 
медицинского оборудования и дорогостоящих медицинских препаратов, 
автомобилей скорой медицинской помощи и средств защиты, адресную 
материальную помощь социально уязвимым слоям населения и денежные 
выплаты медицинским работникам.

В 2023 году наряду с другими проектами, нацеленными на повышение 
благосостояния казахстанских граждан Фонд решил уделить особое внимание 
науке, поскольку она является частью общественной культуры, а уровень ее 
развития определяет уровень развития государства. 

Поддержка Фондом выпуска журналов Национальной Академии наук 
Республики Казахстан, которые входят в международные фонды Scopus и 
Wos и в которых публикуются статьи отечественных ученых, докторантов 
и магистрантов, а также научных сотрудников высших учебных заведений 
и научно-исследовательских институтов нашей страны является не менее 
значимым вкладом Фонда в развитие казахстанского общества.

С уважением, 
Благотворительный Фонд «Халык»!
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БАС РЕДАКТОР:
МҰТАНОВ Ғалымқайыр Мұтанұлы, техника ғылымдарының докторы, профессор, 
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ВОЙЧИК Вальдемар, техника ғылымдарының докторы (физика), Люблин технологиялық 
университетінің профессоры (Люблин, Польша), H=23

БОШКАЕВ Қуантай Авғазыұлы, Ph.D. Теориялық және ядролық физика кафедрасының 
доценті, әл-Фараби  атындағы Қазақ ұлттық университеті (Алматы, Қазақстан), Н=10

QUEVEDO Hemando, профессор, Ядролық ғылымдар институты (Мехико, Мексика), Н=28
ЖҮСІПОВ Марат Абжанұлы, физика-математика ғылымдарының докторы, теориялық және 

ядролық физика кафедрасының профессоры, әл-Фараби  атындағы Қазақ ұлттық университеті 
(Алматы, Қазақстан), Н=7
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Молдова), Н=42
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әл-Фараби  атындағы Қазақ ұлттық университеті (Алматы, Қазақстан), Н=12

КАЛАНДРА Пьетро, Ph.D (физика), Наноқұрылымды материалдарды зерттеу институтының 
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Abstract. The article presents methodological tools for the study of numerical 
simulation of the process of magma outflow coming through a "narrow channel" 
from the Earth's interior. The result of a numerical experiment for various 
parameters of outflowing magma from a "narrow channel" is shown. Based on 
the results of the experiment, conclusions were drawn about the process of raising 
heated magma from the lower layers of the Earth. This emphasis makes it possible 
to reveal a certain originality and scientific novelty in the development of methods 
for studying seismic shock processes. And the development of methods, in turn, 
made it possible to obtain new scientific results, which are also presented in this 
article.
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Аннотация. Мақалада Жердің ішкі бөлігінен «тар арна» арқылы келетін 
магманың шығу процесін сандық модельдеуді зерттеудің әдістемелік 
құралдары ұсынылған. «Тар арнадан» ағып жатқан магманың әртүрлі 
параметрлері бойынша сандық тәжірибенің нәтижесі көрсетілген. Тәжірибе 
нәтижелері бойынша Жердің төменгі қабаттарынан қыздырылған магманың 
көтерілу процесі туралы қорытындылар жасалды. Бұл екпін сейсмикалық 
сілкініс процестерін зерттеу әдістерін әзірлеуде белгілі бір ерекшелік пен 
ғылыми жаңалықты ашуға мүмкіндік береді. Ал әдістердің дамуы, өз кезегінде, 
осы мақалада да берілген жаңа ғылыми нәтижелерді алуға мүмкіндік берді.

Түйін сөздер: күрделі процесс, астеносфера, литосфера, мантия ағыны, 
магма, Навье-Стокс теңдеулері, Рейнольдс саны, математикалық модель, 
сандық тәжірибе, шлейф, сейсмикалық соққы процестері
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Аннотация. В статье приведен методический инструментарий исследо-
вания, численное моделирование процесса истечения магмы, поступающих 
по «узкому каналу» из недр Земли. Показан результат численного 
эксперимента для различных параметров истекающей магмы из «узкого 
канала».  По результатам эксперимента сделаны выводы о процессе поднятия 
разогретой магмы из нижних слоев Земли. Такой акцент позволяет выявить 
определенную оригинальность и научную новизну в развитии методов 
исследования процессов сейсмического толчка. А развитие методов, в свою 
очередь, позволило получить новые научные результаты, которые также 
приводятся в настоящей статье.

Ключевые слова: сложный процесс, мантийный поток, магма, уравнения 
Навье - Стокса, число Рейнольдса, математическая модель, процессов сейсми-
ческого толчка

Введение
Известно, что одной из проблем в научных исследованиях является 

изучение сложных процессов, происходящих в земных недрах. Многообразие 
этих процессов и причин их возникновения требуют использования различных 
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способов их исследования. Однако, во многих случаях экспериментальные 
или аналитические исследования связаны с известными трудностями из-за 
сложности рассматриваемых явлений. 

«Общепризнанно, что при изучении многих сложных явлений нельзя 
ограничиваться экспериментальными и аналитическими исследованиями. 
Применение компьютерной техники и технологии для решения сложных 
задач, особенно когда они не имеют простых решений, предполагает поиск 
численных методов и создания эффективных алгоритмов и программ для 
их реализации. Использование численных моделей позволяет избавиться 
от побочных факторов и сконцентрироваться на главном, что бывает 
нелегко достичь в реальном эксперименте» (Белоцерковский и др., 2008: 
512). Поэтому для решения задач, получаемых в результате моделирования 
рассматриваемого здесь процесса истечения сильновязкой жидкости, может 
быть использован численный метод. 

Предполагается, что движение рассматриваемой здесь жидкости 
описывается уравнениями Навье - Стокса при очень малых числах Рейнольдса. 
Для решения задачи, сформулированной для полученных уравнений, 
используется конечно-разностный метод, применительно для данной задачи. 

Из геологических исследований известно, что одной из главных причин 
структурообразования в недрах Земли является процесс поднятия магмы из 
нижних слоев Земли. По данным этих исследований (Кузьмин и др., 2016: 
11–30; Добрецов и др., 2001: 409), в результате истечения мантийных веществ 
из нижележащей мантии в астеносфере возникает т.н. плюмы. «Плюмы на 
поверхности Земли проявляются в виде излияния расплавленной магмы 
переменного, но обычно щелочного состава» (Добрецов и др., 2001: 409). 
Возникновение плюма под литосферой является причиной многих явлений, 
происходящих в земной коре, как вулканизм, сейсмичность и других, 
оказывающих влияние на структурообразование в верхних слоях Земли 
(Kyung и др., 2010: 2539–2550).

В связи с этим исследования по направлению изучения явлений, связанных 
с данным процессом поднятия мантийных веществ и их излияния, являются 
актуальными и имеют важное теоретическое и практическое значение для 
изучения таких катастрофических явлений как землетрясения, вулканизм и 
другие. 

Сложность изучения этих явлений и недоступность большинства 
достоверных сведений о процессах, происходящих в глубинных недрах 
Земли, заставляют исследователей использовать методы математического и 
компьютерного моделирования.

На основе полученной математической модели поставлена следующая 
математическая задача, в результате решения которой должны быть 
определены: 

- закон изменения области, образованной вытекающей из «узкого» канала 
жидкостью; 
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- движения веществ, составляющих астеносферу; 
- напряженное состояние вышележащей литосферы.
Постановка задачи. Пусть под некоторой горизонтальной поверхностью 

имеется «источник», конец «узкого канала», из которого поступает на 
эту поверхность вещества, имеющие свойства сильновязкой жидкости. 
«Источник» представляет собой некоторую щель, из которой вытекает 
сильновязкая жидкость с некоторой заданной скоростью. 

Требуется определить движение этой жидкости после истечения из щели, 
а затем определить область, которую она будет занимать с течением времени. 

«Источник» может быть любой формы. С целью упрощения задачи можно 
считать, что она является круглой с определенным радиусом  , а также 
рассматривать задачу в двумерной системе координат    в которой ось  
направлена вверх, обратно направлению вектора силы тяжести  (Рисунок 1) 
. Начало системы координат О находится в середине (центра) «источника».

Рисунок 1 – Система координат и конец «узкого канала»

В результате математического моделирования процесса истечения 
магматических веществ из «узкого канала» в верхней мантии Земли, получена 
математическая задача о решении следующего квазилинейного неоднородного 
уравнения параболического типа (Лобковский, 2016: 11–30; Куралбаев, 2008: 
212): и конец
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землетрясения, вулканизм и другие.

Сложность изучения этих явлений и недоступность большинства достоверных сведений о 
процессах, происходящих в глубинных недрах Земли, заставляют исследователей использовать 
методы математического и компьютерного моделирования.

На основе полученной математической модели поставлена следующая математическая задача, 
в результате решения которой должны быть определены: 

− закон изменения области, образованной вытекающей из «узкого» канала жидкостью; 
− движения веществ, составляющих астеносферу; 
− напряженное состояние вышележащей литосферы.
Постановка задачи. Пусть под некоторой горизонтальной поверхностью имеется «источник», 

конец «узкого канала», из которого поступает на эту поверхность вещества, имеющие свойства 
сильновязкой жидкости. «Источник» представляет собой некоторую щель, из которой вытекает 
сильновязкая жидкость с некоторой заданной скоростью. 

Требуется определить движение этой жидкости после истечения из щели, а затем определить 
область, которую она будет занимать с течением времени. 

«Источник» может быть любой формы. С целью упрощения задачи можно считать, что она 
является круглой с определенным радиусом  , а также рассматривать задачу в двумерной системе 

координат  в которой ось направлена вверх, обратно направлению вектора силы тяжести 
(Рисунок 1) . Начало системы координат О находится в середине (центра) «источника».

Рисунок 1 – Система координат и конец «узкого канала»

В результате математического моделирования процесса истечения магматических веществ из 
«узкого канала» в верхней мантии Земли, получена математическая задача о решении следующего 
квазилинейного неоднородного уравнения параболического типа (Лобковский, 2016: 11–30;
Куралбаев, 2008: 212): и конец
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     (1)
Здесь:
x - горизонтальная координата;
t – время;
u = u (x, t) – искомая функция, описывающая свободную поверхность 

области, занимаемой вытекающей из «канала» жидкостью;
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 ν (t) – скорость вытекающей из «канала» жидкости в центре сечения;

u = u (𝑥𝑥𝑥𝑥, t) – искомая функция, описывающая свободную поверхность области, занимаемой 
вытекающей из «канала» жидкостью;

𝑣𝑣𝑣𝑣 (t) – скорость вытекающей из «канала» жидкости в центре сечения;
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
– безразмерный параметр, зависящий от характерных величин: 𝐻𝐻𝐻𝐻- горизонтальный 

и 𝜏𝜏𝜏𝜏 – вертикальный размеры рассматриваемой области, 𝑢𝑢𝑢𝑢 – характерная скорость, 𝜌𝜌𝜌𝜌 – плотность, 𝜂𝜂𝜂𝜂 –
динамический коэффициент вязкости жидкости, 𝑔𝑔𝑔𝑔 – ускорение силы тяжести.

В уравнении (1) все величины являются безразмерными. Для решения его используются 
условия, вытекающие из сущности постановки задачи.

Начальное условие (при t=0) имеет следующий вид:
t = 0, u (x, 0) = 0.             (2)

Граничные условия могут быть заданы с учетом симметрии относительно вертикали:
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕(0,𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,                            (3)  

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t),    u (𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) , 0) = 0.                           (4)
Здесь: 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) – неизвестная функция, описывающая изменение правой границы области, 

занимаемой жидкостью. Эта функция является неизвестной, она может быть определена следующей 
формулой:

                                                          ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = 3

2 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣 (𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡.𝜕𝜕𝜕𝜕
0                                                         (5)

Если будет задана скорость 𝑣𝑣𝑣𝑣 (t), то правая часть этой формулы (5) может быть определена 
интегрированием. Следует учесть, что в начальный момент времени,

при   t = 0,  𝑝𝑝𝑝𝑝(0) = 0.                                (6)
Итак, здесь требуется решить задачу (1) - (4) для уравнения параболического типа с учетом 

формул (5) и (6). В данном случае необходимо решить фактически две задачи:
− найти функцию 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t), определяющую границу области, занимаемой жидкостью;
− найти функцию 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡), удовлетворяющую уравнению (1) и условиям (2) - (4).
Метод решения. Идея метода решения данной задачи заключается в следующем. Для 

некоторого момента времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 находится решение задачи (1) - (4) методом конечных разностей. Для 
перехода к следующему значению времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 должно быть найдено значение функции  𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡). 
Затем решается задача (1) - (4) для нового значения 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) и т.д.

Пусть вначале рассматривается расчетная схема для решения задачи (1) - (4) методом конечных 
разностей. Предполагая, что значение функции 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) для конкретного значения аргумента t 
фиксированным, используется неявная нелинейная расчетная схема (Тихонов и др.,1977: 736). Выбрав
шаги разбиения по аргументам: по t – 𝜏𝜏𝜏𝜏, а по 𝑥𝑥𝑥𝑥 - ℎ, можно записать следующие формулы, заменяющие 
производные искомой функции конечно – разностными соотношениями:

               𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
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𝜂𝜂𝜂𝜂
; (7)
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2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 ��

(8)

Формула, имеющаяся в правой части уравнения (1), будет заменена следующим соотношением;
𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)(1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�. (9)
В формулах (7) – (9) введены следующие обозначения:
𝑖𝑖𝑖𝑖 - номер точки по координатной оси 𝑥𝑥𝑥𝑥;
𝑗𝑗𝑗𝑗- номер, определяющий момент времени 𝑡𝑡𝑡𝑡,т.е. 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ 𝜏𝜏𝜏𝜏;  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 );

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 =  ℎ ⋅ 𝑖𝑖𝑖𝑖;     𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2, … . . ,𝑛𝑛𝑛𝑛;
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑣𝑣𝑣𝑣( 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 ) – известные (заданные) величины.
Расчетная схема. Подставляя формулы (7) – (9) в уравнение (1), можно получить следующую 

дискретную формулу относительно неизвестных значений  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 искомой функции:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+= 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸⋅𝜂𝜂𝜂𝜂 
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⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �� + {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�, если  0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0,                      если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 < 𝑖𝑖𝑖𝑖 < 𝑛𝑛𝑛𝑛;              (10)

Здесь 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1
ℎ

- количество точек, где функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡) отлична от нуля; 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.
Следует отметить, что параметр 𝑛𝑛𝑛𝑛 является переменной величиной с течением времени.

 – безразмерный параметр, зависящий от характерных величин: 
H - горизонтальный и τ – вертикальный размеры рассматриваемой области,                
u – характерная скорость,  ρ – плотность, η – динамический коэффициент 
вязкости жидкости,  

u = u (𝑥𝑥𝑥𝑥, t) – искомая функция, описывающая свободную поверхность области, занимаемой 
вытекающей из «канала» жидкостью;

𝑣𝑣𝑣𝑣 (t) – скорость вытекающей из «канала» жидкости в центре сечения;
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
– безразмерный параметр, зависящий от характерных величин: 𝐻𝐻𝐻𝐻- горизонтальный 

и 𝜏𝜏𝜏𝜏 – вертикальный размеры рассматриваемой области, 𝑢𝑢𝑢𝑢 – характерная скорость, 𝜌𝜌𝜌𝜌 – плотность, 𝜂𝜂𝜂𝜂 –
динамический коэффициент вязкости жидкости, 𝑔𝑔𝑔𝑔 – ускорение силы тяжести.

В уравнении (1) все величины являются безразмерными. Для решения его используются 
условия, вытекающие из сущности постановки задачи.

Начальное условие (при t=0) имеет следующий вид:
t = 0, u (x, 0) = 0.             (2)

Граничные условия могут быть заданы с учетом симметрии относительно вертикали:
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕(0,𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,                            (3)  

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t),    u (𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) , 0) = 0.                           (4)
Здесь: 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) – неизвестная функция, описывающая изменение правой границы области, 

занимаемой жидкостью. Эта функция является неизвестной, она может быть определена следующей 
формулой:

                                                          ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = 3

2 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣 (𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡.𝜕𝜕𝜕𝜕
0                                                         (5)

Если будет задана скорость 𝑣𝑣𝑣𝑣 (t), то правая часть этой формулы (5) может быть определена 
интегрированием. Следует учесть, что в начальный момент времени,

при   t = 0,  𝑝𝑝𝑝𝑝(0) = 0.                                (6)
Итак, здесь требуется решить задачу (1) - (4) для уравнения параболического типа с учетом 

формул (5) и (6). В данном случае необходимо решить фактически две задачи:
− найти функцию 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t), определяющую границу области, занимаемой жидкостью;
− найти функцию 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡), удовлетворяющую уравнению (1) и условиям (2) - (4).
Метод решения. Идея метода решения данной задачи заключается в следующем. Для 

некоторого момента времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 находится решение задачи (1) - (4) методом конечных разностей. Для 
перехода к следующему значению времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 должно быть найдено значение функции  𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡). 
Затем решается задача (1) - (4) для нового значения 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) и т.д.

Пусть вначале рассматривается расчетная схема для решения задачи (1) - (4) методом конечных 
разностей. Предполагая, что значение функции 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) для конкретного значения аргумента t 
фиксированным, используется неявная нелинейная расчетная схема (Тихонов и др.,1977: 736). Выбрав
шаги разбиения по аргументам: по t – 𝜏𝜏𝜏𝜏, а по 𝑥𝑥𝑥𝑥 - ℎ, можно записать следующие формулы, заменяющие 
производные искомой функции конечно – разностными соотношениями:

               𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
≈ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜂𝜂𝜂𝜂
; (7)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
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 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 ��

(8)

Формула, имеющаяся в правой части уравнения (1), будет заменена следующим соотношением;
𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)(1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�. (9)
В формулах (7) – (9) введены следующие обозначения:
𝑖𝑖𝑖𝑖 - номер точки по координатной оси 𝑥𝑥𝑥𝑥;
𝑗𝑗𝑗𝑗- номер, определяющий момент времени 𝑡𝑡𝑡𝑡,т.е. 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ 𝜏𝜏𝜏𝜏;  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 );

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 =  ℎ ⋅ 𝑖𝑖𝑖𝑖;     𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2, … . . ,𝑛𝑛𝑛𝑛;
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑣𝑣𝑣𝑣( 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 ) – известные (заданные) величины.
Расчетная схема. Подставляя формулы (7) – (9) в уравнение (1), можно получить следующую 

дискретную формулу относительно неизвестных значений  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 искомой функции:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+= 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸⋅𝜂𝜂𝜂𝜂 
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 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �� + {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�, если  0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0,                      если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 < 𝑖𝑖𝑖𝑖 < 𝑛𝑛𝑛𝑛;              (10)

Здесь 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1
ℎ

- количество точек, где функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡) отлична от нуля; 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.
Следует отметить, что параметр 𝑛𝑛𝑛𝑛 является переменной величиной с течением времени.

 – ускорение силы тяжести.
В уравнении (1) все величины являются безразмерными. Для решения его 

используются условия, вытекающие из сущности постановки задачи.
Начальное условие (при t=0) имеет следующий вид:

t = 0, u (x, 0) = 0.    (2)

Граничные условия могут быть заданы с учетом симметрии относительно 
вертикали:

 

u = u (𝑥𝑥𝑥𝑥, t) – искомая функция, описывающая свободную поверхность области, занимаемой 
вытекающей из «канала» жидкостью;

𝑣𝑣𝑣𝑣 (t) – скорость вытекающей из «канала» жидкости в центре сечения;
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
– безразмерный параметр, зависящий от характерных величин: 𝐻𝐻𝐻𝐻- горизонтальный 

и 𝜏𝜏𝜏𝜏 – вертикальный размеры рассматриваемой области, 𝑢𝑢𝑢𝑢 – характерная скорость, 𝜌𝜌𝜌𝜌 – плотность, 𝜂𝜂𝜂𝜂 –
динамический коэффициент вязкости жидкости, 𝑔𝑔𝑔𝑔 – ускорение силы тяжести.

В уравнении (1) все величины являются безразмерными. Для решения его используются 
условия, вытекающие из сущности постановки задачи.

Начальное условие (при t=0) имеет следующий вид:
t = 0, u (x, 0) = 0.             (2)

Граничные условия могут быть заданы с учетом симметрии относительно вертикали:
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕(0,𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,                            (3)  

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t),    u (𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) , 0) = 0.                           (4)
Здесь: 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) – неизвестная функция, описывающая изменение правой границы области, 

занимаемой жидкостью. Эта функция является неизвестной, она может быть определена следующей 
формулой:

                                                          ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = 3

2 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣 (𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡.𝜕𝜕𝜕𝜕
0                                                         (5)

Если будет задана скорость 𝑣𝑣𝑣𝑣 (t), то правая часть этой формулы (5) может быть определена 
интегрированием. Следует учесть, что в начальный момент времени,

при   t = 0,  𝑝𝑝𝑝𝑝(0) = 0.                                (6)
Итак, здесь требуется решить задачу (1) - (4) для уравнения параболического типа с учетом 

формул (5) и (6). В данном случае необходимо решить фактически две задачи:
− найти функцию 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t), определяющую границу области, занимаемой жидкостью;
− найти функцию 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡), удовлетворяющую уравнению (1) и условиям (2) - (4).
Метод решения. Идея метода решения данной задачи заключается в следующем. Для 

некоторого момента времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 находится решение задачи (1) - (4) методом конечных разностей. Для 
перехода к следующему значению времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 должно быть найдено значение функции  𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡). 
Затем решается задача (1) - (4) для нового значения 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) и т.д.

Пусть вначале рассматривается расчетная схема для решения задачи (1) - (4) методом конечных 
разностей. Предполагая, что значение функции 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) для конкретного значения аргумента t 
фиксированным, используется неявная нелинейная расчетная схема (Тихонов и др.,1977: 736). Выбрав
шаги разбиения по аргументам: по t – 𝜏𝜏𝜏𝜏, а по 𝑥𝑥𝑥𝑥 - ℎ, можно записать следующие формулы, заменяющие 
производные искомой функции конечно – разностными соотношениями:

               𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
≈ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜂𝜂𝜂𝜂
; (7)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
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2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 ��

(8)

Формула, имеющаяся в правой части уравнения (1), будет заменена следующим соотношением;
𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)(1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�. (9)
В формулах (7) – (9) введены следующие обозначения:
𝑖𝑖𝑖𝑖 - номер точки по координатной оси 𝑥𝑥𝑥𝑥;
𝑗𝑗𝑗𝑗- номер, определяющий момент времени 𝑡𝑡𝑡𝑡,т.е. 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ 𝜏𝜏𝜏𝜏;  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 );

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 =  ℎ ⋅ 𝑖𝑖𝑖𝑖;     𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2, … . . ,𝑛𝑛𝑛𝑛;
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑣𝑣𝑣𝑣( 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 ) – известные (заданные) величины.
Расчетная схема. Подставляя формулы (7) – (9) в уравнение (1), можно получить следующую 

дискретную формулу относительно неизвестных значений  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 искомой функции:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+= 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸⋅𝜂𝜂𝜂𝜂 
3⋅ℎ2

��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �� + {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�, если  0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0,                      если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 < 𝑖𝑖𝑖𝑖 < 𝑛𝑛𝑛𝑛;              (10)

Здесь 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1
ℎ

- количество точек, где функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡) отлична от нуля; 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.
Следует отметить, что параметр 𝑛𝑛𝑛𝑛 является переменной величиной с течением времени.

,      (3)  

x  = ρ (t),    u (ρ(t) , 0) = 0.                                      (4)

Здесь: ρ (t) – неизвестная функция, описывающая изменение правой 
границы области, занимаемой жидкостью. Эта функция является неизвестной, 
она может быть определена следующей формулой:

u = u (𝑥𝑥𝑥𝑥, t) – искомая функция, описывающая свободную поверхность области, занимаемой 
вытекающей из «канала» жидкостью;

𝑣𝑣𝑣𝑣 (t) – скорость вытекающей из «канала» жидкости в центре сечения;
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
– безразмерный параметр, зависящий от характерных величин: 𝐻𝐻𝐻𝐻- горизонтальный 

и 𝜏𝜏𝜏𝜏 – вертикальный размеры рассматриваемой области, 𝑢𝑢𝑢𝑢 – характерная скорость, 𝜌𝜌𝜌𝜌 – плотность, 𝜂𝜂𝜂𝜂 –
динамический коэффициент вязкости жидкости, 𝑔𝑔𝑔𝑔 – ускорение силы тяжести.

В уравнении (1) все величины являются безразмерными. Для решения его используются 
условия, вытекающие из сущности постановки задачи.

Начальное условие (при t=0) имеет следующий вид:
t = 0, u (x, 0) = 0.             (2)

Граничные условия могут быть заданы с учетом симметрии относительно вертикали:
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕(0,𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,                            (3)  

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t),    u (𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) , 0) = 0.                           (4)
Здесь: 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) – неизвестная функция, описывающая изменение правой границы области, 

занимаемой жидкостью. Эта функция является неизвестной, она может быть определена следующей 
формулой:

                                                          ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = 3

2 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣 (𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡.𝜕𝜕𝜕𝜕
0                                                         (5)

Если будет задана скорость 𝑣𝑣𝑣𝑣 (t), то правая часть этой формулы (5) может быть определена 
интегрированием. Следует учесть, что в начальный момент времени,

при   t = 0,  𝑝𝑝𝑝𝑝(0) = 0.                                (6)
Итак, здесь требуется решить задачу (1) - (4) для уравнения параболического типа с учетом 

формул (5) и (6). В данном случае необходимо решить фактически две задачи:
− найти функцию 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t), определяющую границу области, занимаемой жидкостью;
− найти функцию 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡), удовлетворяющую уравнению (1) и условиям (2) - (4).
Метод решения. Идея метода решения данной задачи заключается в следующем. Для 

некоторого момента времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 находится решение задачи (1) - (4) методом конечных разностей. Для 
перехода к следующему значению времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 должно быть найдено значение функции  𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡). 
Затем решается задача (1) - (4) для нового значения 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) и т.д.

Пусть вначале рассматривается расчетная схема для решения задачи (1) - (4) методом конечных 
разностей. Предполагая, что значение функции 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) для конкретного значения аргумента t 
фиксированным, используется неявная нелинейная расчетная схема (Тихонов и др.,1977: 736). Выбрав
шаги разбиения по аргументам: по t – 𝜏𝜏𝜏𝜏, а по 𝑥𝑥𝑥𝑥 - ℎ, можно записать следующие формулы, заменяющие 
производные искомой функции конечно – разностными соотношениями:

               𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
≈ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜂𝜂𝜂𝜂
; (7)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
� ≈ 1

ℎ2
��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 ��

(8)

Формула, имеющаяся в правой части уравнения (1), будет заменена следующим соотношением;
𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)(1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�. (9)
В формулах (7) – (9) введены следующие обозначения:
𝑖𝑖𝑖𝑖 - номер точки по координатной оси 𝑥𝑥𝑥𝑥;
𝑗𝑗𝑗𝑗- номер, определяющий момент времени 𝑡𝑡𝑡𝑡,т.е. 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ 𝜏𝜏𝜏𝜏;  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 );

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 =  ℎ ⋅ 𝑖𝑖𝑖𝑖;     𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2, … . . ,𝑛𝑛𝑛𝑛;
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑣𝑣𝑣𝑣( 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 ) – известные (заданные) величины.
Расчетная схема. Подставляя формулы (7) – (9) в уравнение (1), можно получить следующую 

дискретную формулу относительно неизвестных значений  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 искомой функции:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+= 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸⋅𝜂𝜂𝜂𝜂 
3⋅ℎ2

��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �� + {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�, если  0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0,                      если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 < 𝑖𝑖𝑖𝑖 < 𝑛𝑛𝑛𝑛;              (10)

Здесь 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1
ℎ

- количество точек, где функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡) отлична от нуля; 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.
Следует отметить, что параметр 𝑛𝑛𝑛𝑛 является переменной величиной с течением времени.

(5)

Если будет задана скорость  ν(t), то правая часть этой формулы (5) может 
быть определена интегрированием. Следует учесть, что в начальный момент 
времени,

 при   t = 0,  ρ(0) = 0.                                    (6)
Итак, здесь требуется решить задачу (1) - (4) для уравнения параболического 

типа с учетом формул (5) и (6). В данном случае необходимо решить 
фактически две задачи:

- найти функцию  ρ (t), определяющую границу области, занимаемой 
жидкостью;

- найти функцию u(x,t), удовлетворяющую уравнению (1) и условиям (2) 
- (4).

Метод решения. Идея метода решения данной задачи заключается в 
следующем. Для некоторого момента времени  находится решение задачи 
(1) - (4) методом конечных разностей. Для перехода к следующему значению 
времени  t+Δt должно быть найдено значение функции ρ(t+Δt). Затем решается 
задача (1) - (4) для нового значения ρ(t+Δt) и т.д.

Пусть вначале рассматривается расчетная схема для решения задачи 
(1) - (4) методом конечных разностей. Предполагая, что значение функции 
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(t) для конкретного значения аргумента t фиксированным, используется 
неявная нелинейная расчетная схема (Тихонов и др.,1977: 736). Выбрав шаги 
разбиения по аргументам: по t – τ, а по  x - h, можно записать следующие 
формулы, заменяющие производные искомой функции конечно – разностными 
соотношениями:

u = u (𝑥𝑥𝑥𝑥, t) – искомая функция, описывающая свободную поверхность области, занимаемой 
вытекающей из «канала» жидкостью;

𝑣𝑣𝑣𝑣 (t) – скорость вытекающей из «канала» жидкости в центре сечения;
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
– безразмерный параметр, зависящий от характерных величин: 𝐻𝐻𝐻𝐻- горизонтальный 

и 𝜏𝜏𝜏𝜏 – вертикальный размеры рассматриваемой области, 𝑢𝑢𝑢𝑢 – характерная скорость, 𝜌𝜌𝜌𝜌 – плотность, 𝜂𝜂𝜂𝜂 –
динамический коэффициент вязкости жидкости, 𝑔𝑔𝑔𝑔 – ускорение силы тяжести.

В уравнении (1) все величины являются безразмерными. Для решения его используются 
условия, вытекающие из сущности постановки задачи.

Начальное условие (при t=0) имеет следующий вид:
t = 0, u (x, 0) = 0.             (2)

Граничные условия могут быть заданы с учетом симметрии относительно вертикали:
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕(0,𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,                            (3)  

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t),    u (𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) , 0) = 0.                           (4)
Здесь: 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) – неизвестная функция, описывающая изменение правой границы области, 

занимаемой жидкостью. Эта функция является неизвестной, она может быть определена следующей 
формулой:

                                                          ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = 3

2 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣 (𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡.𝜕𝜕𝜕𝜕
0                                                         (5)

Если будет задана скорость 𝑣𝑣𝑣𝑣 (t), то правая часть этой формулы (5) может быть определена 
интегрированием. Следует учесть, что в начальный момент времени,

при   t = 0,  𝑝𝑝𝑝𝑝(0) = 0.                                (6)
Итак, здесь требуется решить задачу (1) - (4) для уравнения параболического типа с учетом 

формул (5) и (6). В данном случае необходимо решить фактически две задачи:
− найти функцию 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t), определяющую границу области, занимаемой жидкостью;
− найти функцию 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡), удовлетворяющую уравнению (1) и условиям (2) - (4).
Метод решения. Идея метода решения данной задачи заключается в следующем. Для 

некоторого момента времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 находится решение задачи (1) - (4) методом конечных разностей. Для 
перехода к следующему значению времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 должно быть найдено значение функции  𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡). 
Затем решается задача (1) - (4) для нового значения 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) и т.д.

Пусть вначале рассматривается расчетная схема для решения задачи (1) - (4) методом конечных 
разностей. Предполагая, что значение функции 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) для конкретного значения аргумента t 
фиксированным, используется неявная нелинейная расчетная схема (Тихонов и др.,1977: 736). Выбрав
шаги разбиения по аргументам: по t – 𝜏𝜏𝜏𝜏, а по 𝑥𝑥𝑥𝑥 - ℎ, можно записать следующие формулы, заменяющие 
производные искомой функции конечно – разностными соотношениями:

               𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
≈ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜂𝜂𝜂𝜂
; (7)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
� ≈ 1

ℎ2
��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 ��

(8)

Формула, имеющаяся в правой части уравнения (1), будет заменена следующим соотношением;
𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)(1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�. (9)
В формулах (7) – (9) введены следующие обозначения:
𝑖𝑖𝑖𝑖 - номер точки по координатной оси 𝑥𝑥𝑥𝑥;
𝑗𝑗𝑗𝑗- номер, определяющий момент времени 𝑡𝑡𝑡𝑡,т.е. 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ 𝜏𝜏𝜏𝜏;  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 );

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 =  ℎ ⋅ 𝑖𝑖𝑖𝑖;     𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2, … . . ,𝑛𝑛𝑛𝑛;
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑣𝑣𝑣𝑣( 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 ) – известные (заданные) величины.
Расчетная схема. Подставляя формулы (7) – (9) в уравнение (1), можно получить следующую 

дискретную формулу относительно неизвестных значений  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 искомой функции:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+= 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸⋅𝜂𝜂𝜂𝜂 
3⋅ℎ2

��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �� + {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�, если  0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0,                      если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 < 𝑖𝑖𝑖𝑖 < 𝑛𝑛𝑛𝑛;              (10)

Здесь 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1
ℎ

- количество точек, где функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡) отлична от нуля; 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.
Следует отметить, что параметр 𝑛𝑛𝑛𝑛 является переменной величиной с течением времени.

;      (7)
    

u = u (𝑥𝑥𝑥𝑥, t) – искомая функция, описывающая свободную поверхность области, занимаемой 
вытекающей из «канала» жидкостью;

𝑣𝑣𝑣𝑣 (t) – скорость вытекающей из «канала» жидкости в центре сечения;
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
– безразмерный параметр, зависящий от характерных величин: 𝐻𝐻𝐻𝐻- горизонтальный 

и 𝜏𝜏𝜏𝜏 – вертикальный размеры рассматриваемой области, 𝑢𝑢𝑢𝑢 – характерная скорость, 𝜌𝜌𝜌𝜌 – плотность, 𝜂𝜂𝜂𝜂 –
динамический коэффициент вязкости жидкости, 𝑔𝑔𝑔𝑔 – ускорение силы тяжести.

В уравнении (1) все величины являются безразмерными. Для решения его используются 
условия, вытекающие из сущности постановки задачи.

Начальное условие (при t=0) имеет следующий вид:
t = 0, u (x, 0) = 0.             (2)

Граничные условия могут быть заданы с учетом симметрии относительно вертикали:
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕(0,𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,                            (3)  

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t),    u (𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) , 0) = 0.                           (4)
Здесь: 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) – неизвестная функция, описывающая изменение правой границы области, 

занимаемой жидкостью. Эта функция является неизвестной, она может быть определена следующей 
формулой:

                                                          ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = 3

2 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣 (𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡.𝜕𝜕𝜕𝜕
0                                                         (5)

Если будет задана скорость 𝑣𝑣𝑣𝑣 (t), то правая часть этой формулы (5) может быть определена 
интегрированием. Следует учесть, что в начальный момент времени,

при   t = 0,  𝑝𝑝𝑝𝑝(0) = 0.                                (6)
Итак, здесь требуется решить задачу (1) - (4) для уравнения параболического типа с учетом 

формул (5) и (6). В данном случае необходимо решить фактически две задачи:
− найти функцию 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t), определяющую границу области, занимаемой жидкостью;
− найти функцию 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡), удовлетворяющую уравнению (1) и условиям (2) - (4).
Метод решения. Идея метода решения данной задачи заключается в следующем. Для 

некоторого момента времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 находится решение задачи (1) - (4) методом конечных разностей. Для 
перехода к следующему значению времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 должно быть найдено значение функции  𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡). 
Затем решается задача (1) - (4) для нового значения 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) и т.д.

Пусть вначале рассматривается расчетная схема для решения задачи (1) - (4) методом конечных 
разностей. Предполагая, что значение функции 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) для конкретного значения аргумента t 
фиксированным, используется неявная нелинейная расчетная схема (Тихонов и др.,1977: 736). Выбрав
шаги разбиения по аргументам: по t – 𝜏𝜏𝜏𝜏, а по 𝑥𝑥𝑥𝑥 - ℎ, можно записать следующие формулы, заменяющие 
производные искомой функции конечно – разностными соотношениями:

               𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
≈ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜂𝜂𝜂𝜂
; (7)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
� ≈ 1

ℎ2
��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 ��

(8)

Формула, имеющаяся в правой части уравнения (1), будет заменена следующим соотношением;
𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)(1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�. (9)
В формулах (7) – (9) введены следующие обозначения:
𝑖𝑖𝑖𝑖 - номер точки по координатной оси 𝑥𝑥𝑥𝑥;
𝑗𝑗𝑗𝑗- номер, определяющий момент времени 𝑡𝑡𝑡𝑡,т.е. 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ 𝜏𝜏𝜏𝜏;  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 );

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 =  ℎ ⋅ 𝑖𝑖𝑖𝑖;     𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2, … . . ,𝑛𝑛𝑛𝑛;
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑣𝑣𝑣𝑣( 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 ) – известные (заданные) величины.
Расчетная схема. Подставляя формулы (7) – (9) в уравнение (1), можно получить следующую 

дискретную формулу относительно неизвестных значений  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 искомой функции:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+= 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸⋅𝜂𝜂𝜂𝜂 
3⋅ℎ2

��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �� + {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�, если  0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0,                      если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 < 𝑖𝑖𝑖𝑖 < 𝑛𝑛𝑛𝑛;              (10)

Здесь 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1
ℎ

- количество точек, где функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡) отлична от нуля; 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.
Следует отметить, что параметр 𝑛𝑛𝑛𝑛 является переменной величиной с течением времени.

u = u (𝑥𝑥𝑥𝑥, t) – искомая функция, описывающая свободную поверхность области, занимаемой 
вытекающей из «канала» жидкостью;

𝑣𝑣𝑣𝑣 (t) – скорость вытекающей из «канала» жидкости в центре сечения;
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
– безразмерный параметр, зависящий от характерных величин: 𝐻𝐻𝐻𝐻- горизонтальный 

и 𝜏𝜏𝜏𝜏 – вертикальный размеры рассматриваемой области, 𝑢𝑢𝑢𝑢 – характерная скорость, 𝜌𝜌𝜌𝜌 – плотность, 𝜂𝜂𝜂𝜂 –
динамический коэффициент вязкости жидкости, 𝑔𝑔𝑔𝑔 – ускорение силы тяжести.

В уравнении (1) все величины являются безразмерными. Для решения его используются 
условия, вытекающие из сущности постановки задачи.

Начальное условие (при t=0) имеет следующий вид:
t = 0, u (x, 0) = 0.             (2)

Граничные условия могут быть заданы с учетом симметрии относительно вертикали:
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕(0,𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,                            (3)  

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t),    u (𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) , 0) = 0.                           (4)
Здесь: 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) – неизвестная функция, описывающая изменение правой границы области, 

занимаемой жидкостью. Эта функция является неизвестной, она может быть определена следующей 
формулой:

                                                          ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = 3

2 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣 (𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡.𝜕𝜕𝜕𝜕
0                                                         (5)

Если будет задана скорость 𝑣𝑣𝑣𝑣 (t), то правая часть этой формулы (5) может быть определена 
интегрированием. Следует учесть, что в начальный момент времени,

при   t = 0,  𝑝𝑝𝑝𝑝(0) = 0.                                (6)
Итак, здесь требуется решить задачу (1) - (4) для уравнения параболического типа с учетом 

формул (5) и (6). В данном случае необходимо решить фактически две задачи:
− найти функцию 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t), определяющую границу области, занимаемой жидкостью;
− найти функцию 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡), удовлетворяющую уравнению (1) и условиям (2) - (4).
Метод решения. Идея метода решения данной задачи заключается в следующем. Для 

некоторого момента времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 находится решение задачи (1) - (4) методом конечных разностей. Для 
перехода к следующему значению времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 должно быть найдено значение функции  𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡). 
Затем решается задача (1) - (4) для нового значения 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) и т.д.

Пусть вначале рассматривается расчетная схема для решения задачи (1) - (4) методом конечных 
разностей. Предполагая, что значение функции 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) для конкретного значения аргумента t 
фиксированным, используется неявная нелинейная расчетная схема (Тихонов и др.,1977: 736). Выбрав
шаги разбиения по аргументам: по t – 𝜏𝜏𝜏𝜏, а по 𝑥𝑥𝑥𝑥 - ℎ, можно записать следующие формулы, заменяющие 
производные искомой функции конечно – разностными соотношениями:

               𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
≈ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜂𝜂𝜂𝜂
; (7)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
� ≈ 1
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��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 ��

(8)

Формула, имеющаяся в правой части уравнения (1), будет заменена следующим соотношением;
𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)(1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�. (9)
В формулах (7) – (9) введены следующие обозначения:
𝑖𝑖𝑖𝑖 - номер точки по координатной оси 𝑥𝑥𝑥𝑥;
𝑗𝑗𝑗𝑗- номер, определяющий момент времени 𝑡𝑡𝑡𝑡,т.е. 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ 𝜏𝜏𝜏𝜏;  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 );

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 =  ℎ ⋅ 𝑖𝑖𝑖𝑖;     𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2, … . . ,𝑛𝑛𝑛𝑛;
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑣𝑣𝑣𝑣( 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 ) – известные (заданные) величины.
Расчетная схема. Подставляя формулы (7) – (9) в уравнение (1), можно получить следующую 

дискретную формулу относительно неизвестных значений  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 искомой функции:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+= 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸⋅𝜂𝜂𝜂𝜂 
3⋅ℎ2

��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �� + {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�, если  0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0,                      если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 < 𝑖𝑖𝑖𝑖 < 𝑛𝑛𝑛𝑛;              (10)

Здесь 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1
ℎ

- количество точек, где функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡) отлична от нуля; 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.
Следует отметить, что параметр 𝑛𝑛𝑛𝑛 является переменной величиной с течением времени.

   (8)
 
Формула, имеющаяся в правой части уравнения (1), будет заменена 

следующим соотношением;

u = u (𝑥𝑥𝑥𝑥, t) – искомая функция, описывающая свободную поверхность области, занимаемой 
вытекающей из «канала» жидкостью;

𝑣𝑣𝑣𝑣 (t) – скорость вытекающей из «канала» жидкости в центре сечения;
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
– безразмерный параметр, зависящий от характерных величин: 𝐻𝐻𝐻𝐻- горизонтальный 

и 𝜏𝜏𝜏𝜏 – вертикальный размеры рассматриваемой области, 𝑢𝑢𝑢𝑢 – характерная скорость, 𝜌𝜌𝜌𝜌 – плотность, 𝜂𝜂𝜂𝜂 –
динамический коэффициент вязкости жидкости, 𝑔𝑔𝑔𝑔 – ускорение силы тяжести.

В уравнении (1) все величины являются безразмерными. Для решения его используются 
условия, вытекающие из сущности постановки задачи.

Начальное условие (при t=0) имеет следующий вид:
t = 0, u (x, 0) = 0.             (2)

Граничные условия могут быть заданы с учетом симметрии относительно вертикали:
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕(0,𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,                            (3)  

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t),    u (𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) , 0) = 0.                           (4)
Здесь: 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) – неизвестная функция, описывающая изменение правой границы области, 

занимаемой жидкостью. Эта функция является неизвестной, она может быть определена следующей 
формулой:

                                                          ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = 3

2 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣 (𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡.𝜕𝜕𝜕𝜕
0                                                         (5)

Если будет задана скорость 𝑣𝑣𝑣𝑣 (t), то правая часть этой формулы (5) может быть определена 
интегрированием. Следует учесть, что в начальный момент времени,

при   t = 0,  𝑝𝑝𝑝𝑝(0) = 0.                                (6)
Итак, здесь требуется решить задачу (1) - (4) для уравнения параболического типа с учетом 

формул (5) и (6). В данном случае необходимо решить фактически две задачи:
− найти функцию 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t), определяющую границу области, занимаемой жидкостью;
− найти функцию 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡), удовлетворяющую уравнению (1) и условиям (2) - (4).
Метод решения. Идея метода решения данной задачи заключается в следующем. Для 

некоторого момента времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 находится решение задачи (1) - (4) методом конечных разностей. Для 
перехода к следующему значению времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 должно быть найдено значение функции  𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡). 
Затем решается задача (1) - (4) для нового значения 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) и т.д.

Пусть вначале рассматривается расчетная схема для решения задачи (1) - (4) методом конечных 
разностей. Предполагая, что значение функции 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) для конкретного значения аргумента t 
фиксированным, используется неявная нелинейная расчетная схема (Тихонов и др.,1977: 736). Выбрав
шаги разбиения по аргументам: по t – 𝜏𝜏𝜏𝜏, а по 𝑥𝑥𝑥𝑥 - ℎ, можно записать следующие формулы, заменяющие 
производные искомой функции конечно – разностными соотношениями:

               𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
≈ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜂𝜂𝜂𝜂
; (7)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
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 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 ��

(8)

Формула, имеющаяся в правой части уравнения (1), будет заменена следующим соотношением;
𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)(1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�. (9)
В формулах (7) – (9) введены следующие обозначения:
𝑖𝑖𝑖𝑖 - номер точки по координатной оси 𝑥𝑥𝑥𝑥;
𝑗𝑗𝑗𝑗- номер, определяющий момент времени 𝑡𝑡𝑡𝑡,т.е. 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ 𝜏𝜏𝜏𝜏;  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 );

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 =  ℎ ⋅ 𝑖𝑖𝑖𝑖;     𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2, … . . ,𝑛𝑛𝑛𝑛;
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑣𝑣𝑣𝑣( 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 ) – известные (заданные) величины.
Расчетная схема. Подставляя формулы (7) – (9) в уравнение (1), можно получить следующую 

дискретную формулу относительно неизвестных значений  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 искомой функции:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+= 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸⋅𝜂𝜂𝜂𝜂 
3⋅ℎ2

��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1
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�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �� + {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�, если  0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0,                      если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 < 𝑖𝑖𝑖𝑖 < 𝑛𝑛𝑛𝑛;              (10)

Здесь 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1
ℎ

- количество точек, где функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡) отлична от нуля; 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.
Следует отметить, что параметр 𝑛𝑛𝑛𝑛 является переменной величиной с течением времени.

   (9)
В формулах (7) – (9) введены следующие обозначения:
i - номер точки по координатной оси x;
j - номер, определяющий момент времени  

u = u (𝑥𝑥𝑥𝑥, t) – искомая функция, описывающая свободную поверхность области, занимаемой 
вытекающей из «канала» жидкостью;

𝑣𝑣𝑣𝑣 (t) – скорость вытекающей из «канала» жидкости в центре сечения;
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
– безразмерный параметр, зависящий от характерных величин: 𝐻𝐻𝐻𝐻- горизонтальный 

и 𝜏𝜏𝜏𝜏 – вертикальный размеры рассматриваемой области, 𝑢𝑢𝑢𝑢 – характерная скорость, 𝜌𝜌𝜌𝜌 – плотность, 𝜂𝜂𝜂𝜂 –
динамический коэффициент вязкости жидкости, 𝑔𝑔𝑔𝑔 – ускорение силы тяжести.

В уравнении (1) все величины являются безразмерными. Для решения его используются 
условия, вытекающие из сущности постановки задачи.

Начальное условие (при t=0) имеет следующий вид:
t = 0, u (x, 0) = 0.             (2)

Граничные условия могут быть заданы с учетом симметрии относительно вертикали:
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕(0,𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,                            (3)  

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t),    u (𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) , 0) = 0.                           (4)
Здесь: 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) – неизвестная функция, описывающая изменение правой границы области, 

занимаемой жидкостью. Эта функция является неизвестной, она может быть определена следующей 
формулой:

                                                          ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = 3

2 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣 (𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡.𝜕𝜕𝜕𝜕
0                                                         (5)

Если будет задана скорость 𝑣𝑣𝑣𝑣 (t), то правая часть этой формулы (5) может быть определена 
интегрированием. Следует учесть, что в начальный момент времени,

при   t = 0,  𝑝𝑝𝑝𝑝(0) = 0.                                (6)
Итак, здесь требуется решить задачу (1) - (4) для уравнения параболического типа с учетом 

формул (5) и (6). В данном случае необходимо решить фактически две задачи:
− найти функцию 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t), определяющую границу области, занимаемой жидкостью;
− найти функцию 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡), удовлетворяющую уравнению (1) и условиям (2) - (4).
Метод решения. Идея метода решения данной задачи заключается в следующем. Для 

некоторого момента времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 находится решение задачи (1) - (4) методом конечных разностей. Для 
перехода к следующему значению времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 должно быть найдено значение функции  𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡). 
Затем решается задача (1) - (4) для нового значения 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) и т.д.

Пусть вначале рассматривается расчетная схема для решения задачи (1) - (4) методом конечных 
разностей. Предполагая, что значение функции 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) для конкретного значения аргумента t 
фиксированным, используется неявная нелинейная расчетная схема (Тихонов и др.,1977: 736). Выбрав
шаги разбиения по аргументам: по t – 𝜏𝜏𝜏𝜏, а по 𝑥𝑥𝑥𝑥 - ℎ, можно записать следующие формулы, заменяющие 
производные искомой функции конечно – разностными соотношениями:

               𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
≈ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜂𝜂𝜂𝜂
; (7)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
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��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 ��

(8)

Формула, имеющаяся в правой части уравнения (1), будет заменена следующим соотношением;
𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)(1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�. (9)
В формулах (7) – (9) введены следующие обозначения:
𝑖𝑖𝑖𝑖 - номер точки по координатной оси 𝑥𝑥𝑥𝑥;
𝑗𝑗𝑗𝑗- номер, определяющий момент времени 𝑡𝑡𝑡𝑡,т.е. 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ 𝜏𝜏𝜏𝜏;  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 );

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 =  ℎ ⋅ 𝑖𝑖𝑖𝑖;     𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2, … . . ,𝑛𝑛𝑛𝑛;
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑣𝑣𝑣𝑣( 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 ) – известные (заданные) величины.
Расчетная схема. Подставляя формулы (7) – (9) в уравнение (1), можно получить следующую 

дискретную формулу относительно неизвестных значений  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 искомой функции:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+= 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸⋅𝜂𝜂𝜂𝜂 
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��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
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3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �� + {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�, если  0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0,                      если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 < 𝑖𝑖𝑖𝑖 < 𝑛𝑛𝑛𝑛;              (10)

Здесь 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1
ℎ

- количество точек, где функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡) отлична от нуля; 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.
Следует отметить, что параметр 𝑛𝑛𝑛𝑛 является переменной величиной с течением времени.

 

u = u (𝑥𝑥𝑥𝑥, t) – искомая функция, описывающая свободную поверхность области, занимаемой 
вытекающей из «канала» жидкостью;

𝑣𝑣𝑣𝑣 (t) – скорость вытекающей из «канала» жидкости в центре сечения;
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
– безразмерный параметр, зависящий от характерных величин: 𝐻𝐻𝐻𝐻- горизонтальный 

и 𝜏𝜏𝜏𝜏 – вертикальный размеры рассматриваемой области, 𝑢𝑢𝑢𝑢 – характерная скорость, 𝜌𝜌𝜌𝜌 – плотность, 𝜂𝜂𝜂𝜂 –
динамический коэффициент вязкости жидкости, 𝑔𝑔𝑔𝑔 – ускорение силы тяжести.

В уравнении (1) все величины являются безразмерными. Для решения его используются 
условия, вытекающие из сущности постановки задачи.

Начальное условие (при t=0) имеет следующий вид:
t = 0, u (x, 0) = 0.             (2)

Граничные условия могут быть заданы с учетом симметрии относительно вертикали:
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕(0,𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,                            (3)  

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t),    u (𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) , 0) = 0.                           (4)
Здесь: 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) – неизвестная функция, описывающая изменение правой границы области, 

занимаемой жидкостью. Эта функция является неизвестной, она может быть определена следующей 
формулой:

                                                          ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = 3

2 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣 (𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡.𝜕𝜕𝜕𝜕
0                                                         (5)

Если будет задана скорость 𝑣𝑣𝑣𝑣 (t), то правая часть этой формулы (5) может быть определена 
интегрированием. Следует учесть, что в начальный момент времени,

при   t = 0,  𝑝𝑝𝑝𝑝(0) = 0.                                (6)
Итак, здесь требуется решить задачу (1) - (4) для уравнения параболического типа с учетом 

формул (5) и (6). В данном случае необходимо решить фактически две задачи:
− найти функцию 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t), определяющую границу области, занимаемой жидкостью;
− найти функцию 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡), удовлетворяющую уравнению (1) и условиям (2) - (4).
Метод решения. Идея метода решения данной задачи заключается в следующем. Для 

некоторого момента времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 находится решение задачи (1) - (4) методом конечных разностей. Для 
перехода к следующему значению времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 должно быть найдено значение функции  𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡). 
Затем решается задача (1) - (4) для нового значения 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) и т.д.

Пусть вначале рассматривается расчетная схема для решения задачи (1) - (4) методом конечных 
разностей. Предполагая, что значение функции 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) для конкретного значения аргумента t 
фиксированным, используется неявная нелинейная расчетная схема (Тихонов и др.,1977: 736). Выбрав
шаги разбиения по аргументам: по t – 𝜏𝜏𝜏𝜏, а по 𝑥𝑥𝑥𝑥 - ℎ, можно записать следующие формулы, заменяющие 
производные искомой функции конечно – разностными соотношениями:

               𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
≈ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜂𝜂𝜂𝜂
; (7)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
� ≈ 1

ℎ2
��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 ��

(8)

Формула, имеющаяся в правой части уравнения (1), будет заменена следующим соотношением;
𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)(1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�. (9)
В формулах (7) – (9) введены следующие обозначения:
𝑖𝑖𝑖𝑖 - номер точки по координатной оси 𝑥𝑥𝑥𝑥;
𝑗𝑗𝑗𝑗- номер, определяющий момент времени 𝑡𝑡𝑡𝑡,т.е. 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ 𝜏𝜏𝜏𝜏;  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 );

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 =  ℎ ⋅ 𝑖𝑖𝑖𝑖;     𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2, … . . ,𝑛𝑛𝑛𝑛;
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑣𝑣𝑣𝑣( 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 ) – известные (заданные) величины.
Расчетная схема. Подставляя формулы (7) – (9) в уравнение (1), можно получить следующую 

дискретную формулу относительно неизвестных значений  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 искомой функции:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+= 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸⋅𝜂𝜂𝜂𝜂 
3⋅ℎ2

��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �� + {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�, если  0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0,                      если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 < 𝑖𝑖𝑖𝑖 < 𝑛𝑛𝑛𝑛;              (10)

Здесь 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1
ℎ

- количество точек, где функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡) отлична от нуля; 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.
Следует отметить, что параметр 𝑛𝑛𝑛𝑛 является переменной величиной с течением времени.

;

νj = ν(tj)– известные (заданные) величины.
Расчетная схема. Подставляя формулы (7) – (9) в уравнение (1), можно 

получить следующую дискретную формулу относительно неизвестных 
значений  uij искомой функции:

u = u (𝑥𝑥𝑥𝑥, t) – искомая функция, описывающая свободную поверхность области, занимаемой 
вытекающей из «канала» жидкостью;

𝑣𝑣𝑣𝑣 (t) – скорость вытекающей из «канала» жидкости в центре сечения;
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
– безразмерный параметр, зависящий от характерных величин: 𝐻𝐻𝐻𝐻- горизонтальный 

и 𝜏𝜏𝜏𝜏 – вертикальный размеры рассматриваемой области, 𝑢𝑢𝑢𝑢 – характерная скорость, 𝜌𝜌𝜌𝜌 – плотность, 𝜂𝜂𝜂𝜂 –
динамический коэффициент вязкости жидкости, 𝑔𝑔𝑔𝑔 – ускорение силы тяжести.

В уравнении (1) все величины являются безразмерными. Для решения его используются 
условия, вытекающие из сущности постановки задачи.

Начальное условие (при t=0) имеет следующий вид:
t = 0, u (x, 0) = 0.             (2)

Граничные условия могут быть заданы с учетом симметрии относительно вертикали:
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕(0,𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,                            (3)  

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t),    u (𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) , 0) = 0.                           (4)
Здесь: 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) – неизвестная функция, описывающая изменение правой границы области, 

занимаемой жидкостью. Эта функция является неизвестной, она может быть определена следующей 
формулой:

                                                          ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = 3

2 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣 (𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡.𝜕𝜕𝜕𝜕
0                                                         (5)

Если будет задана скорость 𝑣𝑣𝑣𝑣 (t), то правая часть этой формулы (5) может быть определена 
интегрированием. Следует учесть, что в начальный момент времени,

при   t = 0,  𝑝𝑝𝑝𝑝(0) = 0.                                (6)
Итак, здесь требуется решить задачу (1) - (4) для уравнения параболического типа с учетом 

формул (5) и (6). В данном случае необходимо решить фактически две задачи:
− найти функцию 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t), определяющую границу области, занимаемой жидкостью;
− найти функцию 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡), удовлетворяющую уравнению (1) и условиям (2) - (4).
Метод решения. Идея метода решения данной задачи заключается в следующем. Для 

некоторого момента времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 находится решение задачи (1) - (4) методом конечных разностей. Для 
перехода к следующему значению времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 должно быть найдено значение функции  𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡). 
Затем решается задача (1) - (4) для нового значения 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) и т.д.

Пусть вначале рассматривается расчетная схема для решения задачи (1) - (4) методом конечных 
разностей. Предполагая, что значение функции 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) для конкретного значения аргумента t 
фиксированным, используется неявная нелинейная расчетная схема (Тихонов и др.,1977: 736). Выбрав
шаги разбиения по аргументам: по t – 𝜏𝜏𝜏𝜏, а по 𝑥𝑥𝑥𝑥 - ℎ, можно записать следующие формулы, заменяющие 
производные искомой функции конечно – разностными соотношениями:

               𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
≈ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜂𝜂𝜂𝜂
; (7)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
� ≈ 1
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��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 ��

(8)

Формула, имеющаяся в правой части уравнения (1), будет заменена следующим соотношением;
𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)(1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�. (9)
В формулах (7) – (9) введены следующие обозначения:
𝑖𝑖𝑖𝑖 - номер точки по координатной оси 𝑥𝑥𝑥𝑥;
𝑗𝑗𝑗𝑗- номер, определяющий момент времени 𝑡𝑡𝑡𝑡,т.е. 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ 𝜏𝜏𝜏𝜏;  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 );

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 =  ℎ ⋅ 𝑖𝑖𝑖𝑖;     𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2, … . . ,𝑛𝑛𝑛𝑛;
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑣𝑣𝑣𝑣( 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 ) – известные (заданные) величины.
Расчетная схема. Подставляя формулы (7) – (9) в уравнение (1), можно получить следующую 

дискретную формулу относительно неизвестных значений  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 искомой функции:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+= 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸⋅𝜂𝜂𝜂𝜂 
3⋅ℎ2

��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �� + {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�, если  0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0,                      если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 < 𝑖𝑖𝑖𝑖 < 𝑛𝑛𝑛𝑛;              (10)

Здесь 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1
ℎ

- количество точек, где функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡) отлична от нуля; 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.
Следует отметить, что параметр 𝑛𝑛𝑛𝑛 является переменной величиной с течением времени.

u = u (𝑥𝑥𝑥𝑥, t) – искомая функция, описывающая свободную поверхность области, занимаемой 
вытекающей из «канала» жидкостью;

𝑣𝑣𝑣𝑣 (t) – скорость вытекающей из «канала» жидкости в центре сечения;
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
– безразмерный параметр, зависящий от характерных величин: 𝐻𝐻𝐻𝐻- горизонтальный 

и 𝜏𝜏𝜏𝜏 – вертикальный размеры рассматриваемой области, 𝑢𝑢𝑢𝑢 – характерная скорость, 𝜌𝜌𝜌𝜌 – плотность, 𝜂𝜂𝜂𝜂 –
динамический коэффициент вязкости жидкости, 𝑔𝑔𝑔𝑔 – ускорение силы тяжести.

В уравнении (1) все величины являются безразмерными. Для решения его используются 
условия, вытекающие из сущности постановки задачи.

Начальное условие (при t=0) имеет следующий вид:
t = 0, u (x, 0) = 0.             (2)

Граничные условия могут быть заданы с учетом симметрии относительно вертикали:
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕(0,𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,                            (3)  

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t),    u (𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) , 0) = 0.                           (4)
Здесь: 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) – неизвестная функция, описывающая изменение правой границы области, 

занимаемой жидкостью. Эта функция является неизвестной, она может быть определена следующей 
формулой:

                                                          ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = 3

2 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣 (𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡.𝜕𝜕𝜕𝜕
0                                                         (5)

Если будет задана скорость 𝑣𝑣𝑣𝑣 (t), то правая часть этой формулы (5) может быть определена 
интегрированием. Следует учесть, что в начальный момент времени,

при   t = 0,  𝑝𝑝𝑝𝑝(0) = 0.                                (6)
Итак, здесь требуется решить задачу (1) - (4) для уравнения параболического типа с учетом 

формул (5) и (6). В данном случае необходимо решить фактически две задачи:
− найти функцию 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t), определяющую границу области, занимаемой жидкостью;
− найти функцию 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡), удовлетворяющую уравнению (1) и условиям (2) - (4).
Метод решения. Идея метода решения данной задачи заключается в следующем. Для 

некоторого момента времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 находится решение задачи (1) - (4) методом конечных разностей. Для 
перехода к следующему значению времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 должно быть найдено значение функции  𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡). 
Затем решается задача (1) - (4) для нового значения 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) и т.д.

Пусть вначале рассматривается расчетная схема для решения задачи (1) - (4) методом конечных 
разностей. Предполагая, что значение функции 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) для конкретного значения аргумента t 
фиксированным, используется неявная нелинейная расчетная схема (Тихонов и др.,1977: 736). Выбрав
шаги разбиения по аргументам: по t – 𝜏𝜏𝜏𝜏, а по 𝑥𝑥𝑥𝑥 - ℎ, можно записать следующие формулы, заменяющие 
производные искомой функции конечно – разностными соотношениями:

               𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
≈ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜂𝜂𝜂𝜂
; (7)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
� ≈ 1

ℎ2
��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1
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�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 ��

(8)

Формула, имеющаяся в правой части уравнения (1), будет заменена следующим соотношением;
𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)(1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�. (9)
В формулах (7) – (9) введены следующие обозначения:
𝑖𝑖𝑖𝑖 - номер точки по координатной оси 𝑥𝑥𝑥𝑥;
𝑗𝑗𝑗𝑗- номер, определяющий момент времени 𝑡𝑡𝑡𝑡,т.е. 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ 𝜏𝜏𝜏𝜏;  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 );

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 =  ℎ ⋅ 𝑖𝑖𝑖𝑖;     𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2, … . . ,𝑛𝑛𝑛𝑛;
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑣𝑣𝑣𝑣( 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 ) – известные (заданные) величины.
Расчетная схема. Подставляя формулы (7) – (9) в уравнение (1), можно получить следующую 

дискретную формулу относительно неизвестных значений  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 искомой функции:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+= 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸⋅𝜂𝜂𝜂𝜂 
3⋅ℎ2

��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �� + {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�, если  0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0,                      если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 < 𝑖𝑖𝑖𝑖 < 𝑛𝑛𝑛𝑛;              (10)

Здесь 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1
ℎ

- количество точек, где функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡) отлична от нуля; 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.
Следует отметить, что параметр 𝑛𝑛𝑛𝑛 является переменной величиной с течением времени.

u = u (𝑥𝑥𝑥𝑥, t) – искомая функция, описывающая свободную поверхность области, занимаемой 
вытекающей из «канала» жидкостью;

𝑣𝑣𝑣𝑣 (t) – скорость вытекающей из «канала» жидкости в центре сечения;
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
– безразмерный параметр, зависящий от характерных величин: 𝐻𝐻𝐻𝐻- горизонтальный 

и 𝜏𝜏𝜏𝜏 – вертикальный размеры рассматриваемой области, 𝑢𝑢𝑢𝑢 – характерная скорость, 𝜌𝜌𝜌𝜌 – плотность, 𝜂𝜂𝜂𝜂 –
динамический коэффициент вязкости жидкости, 𝑔𝑔𝑔𝑔 – ускорение силы тяжести.

В уравнении (1) все величины являются безразмерными. Для решения его используются 
условия, вытекающие из сущности постановки задачи.

Начальное условие (при t=0) имеет следующий вид:
t = 0, u (x, 0) = 0.             (2)

Граничные условия могут быть заданы с учетом симметрии относительно вертикали:
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕(0,𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,                            (3)  

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t),    u (𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) , 0) = 0.                           (4)
Здесь: 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) – неизвестная функция, описывающая изменение правой границы области, 

занимаемой жидкостью. Эта функция является неизвестной, она может быть определена следующей 
формулой:

                                                          ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = 3

2 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣 (𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡.𝜕𝜕𝜕𝜕
0                                                         (5)

Если будет задана скорость 𝑣𝑣𝑣𝑣 (t), то правая часть этой формулы (5) может быть определена 
интегрированием. Следует учесть, что в начальный момент времени,

при   t = 0,  𝑝𝑝𝑝𝑝(0) = 0.                                (6)
Итак, здесь требуется решить задачу (1) - (4) для уравнения параболического типа с учетом 

формул (5) и (6). В данном случае необходимо решить фактически две задачи:
− найти функцию 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t), определяющую границу области, занимаемой жидкостью;
− найти функцию 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡), удовлетворяющую уравнению (1) и условиям (2) - (4).
Метод решения. Идея метода решения данной задачи заключается в следующем. Для 

некоторого момента времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 находится решение задачи (1) - (4) методом конечных разностей. Для 
перехода к следующему значению времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 должно быть найдено значение функции  𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡). 
Затем решается задача (1) - (4) для нового значения 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) и т.д.

Пусть вначале рассматривается расчетная схема для решения задачи (1) - (4) методом конечных 
разностей. Предполагая, что значение функции 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) для конкретного значения аргумента t 
фиксированным, используется неявная нелинейная расчетная схема (Тихонов и др.,1977: 736). Выбрав
шаги разбиения по аргументам: по t – 𝜏𝜏𝜏𝜏, а по 𝑥𝑥𝑥𝑥 - ℎ, можно записать следующие формулы, заменяющие 
производные искомой функции конечно – разностными соотношениями:

               𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
≈ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜂𝜂𝜂𝜂
; (7)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
� ≈ 1

ℎ2
��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 ��

(8)

Формула, имеющаяся в правой части уравнения (1), будет заменена следующим соотношением;
𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)(1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�. (9)
В формулах (7) – (9) введены следующие обозначения:
𝑖𝑖𝑖𝑖 - номер точки по координатной оси 𝑥𝑥𝑥𝑥;
𝑗𝑗𝑗𝑗- номер, определяющий момент времени 𝑡𝑡𝑡𝑡,т.е. 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ 𝜏𝜏𝜏𝜏;  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 );

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 =  ℎ ⋅ 𝑖𝑖𝑖𝑖;     𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2, … . . ,𝑛𝑛𝑛𝑛;
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑣𝑣𝑣𝑣( 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 ) – известные (заданные) величины.
Расчетная схема. Подставляя формулы (7) – (9) в уравнение (1), можно получить следующую 

дискретную формулу относительно неизвестных значений  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 искомой функции:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+= 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸⋅𝜂𝜂𝜂𝜂 
3⋅ℎ2

��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �� + {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�, если  0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0,                      если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 < 𝑖𝑖𝑖𝑖 < 𝑛𝑛𝑛𝑛;              (10)

Здесь 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1
ℎ

- количество точек, где функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡) отлична от нуля; 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.
Следует отметить, что параметр 𝑛𝑛𝑛𝑛 является переменной величиной с течением времени.

u = u (𝑥𝑥𝑥𝑥, t) – искомая функция, описывающая свободную поверхность области, занимаемой 
вытекающей из «канала» жидкостью;

𝑣𝑣𝑣𝑣 (t) – скорость вытекающей из «канала» жидкости в центре сечения;
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
– безразмерный параметр, зависящий от характерных величин: 𝐻𝐻𝐻𝐻- горизонтальный 

и 𝜏𝜏𝜏𝜏 – вертикальный размеры рассматриваемой области, 𝑢𝑢𝑢𝑢 – характерная скорость, 𝜌𝜌𝜌𝜌 – плотность, 𝜂𝜂𝜂𝜂 –
динамический коэффициент вязкости жидкости, 𝑔𝑔𝑔𝑔 – ускорение силы тяжести.

В уравнении (1) все величины являются безразмерными. Для решения его используются 
условия, вытекающие из сущности постановки задачи.

Начальное условие (при t=0) имеет следующий вид:
t = 0, u (x, 0) = 0.             (2)

Граничные условия могут быть заданы с учетом симметрии относительно вертикали:
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕(0,𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,                            (3)  

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t),    u (𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) , 0) = 0.                           (4)
Здесь: 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) – неизвестная функция, описывающая изменение правой границы области, 

занимаемой жидкостью. Эта функция является неизвестной, она может быть определена следующей 
формулой:

                                                          ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = 3

2 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣 (𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡.𝜕𝜕𝜕𝜕
0                                                         (5)

Если будет задана скорость 𝑣𝑣𝑣𝑣 (t), то правая часть этой формулы (5) может быть определена 
интегрированием. Следует учесть, что в начальный момент времени,

при   t = 0,  𝑝𝑝𝑝𝑝(0) = 0.                                (6)
Итак, здесь требуется решить задачу (1) - (4) для уравнения параболического типа с учетом 

формул (5) и (6). В данном случае необходимо решить фактически две задачи:
− найти функцию 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t), определяющую границу области, занимаемой жидкостью;
− найти функцию 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡), удовлетворяющую уравнению (1) и условиям (2) - (4).
Метод решения. Идея метода решения данной задачи заключается в следующем. Для 

некоторого момента времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 находится решение задачи (1) - (4) методом конечных разностей. Для 
перехода к следующему значению времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 должно быть найдено значение функции  𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡). 
Затем решается задача (1) - (4) для нового значения 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) и т.д.

Пусть вначале рассматривается расчетная схема для решения задачи (1) - (4) методом конечных 
разностей. Предполагая, что значение функции 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) для конкретного значения аргумента t 
фиксированным, используется неявная нелинейная расчетная схема (Тихонов и др.,1977: 736). Выбрав
шаги разбиения по аргументам: по t – 𝜏𝜏𝜏𝜏, а по 𝑥𝑥𝑥𝑥 - ℎ, можно записать следующие формулы, заменяющие 
производные искомой функции конечно – разностными соотношениями:

               𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
≈ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜂𝜂𝜂𝜂
; (7)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
� ≈ 1

ℎ2
��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 ��

(8)

Формула, имеющаяся в правой части уравнения (1), будет заменена следующим соотношением;
𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)(1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�. (9)
В формулах (7) – (9) введены следующие обозначения:
𝑖𝑖𝑖𝑖 - номер точки по координатной оси 𝑥𝑥𝑥𝑥;
𝑗𝑗𝑗𝑗- номер, определяющий момент времени 𝑡𝑡𝑡𝑡,т.е. 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ 𝜏𝜏𝜏𝜏;  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 );

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 =  ℎ ⋅ 𝑖𝑖𝑖𝑖;     𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2, … . . ,𝑛𝑛𝑛𝑛;
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑣𝑣𝑣𝑣( 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 ) – известные (заданные) величины.
Расчетная схема. Подставляя формулы (7) – (9) в уравнение (1), можно получить следующую 

дискретную формулу относительно неизвестных значений  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 искомой функции:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+= 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸⋅𝜂𝜂𝜂𝜂 
3⋅ℎ2

��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �� + {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�, если  0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0,                      если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 < 𝑖𝑖𝑖𝑖 < 𝑛𝑛𝑛𝑛;              (10)

Здесь 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1
ℎ

- количество точек, где функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡) отлична от нуля; 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.
Следует отметить, что параметр 𝑛𝑛𝑛𝑛 является переменной величиной с течением времени.

u = u (𝑥𝑥𝑥𝑥, t) – искомая функция, описывающая свободную поверхность области, занимаемой 
вытекающей из «канала» жидкостью;

𝑣𝑣𝑣𝑣 (t) – скорость вытекающей из «канала» жидкости в центре сечения;
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
– безразмерный параметр, зависящий от характерных величин: 𝐻𝐻𝐻𝐻- горизонтальный 

и 𝜏𝜏𝜏𝜏 – вертикальный размеры рассматриваемой области, 𝑢𝑢𝑢𝑢 – характерная скорость, 𝜌𝜌𝜌𝜌 – плотность, 𝜂𝜂𝜂𝜂 –
динамический коэффициент вязкости жидкости, 𝑔𝑔𝑔𝑔 – ускорение силы тяжести.

В уравнении (1) все величины являются безразмерными. Для решения его используются 
условия, вытекающие из сущности постановки задачи.

Начальное условие (при t=0) имеет следующий вид:
t = 0, u (x, 0) = 0.             (2)

Граничные условия могут быть заданы с учетом симметрии относительно вертикали:
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕(0,𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,                            (3)  

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t),    u (𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) , 0) = 0.                           (4)
Здесь: 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) – неизвестная функция, описывающая изменение правой границы области, 

занимаемой жидкостью. Эта функция является неизвестной, она может быть определена следующей 
формулой:

                                                          ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = 3

2 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣 (𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡.𝜕𝜕𝜕𝜕
0                                                         (5)

Если будет задана скорость 𝑣𝑣𝑣𝑣 (t), то правая часть этой формулы (5) может быть определена 
интегрированием. Следует учесть, что в начальный момент времени,

при   t = 0,  𝑝𝑝𝑝𝑝(0) = 0.                                (6)
Итак, здесь требуется решить задачу (1) - (4) для уравнения параболического типа с учетом 

формул (5) и (6). В данном случае необходимо решить фактически две задачи:
− найти функцию 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t), определяющую границу области, занимаемой жидкостью;
− найти функцию 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡), удовлетворяющую уравнению (1) и условиям (2) - (4).
Метод решения. Идея метода решения данной задачи заключается в следующем. Для 

некоторого момента времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 находится решение задачи (1) - (4) методом конечных разностей. Для 
перехода к следующему значению времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 должно быть найдено значение функции  𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡). 
Затем решается задача (1) - (4) для нового значения 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) и т.д.

Пусть вначале рассматривается расчетная схема для решения задачи (1) - (4) методом конечных 
разностей. Предполагая, что значение функции 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) для конкретного значения аргумента t 
фиксированным, используется неявная нелинейная расчетная схема (Тихонов и др.,1977: 736). Выбрав
шаги разбиения по аргументам: по t – 𝜏𝜏𝜏𝜏, а по 𝑥𝑥𝑥𝑥 - ℎ, можно записать следующие формулы, заменяющие 
производные искомой функции конечно – разностными соотношениями:

               𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
≈ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜂𝜂𝜂𝜂
; (7)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
� ≈ 1

ℎ2
��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 ��

(8)

Формула, имеющаяся в правой части уравнения (1), будет заменена следующим соотношением;
𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)(1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�. (9)
В формулах (7) – (9) введены следующие обозначения:
𝑖𝑖𝑖𝑖 - номер точки по координатной оси 𝑥𝑥𝑥𝑥;
𝑗𝑗𝑗𝑗- номер, определяющий момент времени 𝑡𝑡𝑡𝑡,т.е. 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ 𝜏𝜏𝜏𝜏;  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 );

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 =  ℎ ⋅ 𝑖𝑖𝑖𝑖;     𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2, … . . ,𝑛𝑛𝑛𝑛;
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑣𝑣𝑣𝑣( 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 ) – известные (заданные) величины.
Расчетная схема. Подставляя формулы (7) – (9) в уравнение (1), можно получить следующую 

дискретную формулу относительно неизвестных значений  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 искомой функции:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+= 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸⋅𝜂𝜂𝜂𝜂 
3⋅ℎ2

��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �� + {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�, если  0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0,                      если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 < 𝑖𝑖𝑖𝑖 < 𝑛𝑛𝑛𝑛;              (10)

Здесь 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1
ℎ

- количество точек, где функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡) отлична от нуля; 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.
Следует отметить, что параметр 𝑛𝑛𝑛𝑛 является переменной величиной с течением времени.

      (10)

Здесь  

u = u (𝑥𝑥𝑥𝑥, t) – искомая функция, описывающая свободную поверхность области, занимаемой 
вытекающей из «канала» жидкостью;

𝑣𝑣𝑣𝑣 (t) – скорость вытекающей из «канала» жидкости в центре сечения;
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
– безразмерный параметр, зависящий от характерных величин: 𝐻𝐻𝐻𝐻- горизонтальный 

и 𝜏𝜏𝜏𝜏 – вертикальный размеры рассматриваемой области, 𝑢𝑢𝑢𝑢 – характерная скорость, 𝜌𝜌𝜌𝜌 – плотность, 𝜂𝜂𝜂𝜂 –
динамический коэффициент вязкости жидкости, 𝑔𝑔𝑔𝑔 – ускорение силы тяжести.

В уравнении (1) все величины являются безразмерными. Для решения его используются 
условия, вытекающие из сущности постановки задачи.

Начальное условие (при t=0) имеет следующий вид:
t = 0, u (x, 0) = 0.             (2)

Граничные условия могут быть заданы с учетом симметрии относительно вертикали:
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕(0,𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,                            (3)  

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t),    u (𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) , 0) = 0.                           (4)
Здесь: 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) – неизвестная функция, описывающая изменение правой границы области, 

занимаемой жидкостью. Эта функция является неизвестной, она может быть определена следующей 
формулой:

                                                          ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = 3

2 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣 (𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡.𝜕𝜕𝜕𝜕
0                                                         (5)

Если будет задана скорость 𝑣𝑣𝑣𝑣 (t), то правая часть этой формулы (5) может быть определена 
интегрированием. Следует учесть, что в начальный момент времени,

при   t = 0,  𝑝𝑝𝑝𝑝(0) = 0.                                (6)
Итак, здесь требуется решить задачу (1) - (4) для уравнения параболического типа с учетом 

формул (5) и (6). В данном случае необходимо решить фактически две задачи:
− найти функцию 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t), определяющую границу области, занимаемой жидкостью;
− найти функцию 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡), удовлетворяющую уравнению (1) и условиям (2) - (4).
Метод решения. Идея метода решения данной задачи заключается в следующем. Для 

некоторого момента времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 находится решение задачи (1) - (4) методом конечных разностей. Для 
перехода к следующему значению времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 должно быть найдено значение функции  𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡). 
Затем решается задача (1) - (4) для нового значения 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) и т.д.

Пусть вначале рассматривается расчетная схема для решения задачи (1) - (4) методом конечных 
разностей. Предполагая, что значение функции 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) для конкретного значения аргумента t 
фиксированным, используется неявная нелинейная расчетная схема (Тихонов и др.,1977: 736). Выбрав
шаги разбиения по аргументам: по t – 𝜏𝜏𝜏𝜏, а по 𝑥𝑥𝑥𝑥 - ℎ, можно записать следующие формулы, заменяющие 
производные искомой функции конечно – разностными соотношениями:

               𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
≈ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜂𝜂𝜂𝜂
; (7)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
� ≈ 1

ℎ2
��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 ��

(8)

Формула, имеющаяся в правой части уравнения (1), будет заменена следующим соотношением;
𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)(1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�. (9)
В формулах (7) – (9) введены следующие обозначения:
𝑖𝑖𝑖𝑖 - номер точки по координатной оси 𝑥𝑥𝑥𝑥;
𝑗𝑗𝑗𝑗- номер, определяющий момент времени 𝑡𝑡𝑡𝑡,т.е. 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ 𝜏𝜏𝜏𝜏;  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 );

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 =  ℎ ⋅ 𝑖𝑖𝑖𝑖;     𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2, … . . ,𝑛𝑛𝑛𝑛;
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑣𝑣𝑣𝑣( 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 ) – известные (заданные) величины.
Расчетная схема. Подставляя формулы (7) – (9) в уравнение (1), можно получить следующую 

дискретную формулу относительно неизвестных значений  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 искомой функции:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+= 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸⋅𝜂𝜂𝜂𝜂 
3⋅ℎ2

��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �� + {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�, если  0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0,                      если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 < 𝑖𝑖𝑖𝑖 < 𝑛𝑛𝑛𝑛;              (10)

Здесь 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1
ℎ

- количество точек, где функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡) отлична от нуля; 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.
Следует отметить, что параметр 𝑛𝑛𝑛𝑛 является переменной величиной с течением времени.

 - количество точек, где функция  отлична от нуля; 

u = u (𝑥𝑥𝑥𝑥, t) – искомая функция, описывающая свободную поверхность области, занимаемой 
вытекающей из «канала» жидкостью;

𝑣𝑣𝑣𝑣 (t) – скорость вытекающей из «канала» жидкости в центре сечения;
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝐻𝐻𝐻𝐻3

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
– безразмерный параметр, зависящий от характерных величин: 𝐻𝐻𝐻𝐻- горизонтальный 

и 𝜏𝜏𝜏𝜏 – вертикальный размеры рассматриваемой области, 𝑢𝑢𝑢𝑢 – характерная скорость, 𝜌𝜌𝜌𝜌 – плотность, 𝜂𝜂𝜂𝜂 –
динамический коэффициент вязкости жидкости, 𝑔𝑔𝑔𝑔 – ускорение силы тяжести.

В уравнении (1) все величины являются безразмерными. Для решения его используются 
условия, вытекающие из сущности постановки задачи.

Начальное условие (при t=0) имеет следующий вид:
t = 0, u (x, 0) = 0.             (2)

Граничные условия могут быть заданы с учетом симметрии относительно вертикали:
𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕(0,𝜕𝜕𝜕𝜕 )

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,                            (3)  

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t),    u (𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) , 0) = 0.                           (4)
Здесь: 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t) – неизвестная функция, описывающая изменение правой границы области, 

занимаемой жидкостью. Эта функция является неизвестной, она может быть определена следующей 
формулой:

                                                          ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = 3

2 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣 (𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡.𝜕𝜕𝜕𝜕
0                                                         (5)

Если будет задана скорость 𝑣𝑣𝑣𝑣 (t), то правая часть этой формулы (5) может быть определена 
интегрированием. Следует учесть, что в начальный момент времени,

при   t = 0,  𝑝𝑝𝑝𝑝(0) = 0.                                (6)
Итак, здесь требуется решить задачу (1) - (4) для уравнения параболического типа с учетом 

формул (5) и (6). В данном случае необходимо решить фактически две задачи:
− найти функцию 𝑝𝑝𝑝𝑝 (t), определяющую границу области, занимаемой жидкостью;
− найти функцию 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡), удовлетворяющую уравнению (1) и условиям (2) - (4).
Метод решения. Идея метода решения данной задачи заключается в следующем. Для 

некоторого момента времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 находится решение задачи (1) - (4) методом конечных разностей. Для 
перехода к следующему значению времени 𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 должно быть найдено значение функции  𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡). 
Затем решается задача (1) - (4) для нового значения 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) и т.д.

Пусть вначале рассматривается расчетная схема для решения задачи (1) - (4) методом конечных 
разностей. Предполагая, что значение функции 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) для конкретного значения аргумента t 
фиксированным, используется неявная нелинейная расчетная схема (Тихонов и др.,1977: 736). Выбрав
шаги разбиения по аргументам: по t – 𝜏𝜏𝜏𝜏, а по 𝑥𝑥𝑥𝑥 - ℎ, можно записать следующие формулы, заменяющие 
производные искомой функции конечно – разностными соотношениями:

               𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
≈ 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜂𝜂𝜂𝜂
; (7)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
� ≈ 1

ℎ2
��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1
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�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 ��

(8)

Формула, имеющаяся в правой части уравнения (1), будет заменена следующим соотношением;
𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)(1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2) ≈ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�. (9)
В формулах (7) – (9) введены следующие обозначения:
𝑖𝑖𝑖𝑖 - номер точки по координатной оси 𝑥𝑥𝑥𝑥;
𝑗𝑗𝑗𝑗- номер, определяющий момент времени 𝑡𝑡𝑡𝑡,т.е. 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ 𝜏𝜏𝜏𝜏;  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚;
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 );

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 =  ℎ ⋅ 𝑖𝑖𝑖𝑖;     𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2, … . . ,𝑛𝑛𝑛𝑛;
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑣𝑣𝑣𝑣( 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗 ) – известные (заданные) величины.
Расчетная схема. Подставляя формулы (7) – (9) в уравнение (1), можно получить следующую 

дискретную формулу относительно неизвестных значений  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 искомой функции:

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+= 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸⋅𝜂𝜂𝜂𝜂 
3⋅ℎ2

��𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1

2
�
3

 ⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 � −  �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑖𝑖𝑖𝑖+1 + 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

�
3
⋅  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 −

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1 𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �� + {𝑣𝑣𝑣𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗+1 �1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2�, если  0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0,                      если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 < 𝑖𝑖𝑖𝑖 < 𝑛𝑛𝑛𝑛;              (10)

Здесь 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1
ℎ

- количество точек, где функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡) отлична от нуля; 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.
Следует отметить, что параметр 𝑛𝑛𝑛𝑛 является переменной величиной с течением времени.Следует отметить, что параметр n является переменной величиной с 

течением времени.
Формула (10) для конкретного значения j  является системой алгебраиче-

ских уравнений относительно дискретных значений искомой функции uij.
Пусть теперь рассматривается формула (5).
Если будет задана функция ν(t), т.е. максимальная скорость вытекающей 

из канала жидкости считается заданной что правую часть формулы (5) можно 
считать известной.
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Пусть предполагается, что 

f 

Формула (10) для конкретного значения 𝑗𝑗𝑗𝑗 является системой алгебраических уравнений 
относительно дискретных значений искомой функции 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 .

Пусть теперь рассматривается формула (5).
Если будет задана функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡), т.е. максимальная скорость вытекающей из канала жидкости 

считается заданной что правую часть формулы (5) можно считать известной.
Пусть предполагается, что 
f (𝑡𝑡𝑡𝑡)= 2

3 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡𝜕𝜕𝜕𝜕
0                        (11)

Эта функция является монотонно возрастающей функцией, т.е.
f (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 )≥ 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡), △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 > 0.
Интеграл в левой части формулы (5) может быть записан в виде: 

                         ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )

0 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)           (12)

При малом значении △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 можно использовать теорему о среднем (Куралбаев, 2008):

� 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) ⋅ [𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡)],
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

где     𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,   𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)+𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,𝜕𝜕𝜕𝜕)
2

.

Из формулы (12) следует, что 

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) =
∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0

𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
или  

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,            (13)

т.к.  ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) ,      ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡).

Если считать, что △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜏𝜏𝜏𝜏, то из формулы (13) следует 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1+𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (14)

где  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗�,       𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.              
Итак, полученные дискретные формулы (10) и (14) определяют расчетную схему для 

определения значений искомых функций  𝑢𝑢𝑢𝑢R ij и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗.
Метод прогонки. Формула (10) представляет собой систему алгебраических уравнений, для 

решения которой целесообразно использовать метод итераций, так как уравнения являются 
нелинейными. С этой целью система уравнений (10) должна быть преобразована в следующий 
стандартный вид:

              𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 −  𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  −𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                 (15)

где   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,2,…,n-1; причем n может быть переменной. В этой формуле (15) введены следующие 
обозначения:

               𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑗𝑗𝑗𝑗−1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1          𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖              𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1

               𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

𝜂𝜂𝜂𝜂
ℎ2

 (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)P

3;             𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+ 1 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

�
ℎ2

(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3;            (16)
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1;      𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2,     если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘 0,               если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛 

Коэффициенты системы уравнений (15) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 R+1,  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖  являются выражениями от значений 
искомой функции в предыдущей итерации, а в уравнениях (15)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 является значением следующей 
итерации.

                             (11)

Эта функция является монотонно возрастающей функцией, т.е.
f 

Формула (10) для конкретного значения 𝑗𝑗𝑗𝑗 является системой алгебраических уравнений 
относительно дискретных значений искомой функции 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 .

Пусть теперь рассматривается формула (5).
Если будет задана функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡), т.е. максимальная скорость вытекающей из канала жидкости 

считается заданной что правую часть формулы (5) можно считать известной.
Пусть предполагается, что 
f (𝑡𝑡𝑡𝑡)= 2

3 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡𝜕𝜕𝜕𝜕
0                        (11)

Эта функция является монотонно возрастающей функцией, т.е.
f (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 )≥ 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡), △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 > 0.
Интеграл в левой части формулы (5) может быть записан в виде: 

                         ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )

0 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)           (12)

При малом значении △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 можно использовать теорему о среднем (Куралбаев, 2008):

� 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) ⋅ [𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡)],
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

где     𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,   𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)+𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,𝜕𝜕𝜕𝜕)
2

.

Из формулы (12) следует, что 

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) =
∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0

𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
или  

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,            (13)

т.к.  ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) ,      ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡).

Если считать, что △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜏𝜏𝜏𝜏, то из формулы (13) следует 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1+𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (14)

где  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗�,       𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.              
Итак, полученные дискретные формулы (10) и (14) определяют расчетную схему для 

определения значений искомых функций  𝑢𝑢𝑢𝑢R ij и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗.
Метод прогонки. Формула (10) представляет собой систему алгебраических уравнений, для 

решения которой целесообразно использовать метод итераций, так как уравнения являются 
нелинейными. С этой целью система уравнений (10) должна быть преобразована в следующий 
стандартный вид:

              𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 −  𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  −𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                 (15)

где   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,2,…,n-1; причем n может быть переменной. В этой формуле (15) введены следующие 
обозначения:

               𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑗𝑗𝑗𝑗−1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1          𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖              𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1

               𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

𝜂𝜂𝜂𝜂
ℎ2

 (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)P

3;             𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+ 1 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

�
ℎ2

(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3;            (16)
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1;      𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2,     если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘 0,               если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛 

Коэффициенты системы уравнений (15) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 R+1,  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖  являются выражениями от значений 
искомой функции в предыдущей итерации, а в уравнениях (15)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 является значением следующей 
итерации.

     
Интеграл в левой части формулы (5) может быть записан в виде: 

Формула (10) для конкретного значения 𝑗𝑗𝑗𝑗 является системой алгебраических уравнений 
относительно дискретных значений искомой функции 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 .

Пусть теперь рассматривается формула (5).
Если будет задана функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡), т.е. максимальная скорость вытекающей из канала жидкости 

считается заданной что правую часть формулы (5) можно считать известной.
Пусть предполагается, что 
f (𝑡𝑡𝑡𝑡)= 2

3 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡𝜕𝜕𝜕𝜕
0                        (11)

Эта функция является монотонно возрастающей функцией, т.е.
f (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 )≥ 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡), △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 > 0.
Интеграл в левой части формулы (5) может быть записан в виде: 

                         ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )

0 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)           (12)

При малом значении △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 можно использовать теорему о среднем (Куралбаев, 2008):

� 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) ⋅ [𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡)],
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

где     𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,   𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)+𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,𝜕𝜕𝜕𝜕)
2

.

Из формулы (12) следует, что 

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) =
∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0

𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
или  

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,            (13)

т.к.  ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) ,      ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡).

Если считать, что △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜏𝜏𝜏𝜏, то из формулы (13) следует 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1+𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (14)

где  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗�,       𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.              
Итак, полученные дискретные формулы (10) и (14) определяют расчетную схему для 

определения значений искомых функций  𝑢𝑢𝑢𝑢R ij и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗.
Метод прогонки. Формула (10) представляет собой систему алгебраических уравнений, для 

решения которой целесообразно использовать метод итераций, так как уравнения являются 
нелинейными. С этой целью система уравнений (10) должна быть преобразована в следующий 
стандартный вид:

              𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 −  𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  −𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                 (15)

где   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,2,…,n-1; причем n может быть переменной. В этой формуле (15) введены следующие 
обозначения:

               𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑗𝑗𝑗𝑗−1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1          𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖              𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1

               𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

𝜂𝜂𝜂𝜂
ℎ2

 (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)P

3;             𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+ 1 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

�
ℎ2

(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3;            (16)
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1;      𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2,     если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘 0,               если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛 

Коэффициенты системы уравнений (15) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 R+1,  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖  являются выражениями от значений 
искомой функции в предыдущей итерации, а в уравнениях (15)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 является значением следующей 
итерации.

 (12)

При малом значении  Δt можно использовать теорему о среднем (Куралбаев, 
2008):

Формула (10) для конкретного значения 𝑗𝑗𝑗𝑗 является системой алгебраических уравнений 
относительно дискретных значений искомой функции 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 .

Пусть теперь рассматривается формула (5).
Если будет задана функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡), т.е. максимальная скорость вытекающей из канала жидкости 

считается заданной что правую часть формулы (5) можно считать известной.
Пусть предполагается, что 
f (𝑡𝑡𝑡𝑡)= 2

3 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡𝜕𝜕𝜕𝜕
0                        (11)

Эта функция является монотонно возрастающей функцией, т.е.
f (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 )≥ 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡), △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 > 0.
Интеграл в левой части формулы (5) может быть записан в виде: 

                         ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )

0 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)           (12)

При малом значении △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 можно использовать теорему о среднем (Куралбаев, 2008):

� 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) ⋅ [𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡)],
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

где     𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,   𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)+𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,𝜕𝜕𝜕𝜕)
2

.

Из формулы (12) следует, что 

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) =
∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0

𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
или  

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,            (13)

т.к.  ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) ,      ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡).

Если считать, что △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜏𝜏𝜏𝜏, то из формулы (13) следует 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1+𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (14)

где  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗�,       𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.              
Итак, полученные дискретные формулы (10) и (14) определяют расчетную схему для 

определения значений искомых функций  𝑢𝑢𝑢𝑢R ij и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗.
Метод прогонки. Формула (10) представляет собой систему алгебраических уравнений, для 

решения которой целесообразно использовать метод итераций, так как уравнения являются 
нелинейными. С этой целью система уравнений (10) должна быть преобразована в следующий 
стандартный вид:

              𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 −  𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  −𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                 (15)

где   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,2,…,n-1; причем n может быть переменной. В этой формуле (15) введены следующие 
обозначения:

               𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑗𝑗𝑗𝑗−1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1          𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖              𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1

               𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

𝜂𝜂𝜂𝜂
ℎ2

 (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)P

3;             𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+ 1 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

�
ℎ2

(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3;            (16)
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1;      𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2,     если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘 0,               если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛 

Коэффициенты системы уравнений (15) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 R+1,  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖  являются выражениями от значений 
искомой функции в предыдущей итерации, а в уравнениях (15)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 является значением следующей 
итерации.

где 

Формула (10) для конкретного значения 𝑗𝑗𝑗𝑗 является системой алгебраических уравнений 
относительно дискретных значений искомой функции 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 .

Пусть теперь рассматривается формула (5).
Если будет задана функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡), т.е. максимальная скорость вытекающей из канала жидкости 

считается заданной что правую часть формулы (5) можно считать известной.
Пусть предполагается, что 
f (𝑡𝑡𝑡𝑡)= 2

3 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡𝜕𝜕𝜕𝜕
0                        (11)

Эта функция является монотонно возрастающей функцией, т.е.
f (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 )≥ 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡), △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 > 0.
Интеграл в левой части формулы (5) может быть записан в виде: 

                         ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )

0 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)           (12)

При малом значении △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 можно использовать теорему о среднем (Куралбаев, 2008):

� 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) ⋅ [𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡)],
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

где     𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,   𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)+𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,𝜕𝜕𝜕𝜕)
2

.

Из формулы (12) следует, что 

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) =
∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0

𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
или  

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,            (13)

т.к.  ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) ,      ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡).

Если считать, что △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜏𝜏𝜏𝜏, то из формулы (13) следует 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1+𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (14)

где  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗�,       𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.              
Итак, полученные дискретные формулы (10) и (14) определяют расчетную схему для 

определения значений искомых функций  𝑢𝑢𝑢𝑢R ij и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗.
Метод прогонки. Формула (10) представляет собой систему алгебраических уравнений, для 

решения которой целесообразно использовать метод итераций, так как уравнения являются 
нелинейными. С этой целью система уравнений (10) должна быть преобразована в следующий 
стандартный вид:

              𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 −  𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  −𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                 (15)

где   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,2,…,n-1; причем n может быть переменной. В этой формуле (15) введены следующие 
обозначения:

               𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑗𝑗𝑗𝑗−1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1          𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖              𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1

               𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

𝜂𝜂𝜂𝜂
ℎ2

 (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)P

3;             𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+ 1 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

�
ℎ2

(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3;            (16)
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1;      𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2,     если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘 0,               если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛 

Коэффициенты системы уравнений (15) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 R+1,  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖  являются выражениями от значений 
искомой функции в предыдущей итерации, а в уравнениях (15)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 является значением следующей 
итерации.

.

Из формулы (12) следует, что 

Формула (10) для конкретного значения 𝑗𝑗𝑗𝑗 является системой алгебраических уравнений 
относительно дискретных значений искомой функции 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 .

Пусть теперь рассматривается формула (5).
Если будет задана функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡), т.е. максимальная скорость вытекающей из канала жидкости 

считается заданной что правую часть формулы (5) можно считать известной.
Пусть предполагается, что 
f (𝑡𝑡𝑡𝑡)= 2

3 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡𝜕𝜕𝜕𝜕
0                        (11)

Эта функция является монотонно возрастающей функцией, т.е.
f (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 )≥ 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡), △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 > 0.
Интеграл в левой части формулы (5) может быть записан в виде: 

                         ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )

0 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)           (12)

При малом значении △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 можно использовать теорему о среднем (Куралбаев, 2008):

� 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) ⋅ [𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡)],
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

где     𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,   𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)+𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,𝜕𝜕𝜕𝜕)
2

.

Из формулы (12) следует, что 

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) =
∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0

𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
или  

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,            (13)

т.к.  ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) ,      ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡).

Если считать, что △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜏𝜏𝜏𝜏, то из формулы (13) следует 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1+𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (14)

где  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗�,       𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.              
Итак, полученные дискретные формулы (10) и (14) определяют расчетную схему для 

определения значений искомых функций  𝑢𝑢𝑢𝑢R ij и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗.
Метод прогонки. Формула (10) представляет собой систему алгебраических уравнений, для 

решения которой целесообразно использовать метод итераций, так как уравнения являются 
нелинейными. С этой целью система уравнений (10) должна быть преобразована в следующий 
стандартный вид:

              𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 −  𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  −𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                 (15)

где   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,2,…,n-1; причем n может быть переменной. В этой формуле (15) введены следующие 
обозначения:

               𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑗𝑗𝑗𝑗−1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1          𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖              𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1

               𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

𝜂𝜂𝜂𝜂
ℎ2

 (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)P

3;             𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+ 1 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

�
ℎ2

(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3;            (16)
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1;      𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2,     если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘 0,               если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛 

Коэффициенты системы уравнений (15) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 R+1,  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖  являются выражениями от значений 
искомой функции в предыдущей итерации, а в уравнениях (15)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 является значением следующей 
итерации.

или  

Формула (10) для конкретного значения 𝑗𝑗𝑗𝑗 является системой алгебраических уравнений 
относительно дискретных значений искомой функции 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 .

Пусть теперь рассматривается формула (5).
Если будет задана функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡), т.е. максимальная скорость вытекающей из канала жидкости 

считается заданной что правую часть формулы (5) можно считать известной.
Пусть предполагается, что 
f (𝑡𝑡𝑡𝑡)= 2

3 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡𝜕𝜕𝜕𝜕
0                        (11)

Эта функция является монотонно возрастающей функцией, т.е.
f (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 )≥ 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡), △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 > 0.
Интеграл в левой части формулы (5) может быть записан в виде: 

                         ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )

0 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)           (12)

При малом значении △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 можно использовать теорему о среднем (Куралбаев, 2008):

� 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) ⋅ [𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡)],
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

где     𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,   𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)+𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,𝜕𝜕𝜕𝜕)
2

.

Из формулы (12) следует, что 

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) =
∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0

𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
или  

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,            (13)

т.к.  ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) ,      ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡).

Если считать, что △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜏𝜏𝜏𝜏, то из формулы (13) следует 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1+𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (14)

где  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗�,       𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.              
Итак, полученные дискретные формулы (10) и (14) определяют расчетную схему для 

определения значений искомых функций  𝑢𝑢𝑢𝑢R ij и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗.
Метод прогонки. Формула (10) представляет собой систему алгебраических уравнений, для 

решения которой целесообразно использовать метод итераций, так как уравнения являются 
нелинейными. С этой целью система уравнений (10) должна быть преобразована в следующий 
стандартный вид:

              𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 −  𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  −𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                 (15)

где   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,2,…,n-1; причем n может быть переменной. В этой формуле (15) введены следующие 
обозначения:

               𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑗𝑗𝑗𝑗−1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1          𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖              𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1

               𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

𝜂𝜂𝜂𝜂
ℎ2

 (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)P

3;             𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+ 1 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

�
ℎ2

(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3;            (16)
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1;      𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2,     если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘 0,               если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛 

Коэффициенты системы уравнений (15) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 R+1,  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖  являются выражениями от значений 
искомой функции в предыдущей итерации, а в уравнениях (15)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 является значением следующей 
итерации.

,               (13)

т.к. 

Формула (10) для конкретного значения 𝑗𝑗𝑗𝑗 является системой алгебраических уравнений 
относительно дискретных значений искомой функции 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 .

Пусть теперь рассматривается формула (5).
Если будет задана функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡), т.е. максимальная скорость вытекающей из канала жидкости 

считается заданной что правую часть формулы (5) можно считать известной.
Пусть предполагается, что 
f (𝑡𝑡𝑡𝑡)= 2

3 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡𝜕𝜕𝜕𝜕
0                        (11)

Эта функция является монотонно возрастающей функцией, т.е.
f (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 )≥ 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡), △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 > 0.
Интеграл в левой части формулы (5) может быть записан в виде: 

                         ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )

0 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)           (12)

При малом значении △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 можно использовать теорему о среднем (Куралбаев, 2008):

� 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) ⋅ [𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡)],
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

где     𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,   𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)+𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,𝜕𝜕𝜕𝜕)
2

.

Из формулы (12) следует, что 

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) =
∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0

𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
или  

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,            (13)

т.к.  ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) ,      ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡).

Если считать, что △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜏𝜏𝜏𝜏, то из формулы (13) следует 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1+𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (14)

где  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗�,       𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.              
Итак, полученные дискретные формулы (10) и (14) определяют расчетную схему для 

определения значений искомых функций  𝑢𝑢𝑢𝑢R ij и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗.
Метод прогонки. Формула (10) представляет собой систему алгебраических уравнений, для 

решения которой целесообразно использовать метод итераций, так как уравнения являются 
нелинейными. С этой целью система уравнений (10) должна быть преобразована в следующий 
стандартный вид:

              𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 −  𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  −𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                 (15)

где   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,2,…,n-1; причем n может быть переменной. В этой формуле (15) введены следующие 
обозначения:

               𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑗𝑗𝑗𝑗−1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1          𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖              𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1

               𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

𝜂𝜂𝜂𝜂
ℎ2

 (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)P

3;             𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+ 1 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

�
ℎ2

(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3;            (16)
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1;      𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2,     если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘 0,               если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛 

Коэффициенты системы уравнений (15) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 R+1,  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖  являются выражениями от значений 
искомой функции в предыдущей итерации, а в уравнениях (15)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 является значением следующей 
итерации.

 

Если считать, что  Δt = τ то из формулы (13) следует 

Формула (10) для конкретного значения 𝑗𝑗𝑗𝑗 является системой алгебраических уравнений 
относительно дискретных значений искомой функции 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 .

Пусть теперь рассматривается формула (5).
Если будет задана функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡), т.е. максимальная скорость вытекающей из канала жидкости 

считается заданной что правую часть формулы (5) можно считать известной.
Пусть предполагается, что 
f (𝑡𝑡𝑡𝑡)= 2

3 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡𝜕𝜕𝜕𝜕
0                        (11)

Эта функция является монотонно возрастающей функцией, т.е.
f (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 )≥ 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡), △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 > 0.
Интеграл в левой части формулы (5) может быть записан в виде: 

                         ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )

0 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)           (12)

При малом значении △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 можно использовать теорему о среднем (Куралбаев, 2008):

� 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) ⋅ [𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡)],
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

где     𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,   𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)+𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,𝜕𝜕𝜕𝜕)
2

.

Из формулы (12) следует, что 

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) =
∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0

𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
или  

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,            (13)

т.к.  ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) ,      ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡).

Если считать, что △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜏𝜏𝜏𝜏, то из формулы (13) следует 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1+𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (14)

где  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗�,       𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.              
Итак, полученные дискретные формулы (10) и (14) определяют расчетную схему для 

определения значений искомых функций  𝑢𝑢𝑢𝑢R ij и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗.
Метод прогонки. Формула (10) представляет собой систему алгебраических уравнений, для 

решения которой целесообразно использовать метод итераций, так как уравнения являются 
нелинейными. С этой целью система уравнений (10) должна быть преобразована в следующий 
стандартный вид:

              𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 −  𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  −𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                 (15)

где   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,2,…,n-1; причем n может быть переменной. В этой формуле (15) введены следующие 
обозначения:

               𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑗𝑗𝑗𝑗−1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1          𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖              𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1

               𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

𝜂𝜂𝜂𝜂
ℎ2

 (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)P

3;             𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+ 1 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

�
ℎ2

(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3;            (16)
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1;      𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2,     если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘 0,               если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛 

Коэффициенты системы уравнений (15) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 R+1,  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖  являются выражениями от значений 
искомой функции в предыдущей итерации, а в уравнениях (15)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 является значением следующей 
итерации.

     (14)

где 

Формула (10) для конкретного значения 𝑗𝑗𝑗𝑗 является системой алгебраических уравнений 
относительно дискретных значений искомой функции 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 .

Пусть теперь рассматривается формула (5).
Если будет задана функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡), т.е. максимальная скорость вытекающей из канала жидкости 

считается заданной что правую часть формулы (5) можно считать известной.
Пусть предполагается, что 
f (𝑡𝑡𝑡𝑡)= 2

3 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡𝜕𝜕𝜕𝜕
0                        (11)

Эта функция является монотонно возрастающей функцией, т.е.
f (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 )≥ 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡), △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 > 0.
Интеграл в левой части формулы (5) может быть записан в виде: 

                         ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )

0 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)           (12)

При малом значении △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 можно использовать теорему о среднем (Куралбаев, 2008):

� 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) ⋅ [𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡)],
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

где     𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,   𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)+𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,𝜕𝜕𝜕𝜕)
2

.

Из формулы (12) следует, что 

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) =
∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0

𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
или  

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,            (13)

т.к.  ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) ,      ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡).

Если считать, что △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜏𝜏𝜏𝜏, то из формулы (13) следует 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1+𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (14)

где  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗�,       𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.              
Итак, полученные дискретные формулы (10) и (14) определяют расчетную схему для 

определения значений искомых функций  𝑢𝑢𝑢𝑢R ij и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗.
Метод прогонки. Формула (10) представляет собой систему алгебраических уравнений, для 

решения которой целесообразно использовать метод итераций, так как уравнения являются 
нелинейными. С этой целью система уравнений (10) должна быть преобразована в следующий 
стандартный вид:

              𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 −  𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  −𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                 (15)

где   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,2,…,n-1; причем n может быть переменной. В этой формуле (15) введены следующие 
обозначения:

               𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑗𝑗𝑗𝑗−1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1          𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖              𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1

               𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

𝜂𝜂𝜂𝜂
ℎ2

 (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)P

3;             𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+ 1 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

�
ℎ2

(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3;            (16)
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1;      𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2,     если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘 0,               если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛 

Коэффициенты системы уравнений (15) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 R+1,  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖  являются выражениями от значений 
искомой функции в предыдущей итерации, а в уравнениях (15)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 является значением следующей 
итерации.

 

Формула (10) для конкретного значения 𝑗𝑗𝑗𝑗 является системой алгебраических уравнений 
относительно дискретных значений искомой функции 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 .

Пусть теперь рассматривается формула (5).
Если будет задана функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡), т.е. максимальная скорость вытекающей из канала жидкости 

считается заданной что правую часть формулы (5) можно считать известной.
Пусть предполагается, что 
f (𝑡𝑡𝑡𝑡)= 2

3 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡𝜕𝜕𝜕𝜕
0                        (11)

Эта функция является монотонно возрастающей функцией, т.е.
f (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 )≥ 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡), △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 > 0.
Интеграл в левой части формулы (5) может быть записан в виде: 

                         ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )

0 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)           (12)

При малом значении △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 можно использовать теорему о среднем (Куралбаев, 2008):

� 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) ⋅ [𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡)],
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

где     𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,   𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)+𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,𝜕𝜕𝜕𝜕)
2

.

Из формулы (12) следует, что 

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) =
∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0

𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
или  

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,            (13)

т.к.  ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) ,      ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡).

Если считать, что △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜏𝜏𝜏𝜏, то из формулы (13) следует 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1+𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (14)

где  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗�,       𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.              
Итак, полученные дискретные формулы (10) и (14) определяют расчетную схему для 

определения значений искомых функций  𝑢𝑢𝑢𝑢R ij и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗.
Метод прогонки. Формула (10) представляет собой систему алгебраических уравнений, для 

решения которой целесообразно использовать метод итераций, так как уравнения являются 
нелинейными. С этой целью система уравнений (10) должна быть преобразована в следующий 
стандартный вид:

              𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 −  𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  −𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                 (15)

где   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,2,…,n-1; причем n может быть переменной. В этой формуле (15) введены следующие 
обозначения:

               𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑗𝑗𝑗𝑗−1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1          𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖              𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1

               𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

𝜂𝜂𝜂𝜂
ℎ2

 (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)P

3;             𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+ 1 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

�
ℎ2

(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3;            (16)
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1;      𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2,     если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘 0,               если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛 

Коэффициенты системы уравнений (15) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 R+1,  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖  являются выражениями от значений 
искомой функции в предыдущей итерации, а в уравнениях (15)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 является значением следующей 
итерации.

              
Итак, полученные дискретные формулы (10) и (14) определяют расчетную 

схему для определения значений искомых функций   uij и Pj. 
Метод прогонки. Формула (10) представляет собой систему алгебраических 

уравнений, для решения которой целесообразно использовать метод итераций, 
так как уравнения являются нелинейными. С этой целью система уравнений 
(10) должна быть преобразована в следующий стандартный вид:

Формула (10) для конкретного значения 𝑗𝑗𝑗𝑗 является системой алгебраических уравнений 
относительно дискретных значений искомой функции 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 .

Пусть теперь рассматривается формула (5).
Если будет задана функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡), т.е. максимальная скорость вытекающей из канала жидкости 

считается заданной что правую часть формулы (5) можно считать известной.
Пусть предполагается, что 
f (𝑡𝑡𝑡𝑡)= 2

3 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡𝜕𝜕𝜕𝜕
0                        (11)

Эта функция является монотонно возрастающей функцией, т.е.
f (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 )≥ 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡), △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 > 0.
Интеграл в левой части формулы (5) может быть записан в виде: 

                         ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )

0 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)           (12)

При малом значении △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 можно использовать теорему о среднем (Куралбаев, 2008):

� 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) ⋅ [𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡)],
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

где     𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,   𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)+𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,𝜕𝜕𝜕𝜕)
2

.

Из формулы (12) следует, что 

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) =
∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0

𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
или  

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,            (13)

т.к.  ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) ,      ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡).

Если считать, что △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜏𝜏𝜏𝜏, то из формулы (13) следует 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1+𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (14)

где  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗�,       𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.              
Итак, полученные дискретные формулы (10) и (14) определяют расчетную схему для 

определения значений искомых функций  𝑢𝑢𝑢𝑢R ij и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗.
Метод прогонки. Формула (10) представляет собой систему алгебраических уравнений, для 

решения которой целесообразно использовать метод итераций, так как уравнения являются 
нелинейными. С этой целью система уравнений (10) должна быть преобразована в следующий 
стандартный вид:

              𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 −  𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  −𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                 (15)

где   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,2,…,n-1; причем n может быть переменной. В этой формуле (15) введены следующие 
обозначения:

               𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑗𝑗𝑗𝑗−1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1          𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖              𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1

               𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

𝜂𝜂𝜂𝜂
ℎ2

 (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)P

3;             𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+ 1 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

�
ℎ2

(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3;            (16)
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1;      𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2,     если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘 0,               если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛 

Коэффициенты системы уравнений (15) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 R+1,  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖  являются выражениями от значений 
искомой функции в предыдущей итерации, а в уравнениях (15)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 является значением следующей 
итерации.

  (15)
где    = 1,2,…,n-1; причем n может быть переменной. В этой формуле (15) 

введены следующие обозначения:

Формула (10) для конкретного значения 𝑗𝑗𝑗𝑗 является системой алгебраических уравнений 
относительно дискретных значений искомой функции 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 .

Пусть теперь рассматривается формула (5).
Если будет задана функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡), т.е. максимальная скорость вытекающей из канала жидкости 

считается заданной что правую часть формулы (5) можно считать известной.
Пусть предполагается, что 
f (𝑡𝑡𝑡𝑡)= 2

3 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡𝜕𝜕𝜕𝜕
0                        (11)

Эта функция является монотонно возрастающей функцией, т.е.
f (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 )≥ 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡), △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 > 0.
Интеграл в левой части формулы (5) может быть записан в виде: 

                         ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )

0 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)           (12)

При малом значении △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 можно использовать теорему о среднем (Куралбаев, 2008):

� 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) ⋅ [𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡)],
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

где     𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,   𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)+𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,𝜕𝜕𝜕𝜕)
2

.

Из формулы (12) следует, что 

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) =
∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0

𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
или  

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,            (13)

т.к.  ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) ,      ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡).

Если считать, что △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜏𝜏𝜏𝜏, то из формулы (13) следует 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1+𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (14)

где  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗�,       𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.              
Итак, полученные дискретные формулы (10) и (14) определяют расчетную схему для 

определения значений искомых функций  𝑢𝑢𝑢𝑢R ij и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗.
Метод прогонки. Формула (10) представляет собой систему алгебраических уравнений, для 

решения которой целесообразно использовать метод итераций, так как уравнения являются 
нелинейными. С этой целью система уравнений (10) должна быть преобразована в следующий 
стандартный вид:

              𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 −  𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  −𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                 (15)

где   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,2,…,n-1; причем n может быть переменной. В этой формуле (15) введены следующие 
обозначения:

               𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑗𝑗𝑗𝑗−1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1          𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖              𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1

               𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

𝜂𝜂𝜂𝜂
ℎ2

 (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)P

3;             𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+ 1 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

�
ℎ2

(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3;            (16)
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1;      𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2,     если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘 0,               если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛 

Коэффициенты системы уравнений (15) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 R+1,  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖  являются выражениями от значений 
искомой функции в предыдущей итерации, а в уравнениях (15)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 является значением следующей 
итерации.
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Формула (10) для конкретного значения 𝑗𝑗𝑗𝑗 является системой алгебраических уравнений 
относительно дискретных значений искомой функции 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 .

Пусть теперь рассматривается формула (5).
Если будет задана функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡), т.е. максимальная скорость вытекающей из канала жидкости 

считается заданной что правую часть формулы (5) можно считать известной.
Пусть предполагается, что 
f (𝑡𝑡𝑡𝑡)= 2

3 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡𝜕𝜕𝜕𝜕
0                        (11)

Эта функция является монотонно возрастающей функцией, т.е.
f (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 )≥ 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡), △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 > 0.
Интеграл в левой части формулы (5) может быть записан в виде: 

                         ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )

0 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)           (12)

При малом значении △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 можно использовать теорему о среднем (Куралбаев, 2008):

� 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) ⋅ [𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡)],
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

где     𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,   𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)+𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,𝜕𝜕𝜕𝜕)
2

.

Из формулы (12) следует, что 

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) =
∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0

𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
или  

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,            (13)

т.к.  ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) ,      ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡).

Если считать, что △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜏𝜏𝜏𝜏, то из формулы (13) следует 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1+𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (14)

где  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗�,       𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.              
Итак, полученные дискретные формулы (10) и (14) определяют расчетную схему для 

определения значений искомых функций  𝑢𝑢𝑢𝑢R ij и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗.
Метод прогонки. Формула (10) представляет собой систему алгебраических уравнений, для 

решения которой целесообразно использовать метод итераций, так как уравнения являются 
нелинейными. С этой целью система уравнений (10) должна быть преобразована в следующий 
стандартный вид:

              𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 −  𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  −𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                 (15)

где   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,2,…,n-1; причем n может быть переменной. В этой формуле (15) введены следующие 
обозначения:

               𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑗𝑗𝑗𝑗−1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1          𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖              𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1

               𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

𝜂𝜂𝜂𝜂
ℎ2

 (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)P

3;             𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+ 1 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

�
ℎ2

(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3;            (16)
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1;      𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2,     если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘 0,               если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛 

Коэффициенты системы уравнений (15) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 R+1,  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖  являются выражениями от значений 
искомой функции в предыдущей итерации, а в уравнениях (15)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 является значением следующей 
итерации.

;               (16)

Формула (10) для конкретного значения 𝑗𝑗𝑗𝑗 является системой алгебраических уравнений 
относительно дискретных значений искомой функции 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 .

Пусть теперь рассматривается формула (5).
Если будет задана функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡), т.е. максимальная скорость вытекающей из канала жидкости 

считается заданной что правую часть формулы (5) можно считать известной.
Пусть предполагается, что 
f (𝑡𝑡𝑡𝑡)= 2

3 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡𝜕𝜕𝜕𝜕
0                        (11)

Эта функция является монотонно возрастающей функцией, т.е.
f (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 )≥ 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡), △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 > 0.
Интеграл в левой части формулы (5) может быть записан в виде: 

                         ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )

0 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)           (12)

При малом значении △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 можно использовать теорему о среднем (Куралбаев, 2008):

� 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) ⋅ [𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡)],
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

где     𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,   𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)+𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,𝜕𝜕𝜕𝜕)
2

.

Из формулы (12) следует, что 

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) =
∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0

𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
или  

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,            (13)

т.к.  ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) ,      ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡).

Если считать, что △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜏𝜏𝜏𝜏, то из формулы (13) следует 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1+𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (14)

где  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗�,       𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.              
Итак, полученные дискретные формулы (10) и (14) определяют расчетную схему для 

определения значений искомых функций  𝑢𝑢𝑢𝑢R ij и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗.
Метод прогонки. Формула (10) представляет собой систему алгебраических уравнений, для 

решения которой целесообразно использовать метод итераций, так как уравнения являются 
нелинейными. С этой целью система уравнений (10) должна быть преобразована в следующий 
стандартный вид:

              𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 −  𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  −𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                 (15)

где   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,2,…,n-1; причем n может быть переменной. В этой формуле (15) введены следующие 
обозначения:

               𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑗𝑗𝑗𝑗−1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1          𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖              𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1

               𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

𝜂𝜂𝜂𝜂
ℎ2

 (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)P

3;             𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+ 1 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

�
ℎ2

(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3;            (16)
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1;      𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2,     если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘 0,               если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛 

Коэффициенты системы уравнений (15) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 R+1,  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖  являются выражениями от значений 
искомой функции в предыдущей итерации, а в уравнениях (15)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 является значением следующей 
итерации.

Формула (10) для конкретного значения 𝑗𝑗𝑗𝑗 является системой алгебраических уравнений 
относительно дискретных значений искомой функции 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 .

Пусть теперь рассматривается формула (5).
Если будет задана функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡), т.е. максимальная скорость вытекающей из канала жидкости 

считается заданной что правую часть формулы (5) можно считать известной.
Пусть предполагается, что 
f (𝑡𝑡𝑡𝑡)= 2

3 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡𝜕𝜕𝜕𝜕
0                        (11)

Эта функция является монотонно возрастающей функцией, т.е.
f (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 )≥ 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡), △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 > 0.
Интеграл в левой части формулы (5) может быть записан в виде: 

                         ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )

0 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)           (12)

При малом значении △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 можно использовать теорему о среднем (Куралбаев, 2008):

� 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) ⋅ [𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡)],
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

где     𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,   𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)+𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,𝜕𝜕𝜕𝜕)
2

.

Из формулы (12) следует, что 

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) =
∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0

𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
или  

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,            (13)

т.к.  ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) ,      ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡).

Если считать, что △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜏𝜏𝜏𝜏, то из формулы (13) следует 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1+𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (14)

где  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗�,       𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.              
Итак, полученные дискретные формулы (10) и (14) определяют расчетную схему для 

определения значений искомых функций  𝑢𝑢𝑢𝑢R ij и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗.
Метод прогонки. Формула (10) представляет собой систему алгебраических уравнений, для 

решения которой целесообразно использовать метод итераций, так как уравнения являются 
нелинейными. С этой целью система уравнений (10) должна быть преобразована в следующий 
стандартный вид:

              𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 −  𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  −𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                 (15)

где   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,2,…,n-1; причем n может быть переменной. В этой формуле (15) введены следующие 
обозначения:

               𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑗𝑗𝑗𝑗−1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1          𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖              𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1

               𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

𝜂𝜂𝜂𝜂
ℎ2

 (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)P

3;             𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+ 1 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

�
ℎ2

(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3;            (16)
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1;      𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2,     если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘 0,               если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛 

Коэффициенты системы уравнений (15) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 R+1,  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖  являются выражениями от значений 
искомой функции в предыдущей итерации, а в уравнениях (15)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 является значением следующей 
итерации.

Коэффициенты системы уравнений (15) 

Формула (10) для конкретного значения 𝑗𝑗𝑗𝑗 является системой алгебраических уравнений 
относительно дискретных значений искомой функции 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 .

Пусть теперь рассматривается формула (5).
Если будет задана функция 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡), т.е. максимальная скорость вытекающей из канала жидкости 

считается заданной что правую часть формулы (5) можно считать известной.
Пусть предполагается, что 
f (𝑡𝑡𝑡𝑡)= 2

3 ∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡𝜕𝜕𝜕𝜕
0                        (11)

Эта функция является монотонно возрастающей функцией, т.е.
f (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 )≥ 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡), △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 > 0.
Интеграл в левой части формулы (5) может быть записан в виде: 

                         ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)
0 = ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )

0 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)           (12)

При малом значении △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 можно использовать теорему о среднем (Куралбаев, 2008):

� 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ≈ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) ⋅ [𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡)],
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

где     𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,   𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕)+𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕,𝜕𝜕𝜕𝜕)
2

.

Из формулы (12) следует, что 

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) =
∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 − ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0
𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0

𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)
или  

𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )−𝑓𝑓𝑓𝑓(𝜕𝜕𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜕𝜕𝜕𝜕) ,            (13)

т.к.  ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕+△𝜕𝜕𝜕𝜕 )
0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑡𝑡 +△ 𝑡𝑡𝑡𝑡 ) ,      ∫ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝 (𝜕𝜕𝜕𝜕)

0 = 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡).

Если считать, что △ 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜏𝜏𝜏𝜏, то из формулы (13) следует 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖+1+𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (14)

где  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑝𝑝�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑗𝑗𝑗𝑗�,       𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑚𝑚𝑚𝑚.              
Итак, полученные дискретные формулы (10) и (14) определяют расчетную схему для 

определения значений искомых функций  𝑢𝑢𝑢𝑢R ij и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗.
Метод прогонки. Формула (10) представляет собой систему алгебраических уравнений, для 

решения которой целесообразно использовать метод итераций, так как уравнения являются 
нелинейными. С этой целью система уравнений (10) должна быть преобразована в следующий 
стандартный вид:

              𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 −  𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  −𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                 (15)

где   𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,2,…,n-1; причем n может быть переменной. В этой формуле (15) введены следующие 
обозначения:

               𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖−1𝑗𝑗𝑗𝑗−1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1          𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖              𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖+1𝑗𝑗𝑗𝑗+1 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1

               𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

𝜂𝜂𝜂𝜂
ℎ2

 (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)P

3;             𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+ 1 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3
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(𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3;            (16)
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1;      𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2,     если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘 0,               если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛 

Коэффициенты системы уравнений (15) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 R+1,  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖  являются выражениями от значений 
искомой функции в предыдущей итерации, а в уравнениях (15)  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 является значением следующей 
итерации.

  являются выражениями 
от значений искомой функции в предыдущей итерации, а в уравнениях (15)   yi 
является значением следующей итерации.

В каждой итерации система алгебраических уравнений (15) решается 
методом прогонки. Согласно сущности данного метода, решение системы 
уравнений (15) ищется в следующем виде: 

В каждой итерации система алгебраических уравнений (15) решается методом прогонки. 
Согласно сущности данного метода, решение системы уравнений (15) ищется в следующем виде: 

                𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 +  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖+1.                                                   (17)

Так как система (15) представляет с собой систему алгебраических уравнений с треугольной 
матрицей. Здесь 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖 являются неизвестными коэффициентами, называемые прогоночными.

Метод прогонки состоит из двух этапов: прямая прогонка используется для вычисления 

прогоночных коэффициентов   и  , а в обратной прогонке вычисляются искомые значения 
функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖.

Для определения первых прогоночных коэффициентов α1 и β1 используется граничное условие 
(3); Сравнение следующих формул:

           𝑦𝑦𝑦𝑦0 =  𝑦𝑦𝑦𝑦1;
           𝑦𝑦𝑦𝑦0 =  𝛼𝛼𝛼𝛼1𝑦𝑦𝑦𝑦1 +  𝛽𝛽𝛽𝛽1
позволяет определить   
           α1 = 1;    β1 = 0,                                                                          (18)
Теперь используется следующая преобразованная формула (17):

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 =  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                                        (17*’)
Подставляя формулу (17*’) в формулу (15), можно получить следующую формулу:

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 

  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 +  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖

 .                                     (19)

Сравнивая формулы (19) и (17), можно получить следующие рекуррентные формулы:
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖−𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖
;                    𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖
.                                (20)

Прямая прогонка: используя формулы (18) и (20), можно найти значения прогоночных 
коэффициентов.

Из граничного условия (4) следует, что 

                                    𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0:            (21)

Обратная прогонка: формулы (21) и (17) позволяют определить искомые значения функций 
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = n, n-1, …, 1.

Совокупность формул (18), (20), (21) и (17) образуют численную модель поставленной задачи. 
По этим формулам могут быть выполнены вычисления для одной итерации, когда заданы значения 
искомой функции в предыдущей итерации.

Метод итераций. Теперь необходимо определить формулы для выполнения итерационного 
процесса. 

Пусть вводятся следующие обозначения:
𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 – значение искомой функции в предыдущей итерации; 
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 – значение этой же функции в вычисляемой итерации. 
Тогда коэффициент (15) будут записаны в следующем виде:

𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖−1+ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)3; 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅  (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3                                       (22)
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 =  −𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 −      {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2),   если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0, если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 <  𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛; 

где  𝑎𝑎𝑎𝑎 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3
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постоянная величина.
Алгоритм итерационного процесса будет иметь следующие этапы:
10. Ввод начальных значений искомой функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 в момент времени t, то есть при j (нулевая 

итерация); присваивание 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 (значения в предыдущий момент времени, при j): 
20. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 от нуля до n для присваивания 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖.
30. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления коэффициентов системы уравнений (15) по формулам 

(22).
40. Прямая прогонка:

      (17)

Так как система (15) представляет с собой систему алгебраических 
уравнений с треугольной матрицей. Здесь αi, βi  являются неизвестными 
коэффициентами, называемые прогоночными.

Метод прогонки состоит из двух этапов: прямая прогонка используется для 
вычисления прогоночных коэффициентов     и  , а в обратной прогонке 
вычисляются искомые значения функции yi.

Для определения первых прогоночных коэффициентов α1 и β1 используется 
граничное условие (3); Сравнение следующих формул:

В каждой итерации система алгебраических уравнений (15) решается методом прогонки. 
Согласно сущности данного метода, решение системы уравнений (15) ищется в следующем виде: 

                𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 +  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖+1.                                                   (17)

Так как система (15) представляет с собой систему алгебраических уравнений с треугольной 
матрицей. Здесь 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖 являются неизвестными коэффициентами, называемые прогоночными.

Метод прогонки состоит из двух этапов: прямая прогонка используется для вычисления 

прогоночных коэффициентов   и  , а в обратной прогонке вычисляются искомые значения 
функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖.

Для определения первых прогоночных коэффициентов α1 и β1 используется граничное условие 
(3); Сравнение следующих формул:

           𝑦𝑦𝑦𝑦0 =  𝑦𝑦𝑦𝑦1;
           𝑦𝑦𝑦𝑦0 =  𝛼𝛼𝛼𝛼1𝑦𝑦𝑦𝑦1 +  𝛽𝛽𝛽𝛽1
позволяет определить   
           α1 = 1;    β1 = 0,                                                                          (18)
Теперь используется следующая преобразованная формула (17):

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 =  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                                        (17*’)
Подставляя формулу (17*’) в формулу (15), можно получить следующую формулу:

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 

  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 +  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖

 .                                     (19)

Сравнивая формулы (19) и (17), можно получить следующие рекуррентные формулы:
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖−𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖
;                    𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖
.                                (20)

Прямая прогонка: используя формулы (18) и (20), можно найти значения прогоночных 
коэффициентов.

Из граничного условия (4) следует, что 

                                    𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0:            (21)

Обратная прогонка: формулы (21) и (17) позволяют определить искомые значения функций 
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = n, n-1, …, 1.

Совокупность формул (18), (20), (21) и (17) образуют численную модель поставленной задачи. 
По этим формулам могут быть выполнены вычисления для одной итерации, когда заданы значения 
искомой функции в предыдущей итерации.

Метод итераций. Теперь необходимо определить формулы для выполнения итерационного 
процесса. 

Пусть вводятся следующие обозначения:
𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 – значение искомой функции в предыдущей итерации; 
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 – значение этой же функции в вычисляемой итерации. 
Тогда коэффициент (15) будут записаны в следующем виде:

𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖−1+ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)3; 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅  (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3                                       (22)
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 =  −𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 −      {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2),   если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0, если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 <  𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛; 

где  𝑎𝑎𝑎𝑎 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3
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постоянная величина.
Алгоритм итерационного процесса будет иметь следующие этапы:
10. Ввод начальных значений искомой функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 в момент времени t, то есть при j (нулевая 

итерация); присваивание 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 (значения в предыдущий момент времени, при j): 
20. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 от нуля до n для присваивания 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖.
30. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления коэффициентов системы уравнений (15) по формулам 

(22).
40. Прямая прогонка:

           
позволяет определить        
           α1 = 1;    β1 = 0,                                                                          (18)
Теперь используется следующая преобразованная формула (17):

В каждой итерации система алгебраических уравнений (15) решается методом прогонки. 
Согласно сущности данного метода, решение системы уравнений (15) ищется в следующем виде: 

                𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 +  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖+1.                                                   (17)

Так как система (15) представляет с собой систему алгебраических уравнений с треугольной 
матрицей. Здесь 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖 являются неизвестными коэффициентами, называемые прогоночными.

Метод прогонки состоит из двух этапов: прямая прогонка используется для вычисления 

прогоночных коэффициентов   и  , а в обратной прогонке вычисляются искомые значения 
функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖.

Для определения первых прогоночных коэффициентов α1 и β1 используется граничное условие 
(3); Сравнение следующих формул:

           𝑦𝑦𝑦𝑦0 =  𝑦𝑦𝑦𝑦1;
           𝑦𝑦𝑦𝑦0 =  𝛼𝛼𝛼𝛼1𝑦𝑦𝑦𝑦1 +  𝛽𝛽𝛽𝛽1
позволяет определить   
           α1 = 1;    β1 = 0,                                                                          (18)
Теперь используется следующая преобразованная формула (17):

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 =  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                                        (17*’)
Подставляя формулу (17*’) в формулу (15), можно получить следующую формулу:

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 

  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 +  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖

 .                                     (19)

Сравнивая формулы (19) и (17), можно получить следующие рекуррентные формулы:
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖−𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖
;                    𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖
.                                (20)

Прямая прогонка: используя формулы (18) и (20), можно найти значения прогоночных 
коэффициентов.

Из граничного условия (4) следует, что 

                                    𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0:            (21)

Обратная прогонка: формулы (21) и (17) позволяют определить искомые значения функций 
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = n, n-1, …, 1.

Совокупность формул (18), (20), (21) и (17) образуют численную модель поставленной задачи. 
По этим формулам могут быть выполнены вычисления для одной итерации, когда заданы значения 
искомой функции в предыдущей итерации.

Метод итераций. Теперь необходимо определить формулы для выполнения итерационного 
процесса. 

Пусть вводятся следующие обозначения:
𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 – значение искомой функции в предыдущей итерации; 
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 – значение этой же функции в вычисляемой итерации. 
Тогда коэффициент (15) будут записаны в следующем виде:

𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖−1+ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)3; 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅  (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3                                       (22)
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 =  −𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 −      {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2),   если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0, если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 <  𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛; 

где  𝑎𝑎𝑎𝑎 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3
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постоянная величина.
Алгоритм итерационного процесса будет иметь следующие этапы:
10. Ввод начальных значений искомой функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 в момент времени t, то есть при j (нулевая 

итерация); присваивание 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 (значения в предыдущий момент времени, при j): 
20. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 от нуля до n для присваивания 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖.
30. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления коэффициентов системы уравнений (15) по формулам 

(22).
40. Прямая прогонка:

.                                                           (17*’)
Подставляя формулу (17*’) в формулу (15), можно получить следующую 

формулу:

В каждой итерации система алгебраических уравнений (15) решается методом прогонки. 
Согласно сущности данного метода, решение системы уравнений (15) ищется в следующем виде: 

                𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 +  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖+1.                                                   (17)

Так как система (15) представляет с собой систему алгебраических уравнений с треугольной 
матрицей. Здесь 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖 являются неизвестными коэффициентами, называемые прогоночными.

Метод прогонки состоит из двух этапов: прямая прогонка используется для вычисления 

прогоночных коэффициентов   и  , а в обратной прогонке вычисляются искомые значения 
функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖.

Для определения первых прогоночных коэффициентов α1 и β1 используется граничное условие 
(3); Сравнение следующих формул:

           𝑦𝑦𝑦𝑦0 =  𝑦𝑦𝑦𝑦1;
           𝑦𝑦𝑦𝑦0 =  𝛼𝛼𝛼𝛼1𝑦𝑦𝑦𝑦1 +  𝛽𝛽𝛽𝛽1
позволяет определить   
           α1 = 1;    β1 = 0,                                                                          (18)
Теперь используется следующая преобразованная формула (17):

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 =  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                                        (17*’)
Подставляя формулу (17*’) в формулу (15), можно получить следующую формулу:

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 

  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 +  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖

 .                                     (19)

Сравнивая формулы (19) и (17), можно получить следующие рекуррентные формулы:
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖−𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖
;                    𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖
.                                (20)

Прямая прогонка: используя формулы (18) и (20), можно найти значения прогоночных 
коэффициентов.

Из граничного условия (4) следует, что 

                                    𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0:            (21)

Обратная прогонка: формулы (21) и (17) позволяют определить искомые значения функций 
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = n, n-1, …, 1.

Совокупность формул (18), (20), (21) и (17) образуют численную модель поставленной задачи. 
По этим формулам могут быть выполнены вычисления для одной итерации, когда заданы значения 
искомой функции в предыдущей итерации.

Метод итераций. Теперь необходимо определить формулы для выполнения итерационного 
процесса. 

Пусть вводятся следующие обозначения:
𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 – значение искомой функции в предыдущей итерации; 
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 – значение этой же функции в вычисляемой итерации. 
Тогда коэффициент (15) будут записаны в следующем виде:

𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖−1+ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)3; 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅  (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3                                       (22)
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 =  −𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 −      {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2),   если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0, если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 <  𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛; 

где  𝑎𝑎𝑎𝑎 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3
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постоянная величина.
Алгоритм итерационного процесса будет иметь следующие этапы:
10. Ввод начальных значений искомой функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 в момент времени t, то есть при j (нулевая 

итерация); присваивание 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 (значения в предыдущий момент времени, при j): 
20. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 от нуля до n для присваивания 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖.
30. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления коэффициентов системы уравнений (15) по формулам 

(22).
40. Прямая прогонка:

      (19)

Сравнивая формулы (19) и (17), можно получить следующие рекуррентные 
формулы:

В каждой итерации система алгебраических уравнений (15) решается методом прогонки. 
Согласно сущности данного метода, решение системы уравнений (15) ищется в следующем виде: 

                𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 +  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖+1.                                                   (17)

Так как система (15) представляет с собой систему алгебраических уравнений с треугольной 
матрицей. Здесь 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖 являются неизвестными коэффициентами, называемые прогоночными.

Метод прогонки состоит из двух этапов: прямая прогонка используется для вычисления 

прогоночных коэффициентов   и  , а в обратной прогонке вычисляются искомые значения 
функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖.

Для определения первых прогоночных коэффициентов α1 и β1 используется граничное условие 
(3); Сравнение следующих формул:

           𝑦𝑦𝑦𝑦0 =  𝑦𝑦𝑦𝑦1;
           𝑦𝑦𝑦𝑦0 =  𝛼𝛼𝛼𝛼1𝑦𝑦𝑦𝑦1 +  𝛽𝛽𝛽𝛽1
позволяет определить   
           α1 = 1;    β1 = 0,                                                                          (18)
Теперь используется следующая преобразованная формула (17):

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 =  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                                        (17*’)
Подставляя формулу (17*’) в формулу (15), можно получить следующую формулу:

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 

  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 +  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖

 .                                     (19)

Сравнивая формулы (19) и (17), можно получить следующие рекуррентные формулы:
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖−𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖
;                    𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖
.                                (20)

Прямая прогонка: используя формулы (18) и (20), можно найти значения прогоночных 
коэффициентов.

Из граничного условия (4) следует, что 

                                    𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0:            (21)

Обратная прогонка: формулы (21) и (17) позволяют определить искомые значения функций 
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = n, n-1, …, 1.

Совокупность формул (18), (20), (21) и (17) образуют численную модель поставленной задачи. 
По этим формулам могут быть выполнены вычисления для одной итерации, когда заданы значения 
искомой функции в предыдущей итерации.

Метод итераций. Теперь необходимо определить формулы для выполнения итерационного 
процесса. 

Пусть вводятся следующие обозначения:
𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 – значение искомой функции в предыдущей итерации; 
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 – значение этой же функции в вычисляемой итерации. 
Тогда коэффициент (15) будут записаны в следующем виде:

𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖−1+ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)3; 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅  (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3                                       (22)
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 =  −𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 −      {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2),   если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0, если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 <  𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛; 

где  𝑎𝑎𝑎𝑎 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3
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постоянная величина.
Алгоритм итерационного процесса будет иметь следующие этапы:
10. Ввод начальных значений искомой функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 в момент времени t, то есть при j (нулевая 

итерация); присваивание 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 (значения в предыдущий момент времени, при j): 
20. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 от нуля до n для присваивания 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖.
30. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления коэффициентов системы уравнений (15) по формулам 

(22).
40. Прямая прогонка:

    (20)

Прямая прогонка: используя формулы (18) и (20), можно найти значения 
прогоночных коэффициентов.

Из граничного условия (4) следует, что 
yn = 0         (21)
Обратная прогонка: формулы (21) и (17) позволяют определить искомые 

значения функций 

В каждой итерации система алгебраических уравнений (15) решается методом прогонки. 
Согласно сущности данного метода, решение системы уравнений (15) ищется в следующем виде: 

                𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 +  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖+1.                                                   (17)

Так как система (15) представляет с собой систему алгебраических уравнений с треугольной 
матрицей. Здесь 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖 являются неизвестными коэффициентами, называемые прогоночными.

Метод прогонки состоит из двух этапов: прямая прогонка используется для вычисления 

прогоночных коэффициентов   и  , а в обратной прогонке вычисляются искомые значения 
функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖.

Для определения первых прогоночных коэффициентов α1 и β1 используется граничное условие 
(3); Сравнение следующих формул:

           𝑦𝑦𝑦𝑦0 =  𝑦𝑦𝑦𝑦1;
           𝑦𝑦𝑦𝑦0 =  𝛼𝛼𝛼𝛼1𝑦𝑦𝑦𝑦1 +  𝛽𝛽𝛽𝛽1
позволяет определить   
           α1 = 1;    β1 = 0,                                                                          (18)
Теперь используется следующая преобразованная формула (17):

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 =  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                                        (17*’)
Подставляя формулу (17*’) в формулу (15), можно получить следующую формулу:

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 

  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 +  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖

 .                                     (19)

Сравнивая формулы (19) и (17), можно получить следующие рекуррентные формулы:
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖−𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖
;                    𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖
.                                (20)

Прямая прогонка: используя формулы (18) и (20), можно найти значения прогоночных 
коэффициентов.

Из граничного условия (4) следует, что 

                                    𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0:            (21)

Обратная прогонка: формулы (21) и (17) позволяют определить искомые значения функций 
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = n, n-1, …, 1.

Совокупность формул (18), (20), (21) и (17) образуют численную модель поставленной задачи. 
По этим формулам могут быть выполнены вычисления для одной итерации, когда заданы значения 
искомой функции в предыдущей итерации.

Метод итераций. Теперь необходимо определить формулы для выполнения итерационного 
процесса. 

Пусть вводятся следующие обозначения:
𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 – значение искомой функции в предыдущей итерации; 
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 – значение этой же функции в вычисляемой итерации. 
Тогда коэффициент (15) будут записаны в следующем виде:

𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖−1+ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)3; 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅  (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3                                       (22)
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 =  −𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 −      {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2),   если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0, если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 <  𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛; 

где  𝑎𝑎𝑎𝑎 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3

 ⋅ �
ℎ2

постоянная величина.
Алгоритм итерационного процесса будет иметь следующие этапы:
10. Ввод начальных значений искомой функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 в момент времени t, то есть при j (нулевая 

итерация); присваивание 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 (значения в предыдущий момент времени, при j): 
20. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 от нуля до n для присваивания 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖.
30. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления коэффициентов системы уравнений (15) по формулам 

(22).
40. Прямая прогонка:

.
Совокупность формул (18), (20), (21) и (17) образуют численную модель 
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поставленной задачи. По этим формулам могут быть выполнены вычисления 
для одной итерации, когда заданы значения искомой функции в предыдущей 
итерации.

Метод итераций. Теперь необходимо определить формулы для выполнения 
итерационного процесса. 

Пусть вводятся следующие обозначения:
Zi  – значение искомой функции в предыдущей итерации; 
yi  – значение этой же функции в вычисляемой итерации. 
Тогда коэффициент (15) будут записаны в следующем виде:

В каждой итерации система алгебраических уравнений (15) решается методом прогонки. 
Согласно сущности данного метода, решение системы уравнений (15) ищется в следующем виде: 

                𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 +  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖+1.                                                   (17)

Так как система (15) представляет с собой систему алгебраических уравнений с треугольной 
матрицей. Здесь 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖 являются неизвестными коэффициентами, называемые прогоночными.

Метод прогонки состоит из двух этапов: прямая прогонка используется для вычисления 

прогоночных коэффициентов   и  , а в обратной прогонке вычисляются искомые значения 
функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖.

Для определения первых прогоночных коэффициентов α1 и β1 используется граничное условие 
(3); Сравнение следующих формул:

           𝑦𝑦𝑦𝑦0 =  𝑦𝑦𝑦𝑦1;
           𝑦𝑦𝑦𝑦0 =  𝛼𝛼𝛼𝛼1𝑦𝑦𝑦𝑦1 +  𝛽𝛽𝛽𝛽1
позволяет определить   
           α1 = 1;    β1 = 0,                                                                          (18)
Теперь используется следующая преобразованная формула (17):

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 =  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                                        (17*’)
Подставляя формулу (17*’) в формулу (15), можно получить следующую формулу:

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 

  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 +  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖

 .                                     (19)

Сравнивая формулы (19) и (17), можно получить следующие рекуррентные формулы:
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖−𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖
;                    𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖
.                                (20)

Прямая прогонка: используя формулы (18) и (20), можно найти значения прогоночных 
коэффициентов.

Из граничного условия (4) следует, что 

                                    𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0:            (21)

Обратная прогонка: формулы (21) и (17) позволяют определить искомые значения функций 
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = n, n-1, …, 1.

Совокупность формул (18), (20), (21) и (17) образуют численную модель поставленной задачи. 
По этим формулам могут быть выполнены вычисления для одной итерации, когда заданы значения 
искомой функции в предыдущей итерации.

Метод итераций. Теперь необходимо определить формулы для выполнения итерационного 
процесса. 

Пусть вводятся следующие обозначения:
𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 – значение искомой функции в предыдущей итерации; 
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 – значение этой же функции в вычисляемой итерации. 
Тогда коэффициент (15) будут записаны в следующем виде:

𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖−1+ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)3; 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅  (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3                                       (22)
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 =  −𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 −      {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2),   если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0, если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 <  𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛; 

где  𝑎𝑎𝑎𝑎 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3
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постоянная величина.
Алгоритм итерационного процесса будет иметь следующие этапы:
10. Ввод начальных значений искомой функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 в момент времени t, то есть при j (нулевая 

итерация); присваивание 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 (значения в предыдущий момент времени, при j): 
20. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 от нуля до n для присваивания 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖.
30. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления коэффициентов системы уравнений (15) по формулам 

(22).
40. Прямая прогонка:

    (22)

В каждой итерации система алгебраических уравнений (15) решается методом прогонки. 
Согласно сущности данного метода, решение системы уравнений (15) ищется в следующем виде: 

                𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 +  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖+1.                                                   (17)

Так как система (15) представляет с собой систему алгебраических уравнений с треугольной 
матрицей. Здесь 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖 являются неизвестными коэффициентами, называемые прогоночными.

Метод прогонки состоит из двух этапов: прямая прогонка используется для вычисления 

прогоночных коэффициентов   и  , а в обратной прогонке вычисляются искомые значения 
функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖.

Для определения первых прогоночных коэффициентов α1 и β1 используется граничное условие 
(3); Сравнение следующих формул:

           𝑦𝑦𝑦𝑦0 =  𝑦𝑦𝑦𝑦1;
           𝑦𝑦𝑦𝑦0 =  𝛼𝛼𝛼𝛼1𝑦𝑦𝑦𝑦1 +  𝛽𝛽𝛽𝛽1
позволяет определить   
           α1 = 1;    β1 = 0,                                                                          (18)
Теперь используется следующая преобразованная формула (17):

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 =  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                                        (17*’)
Подставляя формулу (17*’) в формулу (15), можно получить следующую формулу:

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 

  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 +  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖

 .                                     (19)

Сравнивая формулы (19) и (17), можно получить следующие рекуррентные формулы:
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖−𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖
;                    𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖
.                                (20)

Прямая прогонка: используя формулы (18) и (20), можно найти значения прогоночных 
коэффициентов.

Из граничного условия (4) следует, что 

                                    𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0:            (21)

Обратная прогонка: формулы (21) и (17) позволяют определить искомые значения функций 
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = n, n-1, …, 1.

Совокупность формул (18), (20), (21) и (17) образуют численную модель поставленной задачи. 
По этим формулам могут быть выполнены вычисления для одной итерации, когда заданы значения 
искомой функции в предыдущей итерации.

Метод итераций. Теперь необходимо определить формулы для выполнения итерационного 
процесса. 

Пусть вводятся следующие обозначения:
𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 – значение искомой функции в предыдущей итерации; 
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 – значение этой же функции в вычисляемой итерации. 
Тогда коэффициент (15) будут записаны в следующем виде:

𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖−1+ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)3; 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅  (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3                                       (22)
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 =  −𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 −      {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2),   если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0, если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 <  𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛; 

где  𝑎𝑎𝑎𝑎 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
3
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постоянная величина.
Алгоритм итерационного процесса будет иметь следующие этапы:
10. Ввод начальных значений искомой функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 в момент времени t, то есть при j (нулевая 

итерация); присваивание 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 (значения в предыдущий момент времени, при j): 
20. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 от нуля до n для присваивания 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖.
30. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления коэффициентов системы уравнений (15) по формулам 

(22).
40. Прямая прогонка:

где 

В каждой итерации система алгебраических уравнений (15) решается методом прогонки. 
Согласно сущности данного метода, решение системы уравнений (15) ищется в следующем виде: 

                𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ⋅  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 +  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖+1.                                                   (17)

Так как система (15) представляет с собой систему алгебраических уравнений с треугольной 
матрицей. Здесь 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖 являются неизвестными коэффициентами, называемые прогоночными.

Метод прогонки состоит из двух этапов: прямая прогонка используется для вычисления 

прогоночных коэффициентов   и  , а в обратной прогонке вычисляются искомые значения 
функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖.

Для определения первых прогоночных коэффициентов α1 и β1 используется граничное условие 
(3); Сравнение следующих формул:

           𝑦𝑦𝑦𝑦0 =  𝑦𝑦𝑦𝑦1;
           𝑦𝑦𝑦𝑦0 =  𝛼𝛼𝛼𝛼1𝑦𝑦𝑦𝑦1 +  𝛽𝛽𝛽𝛽1
позволяет определить   
           α1 = 1;    β1 = 0,                                                                          (18)
Теперь используется следующая преобразованная формула (17):

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖−1 =  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 +  𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖 .                                                        (17*’)
Подставляя формулу (17*’) в формулу (15), можно получить следующую формулу:

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 

  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+1 +  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖

 .                                     (19)

Сравнивая формулы (19) и (17), можно получить следующие рекуррентные формулы:
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖−𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖
;                    𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖+1 =  𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛽𝛽𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖− 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖
.                                (20)

Прямая прогонка: используя формулы (18) и (20), можно найти значения прогоночных 
коэффициентов.

Из граничного условия (4) следует, что 

                                    𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0:            (21)

Обратная прогонка: формулы (21) и (17) позволяют определить искомые значения функций 
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = n, n-1, …, 1.

Совокупность формул (18), (20), (21) и (17) образуют численную модель поставленной задачи. 
По этим формулам могут быть выполнены вычисления для одной итерации, когда заданы значения 
искомой функции в предыдущей итерации.

Метод итераций. Теперь необходимо определить формулы для выполнения итерационного 
процесса. 

Пусть вводятся следующие обозначения:
𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 – значение искомой функции в предыдущей итерации; 
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 – значение этой же функции в вычисляемой итерации. 
Тогда коэффициент (15) будут записаны в следующем виде:

𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖−1+ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖
2

)3; 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖+1 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅  (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖+ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖+1
2

)3                                       (22)
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖 =  −𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 −      {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑗𝑗𝑗𝑗+1(1 −  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2),   если 0 ≤ 𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘;  0, если 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1 <  𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛; 

где  𝑎𝑎𝑎𝑎 =  𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸
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постоянная величина.
Алгоритм итерационного процесса будет иметь следующие этапы:
10. Ввод начальных значений искомой функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 в момент времени t, то есть при j (нулевая 

итерация); присваивание 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 (значения в предыдущий момент времени, при j): 
20. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 от нуля до n для присваивания 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖.
30. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления коэффициентов системы уравнений (15) по формулам 

(22).
40. Прямая прогонка:

 постоянная величина.
Алгоритм итерационного процесса будет иметь следующие этапы:
10. Ввод начальных значений искомой функции  yi в момент времени t, то 

есть при j (нулевая итерация); присваивание  qi = yi (значения в предыдущий 
момент времени, при j): 

20. Цикл по параметру  от нуля до n для присваивания Zi = yi.
30. Цикл по параметру  для вычисления коэффициентов системы уравнений 

(15) по формулам (22).
40. Прямая прогонка:
4.1. Вычисление по формулам (18) первых прогоночных коэффициентов;
4.2. Цикл по параметру  i  для вычисления прогоночных коэффициентов 

по формулам (20).
50. Обратная прогонка:
5.1. Вычисление yn по формуле (21); 
5.2. Цикл по параметру  i для вычисления значений   yi, i = n-1,n-2,…, 1 по 

формуле (17).
60. Вычисление абсолютной разности значений искомой функции для двух 

итераций с помощью цикла по i:

4.1. Вычисление по формулам (18) первых прогоночных коэффициентов;
4.2. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления прогоночных коэффициентов по формулам (20).
50. Обратная прогонка:
5.1. Вычисление yn по формуле (21); 
5.2. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления значений   𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = n-1,n-2,…, 1 по формуле (17).
60. Вычисление абсолютной разности значений искомой функции для двух итераций с 

помощью цикла по 𝑖𝑖𝑖𝑖:
𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 =  |𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 −  𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖| , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2,…, n.

70. Определения наибольшего значения массива 𝛾𝛾𝛾𝛾 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2,…, n. 
80. Проверка условия точности вычислений:

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖  < 𝜀𝜀𝜀𝜀
8.1. если данное условие не выполняется, то осуществляется переход в пункт 20 для 

продолжения итерационного процесса;
8.2. если данное условие выполняется, то считается, что требуемая точность достигнута и 

завершается итерационный процесс.
В результате выполнения данного итерационного процесса будут определены значения 

искомой функции y, удовлетворяющие требуемой точности, для момента t, то есть для j +1.
Точность вычисления задается в виде следующего условия:

max {|𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 −  𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖|}  < 𝜀𝜀𝜀𝜀,                          (23)

где 𝜀𝜀𝜀𝜀 – достаточное малое положительное число; оно должно быть задано.
Учет «подвижности» границы области, занимаемой вытекающей жидкостью. С течением 

времени, по мере истечения жидкости из «канала», правая граница 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) увеличивается. Выше была 
определена рекуррентная формула (14) для определения величина 𝑝𝑝𝑝𝑝(t). С учетом обозначений (16), 
формула (14) может быть записана в следующем виде:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (24)

где 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖  - значение искомой функции в момент t, то есть при  𝑗𝑗𝑗𝑗: 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 , а 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1.
Тогда общий порядок вычислений будет следующим:
10. Ввод начальных значений: 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 1;    𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2,…, n;   𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1

ℎ
;

20. 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0; начало внешнего цикла; присваивание 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 .
30. Алгоритм итерационного процесса, приведенный выше.
40. Организация выводов промежуточных значений искомой функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖  и значения 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 для 

определенного момента времени t или 𝑗𝑗𝑗𝑗.
50. 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 + 1; переход к следующему моменту времени; вычисление 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1 по формуле (24).
60. Если  𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚, то осуществляется переход к пункту 30 для вычисления значений искомой 

функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 для следующих моментов времени t или 𝑗𝑗𝑗𝑗.
Если  𝑗𝑗𝑗𝑗 > 𝑚𝑚𝑚𝑚, то процесс завершается и осуществляется выход из программы.
Численный эксперимент.  На основе данного алгоритма решения задачи была разработана 

компьютерная программа, с помощью которой проведен численный эксперимент. 
Целью данного численного эксперимента является исследование поведения вытекающей из 

щели сильновязких жидкостей, имеющих различные механические свойства, в частности, различные 
коэффициенты динамической вязкости. 

Результаты расчетов.  Численный эксперимент был проведен для различных значений 
безразмерного параметра ER; в данном случае рассматривались следующие его значения: ER=0.1, 
ER=0.5, ER=1 и ER=10. Полученные численные результаты были представлены в виде таблиц и 
графиков. 

Таблица 1- Наибольшие значения функции 
t ER=1 ER=10 ER=0.5 ER=0.1
0.50 0.4958 0.4704 0.4977 0.4994
1.00 0.9178 0.7771 0.9497 0.9868
1.05 0.9520 0.7966 0.9889 1.0336
1.10 0.9847 0.8120 1.0269 1.0797
1.25 1.2078 0.8494 1.3330 1.2144

.
70. Определения наибольшего значения массива 

4.1. Вычисление по формулам (18) первых прогоночных коэффициентов;
4.2. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления прогоночных коэффициентов по формулам (20).
50. Обратная прогонка:
5.1. Вычисление yn по формуле (21); 
5.2. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления значений   𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = n-1,n-2,…, 1 по формуле (17).
60. Вычисление абсолютной разности значений искомой функции для двух итераций с 

помощью цикла по 𝑖𝑖𝑖𝑖:
𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 =  |𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 −  𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖| , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2,…, n.

70. Определения наибольшего значения массива 𝛾𝛾𝛾𝛾 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2,…, n. 
80. Проверка условия точности вычислений:

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖  < 𝜀𝜀𝜀𝜀
8.1. если данное условие не выполняется, то осуществляется переход в пункт 20 для 

продолжения итерационного процесса;
8.2. если данное условие выполняется, то считается, что требуемая точность достигнута и 

завершается итерационный процесс.
В результате выполнения данного итерационного процесса будут определены значения 

искомой функции y, удовлетворяющие требуемой точности, для момента t, то есть для j +1.
Точность вычисления задается в виде следующего условия:

max {|𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 −  𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖|}  < 𝜀𝜀𝜀𝜀,                          (23)

где 𝜀𝜀𝜀𝜀 – достаточное малое положительное число; оно должно быть задано.
Учет «подвижности» границы области, занимаемой вытекающей жидкостью. С течением 

времени, по мере истечения жидкости из «канала», правая граница 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) увеличивается. Выше была 
определена рекуррентная формула (14) для определения величина 𝑝𝑝𝑝𝑝(t). С учетом обозначений (16), 
формула (14) может быть записана в следующем виде:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (24)

где 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖  - значение искомой функции в момент t, то есть при  𝑗𝑗𝑗𝑗: 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 , а 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1.
Тогда общий порядок вычислений будет следующим:
10. Ввод начальных значений: 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 1;    𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2,…, n;   𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1

ℎ
;

20. 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0; начало внешнего цикла; присваивание 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 .
30. Алгоритм итерационного процесса, приведенный выше.
40. Организация выводов промежуточных значений искомой функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖  и значения 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 для 

определенного момента времени t или 𝑗𝑗𝑗𝑗.
50. 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 + 1; переход к следующему моменту времени; вычисление 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1 по формуле (24).
60. Если  𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚, то осуществляется переход к пункту 30 для вычисления значений искомой 

функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 для следующих моментов времени t или 𝑗𝑗𝑗𝑗.
Если  𝑗𝑗𝑗𝑗 > 𝑚𝑚𝑚𝑚, то процесс завершается и осуществляется выход из программы.
Численный эксперимент.  На основе данного алгоритма решения задачи была разработана 

компьютерная программа, с помощью которой проведен численный эксперимент. 
Целью данного численного эксперимента является исследование поведения вытекающей из 

щели сильновязких жидкостей, имеющих различные механические свойства, в частности, различные 
коэффициенты динамической вязкости. 

Результаты расчетов.  Численный эксперимент был проведен для различных значений 
безразмерного параметра ER; в данном случае рассматривались следующие его значения: ER=0.1, 
ER=0.5, ER=1 и ER=10. Полученные численные результаты были представлены в виде таблиц и 
графиков. 

Таблица 1- Наибольшие значения функции 
t ER=1 ER=10 ER=0.5 ER=0.1
0.50 0.4958 0.4704 0.4977 0.4994
1.00 0.9178 0.7771 0.9497 0.9868
1.05 0.9520 0.7966 0.9889 1.0336
1.10 0.9847 0.8120 1.0269 1.0797
1.25 1.2078 0.8494 1.3330 1.2144

. 
80. Проверка условия точности вычислений:

yi<ε
8.1. если данное условие не выполняется, то осуществляется переход в 

пункт 20 для продолжения итерационного процесса;
8.2. если данное условие выполняется, то считается, что требуемая 

точность достигнута и завершается итерационный процесс.
В результате выполнения данного итерационного процесса будут 

определены значения искомой функции y, удовлетворяющие требуемой 
точности, для момента t, то есть для j +1.
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Точность вычисления задается в виде следующего условия:

max  

4.1. Вычисление по формулам (18) первых прогоночных коэффициентов;
4.2. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления прогоночных коэффициентов по формулам (20).
50. Обратная прогонка:
5.1. Вычисление yn по формуле (21); 
5.2. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления значений   𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = n-1,n-2,…, 1 по формуле (17).
60. Вычисление абсолютной разности значений искомой функции для двух итераций с 

помощью цикла по 𝑖𝑖𝑖𝑖:
𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 =  |𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 −  𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖| , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2,…, n.

70. Определения наибольшего значения массива 𝛾𝛾𝛾𝛾 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2,…, n. 
80. Проверка условия точности вычислений:

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖  < 𝜀𝜀𝜀𝜀
8.1. если данное условие не выполняется, то осуществляется переход в пункт 20 для 

продолжения итерационного процесса;
8.2. если данное условие выполняется, то считается, что требуемая точность достигнута и 

завершается итерационный процесс.
В результате выполнения данного итерационного процесса будут определены значения 

искомой функции y, удовлетворяющие требуемой точности, для момента t, то есть для j +1.
Точность вычисления задается в виде следующего условия:

max {|𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 −  𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖|}  < 𝜀𝜀𝜀𝜀,                          (23)

где 𝜀𝜀𝜀𝜀 – достаточное малое положительное число; оно должно быть задано.
Учет «подвижности» границы области, занимаемой вытекающей жидкостью. С течением 

времени, по мере истечения жидкости из «канала», правая граница 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) увеличивается. Выше была 
определена рекуррентная формула (14) для определения величина 𝑝𝑝𝑝𝑝(t). С учетом обозначений (16), 
формула (14) может быть записана в следующем виде:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (24)

где 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖  - значение искомой функции в момент t, то есть при  𝑗𝑗𝑗𝑗: 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 , а 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1.
Тогда общий порядок вычислений будет следующим:
10. Ввод начальных значений: 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 1;    𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2,…, n;   𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1

ℎ
;

20. 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0; начало внешнего цикла; присваивание 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 .
30. Алгоритм итерационного процесса, приведенный выше.
40. Организация выводов промежуточных значений искомой функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖  и значения 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 для 

определенного момента времени t или 𝑗𝑗𝑗𝑗.
50. 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 + 1; переход к следующему моменту времени; вычисление 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1 по формуле (24).
60. Если  𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚, то осуществляется переход к пункту 30 для вычисления значений искомой 

функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 для следующих моментов времени t или 𝑗𝑗𝑗𝑗.
Если  𝑗𝑗𝑗𝑗 > 𝑚𝑚𝑚𝑚, то процесс завершается и осуществляется выход из программы.
Численный эксперимент.  На основе данного алгоритма решения задачи была разработана 

компьютерная программа, с помощью которой проведен численный эксперимент. 
Целью данного численного эксперимента является исследование поведения вытекающей из 

щели сильновязких жидкостей, имеющих различные механические свойства, в частности, различные 
коэффициенты динамической вязкости. 

Результаты расчетов.  Численный эксперимент был проведен для различных значений 
безразмерного параметра ER; в данном случае рассматривались следующие его значения: ER=0.1, 
ER=0.5, ER=1 и ER=10. Полученные численные результаты были представлены в виде таблиц и 
графиков. 

Таблица 1- Наибольшие значения функции 
t ER=1 ER=10 ER=0.5 ER=0.1
0.50 0.4958 0.4704 0.4977 0.4994
1.00 0.9178 0.7771 0.9497 0.9868
1.05 0.9520 0.7966 0.9889 1.0336
1.10 0.9847 0.8120 1.0269 1.0797
1.25 1.2078 0.8494 1.3330 1.2144

,                           (23)
где ε – достаточное малое положительное число; оно должно быть задано.
Учет «подвижности» границы области, занимаемой вытекающей 

жидкостью. С течением времени, по мере истечения жидкости из «канала», 
правая граница  x = ρ(t) увеличивается. Выше была определена рекуррентная 
формула (14) для определения величина ρ(t). С учетом обозначений (16), 
формула (14) может быть записана в следующем виде:

4.1. Вычисление по формулам (18) первых прогоночных коэффициентов;
4.2. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления прогоночных коэффициентов по формулам (20).
50. Обратная прогонка:
5.1. Вычисление yn по формуле (21); 
5.2. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления значений   𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = n-1,n-2,…, 1 по формуле (17).
60. Вычисление абсолютной разности значений искомой функции для двух итераций с 

помощью цикла по 𝑖𝑖𝑖𝑖:
𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 =  |𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 −  𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖| , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2,…, n.

70. Определения наибольшего значения массива 𝛾𝛾𝛾𝛾 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2,…, n. 
80. Проверка условия точности вычислений:

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖  < 𝜀𝜀𝜀𝜀
8.1. если данное условие не выполняется, то осуществляется переход в пункт 20 для 

продолжения итерационного процесса;
8.2. если данное условие выполняется, то считается, что требуемая точность достигнута и 

завершается итерационный процесс.
В результате выполнения данного итерационного процесса будут определены значения 

искомой функции y, удовлетворяющие требуемой точности, для момента t, то есть для j +1.
Точность вычисления задается в виде следующего условия:

max {|𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 −  𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖|}  < 𝜀𝜀𝜀𝜀,                          (23)

где 𝜀𝜀𝜀𝜀 – достаточное малое положительное число; оно должно быть задано.
Учет «подвижности» границы области, занимаемой вытекающей жидкостью. С течением 

времени, по мере истечения жидкости из «канала», правая граница 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) увеличивается. Выше была 
определена рекуррентная формула (14) для определения величина 𝑝𝑝𝑝𝑝(t). С учетом обозначений (16), 
формула (14) может быть записана в следующем виде:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (24)

где 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖  - значение искомой функции в момент t, то есть при  𝑗𝑗𝑗𝑗: 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 , а 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1.
Тогда общий порядок вычислений будет следующим:
10. Ввод начальных значений: 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 1;    𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2,…, n;   𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1

ℎ
;

20. 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0; начало внешнего цикла; присваивание 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 .
30. Алгоритм итерационного процесса, приведенный выше.
40. Организация выводов промежуточных значений искомой функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖  и значения 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 для 

определенного момента времени t или 𝑗𝑗𝑗𝑗.
50. 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 + 1; переход к следующему моменту времени; вычисление 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1 по формуле (24).
60. Если  𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚, то осуществляется переход к пункту 30 для вычисления значений искомой 

функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 для следующих моментов времени t или 𝑗𝑗𝑗𝑗.
Если  𝑗𝑗𝑗𝑗 > 𝑚𝑚𝑚𝑚, то процесс завершается и осуществляется выход из программы.
Численный эксперимент.  На основе данного алгоритма решения задачи была разработана 

компьютерная программа, с помощью которой проведен численный эксперимент. 
Целью данного численного эксперимента является исследование поведения вытекающей из 

щели сильновязких жидкостей, имеющих различные механические свойства, в частности, различные 
коэффициенты динамической вязкости. 

Результаты расчетов.  Численный эксперимент был проведен для различных значений 
безразмерного параметра ER; в данном случае рассматривались следующие его значения: ER=0.1, 
ER=0.5, ER=1 и ER=10. Полученные численные результаты были представлены в виде таблиц и 
графиков. 

Таблица 1- Наибольшие значения функции 
t ER=1 ER=10 ER=0.5 ER=0.1
0.50 0.4958 0.4704 0.4977 0.4994
1.00 0.9178 0.7771 0.9497 0.9868
1.05 0.9520 0.7966 0.9889 1.0336
1.10 0.9847 0.8120 1.0269 1.0797
1.25 1.2078 0.8494 1.3330 1.2144

    (24)
где qi - значение искомой функции в момент t, то есть при 

4.1. Вычисление по формулам (18) первых прогоночных коэффициентов;
4.2. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления прогоночных коэффициентов по формулам (20).
50. Обратная прогонка:
5.1. Вычисление yn по формуле (21); 
5.2. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления значений   𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = n-1,n-2,…, 1 по формуле (17).
60. Вычисление абсолютной разности значений искомой функции для двух итераций с 

помощью цикла по 𝑖𝑖𝑖𝑖:
𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 =  |𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 −  𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖| , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2,…, n.

70. Определения наибольшего значения массива 𝛾𝛾𝛾𝛾 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2,…, n. 
80. Проверка условия точности вычислений:

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖  < 𝜀𝜀𝜀𝜀
8.1. если данное условие не выполняется, то осуществляется переход в пункт 20 для 

продолжения итерационного процесса;
8.2. если данное условие выполняется, то считается, что требуемая точность достигнута и 

завершается итерационный процесс.
В результате выполнения данного итерационного процесса будут определены значения 

искомой функции y, удовлетворяющие требуемой точности, для момента t, то есть для j +1.
Точность вычисления задается в виде следующего условия:

max {|𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 −  𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖|}  < 𝜀𝜀𝜀𝜀,                          (23)

где 𝜀𝜀𝜀𝜀 – достаточное малое положительное число; оно должно быть задано.
Учет «подвижности» границы области, занимаемой вытекающей жидкостью. С течением 

времени, по мере истечения жидкости из «канала», правая граница 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) увеличивается. Выше была 
определена рекуррентная формула (14) для определения величина 𝑝𝑝𝑝𝑝(t). С учетом обозначений (16), 
формула (14) может быть записана в следующем виде:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (24)

где 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖  - значение искомой функции в момент t, то есть при  𝑗𝑗𝑗𝑗: 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 , а 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1.
Тогда общий порядок вычислений будет следующим:
10. Ввод начальных значений: 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 1;    𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2,…, n;   𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1

ℎ
;

20. 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0; начало внешнего цикла; присваивание 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 .
30. Алгоритм итерационного процесса, приведенный выше.
40. Организация выводов промежуточных значений искомой функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖  и значения 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 для 

определенного момента времени t или 𝑗𝑗𝑗𝑗.
50. 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 + 1; переход к следующему моменту времени; вычисление 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1 по формуле (24).
60. Если  𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚, то осуществляется переход к пункту 30 для вычисления значений искомой 

функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 для следующих моментов времени t или 𝑗𝑗𝑗𝑗.
Если  𝑗𝑗𝑗𝑗 > 𝑚𝑚𝑚𝑚, то процесс завершается и осуществляется выход из программы.
Численный эксперимент.  На основе данного алгоритма решения задачи была разработана 

компьютерная программа, с помощью которой проведен численный эксперимент. 
Целью данного численного эксперимента является исследование поведения вытекающей из 

щели сильновязких жидкостей, имеющих различные механические свойства, в частности, различные 
коэффициенты динамической вязкости. 

Результаты расчетов.  Численный эксперимент был проведен для различных значений 
безразмерного параметра ER; в данном случае рассматривались следующие его значения: ER=0.1, 
ER=0.5, ER=1 и ER=10. Полученные численные результаты были представлены в виде таблиц и 
графиков. 

Таблица 1- Наибольшие значения функции 
t ER=1 ER=10 ER=0.5 ER=0.1
0.50 0.4958 0.4704 0.4977 0.4994
1.00 0.9178 0.7771 0.9497 0.9868
1.05 0.9520 0.7966 0.9889 1.0336
1.10 0.9847 0.8120 1.0269 1.0797
1.25 1.2078 0.8494 1.3330 1.2144

Тогда общий порядок вычислений будет следующим:
10. Ввод начальных значений: 

4.1. Вычисление по формулам (18) первых прогоночных коэффициентов;
4.2. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления прогоночных коэффициентов по формулам (20).
50. Обратная прогонка:
5.1. Вычисление yn по формуле (21); 
5.2. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления значений   𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = n-1,n-2,…, 1 по формуле (17).
60. Вычисление абсолютной разности значений искомой функции для двух итераций с 

помощью цикла по 𝑖𝑖𝑖𝑖:
𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 =  |𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 −  𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖| , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2,…, n.

70. Определения наибольшего значения массива 𝛾𝛾𝛾𝛾 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2,…, n. 
80. Проверка условия точности вычислений:

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖  < 𝜀𝜀𝜀𝜀
8.1. если данное условие не выполняется, то осуществляется переход в пункт 20 для 

продолжения итерационного процесса;
8.2. если данное условие выполняется, то считается, что требуемая точность достигнута и 

завершается итерационный процесс.
В результате выполнения данного итерационного процесса будут определены значения 

искомой функции y, удовлетворяющие требуемой точности, для момента t, то есть для j +1.
Точность вычисления задается в виде следующего условия:

max {|𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 −  𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖|}  < 𝜀𝜀𝜀𝜀,                          (23)

где 𝜀𝜀𝜀𝜀 – достаточное малое положительное число; оно должно быть задано.
Учет «подвижности» границы области, занимаемой вытекающей жидкостью. С течением 

времени, по мере истечения жидкости из «канала», правая граница 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) увеличивается. Выше была 
определена рекуррентная формула (14) для определения величина 𝑝𝑝𝑝𝑝(t). С учетом обозначений (16), 
формула (14) может быть записана в следующем виде:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (24)

где 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖  - значение искомой функции в момент t, то есть при  𝑗𝑗𝑗𝑗: 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 , а 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1.
Тогда общий порядок вычислений будет следующим:
10. Ввод начальных значений: 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 1;    𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2,…, n;   𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1

ℎ
;

20. 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0; начало внешнего цикла; присваивание 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 .
30. Алгоритм итерационного процесса, приведенный выше.
40. Организация выводов промежуточных значений искомой функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖  и значения 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 для 

определенного момента времени t или 𝑗𝑗𝑗𝑗.
50. 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 + 1; переход к следующему моменту времени; вычисление 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1 по формуле (24).
60. Если  𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚, то осуществляется переход к пункту 30 для вычисления значений искомой 

функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 для следующих моментов времени t или 𝑗𝑗𝑗𝑗.
Если  𝑗𝑗𝑗𝑗 > 𝑚𝑚𝑚𝑚, то процесс завершается и осуществляется выход из программы.
Численный эксперимент.  На основе данного алгоритма решения задачи была разработана 

компьютерная программа, с помощью которой проведен численный эксперимент. 
Целью данного численного эксперимента является исследование поведения вытекающей из 

щели сильновязких жидкостей, имеющих различные механические свойства, в частности, различные 
коэффициенты динамической вязкости. 

Результаты расчетов.  Численный эксперимент был проведен для различных значений 
безразмерного параметра ER; в данном случае рассматривались следующие его значения: ER=0.1, 
ER=0.5, ER=1 и ER=10. Полученные численные результаты были представлены в виде таблиц и 
графиков. 

Таблица 1- Наибольшие значения функции 
t ER=1 ER=10 ER=0.5 ER=0.1
0.50 0.4958 0.4704 0.4977 0.4994
1.00 0.9178 0.7771 0.9497 0.9868
1.05 0.9520 0.7966 0.9889 1.0336
1.10 0.9847 0.8120 1.0269 1.0797
1.25 1.2078 0.8494 1.3330 1.2144

20. j=0;начало внешнего цикла; присваивание qi=yi.
30. Алгоритм итерационного процесса, приведенный выше.
40. Организация выводов промежуточных значений искомой функции  yi  и 

значения  Pj для определенного момента времени t или j.
50. 

4.1. Вычисление по формулам (18) первых прогоночных коэффициентов;
4.2. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления прогоночных коэффициентов по формулам (20).
50. Обратная прогонка:
5.1. Вычисление yn по формуле (21); 
5.2. Цикл по параметру 𝑖𝑖𝑖𝑖 для вычисления значений   𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = n-1,n-2,…, 1 по формуле (17).
60. Вычисление абсолютной разности значений искомой функции для двух итераций с 

помощью цикла по 𝑖𝑖𝑖𝑖:
𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖 =  |𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 −  𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖| , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2,…, n.

70. Определения наибольшего значения массива 𝛾𝛾𝛾𝛾 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2,…, n. 
80. Проверка условия точности вычислений:

𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖  < 𝜀𝜀𝜀𝜀
8.1. если данное условие не выполняется, то осуществляется переход в пункт 20 для 

продолжения итерационного процесса;
8.2. если данное условие выполняется, то считается, что требуемая точность достигнута и 

завершается итерационный процесс.
В результате выполнения данного итерационного процесса будут определены значения 

искомой функции y, удовлетворяющие требуемой точности, для момента t, то есть для j +1.
Точность вычисления задается в виде следующего условия:

max {|𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 −  𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖|}  < 𝜀𝜀𝜀𝜀,                          (23)

где 𝜀𝜀𝜀𝜀 – достаточное малое положительное число; оно должно быть задано.
Учет «подвижности» границы области, занимаемой вытекающей жидкостью. С течением 

времени, по мере истечения жидкости из «канала», правая граница 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝(t) увеличивается. Выше была 
определена рекуррентная формула (14) для определения величина 𝑝𝑝𝑝𝑝(t). С учетом обозначений (16), 
формула (14) может быть записана в следующем виде:

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1=𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2(𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖+1−𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖

,           (24)

где 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖  - значение искомой функции в момент t, то есть при  𝑗𝑗𝑗𝑗: 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 , а 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗+1.
Тогда общий порядок вычислений будет следующим:
10. Ввод начальных значений: 𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 1;    𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,1,2,…, n;   𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1

ℎ
;

20. 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0; начало внешнего цикла; присваивание 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 .
30. Алгоритм итерационного процесса, приведенный выше.
40. Организация выводов промежуточных значений искомой функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖  и значения 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 для 

определенного момента времени t или 𝑗𝑗𝑗𝑗.
50. 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑗𝑗𝑗𝑗 + 1; переход к следующему моменту времени; вычисление 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗+1 по формуле (24).
60. Если  𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑚𝑚𝑚𝑚, то осуществляется переход к пункту 30 для вычисления значений искомой 

функции 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 для следующих моментов времени t или 𝑗𝑗𝑗𝑗.
Если  𝑗𝑗𝑗𝑗 > 𝑚𝑚𝑚𝑚, то процесс завершается и осуществляется выход из программы.
Численный эксперимент.  На основе данного алгоритма решения задачи была разработана 

компьютерная программа, с помощью которой проведен численный эксперимент. 
Целью данного численного эксперимента является исследование поведения вытекающей из 

щели сильновязких жидкостей, имеющих различные механические свойства, в частности, различные 
коэффициенты динамической вязкости. 

Результаты расчетов.  Численный эксперимент был проведен для различных значений 
безразмерного параметра ER; в данном случае рассматривались следующие его значения: ER=0.1, 
ER=0.5, ER=1 и ER=10. Полученные численные результаты были представлены в виде таблиц и 
графиков. 

Таблица 1- Наибольшие значения функции 
t ER=1 ER=10 ER=0.5 ER=0.1
0.50 0.4958 0.4704 0.4977 0.4994
1.00 0.9178 0.7771 0.9497 0.9868
1.05 0.9520 0.7966 0.9889 1.0336
1.10 0.9847 0.8120 1.0269 1.0797
1.25 1.2078 0.8494 1.3330 1.2144

 переход к следующему моменту времени; вычисление  Pj+1 по 
формуле (24).

60. Если j>m, то осуществляется переход к пункту 30  для вычисления 
значений искомой функции  yi для следующих моментов времени t или j. 

Если  j>m, то процесс завершается и осуществляется выход из программы.
Численный эксперимент.  На основе данного алгоритма решения задачи 

была разработана компьютерная программа, с помощью которой проведен 
численный эксперимент. 

Целью данного численного эксперимента является исследование поведения 
вытекающей из щели сильновязких жидкостей, имеющих различные 
механические свойства, в частности, различные коэффициенты динамической 
вязкости. 

Результаты расчетов.  Численный эксперимент был проведен для различ-
ных значений безразмерного параметра ER; в данном случае рассматривались 
следующие его значения: ER=0.1, ER=0.5, ER=1 и ER=10. Полученные 
численные результаты были представлены в виде таблиц и графиков. 

Таблица 1- Наибольшие значения функции 
t ER=1 ER=10 ER=0.5 ER=0.1
0.50 0.4958 0.4704 0.4977 0.4994
1.00 0.9178 0.7771 0.9497 0.9868
1.05 0.9520 0.7966 0.9889 1.0336
1.10 0.9847 0.8120 1.0269 1.0797
1.25 1.2078 0.8494 1.3330 1.2144
1.50 1.3042 0.8969 1.4421 1.4238
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1.80 1.3929 0.9429 1.5563 1.6471
1.85 1.4137 0.9495 1.5725 1.6813
1.90 1.4316 0.9560 1.5877 1.7146
2.00 1.4581 0.9694 1.6156 1.7789
2.20 1.5061 0.9937 1.6812 2.1379
2.25 1.5162 0.9992 1.6953 2.1595
2.50 1.5665 1.0254 1.7658 2.2596
3.00 1.6467 1.0725 1.8651 2.4183

Сравнительное представление графиков  функции, определяющей границу 
вытекшей  вязкой жидкости, для различных моментов времени показаны на 
рисунках: рисунок 2 – положения границ при  рисунок 3 -  положения 
границ при  рисунок 4 – положения границ при  рисунок 5 – 
положения границ при 

На рисунках показана правая часть границы, т.е. для  , а левая часть 
границы  (для  )  является  зеркальным отображением правой части.

Рисунок 2 – Положения границ для момента 

Рисунок 3 – Положения границ для момента 
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Рисунок 4 – Положения границ для момента 

Рисунок 5 – Положения границ   для момента 

На рисунках 6-9 показана динамика изменения границы вытекшей жид-
кости с течением времени: на рисунке 6 – для случая, когда число ER равно10, 
на рисунке 7 – для ER=1, на рисунке 8 – для ER=0,5 и на рисунке 9 – для ER=0,1.

Рисунок 6 – Положения границы для случая ER=10
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Рисунок 7 - Положения границы для случая ER=1

Рисунок 8 - Положения границы для случая ER=0,5

Рисунок 9 - Положения границы для случая ER=0,1

 Доказательством того, что жидкость с меньшей вязкостью растекается в 
горизонтальном направлении быстрее, чем жидкость с большей вязкостью, 
являются следующие данные (Таблица 2), которые показывают положение 
границы вытекшей жидкости в горизонтальном направлении для различных 
значений числа ER. В данной таблице 2, первоначальная граница считается, 
что она совпадает с границей щели, т.е. равна 1.
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Таблица 2 – Положение пересечения границы жидкости с горизонтальной осью
t ER=1 ER=10 ER=0.5 ER=0.1
0.50 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.05 1.00 1.03 1.00 1.00
1.10 1.00 1.05 1.00 1.00
1.25 1.00 1.15 1.00 1.00
1.50 1.00 1.33 1.00 1.00
1.80 1.01 1.51 1.00 1.00
1.85 1.05 1.55 1.00 1.00
1.90 1.06 1.59 1.00 1.00
2.00 1.07 1.65 1.00 1.00
2.20 1.15 1.79 1.03 1.00
2.25 1.17 1.81 1.03 1.00
2.50 1.27 1.97 1.11 1.00
3.00 1.45 2.27 1.27 1.00

Здесь приведены результаты расчетов для промежутка времени 
. В случае, когда   ER=0.1, т.е. когда динамический коэффициент вязкости 
жидкости является большим числом, горизонтальная граница вытекшей 
жидкости остается неизменной. Для ER=0.5 изменение этой границы 
начинается после  , для ER=1 -   и  для ER=10 после  

Положение точки пересечения поверхности вытекшей жидкости с 
горизонтальной осью для различных моментов времени для различных 
значений числа ER показано в следующей таблице 3.

Таблица 3 - Положения точки пересечения границы вытекшей жидкости с горизонтальной 
осью

t 1,0 1,5 2,0 3,0
ER=10 1,03 1,35 1,67 2,31
ER=1 1,03 1,03 1,11 1,51
ER=0,5 1,01 1,01 1,01 1,27
ER=0,1 1,00 1,00 1/00 1,03

Процессы перехода горных пород перед землетрясениями из ненарушен-
ного состояния в состояние динамического разрушения, в условиях 
ограниченности объема очаговой зоны и сжатия на больших глубинах, 
происходят замедленно. Такое замедление может быть использовано в 
прогностических целях (Ким и др., 2022: 69-84). 

Выводы
Анализ результатов, полученных в численном эксперименте, позволяют 

сделать следующее заключение.
1.  Сравнение результатов расчетов для различных значений числа ER 

(Таблица 1) показало, что максимальное поднятие поверхности вытекшей 
жидкости     при малых значениях числа ER больше чем при больших 
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его значениях. Следует напомнить, что число ER обратно пропорционально 
коэффициенту динамической вязкости вытекающей жидкости. Это 
означает, что вытекающая жидкость, динамический коэффициент которой 
является сравнительно большим, поднимается выше и меньше растекается 
в горизонтальном направлении, чем жидкость, у которой динамический 
коэффициент вязкости меньше. 

2.  Данные, приведенные в таблицах 2 и 3 показывают, что сильновязкая 
жидкость с меньшим коэффициентом динамической вязкости растекается 
в горизонтальном направлении более шире нежели жидкость с большим 
коэффициентом вязкости. Вязкая жидкость с большим коэффициентом 
вязкости (при малых числах ER) в начальные моменты времени ведет себя 
как твердое тело.

3. Результаты расчетов компьютерные моделирование показали, что 
предложенная здесь модель движения сильновязкой жидкости может быть 
использована для описания процесса истечения магматических веществ из 
нижележащих недр Земли по узкому каналу, образованным в тектоносфере и 
приводит к возбуждению температурной аномалии в мантии. Такая аномалия 
развивается и вызывает подъем вещества из глубоких слоев наружу и 
погружение изначально сформировавшихся слоев земной коры вглубь мантии. 

Результате моделирование процесса извержения магмы представляет 
ценную информацию для наблюдающих за изменением структуры Земной 
коры, быстрого обнаружения сильных землетрясений и предупреждений 
пользователям как землетрясение достигнет до их местоположения. 
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