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ABOUT ONE INVARIANT MULTIVALUED MAPPING  

IN THE TASK OF THERMAL CONDUCTIVITY WITH TIME DELAY 
 

Abstract. This paper considers a matter on the strong and weak invariance of the constant multi-valued 
mapping towards thermal conductivity equation with boundary control in the presence of time delay. Sufficient 
conditions for the strong and weak invariance of this multi-valued mapping were obtained for the heat transfer 
control task with a delayed argument with boundary and initial conditions. The concept of "invariant sets" is applied 
to a system with distributed parameters, the physical meaning of which is to "keep" the object in the desired state as 
long as possible by controlling it. At the same time, here object retention is understood not in the geometric sense, 
but in the sense of holding the average value relative to the volume of the object. The necessary conditions for 
keeping the object in the desired state are proposed. To solve the equations, we first expand the definition of the 
elliptic operator and the operator itself to a self-adjoint operator, and then consider the existence of a solution that 
belongs to the energy space of this operator. This uses the fact that the extended operator has generalized eigenvalues 
and generalized eigenfunctions that make up the complete system both in the energy space of the operator and in 
each space. In this case, a generalized solution is understood as a solution, because it is represented as a Fourier 
series whose coefficients satisfy infinite ordinary differential equations. Just in this system of differential equations 
there is a control parameter. An essential point in considering this task is that the controls are located on the border of 
the area. In this case, the control area is a convex compact polyhedron, and the restriction area and the terminal set 
are half-spaces. This, in certain conditions, allows the possibility of applying the obtained results in solving practical 
tasks. 

Keywords: invariant set, control, multi-valued mapping, control of systems with distributed parameters, time 
delay. 

 
1. Introduction  
Note that there are theoretical and practical issues in the controllable systems with distributed 

parameters, incapable of solution with the help of known methods. Typical examples of such kind of tasks 
are retention of temperature in the acceptance limits in a specified volume, avoidance of undesirable 
conditions, etc. 

Results in the matter about invariance of specified sets concerning systems with lumped parameters 
were obtained earlier in the works of A. Feuer, M. Heymann, V.N. Ushakov, Kh.G. Gusseinov,                        
N.S. Rettiyev, A.Z. Fazylov and other authors [1-7]. As against the work [7], this paper considers 
problems with boundary control. The works [7] consider interesting applied problems on the control by 
convectors for heat distributions in a volume. As against the work, this paper considers tasks with 
boundary control. 

The theory of differential equations with a deviating argument has been developed in various 
directions; natural formulations of tasks have been found [8–12]. 

As you know, many real controlled objects can be considered as objects with distributed parameters, 
in which control parameters can be located both on the right side of the equation and in boundary 
conditions. 

In the work [13-15] considers tasks with distributed parameters. 
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Invariant sets with respect to a system with distributed parameters, the physical meaning of which is 
to keep the object in the desired state as long as possible by controlling it. Moreover, here the retention of 
the object is understood not in the geometric sense, but in the sense of holding the average value relative 
to the volume of the object. The works [16-19] considers questions of the invariance of given sets with 
respect to systems with distributed parameters. In particular, the paper [17] is devoted to the questions of 
the strong and weak invariance of a constant multivalued mapping with delay, and the paper [18] is 
devoted to a controlled process, which is described by an equation of parabolic type, with the control 
parameter participating in the additive form on the right side of the equation. This work [19] introduces 
concept of the invariance of a multi-valued mapping with respect to a system with distributed parameters. 
In [20], a numerically approximate method for solving of a control problem for integro-differential 
equations of parabolic type was considered. 

This work considers a matter on the strong and weak invariance of the constant multivalued mapping 
towards thermal conductivity equation with boundary control in the presence of time delay. 

A bounded region ( )nR⊂Ω  will be called a piecewise-smooth boundary, if a boundary ΩΩ=Γ \  of 

the region Ω  can be presented in the form ,1 jÃN
j=∑=Γ  where Γ⊂Γ j  - the set open towards topology, 

induced on Γ  by the topology nR . Each jΓ  - a connected surface of class 1C , i.e. for each point jx Γ∈0  

it is possible to indicate ball ( )0xUε  by so small radius 0>ε , that the set ( )0xUj ε∩Γ  is defined by 

equation of the type ),...,,,...,( 111 nkkkk xxxxfx +−= , where 1)( Cfk ∈⋅ , nkk ≤≤1,  is a some number. 
Let Ω  be the bounded region in nR  with the piecewise-smooth boundary. Through A  let us denote 

the next differential operator [21]:  
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for any n
n R∈),...,,( 21 ξξξ . The inequality (2) is called a condition of uniform ellipticity of operator )1(A . 

As the domain of operator A  space )(2 ΩC  is taken – the set of twice continuously differentiable 
functions.  

Let P  be operator, which is defined by the inequality  
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ϕϕϕ , 

where l  - the unit vector of outer normal to Ω∂ , ( )xk  - given positive, continuous function in Ω∂ . 
It is known that the elliptic operator A with the boundary condition 0=Ρϕ , Ω∂∈x , has a discrete 

spectrum, i.e. eigenvalues kλ  such that ,...,0 21 +∞→≤≤< kλλλ  and according Eigen functions 
,, Ω∈xkϕ  compose the complete orthonormal system in ( )Ω2L  [21, 22]. As well as in [23] it is possible 

to introduce a scalar product and appropriate norm in the space ( ).2 ΩC  Let’s denote completion of this 
space through ( )ΩΗ=Η rr , where 0≥r  - parameter.  

2. Methods. 
Consider the next task on the control by heat exchange with time delay [24] 

 ( ) ( ) ( ) TthtztAz
t
tz

≤<−=+
∂
∂ 0, , (3) 



News of the National Academy of sciences of the Republic of Kazakhstan 
  

 
60 

with boundary  
 ( ) ( ) Ω∂∈≤≤= xTttutPz ,0, , (4) 

and initial 
 ( ) ( ) 0,0 ≤≤−= thtztz  (5) 

conditions, where ( ) Xz ∈⋅0 , ( ) ( ){ }0,: ≤≤−∈⋅= thHtzzX r . The controls are measurable functions 

( ) rHu ∈⋅ , i. e. satisfying the condition ( ) ∞<

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
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





∑ ∫
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∞
=

2

1 dxu k
r
kk ϕτλ . Here ( ) ( )⋅⋅ uz ,  are abstract functions, 

i.e. at each 0>t  they are unique elements of the space rΗ , h  - positive fixed constant, T  - positive 
number. 

A solution of the problem (3)–(5) in rΗ  is defined by the Fourier method. If ( )⋅kf  denotes Fourier 
coefficients of the function ( )⋅f  towards the system { }kϕ , then solution of the problem (3)–(5) on the 
segment [ ]h,0  has the next view [24] 
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where ( )00
0

kk zz = , ...2,1=k . Using this solution, the solution is built on the segment [ ]:2, hh   
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where ( )hzk  is defined from ( )6  at ht = . In the same manner, continuations of the solution are built for 
the next segments.  

Further, through U we denote the totality of controls, which is specified below by a some positive 
number ρ . 

Definition 1. A multivalued mapping [ ] RThD 2,: →− , where ( )∞∞−= ,R , will be called strongly 

invariant on the segment [ ]Τ− ,h  towards the problem (3)–(5), if for any ( ) ( )tDtz ∈0 , 0≤≤− th , and 

( ) Uu ∈⋅  the inclusion ( ) ( )tDtz ∈ holds for all ,0 Tt ≤<  where  - corresponding norm, ( )⋅z  - 
corresponding solution of the problem (3)–(5) [21-23]. 

Definition 2. A multivalued mapping [ ] RThD 2,: →− , where ( )∞∞−= ,R , will be called weakly 

invariant on the segment [ ]Th,−  towards the problem (3)–(5), if for any ( ) ( )tDtz ∈0 , 0≤≤− th  there 

is control ( ) Uu ∈⋅ such that ( ) ( )tDtz ∈  for all Tt ≤<0 , where  - corresponding norm, ( )⋅z  - 
corresponding solution of the problem (3)–(5). 

Statement of the problem 
This work studies the weak and strong invariance of the constant multivalued mapping of the next 

view  
 ( ) [ ] TthbtD ≤≤−= ,,0 , 

where b  - positive constant. 
Our further objective is to find the connection between parameters ρ,,bT  and iλ  so that to provide 

the weak or strong invariance of the multivalued mapping ( )tD , [ ]Tht ,−∈  towards the problem (3)–(5). 
3. Main results. 
А) Let ( ) ( )

rHtztz = , Tt ≤≤0 and  
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Assertion. For any function ( ) Uu ∈⋅  the next inequality holds: 
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The proof of the assertion follows from the next correlations: 
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Theorem 1. If the follow condition is satisfied 
 ( )b11 −≤ λρ , (7) 

then the multivalued mapping ( ) [ ]btD ,0= , [ ]Tht ,−∈  is strongly invariant on the segment [ ]Th,−  
towards the problem (3)-(5), for any 0>T . 

Proof. Let ( )tz0 with ( ) btzc
rH ≤0 , 0≤≤− th , and ( )tu  with ( ) ρ≤

rHtu , ht ≤≤0 , be 

arbitrary functions. Substituting these functions in the equation (3), we have solution of the problem (3)–
(5) on the segment [ ]h,0  in the next view (6) 
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If we introduce denotation ( ) ( ) ( ) ,...2,1,0 =+−= ∫
Ω∂

kdxuhzf kkk ϕτττ , then for the function ( )⋅f , with 

the Fourier coefficients ( )⋅kf , we have 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .00 ρτττττ +≤+−≤+−= buhzuhzf
rrrr HHHH  (8) 

Hence,  

 ( ) ( ) ( ) +

=














+= −

∞

=

−−−
∞

=
∑∫∑

202

1

2

0

0

1

2
k

t

k

r
k

t

k
t

k
t

k

r
kH zedfezetz kkk

r

λτλλ λττλ  

 ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫





















+ −−−−−

t t

k
t

k
t

k
t fedfeze kkk

0

2

0

02 τττ τλτλλ . 

From here, using the Cauchy– Bunyakovskii inequality, assertion and inequality (8), we have  
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Then we have ( ) b=0χ , ( ) ( ) ( )ρλρλχ λλλ ++−=++−=′ −−− bbebebet ttt
11 111 . It follows that when 

fulfilling condition of the theorem 1, ( ) 0≤′ tχ , i.e. the function ( )tχ  is nonincreasing. Thus, observing 
( ) 0>tχ , we have ( ) btz

rH ≤ , ht ≤≤0 . 

Now, by similar reasoning for the time interval [ ]hh 2,  we have ( ) btz
rH ≤ . It is seen from here that 

continuing this process it is possible to reach for any number 0>T : 

 ( ) Ttbtz
rH ≤≤≤ 0, . 

By this, the theorem 1 is proved. 
Theorem 2. If λ1 ≥ 1, then the multivalued mapping D(t) = [0,b] is weakly invariant on the segment  

[–h, T]towards the problem (3)-(5), where T is any positive number.  
Proof. Let 11 ≥λ . Let’s show that the set [ ]bW ,0=  is weakly invariant towards the problem (3)-(5). 

Assume that ( )⋅0z  is arbitrary function from X , let ( ) 0=⋅u . Then from presentation of the solution (6) of 
the problem (3)-(5) we have 
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Here, the next inequality and assertion are used: 
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( ) ( ) ( ) 01,10 11 ≤−=′= − tet λλχχ . 
Hence, ( ) 10 ≤< tχ . From here and from )9(  we obtain ( ) btz

rH ≤ , ht ≤≤0 . Sequentially using 

the same reasoning, if necessary, to the time intervals ])1(,[ hjjh + , ,2,1=j  we come to the fact that 
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rH ≤ , at Tth ≤≤− . The theorem 2 is proved. 
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rH ≤≤= 0, , and 
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where ht ≤≤0  and ,1,0,1−=i . 

Theorem 3. If ( )b11 −≤ λρ , then the multivalued mapping ( ) [ ]btD ,0=  is strongly invariant on the 
segment [ ]Th,−  towards the problem (3)-(5), where Τ  is any positive number. 

Proof. Let ( )⋅0z  be any element of the set X , satisfying the condition ( ) ( )tDz
rH ∈⋅0 , i.e. 

( ) bz
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Using the Cauchy– Bunyakovskii inequality and definition of control domain U , it is possible to 
show that 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∫ ∫ ∫
∞

=

−

Ω∂

−−−− +








 −
≤














+−

1

2
2

1

2

0 0
0

11

k

tt t

k
t

k
tr

k bedxduedtze kk ρ
λ

τϕτττλ
λ

τλτλ  

After simple calculations from (10) we obtain  
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Let’s introduce the following function 
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Note that ( ) b=0ξ . As ( ) ( ) tebbt 11
λρλξ −++−=′ , therefore under the condition ( )b11 −≤ λρ , we 

have ( ) 0≤′ tξ . Thus, from (5) we obtain that for all ],0[ ht∈  the inequality ( ) btz
rH ≤  holds.  

Accepting ( )hz as a new initial position of the considered system for the time interval, [ ]hh 2,  we have  
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Similarly, to the previous step it is possible to obtain the next evaluation  

 ( ) htbhtz
rH ≤≤≤+ 0, . 

Repeating the same reasoning we obtain that ( ) btz
rH ≤ , Tth ≤≤− .  

The theorem 3 is proved. 
4. Conclusions. Many scientists have studied the conditions of strong and weak invariance of sets 

with respect to differential inclusion. This work continues these studies for systems with distributed 
parameters. The question of the strong and weak invariance of a multivalued mapping with respect to the 
heat equation with boundary control is considered. The results obtained are useful for specialists in control 
theory and differential games described by equations with distributed parameters. 
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КІДІРУЛЕР ОРЫН АЛАТЫН ЖЫЛУӨТКІЗГІШТІК ЕСЕБІНДЕ  

ИНВАРИАНТТЫ КӨПМӘНДІ БЕЙНЕЛЕУ ТУРАЛЫ 
 
Аннотация. Қазіргі таңдағы күрделі, өту ағыны жылдам және энергосыйымдылықты үрдістерді басқару 

теориясының заманауи жетістіктері мен ғылыми-техникалық ілгерілеусіз іске асыру мүмкін емес. Көптеген 
нақты басқару нысандарын таралған параметрлі жүйелер ретінде қарастыруға болындығы белгілі, бұл ретте 
басқару параметрлері теңдеудің оң жағында немесе шекаралық шарт түрінде орналасуы мүмкін. Соңғы 
уақытта өндірістік және технологиялық үрдістерді автоматтандыруға барынша маңызды мән беріліп отыр, ал 
таралған параметрлі теңдеулер жүйесі – бұл үрдістердің математикалық модельдері болып табылады. 

Басқару есептерін зерттеудің жаңа әдістерін құруда төмендегі сапалық сипаттағы сұрақтарға жауап беру 
қажет болады:  

а) берілген G жиыны күшсіз (немесе күшті) инвариантты ма, яғни қаралып жатқан басқарылатын 
жүйенің G жиындағы кез келген бастапқы нүктесі үшін, еш болмағанда бір траектория табыла ма? Бұл 
траектория берілген нүктеден шығып G жиында толық жата ма?  

б) қаралып жатқан басқарылатын жүйеге күшсіз инвариантты G жиынның бос емес ішкі жиыны бар ма? 
Сонымен қатар мынадай есеп туындайды: G жиынның тіршілік ядросын құру есебі, немесе қауіпсіз 

аймақ құру, яғни қаралып жатқан басқару жиынына қатысты күшсіз инвариантты G жиынның ең үлкен ішкі 
жиынын табу. Айта кетейік, осы мәселе бойынша көптеген зерттеулер негізінен жинақталған параметрлі 
басқару жүйелеріне арналған. Ұынылып отырған жұмыста үдерістің үлгісін сипаттауда, нақты жағдайларда 
ақпараттың кешігіп келуі арнайы қосынды арқылы есепке алынады. Әдетте басқару параметрлері еркін 
болмайды, сондықтан оларға әртүрлі геометриялық және интегралдық шектеулер қойылады. Осы 
шектеулерден басқа басқару функциясы анықталған функционалдық кеңістіктен алынады. 

Бұл жұмыста кідірулер орын алатын шекаралық басқарумен берілген жылуөткізгіштік теңдеуіне сәйкес 
тұрақты көпмәнді бейнелеулердің әлді және әлсіз инварианттылығы туралы мәселе қаралған. Кідірулер орын 
алатын аргументті шекаралық және бастапқы шарттарда жылу алмасуды басқару есебі үшін осы көпмәнді 
бейнелеулердің әлді және әлсіз инвариантты болуына жеткілікті шарттар алынған. Таралған көрсеткіштері 
бар жүйеге қатысты «инвариантты жиын» ұғымынан пайдаланылған. Оның физикалық мағынасы объектіні 
басқару арқылы ниет еткен жай-күйде мүмкіндігінше ұзақ «ұстап тұру». Бұл ретте, объектіні ұстап тұру 
геометриялық тұрғыдан емес, объектінің көлеміне қарай орташа мәнді ұстап тұру деген ұғыммен 
түсіндіріледі. Объектіні ниет еткен жай-күйде ұстап тұру үшін кейбір жағдайларда жеткілікті шарттар 
ұсынылады. Теңдеулерді шешу үшін алдымен эллиптикалық оператордың мен оператордың өзіне-өзі 
түйіндеске дейін анықтау аймағы кеңейтіледі, содан кейін осы оператордың энергетикалық кеңістігіне 
жататын шешімнің болуы қарастырылады. Бұл ретте, кеңейтілген оператордың толық жүйені және 
оператордың энергетикалық кеңістігінде және әрбір кеңістікте құрайтын жалпыланған меншікті сандары мен 
жалпыланған меншікті функциялары бар факт пайдаланылады. Бұл жағдайда шешім жалпылама деп 
қарастырылады, яғни шешім коэффициенттері шексіз жай дифференциалдық теңдеулерді қанағаттан-
дыратын Фурье қатары түрінде беріледі. Тап осы дифференциалдық теңдеулер жүйесінде басқару 
параметрлері кездеседі. Сондықтан, шешімді алу үшін Фурье әдісі, ал бастапқы есепті басқаруда Фурье 
коэффициенттері қолданылады. 
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Бұл мәселені қарастырудағы маңызды сәт, басқару элементтері аймақтың шекарасында орналасқан. Бұл 
ретте басқару аймағы дөңес ықшам көп қырлы, ал шектеу аймағы мен терминалдық көп - жартылай 
кеңістіктер болып табылады. Бұл белгілі бір жағдайларда алынған нәтижелерді практикалық есептерді 
шешуде қолдануға мүмкіндік береді. 

Түйін сөздер: инвариантты жиындар, басқару, көпмәнді бейнелеу, таралған параметрлі жүйелерді 
басқару, кідіру. 
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ОБ ОДНОМ ИНВАРИАНТНОМ МНОГОЗНАЧНОМ ОТОБРАЖЕНИИ  
В ЗАДАЧЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

 
Аннотация. Современные сложные, быстро протекающие и энергоемкие процессы невозможно 

реализовать без дополнения их современными достижениями теории управления и научно-технического 
прогресса. Как известно, многие реальные управляемые объекты можно рассматривать как объекты с 
распределенными параметрами, в которых управляющие параметры могут находиться как в правой части 
уравнения, так и в граничных условиях. В последнее время всевозрастающее значение придается 
автоматизации производственных и технологических процессов, математическими моделями которых 
являются системы уравнений с распределенными параметрами. При разработке новых методов исследования 
задач управления следует ответить на следующие вопросы качественного характера: 

а) является ли множество G сильно (или слабо) инвариантным, т.е. для любой начальной точки из G 
существует ли хотя бы одна траектория (все траектории) рассматриваемой управляемой системы, выходящая 
из данной точки, определенная на бесконечном интервале времени и целиком лежащая в G? 

б) существует ли хотя бы одно непустое подмножество множества G, слабо инвариантное относительно 
данной управляемой системы? 

Кроме того, возникают задачи: задача построения ядра живучести G, или то же самое безопасной зоны, 
т.е. максимального подмножества множества G, слабо (или сильно) инвариантного относительно 
рассматриваемой управляемой системы. Отметим, что почти все исследования по этой проблеме посвящены 
управляемым системам со сосредоточенными параметрами. В предлагаемой работе в описании модели 
процесса с помощью специального слагаемого учитывается то, что в реальных ситуациях все информация 
поступает с запаздыванием. Так как управляющие параметры не бывают произвольными, поэтому на них 
налагаются различные ограничения в виде геометрических и интегральных. Кроме этих ограничений, 
управляющие функции берутся из определенного функционального пространства.  

В данной работе рассмотрен вопрос о сильной и слабой инвариантности постоянного многозначного 
отображения относительно уравнения теплопроводности с граничным управлением при наличии 
запаздывания. Для задачи управления теплообмена с запаздывающим аргументом с граничными и 
начальными условиями получены достаточные условия для сильной и слабой инвариантности данного 
многозначного отображения. Применено понятие – «инвариантные множества» относительно системы с 
распределенными параметрами, физический смысл которых заключается в том, что бы по возможности 
дольше «удержать» объект в желаемом состоянии с помощью управления им. При этом, здесь под 
удержанием объекта понимается не в геометрическом смысле, а в смысле удержания усредненного значения 
относительно объема объекта. Предложены необходимые условия для удержания объекта в желаемых 
состояниях. Для решения уравнений сначала расширяется область определения эллиптического оператора и 
самого оператора до самосопряженного, и затем рассматривается существования решения, принадлежащего 
энергетическому пространству данного оператора. При этом используется тот факт, что расширенный 
оператор имеет обобщенные собственные числа и обобщенные собственные функции, составляющие полную 
систему и в энергетическом пространстве оператора, и в каждом пространстве. В данном случае в качестве 
решения понимается обобщенное, потому что оно представляется в виде ряда Фурье, коэффициенты 
которого удовлетворяют бесконечным обыкновенным дифференциальным уравнениям. Как раз в этой 
системе дифференциальных уравнений присутствует управляющий параметр. Так что для получения 
решения применяется метод Фурье, а управление исходной задачи осуществляется через коэффициенты 
Фурье. 

Существенным моментом рассмотрения данной задачи является то, что управления находятся на 
границе области. При этом область управления является выпуклым компактным многогранником, а область 
ограничения и терминальное множество - полупространствами. Это, в определенных условиях, позволяет 
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использовать возможность применения полученных результатов при решении практических задач. 
Ключевые слова: инвариантное множество, управление, многозначное отображение, управление 

системами с распределенными параметрами, запаздывание. 
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