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NAS RK is pleased to announce that News of NAS RK. Series physico-mathematical journal 
has been accepted for indexing in the Emerging Sources Citation Index, a new edition of Web of 
Science. Content in this index is under consideration by Clarivate Analytics to be accepted in the 
Science Citation Index Expanded, the Social Sciences Citation Index, and the Arts & Humanities 
Citation  Index.  The  quality  and  depth  of  content  Web  of  Science  offers  to  researchers,  
authors, publishers, and institutions sets it apart from other research databases. The inclusion of 
News of NAS RK. Series of chemistry and technologies in the Emerging Sources Citation Index 
demonstrates our  dedication  to  providing  the  most  relevant  and  influential  content  of  chemical  
sciences  to  our community.

Қазақстан Республикасы Ұлттық ғылым академиясы «ҚР ҰҒА Хабарлары. Физика-
лық-математикалық  сериясы»  ғылыми  журналының  Web  of  Science-тің  жаңаланған  
нұсқасы Emerging   Sources   Citation   Index-me   индекстелуге   қабылданғанын   хабар-
лайды.   Бұл индекстелу барысында Clarivate Analytics компаниясы журналды одан әрі the 
Science Citation Index Expanded, the Social Sciences Citation Index және the Arts & Humanities 
Citation lndex-ке қабылдау  мәселесін  қарастыруда.  Webof  Science  зерттеушілер,  ав-
торлар,  баспашылар мен  мекемелерге  контент  тереңдігі  мен  сапасын  усынады.  ҚР  
ҰҒА  Хабарлары.  Химия және технология сериясы Emerging Sources Citation lndex-ке енуі 
біздің қоғамдастық үшін ең өзекті және беделді химиялық ғылымдар бойынша контентке 
адалдығымызды білдіреді.

HAH  PK  сообщает,  что  научный    журнал  «Известия    HAH  PK.  Серия  физико-ма-
тематическая»  был  принят  для  индексирования  в  Emerging  Sources  Citation  Index, 
обновленной  версии  Web  of  Science.  Содержание  в  этом  индексировании  находится  в 
стадии рассмотрения компанией Clarivate Analytics для дальнейшего принятия журнала в 
the Science Citation Index Expanded, the Social Sciences Citation Index и the Arts & Humanities 
Citation Index. Web of Science предлагает качество и глубину контента для исследова-
телей, авторов,  издателей  и  учреждений.  Включение  Известия  HAH  PK  в  Emerging  
Sources Citation   Index   демонстрирует   нашу   приверженность   к   наиболее   актуаль-
ному   и влиятельному контенту по химическим наукам для нашего сообщества.
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NAS RK is pleased to announce that News of NAS RK. Series of geology and technical sciences 
scientific journal has been accepted for indexing in the Emerging Sources Citation Index, a new 
edition of Web of Science. Content in this index is under consideration by Clarivate Analytics to be 
accepted in the Science Citation Index Expanded, the Social Sciences Citation Index, and the Arts 
& Humanities Citation Index. The quality and depth of content Web of Science offers to researchers, 
authors, publishers, and institutions sets it apart from other research  databases.  The  inclusion  of 
News  of  NAS  RK.  Series  of  geology  and  technical sciences in the Emerging Sources Citation 
Index demonstrates our dedication to providing the most relevant and influential content of geology 
and engineering sciences to our community.

Қазақстан Республикасы Ұлттық ғылым академиясы «ҚР ҰҒА Хабарлары. Геология және 
техникалық ғылымдар сериясы» ғылыми журналының Web of Science-тің жаңаланған 
нұсқасы Emerging Sources Citation Index-те индекстелуге қабылданғанын хабарлайды. Бұл 
индекстелу барысында Clarivate Analytics компаниясы журналды одан әрі the Science Citation 
Index Expanded, the Social Sciences Citation Index және the Arts & Humanities Citation Index-ке 
қабылдау мәселесін қарастыруда. Webof Science зерттеушілер, авторлар, баспашылар мен 
мекемелерге контент тереңдігі мен сапасын ұсынады. ҚР ҰҒА Хабарлары. Геология және 
техникалық ғылымдар сериясы Emerging Sources Citation Index-ке енуі біздің қоғамдастық 
үшін ең өзекті және беделді геология және техникалық ғылымдар бойынша контентке 
адалдығымызды білдіреді.

НАН РК сообщает, что научный журнал «Известия НАН РК. Серия геологии и технических 
наук» был принят для индексирования в Emerging Sources Citation Index, обновленной версии 
Web of Science. Содержание в этом индексировании находится в стадии рассмотрения 
компанией Clarivate Analytics для дальнейшего принятия журнала в the Science Citation Index 
Expanded, the Social Sciences Citation Index и the Arts & Humanities Citation Index. Web of 
Science предлагает качество   и  глубину   контента   для   исследователей,  авторов,  
издателей  и  учреждений. Включение Известия НАН РК. Серия геологии и технических 
наук в Emerging Sources Citation Index демонстрирует нашу приверженность к наиболее 
актуальному и влиятельному контенту по геологии и техническим наукам для нашего 
сообщества.
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Бас редактор:
МҰТАНОВ Ғалымқайыр Мұтанұлы, техника ғылымдарының докторы, профессор, ҚР ҰҒА 

академигі, ҚР БҒМ ҒК «Ақпараттық және есептеу технологиялары институты» бас директорының 
м.а. (Алматы, Қазақстан)  Н=5

Редакция алқасы:
ҚАЛИМОЛДАЕВ  Мақсат  Нұрәділұлы  (бас  редактордың  орынбасары),  физика-математика 

ғылымдарының  докторы,  профессор,  ҚР  ҰҒА  академигі,  ҚР  БҒМ  ҒК  «Ақпараттық  және  есептеу 
технологиялары институты» бас директорының кеңесшісі, зертхана меңгерушісі (Алматы, Қазақстан) 
Н=7

БАЙГУНЧЕКОВ Жұмаділ Жаңабайұлы (бас редактордың орынбасары), техника ғылымдары-
ның докторы, профессор, ҚР ҰҒА академигі, Кибернетика және ақпараттық технологиялар институты, 
Сатпаев  университетінің  Қолданбалы  механика  және  инженерлік  графика  кафедрасы,  (Алматы, 
Қазақстан) Н=3

ВОЙЧИК  Вальдемар,  техника  ғылымдарының  докторы  (физика),  Люблин  технологиялық 
университетінің профессоры (Люблин, Польша) H=23

БОШКАЕВ Қуантай Авғазыұлы, Ph.D. Теориялық және ядролық физика кафедрасының доценті, 
әл-Фараби  атындағы Қазақ ұлттық университеті (Алматы, Қазақстан) Н-10

QUEVEDO Hemando, профессор, Ядролық ғылымдар институты (Мехико, Мексика) Н=28
ЖҮСІПОВ Марат Абжанұлы,  физика-математика  ғылымдарының  докторы,  теориялық  және 

ядролық  физика  кафедрасының  профессоры,  әл-Фараби    атындағы  Қазақ  ұлттық  университеті 
(Алматы, Қазақстан) Н=7

КОВАЛЕВ Александр Михайлович, физика-математика ғылымдарының докторы, Украина ҰҒА 
академигі, Қолданбалы математика және механика институты (Донецк, Украина) Н=5

МИХАЛЕВИЧ  Александр  Александрович,  техника  ғылымдарының  докторы,  профессор, 
Беларусь ҰҒА академигі (Минск, Беларусь) Н=2

РАМАЗАНОВ Тілекқабыл Сәбитұлы, физика-математика ғылымдарының докторы, профессор, 
ҚР  ҰҒА  академигі,  әл-Фараби    атындағы  Қазақ  ұлттық  университетінің  ғылыми-инновациялық 
қызмет жөніндегі проректоры, (Алматы, Қазақстан) Н=26

ТАКИБАЕВ  Нұрғали  Жабағаұлы,  физика-математика  ғылымдарының  докторы,  профессор, 
ҚР ҰҒА академигі, әл-Фараби  атындағы Қазақ ұлттық университеті (Алматы, Қазақстан) Н=5

ТИГИНЯНУ Ион Михайлович, физика-математика ғылымдарының докторы, академик, Молдова 
ғылым Академиясының президенті, Молдова техникалық университеті (Кишинев, Молдова) Н=42

ХАРИН  Станислав  Николаевич,  физика-математика  ғылымдарының  докторы,  профессор, ҚР 
ҰҒА академигі, Қазақстан-Британ техникалық университеті (Алматы, Қазақстан) Н=10

ДАВЛЕТОВ  Асқар  Ербуланович, физика-математика  ғылымдарының  докторы,  профессор, 
әл-Фараби  атындағы Қазақ ұлттық университеті (Алматы, Қазақстан) Н=12

КАЛАНДРА  Пьетро,  Ph.D  (физика),  Наноқұрылымды  материалдарды  зерттеу  институтының 
профессоры (Рим, Италия) H=26

«ҚР ҰҒА Хабарлары. 
Физика-математикалық сериясы».
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Меншіктеуші:  «Қазақстан  Республикасының  Ұлттық  ғылым  академиясы»  РҚБ  (Алматы  қ.). Қазақстан  
Республикасының  Ақпарат  және  қоғамдық  даму  министрлiгiнің  Ақпарат  комитетінде 14.02.2018 ж. берілген 
No 16906-Ж мерзімдік басылым тіркеуіне қойылу туралы куәлік.
Тақырыптық  бағыты:   математика,   информатика,   механика,   физика,   ғарыштық   зерттеулер, астрономия, 
ионосфера.
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Тиражы: 300 дана.
Редакцияның мекен-жайы:  050010, Алматы қ., Шевченко көш., 28, 219 бөл., тел.: 272-13-19
http://www.physico-mathematical.kz/index.php/en/

© Қазақстан Республикасының Ұлттық ғылым академиясы, 2021

Типографияның мекен-жайы:  «Аруна» ЖК, Алматы қ., Мұратбаев көш., 75.
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наук, профессор, академик НАН РК, Институт кибернетики и информационных технологий, кафедра 
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им. аль-Фараби (Алматы, Казахстан) Н=26
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Editor   in   chief:
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MIKHALEVICH Alexander Alexandrovich, Doctor of Technical Sciences, Professor, Academician of 
NAS of Belarus (Minsk, Belarus) Н=2
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MUTUAL REDUCTION OF LINEAR MULTIPERIODIC SYSTEMS OF EQUATIONS WITH 
DIFFERENTIATION OPERATORS

Abstract. One important method for simplifying problems in the theory of differential equations is the 
reducibility of the systems under consideration to systems of a simpler form, in the sense of the solvability of 
the problems posed. It is known that the basis of the reducibility theory was laid by A.M. Lyapunov [1] and was 
developed by N.P. Erugin [2], which is attractively covered in [3]. A special place is occupied by questions of 
reducibility of linear systems with periodic and multi-frequency periodic coefficients to systems with constant 
coefficients. In this direction, there are both well researched sections and poorly researched problems. In our 
opinion, one of the reasons for the poor research of these problems is the lack of a general approach to the 
issue of reducibility. For example, consider a linear homogeneous system of ordinary differential equations 
with continuous periodic coefficients. By averaging over the independent variable, we obtain a system with 
constant coefficients. The question arises: is the original system reducible to the resulting system? Obviously 
there will be no answer.

We will be in the same position if we pose the question of the mutual reducibility of two linear systems with 
continuous periodic coefficients, although they are separately reducible to systems with constant coefficients. 
The situation is even worse for the mutual reducibility of two linear systems with multifrequency oscillatory 
coefficients, the reducibility of which to systems with constant coefficients has not yet been resolved. The 
last question can be investigated by passing to systems of partial differential equations with multiperiodic 
coefficients and with a linear homogeneous operator of differentiation in the directions of vector fields [4-7], 
[10-12].

This article is devoted to the study of the problem of mutual reducibility of linear homogeneous systems 
with multiperiodic coefficients, where a system with a differentiation operator along the direction of the main 
diagonal is first considered, and then the results of this particular case are generalized to the general case. 
Thus, on the basis of multiperiodic transformation matrices, a connection is established between mutually 
reducible systems that have similar monodromy matrices in a certain generalized sense.

Key words: reducibility, mutual reducibility, systems, operator of differentiation, differentiation along the 
diagonal, multiperiodicity, matricant, monodromy.

Introduction. Mutual reducibility of systems with differentiation operator by diagonal.
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multifrequency oscillatory coefficients, the reducibility of which to systems with constant coefficients has
not yet been resolved. The last question can be investigated by passing to systems of partial differential
equations with multiperiodic coefficients and with a linear homogeneous operator of differentiation in the
directions of vector fields [4-7], [10-12].

This article is devoted to the study of the problem of mutual reducibility of linear homogeneous 
systems with multiperiodic coefficients, where a system with a differentiation operator along the direction
of the main diagonal is first considered, and then the results of this particular case are generalized to the
general case. Thus, on the basis of multiperiodic transformation matrices, a connection is established
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1. Mutual reducibility of systems with differentiation operator by diagonal
We consider linear systems with multiperiodic coefficients and a differentiation operator
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 (*) along the main diagonal  mtt ...1  of the space of variables 

    m
m RRRRRttt  ...,...,,, 1  in the form 

   xtPDx , ,    (1.1) 
   ytQDy , ,            (1.2) 

where  tPP ,  and  tQQ ,  are continuous multiperiodic with periods    m ,...,, 1  by 
  mRRt ,  and continuously differentiable by   m

m Rttt  ,...,1  n - functions: 
       me

t RRCtPtP  ,0
,,,  , (1.3)

       me
t RRCtQtQ  ,0

,,,  . (1.4)
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arises: is the original system reducible to the resulting system? Obviously there will be no answer.
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systems with continuous periodic coefficients, although they are separately reducible to systems with
constant coefficients. The situation is even worse for the mutual reducibility of two linear systems with
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not yet been resolved. The last question can be investigated by passing to systems of partial differential
equations with multiperiodic coefficients and with a linear homogeneous operator of differentiation in the
directions of vector fields [4-7], [10-12].

This article is devoted to the study of the problem of mutual reducibility of linear homogeneous 
systems with multiperiodic coefficients, where a system with a differentiation operator along the direction
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1. Mutual reducibility of systems with differentiation operator by diagonal
We consider linear systems with multiperiodic coefficients and a differentiation operator
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(*) along the main diagonal  mtt ...1 of the space of variables

    m
m RRRRRttt  ...,...,,, 1 in the form

 xtPDx , ,  (1.1)
 ytQDy , , (1.2)

where  tPP , and  tQQ , are continuous multiperiodic with periods    m ,...,, 1 by
  mRRt ,  and continuously differentiable by   m

m Rttt  ,...,1 n - functions:
                 me

t RRCtPtP  ,0
,,,  ,           (1.3) 

                 me
t RRCtQtQ  ,0

,,,  .                  (1.4) 

Here we used the notation:  1,...,1e  is m -vector, 

















mttt
,...,

1

 is  vector operator,   is  the sign 

of the scalar product,   ,R  is the number axis, the periods m ,...,, 10  are rationally 
incommensurable,    me

t RRC ,0
, is class of vector-matrix functions  nxxx ,...,1 of order 

   1,...,1,0,0 e , smooth by   mRRt , ,  1,...,1e  is m -vector.
Systems (1.1) and (1.2) are called mutually reducible if there exists a non-singular smooth 

multiperiodic n -matrix  tTT ,  with the same periods   ,  such that the linear change 
 ytTx ,                                                                (1.5) 

leads to one another of systems (1.1) and ( 1.2). 
Thus, the matrix  tT ,  must satisfy the conditions: 

    ,0,det tT           ,, ,0
,

me
t RRCtTtT    (1.6) 

Let us pose the problem of establishing the condition for the mutual reducibility of systems (1.1) - 
(1.2) with properties (1.3) - (1.4) on the basis of transformation (1.5) with properties (1.6). 

 Obviously, applying the operator D  to relation (1.5), we have 
DyTyDTDx  .                                                     (1.5’) 

Putting (1.5) and (1.5’) into equation (1.1) by virtue of equation (1.2), we obtain the matrix 
equation 

   tTQTtPDT ,,        (1.7) 
for determining the matrix T . 

Let      tUtU ,,  and      tVtV ,,  be the matricants of systems (1.1) and (1.2) 
respectively: 

     tUtPtDU ,,,   ,   EtU ,0 ,   (1.8) 
     tVtQtDV ,,,   ,   EtV ,0 ,  (1.9) 

where E  is the identity matrix. 
Then these systems have matrix solutions 

      etXtUtX  0,, ,   (1.10) 
                  etYtVtY  0,, ,    (1.11) 

with initial  - periodic smooth matrices 
       me

t RCtXtX  00  ,   0det 0 tX ,     (1.100) 
        me

t RCtYtY  00  ,   0det 0 tY .       (1.110) 
Note that the non-singularity of the initial matrices  tX 0  and  tY0  is additionally assumed, since 

we are investigating non-singular solutions  tT ,  of the matrix equation (1.7) satisfying conditions (1.6). 
By virtue of conditions (1.8), (1.9), (1.10), (1.11) and (1.100), (1.110), the general solution  tT ,  

of equation (1.7) has the form 
                          etYetYetXtUtT   11

00,, ,  (1.12) 
with the initial condition 

                  tTtYtXtT 000,0  .  (1.120) 
It's obvious that 

  0,det tT  ,   mRRt , ,
since,   0,det tU  ,   0,det tV   and   0det 0 tT .

It is also clear what  tT ,  is  -periodic by t : 
    tTtT ,,   ,   ., mRRt            (1.13) 

Property (1.13) follows from the analogous properties of the factors of matrix (1.12). 
Now let us establish the condition for the matrix  tT ,  to be  -periodic by  .  
Since  tU ,  and  tV ,  have the properties 

      etUtUtU  ,,, ,     (1.14)
      etVtVtV  ,,, (1.15)

substituting (1.12) into equality (1.6), taking into account (1.14) and (1.15), we obtain
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Obviously, applying the operator D to relation (1.5), we have
DyTyDTDx  . (1.5’)

Putting (1.5) and (1.5’) into equation (1.1) by virtue of equation (1.2), we obtain the matrix
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for determining the matrix T .
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respectively:
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where E is the identity matrix.
Then these systems have matrix solutions
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t RCtYtY  00  ,   0det 0 tY . (1.110)
Note that the non-singularity of the initial matrices  tX 0 and  tY0 is additionally assumed, since

we are investigating non-singular solutions  tT , of the matrix equation (1.7) satisfying conditions (1.6).
By virtue of conditions (1.8), (1.9), (1.10), (1.11) and (1.100), (1.110), the general solution  tT ,

of equation (1.7) has the form
          etYetYetXtUtT   11

00,, , (1.12)
with the initial condition

       tTtYtXtT 000,0  . (1.120)
It's obvious that

  0,det tT  ,   mRRt , ,
since,   0,det tU  ,   0,det tV  and   0det 0 tT .

It is also clear what  tT , is  -periodic by t :
   tTtT ,,   ,   ., mRRt  (1.13)

Property (1.13) follows from the analogous properties of the factors of matrix (1.12).
Now let us establish the condition for the matrix  tT , to be  -periodic by  . 
Since  tU , and  tV , have the properties

      etUtUtU  ,,, ,         (1.14) 
         etVtVtV  ,,,             (1.15) 

substituting (1.12) into equality (1.6), taking into account (1.14) and (1.15), we obtain 
               tVetTtUtVetVeetTetUtU ,,,,,, 1

0
11

0    .
Hence, for the initial matrix (1.120), we obtain the condition 

           etVetTeetTetU  ,, 00 ,                                (1.16) 
ensuring the -periodicity of solution (1.12) by R . 

The matrices  tU ,  and  tV ,  are called monodromy matrices of systems (1.1) and (1.2) by 
R .  

 We write condition (1.16) 
       tVetTtUtT ,, 1

00   .    (1.17) 
Thus, the theorem is proved. 
Theorem 1. Under conditions (1.3) and (1.4), the multiperiodic systems (1.1) and (1.2) are 

mutually reducible if and only if there is a matrix        me
t RCtTtT  00  , satisfying condition (1.17). 

Note that if the monodromy matrices  tU ,  and  tV ,  are related to the similarity condition 
            1,,  CtCVtU                                                         (1.18) 

with a nonsingular constant matrix C , then condition (1.17) is satisfied at CT 0 . 
In particular, when EC    is a unit matrix, then from (1.18) we have 

   tVtU ,,    and ET 0 .      (1.19) 
Consequently, condition (1.19) guarantees the mutual reducibility of two systems of type (1.1) and 

(1.2) with properties (1.3) and (1.4) using transformation (1.5) with conditions (1.6).  
If conditions (1.17) can be represented in the form 

        etTtVtTtU  1
00 ,, ,                                                (1.20)

then (1.20) resembles the similarity formula for the monodromy matrices U  and V  of systems (1.1) and 
(1.2) with the similarity matrix  tT0 , where the inverse matrix  1T  has arguments  et   with a 
delay of the period   by  . 

In particular, the systems are  -periodic by all variables, then, due to the  -periodicity of the 
similarity matrix  tT  from (1.20) we obtain the similarity formula for two monodromy matrices: 

             tTtVtTtU 1
00 ,,   .   

Then we can formulate a corollary to Theorem 1. 
Corollary 1. Under conditions (1.3) and (1.4), the systems (1.1) and (1.2) with a common period 

m  ...1  are mutually reducible if and only if their monodromy matrices are similar. 
As we see, relation (1.20) generalizes the concept of the similarity of two variable matrices. 

Consequently, it can be taken as a generalized concept of similarity with a matrix  tT0  with arguments 
delayed by  . 

2. Mutual reducibility of systems with a multiperiodic differentiation operator
Consider the systems

 xtPDx , ,      (2.1) 
 ytQDy ,   (2.2) 

with general linear differentiation operator 

 










m

k k
k t

taD
1

,


,    (**) 

where the matrices,  tP , ,  tQ ,  and the vector function       tatata m ,,...,,, 1    have the 
properties of   , - periodicity, continuity and smoothness of the order  e,0  by   mRRt , ,

 1,...,1e  is a vector. The class of such vector-matrix functions was briefly denoted by    me RRC ,0
, .

Hence, 
      me RRCta  ,0

,,  ,      me RRCtP  ,0
,,  ,      me RRCtQ  ,0

,,  .      (2.3) 
Let us pose the problem of the mutual (one to the other) reducibility of systems (2.1) and (2.2) 

under condition (2.3) on the basis of the non-singular linear transformation 
                                                                             ytTx ,                  (2.4)
with a matrix  tT , , possessing properties
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      0,det tT  ,   mRRt , ;      me RRCtT  ,1
,,  .    (2.5) 

Under the condition    me RRCa  ,0
, from relations (2.3), the operator D  admits the 

characteristic  tsh ,,  
    tshsa
ds

tsdh ,,,,, 
     (2.6) 

at Rs , satisfying the condition   tth ,,  and possessing the properties 
1о.      me

ts RRRCtsh  ,1,1
,,,,  , 

2o.    tshtsh ,,,,   , 
3o.    tshtsh ,,,,   ,                  (2.7) 
4o.     tshthsh ,,,,,, 00   ,
5o.   0,, tsDh  . 
Based on (2.3), (2.6) and (2.7) by the iteration method from the integral equations 

               



0

,,,,,,, dstshsUtshsPEtU ,   (2.8) 

                



0

,,,,,,, dstshsVtshsQEtV ,    (2.9) 

we have matricants  tU ,  and  tV ,  systems (2.1) and (2.2) by  , with respect to, which have the 
following properties: 
               tUtPtDU ,,,   ,   EtU ,0 , 

     tVtQtDV ,,,   ,   EtV ,0 ;  
      thUtUtU ,,,,,   ,                                                                                               (2.10) 
      thVtVtV ,,,,,   ; 
   tUtU ,,   , 
   tVtV ,,   . 

Note that properties (2.10) can be easily proved by virtue of relations (2.6) - (2.9). 
By virtue of (2.4), we have  

          DyTyDTDx  .          (2.4’) 
Putting (2.4), (2.4’) by virtue of (2.1) and (2.2), it is easy to obtain equation 

   tTQTtPDT ,,       (2.11) 
for determining the transformation matrix T . 

The solutions of the matrix equation (2.11) by virtue of (2.8)-(2.10) are defined in the form 
        tVthTtUtT ,,,0,, 1

0   ,             (2.12) 
moreover 

         tTtT 0,0  , 
where  tT0  is an arbitrary initial matrix with properties 

          0det 0 tT , mRt ;        me
t RCtTtT  00  .  (2.13) 

Now let's calculate the value of  tT ,  when   is shifted by  : 
           tVthTtUtT ,,,0,, 1

0   
               tVthVthTthUtU ,,,0,,,,,0,, 11

0 
              tVthVthTthUtU ,,,0,,,,,0,, 11

0   .             (2.14) 
Further, equating (2.14) with (2.12), we obtain condition 

            thVthTthUthT ,,0,,,,,0,,,0 1
00         (2.15) 

to ensure the  -periodicity of the solution  tT ,  by R . 
Thus, the transformation matrix  tT ,  has the property of  -periodicity by   of the form 

   tTtT ,,   , mRR ,

               tVetTtUtVetVeetTetUtU ,,,,,, 1
0

11
0    .

Hence, for the initial matrix (1.120), we obtain the condition
        etVetTeetTetU  ,, 00 ,  (1.16)

ensuring the -periodicity of solution (1.12) by R .
The matrices  tU , and  tV , are called monodromy matrices of systems (1.1) and (1.2) by

R .
We write condition (1.16) 

       tVetTtUtT ,, 1
00   .  (1.17)

Thus, the theorem is proved.
Theorem 1. Under conditions (1.3) and (1.4), the multiperiodic systems (1.1) and (1.2) are

mutually reducible if and only if there is a matrix        me
t RCtTtT  00  , satisfying condition (1.17).

Note that if the monodromy matrices  tU , and  tV , are related to the similarity condition
    1,,  CtCVtU  (1.18)

with a nonsingular constant matrix C , then condition (1.17) is satisfied at CT 0 .
In particular, when EC  is a unit matrix, then from (1.18) we have 

   tVtU ,,   and ET 0 . (1.19)
Consequently, condition (1.19) guarantees the mutual reducibility of two systems of type (1.1) and

(1.2) with properties (1.3) and (1.4) using transformation (1.5) with conditions (1.6). 
If conditions (1.17) can be represented in the form

        etTtVtTtU  1
00 ,, , (1.20)

then (1.20) resembles the similarity formula for the monodromy matrices U and V of systems (1.1) and
(1.2) with the similarity matrix  tT0 , where the inverse matrix  1T has arguments  et  with a
delay of the period  by  .

In particular, the systems are  -periodic by all variables, then, due to the  -periodicity of the 
similarity matrix  tT from (1.20) we obtain the similarity formula for two monodromy matrices:

       tTtVtTtU 1
00 ,,   .   

Then we can formulate a corollary to Theorem 1.
Corollary 1. Under conditions (1.3) and (1.4), the systems (1.1) and (1.2) with a common period

m  ...1 are mutually reducible if and only if their monodromy matrices are similar.
As we see, relation (1.20) generalizes the concept of the similarity of two variable matrices.

Consequently, it can be taken as a generalized concept of similarity with a matrix  tT0 with arguments
delayed by  .

2. Mutual reducibility of systems with a multiperiodic differentiation operator
Consider the systems

 xtPDx , ,  (2.1)
 ytQDy , (2.2)

with general linear differentiation operator

 










m

k k
k t

taD
1

,


,  (**)

where the matrices,  tP , ,  tQ , and the vector function       tatata m ,,...,,, 1   have the
properties of   , - periodicity, continuity and smoothness of the order  e,0 by   mRRt , , 

 1,...,1e is a vector. The class of such vector-matrix functions was briefly denoted by    me RRC ,0
, .

Hence,
     me RRCta  ,0

,,  ,      me RRCtP  ,0
,,  ,      me RRCtQ  ,0

,,  . (2.3)
Let us pose the problem of the mutual (one to the other) reducibility of systems (2.1) and (2.2)

under condition (2.3) on the basis of the non-singular linear transformation
 ytTx ,   (2.4) 

with a matrix  tT , , possessing properties 
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if and only if condition (2.15) is satisfied. So, all the conditions given in (2.5) are satisfied. 
We will formulate the obtained result on the solution of the problem posed in the form of the 

following theorem. 
Theorem 2. For the mutual reducibility of systems (2.1) and (2.2) with the differentiation operator 

(**) under conditions (2.3), it is necessary and sufficient that there exists the matrix  tT0  satisfying 
conditions (2.13) and (2.15). 

In particular, when 0 constca kk , then the characteristics kh  are determined by relations of 
the form 

   scttsh kkk   ,, , mk ,1 . 
Hence, 

           sctscttshtshtsh mmm   ,...,,,,...,,,,, 111 . 
The differentiation operator D  has the form 

c

m

k k
k D

t
c

t
cD 
















 


,
1


,  mccc ,...,1 .   (2.16) 

Since,    ctth ,,0  and    cctth  ,, , then condition (2.15) on mutual reducibility 
with diagonal requirements on  - periodicity by t  and non-singularity of  tT0  has the form

         ctVctTctUctT   ,, 1
00 , 

        ,00 tTtT     0det tT .                                            (2.17) 
Then we obtain a corollary from Theorem 2. 
Corollary 2. For the mutual reducibility of systems (2.1) and (2.2) with the differentiation operator 

(2.16) under the conditions      me RRCtP  ,0
,,   and      me RRCtQ  ,0

,,  , it is necessary and 
sufficient that the initial matrix  tT0  of the transformation matrix  tT ,  defined by relation (2.12) 
satisfies condition (2.17). 
The above corollary serves as an example to illustrate Theorem 2, which is a generalized Theorem 1. 

In conclusion, we note that at present there are many works devoted to the research of solutions
of differential equations by various interesting methods. Here are some of them [8, 9].

УОК 517.95
ХҒТАР 27.31.17

Ж.А. Сартабанов1, Г.М. Айтенова2, Г.С.Торемуратова1

1Қ.Жұбанов атындағы Ақтөбе өңірлік университеті, Ақтөбе, Қазақстан
2М.Өтемісов атындағы Батыс Қазақстан университеті, Орал, Қазақстан

ДИФФЕРЕНЦИАЛДАУ ОПЕРАТОРЛЫ СЫЗЫҚТЫ КӨППЕРИОДТЫ ТЕҢДЕУЛЕР
ЖҮЙЕЛЕРІНІҢ ӨЗАРА КЕЛТІРІМДІЛІГІ

Аннотация.
Дифференциалдық теңдеулер теорисының есептерін ықшамдаудың маңызды әдістерінің бірі

қойылған есептің шешілімділігі мағынасында, қарастырылатын жүйелердің қарапайымдырақ түрдегі
жүйелерге келтірімділігі болып табылады. Келтірімділік теориясының негізін А.М. Ляпунов [1] қалап, Н.П.
Еругин [2] дамытқаны белгілі, бұл теория [3] еңбегінде жақсы келтірілген.
Салыстырмалы түрде кең және терең зерттелген, периодты және көппериодты коэффициентті сызықты
жүйелердің тұрақты коэффициентті жүйелерге келтірімділік сұрағы ерекше орын алады. Сонымен қатар,
бұл бағытта жақсы зерттелген бөлімдер де, әлсіз зерттелген есептер де бар, ал қазіргі уақытта шешілмеген
мәселелер де бар. Біздің ойымызша, бұл мәселелердің нашар зерттелуінің себептерінің бірі, мәселелерді
шешуге жалпы бағыт беретін, келтірімділік сұрағына жалпы тәсілдің болмауынан. Мысал үшін үзіліссіз 
периодты коэффициентті сызықты біртекті қарапайым дифференциалдық теңдеулер жүйесін қарастырамыз.
Тәуелсіз айнымалыны бойынша орталандыру жолымен тұрақты коэффициентті жүйені аламыз. Сұрақ
туындайды: берілген жүйе теңдеумен алынған жүйеге келтірімді ме? Жауаптың болмайтындығы айқын,
өйткені екі жүйенің бірінің екіншісіне келтірімділік мәселесі зерттелген жоқ. Егер үзіліссіз периодты 
коэффициентті екі сызықты жүйенің өзара келтірімділігі жөніндегі сұрақты қойсақ, дәл осындай жағдайда
боламыз, бірақ олар бөлек алғанда тұрақты коэффициентті жүйелерге келтірімді.

Көп жиілікті тербелмелі коэффициентті екі сызықты жүйелердің өзара келтірімділігі жөніндегі мәселе
қиынырақ, олардың тұрақты коэффициентті жүйелерге келтірімділігі әлі шешілген жоқ. Соңғы сұрақты

The above corollary serves as an example to illustrate Theorem 2, which is a generalized Theorem 1.
In conclusion, we note that at present there are many works devoted to the research of solutions of 

differential equations by various interesting methods. Here are some of them [8, 9].
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ДИФФЕРЕНЦИАЛДАУ ОПЕРАТОРЛЫ СЫЗЫҚТЫ КӨППЕРИОДТЫ ТЕҢДЕУЛЕР 
ЖҮЙЕЛЕРІНІҢ ӨЗАРА КЕЛТІРІМДІЛІГІ

Аннотация. Дифференциалдық теңдеулер теориясының есептерін ықшамдаудың маңызды 
әдістерінің бірі қойылған есептің шешілімділігі мағынасында, қарастырылатын жүйелердің 
қарапайымдырақ түрдегі жүйелерге келтірімділігі болып табылады. Келтірімділік теориясының 
негізін А.М. Ляпунов [1] қалап, Н.П. Еругин [2] дамытқаны белгілі, бұл теория [3] еңбегінде жақсы 
келтірілген.  

Салыстырмалы түрде кең және терең зерттелген, периодты және көппериодты коэффициентті 
сызықты жүйелердің тұрақты коэффициентті жүйелерге келтірімділік сұрағы ерекше орын алады. 
Сонымен қатар, бұл бағытта жақсы зерттелген бөлімдер де, әлсіз зерттелген есептер де бар, ал қазіргі 
уақытта шешілмеген мәселелер де бар. Біздің ойымызша, бұл мәселелердің нашар зерттелуінің 
себептерінің бірі, мәселелерді шешуге жалпы бағыт беретін, келтірімділік сұрағына жалпы 
тәсілдің болмауынан. Мысал үшін үзіліссіз периодты коэффициентті сызықты біртекті қарапайым 

  0,det tT  ,   mRRt , ;      me RRCtT  ,1
,,  .  (2.5)

Under the condition    me RRCa  ,0
, from relations (2.3), the operator D admits the

characteristic  tsh ,,
    tshsa
ds

tsdh ,,,,, 
 (2.6)

at Rs , satisfying the condition   tth ,, and possessing the properties
1о.      me

ts RRRCtsh  ,1,1
,,,,  ,

2o.    tshtsh ,,,,   ,
3o.    tshtsh ,,,,   , (2.7)
4o.     tshthsh ,,,,,, 00   ,
5o.   0,, tsDh  .
Based on (2.3), (2.6) and (2.7) by the iteration method from the integral equations

       



0

,,,,,,, dstshsUtshsPEtU ,  (2.8)

       



0

,,,,,,, dstshsVtshsQEtV , (2.9)

we have matricants  tU , and  tV , systems (2.1) and (2.2) by  , with respect to, which have the 
following properties:

     tUtPtDU ,,,   ,   EtU ,0 ,
     tVtQtDV ,,,   ,   EtV ,0 ;

      thUtUtU ,,,,,   , (2.10)
      thVtVtV ,,,,,   ;
   tUtU ,,   ,
   tVtV ,,   .

Note that properties (2.10) can be easily proved by virtue of relations (2.6) - (2.9).
By virtue of (2.4), we have 

DyTyDTDx  . (2.4’)
Putting (2.4), (2.4’) by virtue of (2.1) and (2.2), it is easy to obtain equation

   tTQTtPDT ,,   (2.11)
for determining the transformation matrix T .

The solutions of the matrix equation (2.11) by virtue of (2.8)-(2.10) are defined in the form
        tVthTtUtT ,,,0,, 1

0   , (2.12)
moreover

   tTtT 0,0  ,
where  tT0 is an arbitrary initial matrix with properties

  0det 0 tT , mRt ;        me
t RCtTtT  00  . (2.13)

Now let's calculate the value of  tT , when  is shifted by  :
           tVthTtUtT ,,,0,, 1

0 
               tVthVthTthUtU ,,,0,,,,,0,, 11

0 
            tVthVthTthUtU ,,,0,,,,,0,, 11

0   . (2.14)
Further, equating (2.14) with (2.12), we obtain condition

           thVthTthUthT ,,0,,,,,0,,,0 1
00   (2.15)

to ensure the  -periodicity of the solution  tT , by R .
Thus, the transformation matrix  tT ,  has the property of  -periodicity by  of the form

   tTtT ,,   , mRR , 
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дифференциалдық теңдеулер жүйесін қарастырамыз. Тәуелсіз айнымалы бойынша орталандыру 
жолымен тұрақты коэффициентті жүйені аламыз. Осы орайда, «берілген жүйе теңдеумен алынған 
жүйеге келтірімді ме?» деген сұрақ туындайды. Келтірімсіз. Себебі екі жүйенің бірінің екіншісіне 
келтірімділік мәселесі зерттелген жоқ. Егер үзіліссіз периодты коэффициентті екі сызықты жүйенің 
өзара келтірімділігі жөніндегі сұрақты қойсақ, дәл осындай жауап аламыз, бірақ олар бөлек алғанда 
тұрақты коэффициентті жүйелерге келтірімді.

Көп жиілікті тербелмелі коэффициентте екі сызықты жүйелердің өзара келтірімділігі жөніндегі 
мәселе қиынырақ, олардың тұрақты коэффициентті жүйелерге келтірімділігі әлі шешілген жоқ. Соңғы 
сұрақты көппериодты коэффициентті және векторлық өрістердің бағыттары бойынша сызықты 
біртекті дифференциалдау операторлы дербес туындылы теңдеулер жүйелеріне өту жолымен зерттеуге 
болады [4-7], [10-12]. Бұл мақала көппериодты коэффициентті сызықты біртекті жүйелердің өзара 
келтірімділігі жөніндегі есепті ззерттеуге арналады, мұнда әуелі негізгі диагонал бағыты бойынша 
дифференциалдау операторлы жүйе қарастырылады, сонан соң осы дербес жағдайдың нәтижелері 
жалпы жағдайға келтіріледі. Осылайша, көппериодты түрлендіру матрицалары негізінде өзара 
келтірімді жүйелер арасында байланыс орнатылады. Мұндай сипаттағы өзара келтірімді жүйелердің 
монодромия матрицалары кейбір жалпыланған мағынасында өзара ұқсас болатындығы дәлелденеді.  

Түйінді сөздер: келтірімділік, өзара келтірімділік, жүйелер, дифференциалдау операторы, диагонал 
бойынша дифференциалдау, көппериодтылық, матрицант, монодромия.
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ВЗАИМНАЯ ПРИВОДИМОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ МНОГОПЕРИОДИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
УРАВНЕНИЙ С ОПЕРАТОРАМИ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ

Аннотация. Важным методом упрощения задач теории дифференциальных уравнений является 
приводимость рассматриваемых систем к системам более простого вида, в смысле разрешимости 
поставленных задач. Известно, что основа теории приводимости заложены А.М. Ляпуновым [1] и 
развита Н.П. Еругиным [2], которая привлекательно освещена в [3]. Особое место занимают вопросы 
приводимости линейных систем с периодическими и многопериодическими коэффициентами к 
системам с постоянными коэффициентами, которые изучены сравнительно широко и глубоко. Тем 
не менее, и в этом направлении имеются как хорошо изученные разделы, так и слабо исследованные 
задачи, а в настоящее время существуют и нерешенные проблемы.  На наш взгляд, одной из 
причин слабой изученности этих проблем заключается в отсутствии общего подхода к вопросу 
приводимости, который дает общую ориентацию в решении проблем. Для примера рассмотрим 
линейную однородную систему обыкновенных дифференциальных уравнений с непреривными 
периодическими коэффициентами. Путем усреднения по независимой переменной получим систему 
с постоянными коэффициентами. Возникает вопрос: приводима ли исходная система к полученной 
уравнением системе? Очевидно, что ответа не будет, поскольку не изучена проблема приводимости 
двух систем, одной к другой.

В таком же положении будем, если поставим вопрос о взаимной приводимости двух линейных 
систем с непрерывными периодическими коэффициентами, хотя они в отдельности приводимые к 
системам с постоянными коэффициентами. 

Еще хуже обстоит дело о взаимной приводимости двух линейных систем с многочастотными 
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колебательными коэффициентами приводимость которых к системам с постоянными коэффициентами 
еще не решена. Последний вопрос можно исследовать путем перехода к системам уравнений в частных 
производных с многопериодическими коэффициентами и с линейным однородным оператором 
дифференцирования по направлениям векторных полей [4-7], [10-12]. Данная статья посвящена 
изучению задачи о взаимной приводимости линейных однородных систем с многопериодическими 
коэффициентами, где сначала рассматривается система с оператором дифференцирования по 
направлению главной диагонали, а затем результаты этого частного случая обобщаются на общий 
случай. Таким образом, на основе многопериодических матриц преобразования установлена связь 
между взаимно приводимых систем, установлено, что у взаимно приводимых систем такого характера 
матрицы монодромии являются подобными между собой в некотором обобщенном смысле. 

Ключевые слова: приводимость, взаимная приводимость, системы, оператор дифференцирования, 
дифференцирования по диагонали, многопериодичность, матрицант, монодромия.
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