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NAS RK is pleased to announce that News of NAS RK. Series physico-mathematical journal 
has been accepted for indexing in the Emerging Sources Citation Index, a new edition of Web of 
Science. Content in this index is under consideration by Clarivate Analytics to be accepted in the 
Science Citation Index Expanded, the Social Sciences Citation Index, and the Arts & Humanities 
Citation  Index.  The  quality  and  depth  of  content  Web  of  Science  offers  to  researchers,  
authors, publishers, and institutions sets it apart from other research databases. The inclusion of 
News of NAS RK. Series of chemistry and technologies in the Emerging Sources Citation Index 
demonstrates our  dedication  to  providing  the  most  relevant  and  influential  content  of  chemical  
sciences  to  our community.

Қазақстан Республикасы Ұлттық ғылым академиясы «ҚР ҰҒА Хабарлары. Физика-
лық-математикалық  сериясы»  ғылыми  журналының  Web  of  Science-тің  жаңаланған  
нұсқасы Emerging   Sources   Citation   Index-me   индекстелуге   қабылданғанын   хабар-
лайды.   Бұл индекстелу барысында Clarivate Analytics компаниясы журналды одан әрі the 
Science Citation Index Expanded, the Social Sciences Citation Index және the Arts & Humanities 
Citation lndex-ке қабылдау  мәселесін  қарастыруда.  Webof  Science  зерттеушілер,  ав-
торлар,  баспашылар мен  мекемелерге  контент  тереңдігі  мен  сапасын  усынады.  ҚР  
ҰҒА  Хабарлары.  Химия және технология сериясы Emerging Sources Citation lndex-ке енуі 
біздің қоғамдастық үшін ең өзекті және беделді химиялық ғылымдар бойынша контентке 
адалдығымызды білдіреді.

HAH  PK  сообщает,  что  научный    журнал  «Известия    HAH  PK.  Серия  физико-ма-
тематическая»  был  принят  для  индексирования  в  Emerging  Sources  Citation  Index, 
обновленной  версии  Web  of  Science.  Содержание  в  этом  индексировании  находится  в 
стадии рассмотрения компанией Clarivate Analytics для дальнейшего принятия журнала в 
the Science Citation Index Expanded, the Social Sciences Citation Index и the Arts & Humanities 
Citation Index. Web of Science предлагает качество и глубину контента для исследова-
телей, авторов,  издателей  и  учреждений.  Включение  Известия  HAH  PK  в  Emerging  
Sources Citation   Index   демонстрирует   нашу   приверженность   к   наиболее   актуаль-
ному   и влиятельному контенту по химическим наукам для нашего сообщества.
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NAS RK is pleased to announce that News of NAS RK. Series of geology and technical sciences 
scientific journal has been accepted for indexing in the Emerging Sources Citation Index, a new 
edition of Web of Science. Content in this index is under consideration by Clarivate Analytics to be 
accepted in the Science Citation Index Expanded, the Social Sciences Citation Index, and the Arts 
& Humanities Citation Index. The quality and depth of content Web of Science offers to researchers, 
authors, publishers, and institutions sets it apart from other research databases. The inclusion of 
News of NAS RK. Series of geology and technical sciences in the Emerging Sources Citation 
Index demonstrates our dedication to providing the most relevant and influential content of geology 
and engineering sciences to our community.

Қазақстан Республикасы Ұлттық ғылым академиясы «ҚР ҰҒА Хабарлары. Геология және 
техникалық ғылымдар сериясы» ғылыми журналының Web of Science-тің жаңаланған 
нұсқасы Emerging Sources Citation Index-те индекстелуге қабылданғанын хабарлайды. Бұл 
индекстелу барысында Clarivate Analytics компаниясы журналды одан әрі the Science Citation 
Index Expanded, the Social Sciences Citation Index және the Arts & Humanities Citation Index-ке 
қабылдау мәселесін қарастыруда. Webof Science зерттеушілер, авторлар, баспашылар мен 
мекемелерге контент тереңдігі мен сапасын ұсынады. ҚР ҰҒА Хабарлары. Геология және 
техникалық ғылымдар сериясы Emerging Sources Citation Index-ке енуі біздің қоғамдастық 
үшін ең өзекті және беделді геология және техникалық ғылымдар бойынша контентке 
адалдығымызды білдіреді.

НАН РК сообщает, что научный журнал «Известия НАН РК. Серия геологии и технических 
наук» был принят для индексирования в Emerging Sources Citation Index, обновленной версии 
Web of Science. Содержание в этом индексировании находится в стадии рассмотрения 
компанией Clarivate Analytics для дальнейшего принятия журнала в the Science Citation Index 
Expanded, the Social Sciences Citation Index и the Arts & Humanities Citation Index. Web of 
Science предлагает качество и глубину контента для исследователей, авторов, 
издателей и учреждений. Включение Известия НАН РК. Серия геологии и технических 
наук в Emerging Sources Citation Index демонстрирует нашу приверженность к наиболее 
актуальному и влиятельному контенту по геологии и техническим наукам для нашего 
сообщества.
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Бас редактор:
МҰТАНОВ Ғалымқайыр Мұтанұлы, техника ғылымдарының докторы, профессор, ҚР ҰҒА 

академигі, ҚР БҒМ ҒК «Ақпараттық және есептеу технологиялары институты» бас директорының 
м.а. (Алматы, Қазақстан)  Н=5

Редакция алқасы:
ҚАЛИМОЛДАЕВ  Мақсат  Нұрәділұлы  (бас  редактордың  орынбасары),  физика-математика 

ғылымдарының  докторы,  профессор,  ҚР  ҰҒА  академигі,  ҚР  БҒМ  ҒК  «Ақпараттық  және  есептеу 
технологиялары институты» бас директорының кеңесшісі, зертхана меңгерушісі (Алматы, Қазақстан) 
Н=7

БАЙГУНЧЕКОВ Жұмаділ Жаңабайұлы (бас редактордың орынбасары), техника ғылымдары-
ның докторы, профессор, ҚР ҰҒА академигі, Кибернетика және ақпараттық технологиялар институты, 
Сатпаев  университетінің  Қолданбалы  механика  және  инженерлік  графика  кафедрасы,  (Алматы, 
Қазақстан) Н=3

ВОЙЧИК  Вальдемар,  техника  ғылымдарының  докторы  (физика),  Люблин  технологиялық 
университетінің профессоры (Люблин, Польша) H=23

БОШКАЕВ Қуантай Авғазыұлы, Ph.D. Теориялық және ядролық физика кафедрасының доценті, 
әл-Фараби  атындағы Қазақ ұлттық университеті (Алматы, Қазақстан) Н-10

QUEVEDO Hemando, профессор, Ядролық ғылымдар институты (Мехико, Мексика) Н=28
ЖҮСІПОВ Марат Абжанұлы,  физика-математика  ғылымдарының  докторы,  теориялық  және 

ядролық  физика  кафедрасының  профессоры,  әл-Фараби    атындағы  Қазақ  ұлттық  университеті 
(Алматы, Қазақстан) Н=7

КОВАЛЕВ Александр Михайлович, физика-математика ғылымдарының докторы, Украина ҰҒА 
академигі, Қолданбалы математика және механика институты (Донецк, Украина) Н=5

МИХАЛЕВИЧ  Александр  Александрович,  техника  ғылымдарының  докторы,  профессор, 
Беларусь ҰҒА академигі (Минск, Беларусь) Н=2

РАМАЗАНОВ Тілекқабыл Сәбитұлы, физика-математика ғылымдарының докторы, профессор, 
ҚР  ҰҒА  академигі,  әл-Фараби    атындағы  Қазақ  ұлттық  университетінің  ғылыми-инновациялық 
қызмет жөніндегі проректоры, (Алматы, Қазақстан) Н=26

ТАКИБАЕВ  Нұрғали  Жабағаұлы,  физика-математика  ғылымдарының  докторы,  профессор, 
ҚР ҰҒА академигі, әл-Фараби  атындағы Қазақ ұлттық университеті (Алматы, Қазақстан) Н=5

ТИГИНЯНУ Ион Михайлович, физика-математика ғылымдарының докторы, академик, Молдова 
ғылым Академиясының президенті, Молдова техникалық университеті (Кишинев, Молдова) Н=42

ХАРИН  Станислав  Николаевич,  физика-математика  ғылымдарының  докторы,  профессор, ҚР 
ҰҒА академигі, Қазақстан-Британ техникалық университеті (Алматы, Қазақстан) Н=10

ДАВЛЕТОВ  Асқар  Ербуланович, физика-математика  ғылымдарының  докторы,  профессор, 
әл-Фараби  атындағы Қазақ ұлттық университеті (Алматы, Қазақстан) Н=12

КАЛАНДРА  Пьетро,  Ph.D  (физика),  Наноқұрылымды  материалдарды  зерттеу  институтының 
профессоры (Рим, Италия) H=26

«ҚР ҰҒА Хабарлары. 
Физика-математикалық сериясы».
ISSN 2518-1726 (Online), 
ISSN 1991-346X (Print)

Меншіктеуші:  «Қазақстан  Республикасының  Ұлттық  ғылым  академиясы»  РҚБ  (Алматы  қ.). Қазақстан  
Республикасының  Ақпарат  және  қоғамдық  даму  министрлiгiнің  Ақпарат  комитетінде 14.02.2018 ж. берілген 
No 16906-Ж мерзімдік басылым тіркеуіне қойылу туралы куәлік.
Тақырыптық  бағыты:   математика,   информатика,   механика,   физика,   ғарыштық   зерттеулер, астрономия, 
ионосфера.
Мерзімділігі: жылына 6 рет. 
Тиражы: 300 дана.
Редакцияның мекен-жайы:  050010, Алматы қ., Шевченко көш., 28, 219 бөл., тел.: 272-13-19
http://www.physico-mathematical.kz/index.php/en/

© Қазақстан Республикасының Ұлттық ғылым академиясы, 2021

Типографияның мекен-жайы:  «Аруна» ЖК, Алматы қ., Мұратбаев көш., 75.
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Г л а в н ы й   р е д а к т о р:  
МУТАНОВ Галимкаир Мутанович, доктор технических наук, профессор, академик НАН РК, 

и.о. генерального директора «Института информационных и вычислительных технологий» КН МОН 
РК (Алматы, Казахстан) Н=5

Р е д а к ц и о н н а я   к о л л е г и я:
КАЛИМОЛДАЕВ  Максат  Нурадилович, (заместитель  главного  редактора),  доктор  физико-

математических наук, профессор, академик НАН РК, советник генерального директора «Института 
информационных  и  вычислительных  технологий»  КН  МОН  РК,  заведующий  лабораторией 
(Алматы, Казахстан) Н=7

БАЙГУНЧЕКОВ Жумадил Жанабаевич, (заместитель главного редактора), доктор технических 
наук, профессор, академик НАН РК, Институт кибернетики и информационных технологий, кафедра 
прикладной механики и инженерной графики, университет Сатпаева (Алматы, Казахстан) Н=3

ВОЙЧИК  Вальдемар, доктор  технических  наук  (физ.-мат.),  профессор  Люблинского 
технологического университета (Люблин, Польша) H=23 

БОШКАЕВ Куантай Авгазыевич, доктор Ph.D, преподаватель, доцент кафедры теоретической 
и ядерной физики, Казахский национальный университет им. аль-Фараби (Алматы, Казахстан) Н=10

QUEVEDO  Hemando,  профессор, Национальный автономный университет Мексики (UNAM), 
Институт ядерных наук (Мехико, Мексика) Н=28

ЖУСУПОВ  Марат  Абжанович, доктор  физико-математических  наук,  профессор  кафедры 
теоретической и ядерной физики, Казахский национальный университет им. аль-Фараби (Алматы, 
Казахстан) Н=7

КОВАЛЕВ  Александр  Михайлович, доктор  физико-математических  наук,  академик  НАН 
Украины,  Институт прикладной математики и механики (Донецк, Украина) Н=5

МИХАЛЕВИЧ  Александр  Александрович, доктор  технических  наук,  профессор,  академик 
НАН Беларуси (Минск, Беларусь) Н=2

РАМАЗАНОВ Тлеккабул Сабитович,  доктор физико-математических наук, профессор, академик 
НАН РК, проректор по научно-инновационной деятельности, Казахский национальный университет 
им. аль-Фараби (Алматы, Казахстан) Н=26

ТАКИБАЕВ Нургали Жабагаевич, доктор физико-математических наук, профессор, академик 
НАН РК, Казахский национальный университет им. аль-Фараби (Алматы, Казахстан) Н=5

ТИГИНЯНУ  Ион  Михайлович, доктор  физико-математических  наук,  академик,  президент 
Академии наук Молдовы, Технический университет Молдовы (Кишинев, Молдова) Н=42

ХАРИН Станислав Николаевич, доктор физико-математических наук, профессор, академик 
НАН РК, Казахстанско-Британский технический университет (Алматы, Казахстан) Н=10

ДАВЛЕТОВ Аскар Ербуланович, доктор физико-математических наук, профессор, Казахский 
национальный университет им. аль-Фараби (Алматы, Казахстан) Н=12

КАЛАНДРА Пьетро, доктор философии (Ph.D, физика), профессор Института по изучению 
наноструктурированных материалов (Рим, Италия) H=26
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Editor   in   chief:
MUTANOV   Galimkair   Mutanovich,   doctor  of  technical  Sciences,  Professor,  Academician  

of NAS RK,  acting director of the Institute of Information and Computing Technologies of SC MES RK 
(Almaty, Kazakhstan)  Н=5

Editorial   board:
KALIMOLDAYEV   Maksat   Nuradilovich   (Deputy  Editor-in-Chief),  doctor  in  Physics  and 

Mathematics,  Professor, Academician  of  NAS  RK, Advisor  to  the  General  Director  of  the  Institute  
of Information and Computing Technologies of SC MES RK, Head of the Laboratory (Almaty, Kazakhstan)  
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BAYGUNCHEKOV   Zhumadil   Zhanabayevich,   (Deputy  Editor-in-Chief),  doctor  of  Technical 
Sciences,  Professor, Academician  of  NAS  RK,  Institute  of  Cybernetics  and  Information  Technologies, 
Department of Applied Mechanics and Engineering Graphics, Satbayev University (Almaty, Kazakhstan) 
Н=3

WOICIK  Waldemar,  Doctor  of  Phys.-Math.  Sciences,  Professor,  Lublin  University  of  Technology 
(Lublin, Poland) H=23 

BOSHKAYEV  Kuantai  Avgazievich,  PhD,  Lecturer,  Associate  Professor  of  the  Department  of 
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MIKHALEVICH Alexander Alexandrovich, Doctor of Technical Sciences, Professor, Academician of 
NAS of Belarus (Minsk, Belarus) Н=2

RAMAZANOV  Tlekkabul  Sabitovich,  Doctor in Physics and Mathematics, Professor, Academician 
of  NAS  RK,  Vice-Rector  for  Scientific  and  Innovative Activity,  al-Farabi  Kazakh  National  University 
(Almaty, Kazakhstan) Н=26

TAKIBAYEV Nurgali Zhabagaevich, Doctor in Physics and Mathematics, Professor, Academician of 
NAS RK, al-Farabi Kazakh National University (Almaty, Kazakhstan) Н=5

TIGHINEANU  Ion  Mikhailovich,  Doctor in Physics and Mathematics, Academician, Full Member 
of  the  Academy  of  Sciences  of  Moldova,  President  of  the  AS  of  Moldova,  Technical  University  of 
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OПТИМАЛЬНОЕ УПРAВЛЕНИЕ ЛИНEЙНЫХ СИСТЕМ С ОГРАНИЧEНИЯМИ 

Аннотация: предлагaется метoд решeния задaчи оптимaльнoго упрaвлeния с крaeвыми услoвиями из 

зaдaнных мнoжeств при нaличии фазoвых и интeгрaльных огрaничений, a тaкже гoлoнoмных связeй для 

линeйных oбыкнoвeнных диффeрeнциaльных урaвнений с выпуклым функциoнaлoм. В отличие от 

известных метoдoв рeшeния зaдачи oптимaльнoго упрaвлeния разработан совершенно новый подход - 

принцип погружения. Принцип погружения создан на основе исследования разрешимости и пoстрoения 

oбщегo решeния интeгрaльнoго урaвнeния. Основными результатами в работе являются: необходимое и 

достаточное условия существования решения одного класса интегрального управления и построение его 

общего решения; выделения всех множеств управлений, каждый элемент которого переводит траекторию 

системы из любого начального состояния в любое конечное состояние для линейных систем; 

предлагаемый принцип погружения позволяет свести исходную краевую задачу оптимального управления 

с ограничениями к специальной начальной задаче оптимального управления; необходимое и достаточное 

условия существования допустимого управления и разработан алгоритм решения задачи оптимального 

быстродействия; предлагаемый метод построения оптимального управления для краевой задачи с 

ограничениями методом штрафных функционалов. 

Ключевые слова: достаточные условия, разрешимость, построения решения, допустимые управления, 

принцип погружения, интегральное уравнение.   

Введение.  Постановка задачи. Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: 

минимизировать функционал  

( ) ( ) infdtttutxF

t

xxuxJ
t

→  ),(),(=,),(),( 0

1

0

10
(1) 

 при условиях: 

];,[=),()()()(= 10 ttItttutBxtAx ++  (2) 

 с краевыми условиями 

( ) ;,,=)(,=)( 10101100

nn RSRSSSxtxxtx  (3) 

при наличии фазовых ограничений 

};),()()({=)(:)()( IttxtLtRxtGtGtx n   (4)
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 интегральных ограничений 

,1,=,),),(),(( 110 mjcxxuxg jj  (5) 

,1,=,=),),(),(( 2110 mmjcxxuxg jj + (6) 

 где 

2

**
1

0

10 1,=,)]()()()([=),),(),(( mjdttutbtxta

t

xxuxg jj

t

j +  (7) 

а также с учетом голономных связей 

,,1,=0,=)()()(=)),(),(( * Itpjtrtxtettutx jjj + (8) 

где (*)− знак транспонирования;и ограничений на значения управления 

}...)()(|),()({=)()( 2 ItвпRtVtuRILutUtu mm  (9) 

Здесь )(),( tBtA − матрицы порядков соответственно, с кусочно-непрерывными элементами

),()( 2

nRILt  − заданная функция. При указанных условиях дифференциальное уравнение (10) имеет 

единственное решение для любого фиксированного )()( tUtu   и для любой начальной точки 

00 Sx  , функция Ituxttxtx  ),,,,(=)( 00  – абсолютно непрерывна. 

В краевом условии, 0S , 
1S − заданные ограниченные выпуклые замкнутые множества из 

nR . В 

фазовом ограничений, )(tL , It − заданная матрица порядка ns  с непрерывными элементами, 

Ittt ),(),(  – заданные непрерывные вектор - функции 1s . В интегральных ограничениях 

21,=),(),( mjtbta jj – заданные кусочно-непрерывные функции вектор функции 11,  mn  

соответственно. В голономных связях pjtrte jj 1,=),(),( – непрерывные вектор - функции 111, n

соответственно. В ограничении на значения управления, )(tV – заданное ограниченное выпуклое

замкнутое множество из 
mR . В функционале (11), функция ),,(0 tuxF выпукла по переменным

mn RRux ),( . 

Методы. 

Определение 1 1Тройка 
1010 ),),(( SSUxxtu  называется допустимым управлением для задачи 

(1)-(9), если краевая задача (2)-(9) с ограничениями имеет решение. Множество всех допустимых 

управлений обозначим через 10, SSU  .  

Задача 1 2Найти необходимое и достаточное условия существования решения краевой задачи (2)-

(9).  

Задача 2 3Найти допустимое управление 
1010 ),),(( SSUxxtu  .  

Краевая задача (2)-(9) называется задачей управляемости, где допустимое управление ),),(( 10 xxtu

переводит траекторию системы , ()  исходящую из точки 
00 Sx  в момент времени 0t в точку 11 Sx  в 

момент времени 
1t  выполнены: включение IttGxxutx  ),(),,;( 10

, равенства jj cxxuxg =),,)(,)(( 10

, 21,= mj , 0=)),(( txj  , pj 1,= , It . 

Определение 2  4Допустимое управление ),),(( *

1

*

0* xxtu  называется оптимальным управлением 
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для задачи (1)-(9), если для любого допустимого управления ),),(( 10 xxtu  выполняется неравенство 

),),(),((),,)(,)(( *

1

*

0**10 xxuxJxxuxJ  .  

Задача 3 5Найти оптимальное управление ),),(( *

1

*

0* xxtu , где ,),( 10

*

1

*

0 SSxx 

)(),,,( *

1

*

0** tGxxutx  , It , jj cxxuxg =),),(),(( *

1

*

0**  , 
21,= mj , 0=)),(( * txj  , pj 1,= . 

Следует отметить, что решение задачи оптимального управления с ограничениями по методу 

множителей Лагранжа связано с существованием седловой точки функционала Лагранжа. Имеются задачи 

вида (1)-(9) для которых функционал Лагранжа не имеет седловую точку, однако такие задачи имеют 

оптимальные решения. В данной работе предлагается один из методов устранения указанного недостатка 

путем построения общего решения интегрального уравнения следующего вида  

],,[=,=)(),(= 10**

1

0

ttItdttwttK

t

Kw
t

  (10) 

где )(=),( * tKttK  -- известная матрица порядка mn 1
 с элементами из 

2L , ],[ 10* ttt   -- 

фиксированная точка, ),()( 1
2

m
RILtw   -- искомая функция, 1

n
R . 

Задача 4 6Найти необходимое и достаточное условия существования решения интегрального 

уравнения (10) для любых 1
m

R . 

Задача 5 7Найти общее решение интегрального уравнения (10) для любых 1
m

R . 

Решения задач 4,5  позволяют выделить все множества допустимых управлений для задачи 

управляемости (2)-(9) и построить решение задачи оптимального управления (1)-(9). 

Материалы. Теория экстремальных задач в банаховом пространстве, решения задачи оптимального 

управления и вариационного исчисления на основе метода множителей Лагранжа содержатся в [1–3]. 

Интегральное уравнение (10) относится к типу интегральных уравнений Фредгольма первого рода. 

Разрешимость и построение решения интегрального уравнения Фредгольма первого рода относятся к 

числу сложных проблем математики. Известные результаты по разрешимости интегрального уравнения 

относится к случаю, когда ),(=),( tKtK   т.е. уравнению с симметричным ядром [4–6]. Отдельные 

результаты по исследованию интегрального уравнения (10) и управляемости динамических систем 

приведены в [7]. Некоторые результаты по решению задачи оптимального управления (1)-(9) содержатся 

в работах [8]. 

Принцип погружения. Интегральное уравнение. 

Введем вектор функцию ))(,),((=)(
2

1 ttt m 

  .)()()()(=)( 00

0

 duBxA
t

t
t

+

Отсюда следует, что 

,),()()()(=)( 00 IttutBtxtAt + (11) 

),()(,),(,=)(0,=)( 101010 tUtuSSxxQctt  (12) 

где )(),( 00 tBtA  матрицы с кусочно-непрерывным элементами порядков mmnm  22 ,

соответственно. 

Теперь задача оптимального управления (1)-(9) с учетом (11), (12) запишется в виде: минимизировать 

функционал  
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infdtttutPF

t

dxxuJ
t

→  )),(),(,(=),,),(),(( 0

1

0

10  (13) 

 при условиях 

),()()()(= 11 ttutBtA  ++ (14) 

,),(=,=
1=)(

=)(
=)(,=

0=)(

=)(
=)(

211

1

11

10

0

00

0 nmn OIP
t

xtx
t

t

xtx
t 





 

















,=,)),(),((=)(

0,=)()(=),(,,),(),()(),()(

1

110101

xPItttxt

trtDPPQcSSxxtUtutGtP







+

(15) 

Основой принципа погружения являются следующие теоремы о свойствах решений интегрального 

уравнения (10) (решения задач 4,5). 

Теорема 1. 8Интегральное уравнение (10) при любом фиксированном 1
m

R  имеет решение тогда 

и только тогда, когда матрица  

,),(),(=),( *

*

*

1

0

10 dtttKttK
t

ttC
t

 (16) 

порядка 
11 nn   является положительно определенной, где )(*

 – знак транспонирования.

Теорема 2. 9Пусть матрица ),( 10 ttC  положительно определенная. Тогда общее решение (10) 

интегрального уравнения имеет вид 

,,)(),(),(),(),(),()(=)( *

1

0

10

1

*

*

10

1

*

* ItdttvttK

t

ttCttKttCttKtvtw
t

−+ 
−−  (17) 

где ),()( 1
2

m
RILv   – произвольная функция, 1

n
R – любой вектор.

Доказательства теорем 1,2 приведены в работах [7,8]. 

Рассмотрим линейную управляемую систему  

),,()(,),()()()(= 21111

mRILwItttwtBytAy ++  (18) 

.=)(=)(,=)(=)( 1111
2,1

0000 QSttyOStty m   (19) 

Решение дифференциального уравнения (18) имеет вид 

,,)(),()()(),(),(=)(

0

11

0

00 Itdt

t

dwBt

t

ttty
tt

++   (20) 

где )()(=),( 1  − tt , )(t – фундаментальная матрица решений линейной однородной системы 

 )(= 1 tA . Поскольку 11 =)( ty , то (см.(19))  
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.)(),(=),(==)()(),( 0

1

0

0110110

1

0

dtttt

t

ttadttwtBtt

t

tt

 −  (21) 

Таким образом, управление ),()( 21

mRILw   является решением интегрального уравнения (21). Как 

следует из (10), для решения интегрального уравнения (21) применимы теоремы 1,2, где 

)(),(=),( 10* tBttttK  , )(=)(,= 1 twtwa , ],[= 100* tttt  , It , 
21 = mnn + . 

Теорема 3. 10Пусть матрица 

dttttBtBtt

t

ttW
t

),()()(),(=),( 10

**

110

1

0

10  (22) 

порядка )()( 22 mnmn ++ положительно определенная. Тогда управление ),()( 21

mRILw 

переводит траекторию системы (16) из любой точки 2
0

mn
R

+
  в любое конечное состояние 

2
1

mn
R

+
  тогда и только тогда, когда 

)},,()(),(,),,()(

)()()()(=)(),()({=)(

211

1120112111

m

m

RILvtvItvtztM

ttTtTtvtwRILwUtw

+

++++ 

(23) 

функция Itvtz ),,(  -- решение дифференциального уравнения 

).,()(0,=)(),()()(= 2011

mRILvtztvtBztAz + (24) 

Решение дифференциального уравнения (18),  соответствующее управлению 
11  )( Utw  , 

определяется по формуле  

,),,()()()()(),(=)( 1221201 ItvtztMttEtEvtzty ++++  (25) 

Лемма 111. Пусть матрица ),( 10 ttW . Тогда задача оптимального управления (11)-(15) (либо задача 

оптимального управления (1)-(9)) эквивалента (равносильна) следующей задаче: минимизировать 

функционал  

inf),,),(),((=),,),(),(),(),(( 1010

1

0

10 → dttxxtutyPF
t

t

dxxpvuyJ (26) 

при условиях 



 0,=|)()(|

|)()()(||)()(|=),,),(),(),(),((

2

1

2

1

2

1

1

101

0

dttrtyDP

tyPtLtptutw

t

dxxpvuyJ
t

++

+−+−  (27) 

),,()(0,=)(),()()(= 2011

mRILvtztvtBztAz + (28) 

,),()(),()(,),( 1010  dtUtutVtpSSxx (29) 

где функции Ittytw ),(),(1  определяются формулами (23), (25) соответственно. 
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Существование допустимого управления. Оптимальное быстродействие. Как следует из леммы 1, 

существование допустимого управления следует из решения задачи оптимального управления: 

минимизировать функционал  

inf)),((=),,),(),(),(),(( 1

1

0

101 →  dtttqF

t

dxxpvuyJ
t

(30) 

при условиях 

],,[=0,=)(),()()(= 10011 ttIttztvtBztAz + (31) 

,),()(),()(,),(),,()( 10102  dtUtutVtpSSxxRILv m (32) 

где ( ) ( )dxxtvtptutvtzvtzttq ,,),(),(),(=)(,),(),,(),(=)( 101  , 

,|)()(||)()()(||)()(=|)),(( 2

1

2

11

2

11 trtyDPtyPtLtptutwttqF ++−+− (33) 

функции )(),( 1 twty  определяются формулами (23),(25). 

Построение оптимального решения. Рассмотрим задачу оптимального управления (1)-(9) с 

ограничениями: минимизировать функционал 

infttqF

t

J
t

→ d)),((=)( 0

1

0

 (34) 

при условиях 

0,=d)),((=)( 1

1

0

1 tttqF

t

J
t

 (35) 

.),,()(0,=)(),()()(= 2011 XRILvtztvtBztAz mp +  (36) 

Оптимизационная задача (14)-(36) в случае, когда множество  ,   – пустое множество, может 

быть решена методом штрафных функционалов. Введем множество 

    .0=)(|=0)(|= 111 XJXJXX  

Штрафным функционалом для ограничения (35) является )(=)( 1  JAP kk , X , где kA - 

некоторая постоянная, +→kAk 1,2,..,=  при →k . 

Заменим исходную задачу (34)-(36) на последовательность задач следующего вида: минимизировать 

функционал  

1,2,...,=,)()(=)()(=)( 1 kinfJAJPJJ kkk →++  (37) 

при условиях 

.),,()(0,=)(),()()(= 2011 XRILtvtztvtBztAz mp +  (38) 

мИсходная задача (34)-(36) может быть представлена в виде: Минимизировать функционал 

,)( infJ → (39) 

при условиях 

.),,()(0,=)(),()()(= 12011 XRILtvtztvtBztAz mp +  (40) 

Результаты и обсуждение. Основными результатами в работе являются: необходимое и достаточное 

условие существования решения одного класса интегрального управления и построения его общего 

решения; выделения всех множеств управлений, каждый элемент которого переводит траекторию системы 

из любого начального состояния в любое конечное состояние для линейных систем; предлагаемый 

принцип погружения позволяет свести исходную краевую задачу оптимального управления с 

ограничениями к специальной начальной задаче оптимального управления; необходимое и достаточное 
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условия существования допустимого управления и разработан алгоритм решения задачи оптимального 

быстродействия; предлагаемый метод построения оптимального управления для краевой задачи с 

ограничениями методом штрафных функционалов.  

Заключение. Одной из сложных и нерешенных проблем теории управления является существование 

решения краевой задачи оптимального управления при наличии фазовых и интегральных ограничений с 

учетом голономных связей. Для решения проблем существования решения необходимо создание общий 

теории управляемости динамических систем. 

Научная новизна полученных результатов состоит в том, что создана общая теория и 

конструктивный метод решения краевой задачи оптимального управления с учетом фазовых и 

интегральных ограничений и голономных связей с краевым условиями из заданных множеств. 

Айсагалиев С.А., Севрюгин И.В., Исаева З.Б., Игликова М.Н.* 

Әл-Фараби атындағы Қазақ Ұлттық университетi, Алматы, Қазақстан. 

Е-mail: iglikova.mereilim@mail.ru 

ШЕКТЕУЛЕРМЕН СЫЗЫҚТЫҚ ЖҮЙЕЛЕРДІ ТИІМДІ БАСҚАРУ 

Аннотация: фазалық және интегралдық шектеулер болған жағдайда берiлген жиындардан шекаралық 

шарттармен басқарудың тиiмдi есептерiн шешу әдiсi ұсынылады, сонымен қатар дөңес функционалды 

сызықты қарапайым дифференциалдық теңдеулер үшiн голономдық шектеулер. Тиiмдi басқару мiндетiн 

шешудiң белгiлi әдiстерiнен айырмашылығы мүлдем жаңа тәсiл - батыру принципi. Басқару принципi 

интегралды теңдеудiң жалпы шешiмiн қүру және шешiмдiлiгiн зерттеу негiзiнде құрылған. Жұмыстағы 

негiзгi нәтижелер: интегралдық басқарудың бiр класында шешiмiнiң бар болуы және оның жалпы 

шешiмiнiн құру үшiн қажеттi және жеткiлiктi шарттар; басқару жиындарының кез-келген элементi 

жүйенiң траекториясын кез-келген бастапқы күйден сызықтық жүйелер үшiн кез-келген соңғы күйге 

аударатын, сондай барлық басқару жиындарын бөлiп көрсету; ұсынылған батыру принципi тиiмдi басқару 

шектiк есебiн бастапқы тиiмдi басқару есебiне алып келуге мүмкiндiк бередi; мүмкін болтын басқарудың 

қажеттi және жеткiлiктi шарттары және тиiмдi тезәрекет есебiн шешу алгоритмi жасалды; айыптық 

(штрафтық) функционалдары әдiсiмен шектеулермен шектiк есеп үшiн тиiмдi басқаруды құру 

қарастырылды.  

Түйiн сөздер: қажеттi, жеткiлiктi шарттар, шешiмдiлiк, шешiм құру, рұқсат етiлген басқару, батыру 

принципi, интегралдық теңдеу. 
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 OPTIMAL CONTROL OF LINEAR SYSTEMS WITH CONDITIONS 

Abstract: a method is proposed for solving the optimal control problem with boundary conditions from given 

sets in the presence of phase and integral conditions, as well as holonomic conditions for linear ordinary differential 

equations with a convex functional. In contrast to the known methods for solving the problem of optimal control, 

a completely new approach has been developed - the immersion principle. The immersion principle was created 

based on the study of the solvability and construction of a general solution to the integral equation. The main 

results in the work: necessary and sufficient conditions for the existence of a solution of one class of integral 

control and the construction of its general solution; selection of all sets of controls, each element of which transfers 

the trajectory of the system from any initial state to any final state for linear systems; the proposed immersion 

principle allows reducing the original boundary value problem of optimal control with conditions to a special 

initial problem of optimal control; necessary and sufficient conditions for the existence of an admissible control 

and an algorithm for solving the problem of optimal performance has been developed; the proposed method for 
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constructing an optimal control for a boundary value problem with conditions by the method of penalized 

functionals. 

Key words: necessary, sufficient conditions, solvability, solution constructions, admissible controls, 

immersion principle, integral equation.  
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