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DESCRIPTION OF NONLINEAR OSCILLATIONS OF A PERTURBED FILM 
IN ITS COLLISION WITH LIQUID DROPS
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Abstract. The questions of the appearance of nonlinear oscillations of a perturbed
liquid film upon its collision with a flow of drops falling on the surface are considered, 
taking into account resonance phenomena and viscous dissipation. Equations for the 
amplitude-frequency characteristics of the system and amplitude equations for nonlinear 
waves are derived. It is noted that the merging of several large waves can lead to the 
formation of disturbance waves. Based on the results of determining the amplitude of 
the waves on the film surface, the presence of the main peak, as well as the second and 
third maximums of the relative amplitude distribution function, which the researchers 
explain by the existence of both two- and three-dimensional large-amplitude waves, is 
shown. An analysis is given of the appearance of nonlinear oscillations of a perturbed 
liquid film upon its collision with a flow of droplets falling on the surface, taking into 
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account resonance phenomena and viscous dissipation. Equations for the amplitude-
frequency characteristics of the system and amplitude equations for nonlinear waves 
are derived.

Keywords:  impact, non-linear oscillations, liquid film, amplitude-frequency 
characteristics, droplet flow interactions, film thickness
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Аннотация. Резонанстық құбылыстар мен тұтқыр диссипацияны ескере
отырып, оның бетіне түсетін тамшылар ағынымен соқтығысқан кезде бұзылған 
сұйық қабықтың сызықты емес тербелістерінің пайда болуы мәселелері 
қарастырылады. Жүйенің амплитудалық-жиілік сипаттамаларының теңдеуі 
және сызықты емес толқындар үшін амплитудалық теңдеулері шығарылды. 
Бірнеше үлкен толқындардың қосылуы бұзылу толқындарының пайда 
болуына әкелуі мүмкін екендігі атап өтілген. Пленка бетіндегі толқындардың 
амплитудасын анықтау нәтижелеріне сүйене отырып, негізгі шыңның болуы, 
сондай-ақ салыстырмалы амплитудалық таралу функциясының екінші және 
үшінші максимумдарының болуы зерттеушілер екі- және екеуінің де болуымен 
түсіндіреді. үш өлшемді үлкен амплитудалы толқындар көрсетілген. Резонанстық 
құбылыстар мен тұтқыр диссипацияны ескере отырып, оның бетіне түсетін 
тамшылар ағынымен соқтығысқан кезде бұзылған сұйық қабықтың сызықты емес 
тербелістерінің пайда болуының талдауы берілген. Жүйенің амплитудалық-жиілік 
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сипаттамаларының теңдеуі және сызықты емес толқындар үшін амплитудалық 
теңдеулері шығарылды. 
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жиілік сипаттамалары, тамшы ағынының әрекеттесуі, пленка қалыңдығы
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Аннотация. Рассмотрены вопросы возникновения нелинейных колебаний
возмущенной пленки жидкости при соударении ее с потоком падающих на 
поверхности капель с учетом резонансных явлений и вязкостной диссипации. 
Выведены уравнения амплитудно-частотных характеристик системы и 
амплитудные уравнения для нелинейных волн. Отмечается, что слияние нескольких 
крупных волн может привести к образованию волн возмущения. По результатам 
определения амплитуды волн на поверхности пленки показано наличие основного 
пика, также второго и третьего максимума функции распределения относительной 
амплитуды, которое исследователи объясняют существованием как двух-, так и 
трехмерных волн большой амплитуды. Дан анализ возникновению нелинейных 
колебаний возмущенной пленки жидкости при соударении ее с потоком 
падающих на поверхности капель с учетом резонансных явлений и вязкостной 
диссипации. Выведены уравнения амплитудно-частотных характеристик системы 
и амплитудные уравнения для нелинейных волн.

Ключевые слова: соударение, нелинейные колебание, пленка жидкости, ампли-
тудно-частотные характеристики, взаимодействия потока капель, толщина пленки
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Введение
Многие массообменные аппараты, работающие в газожидкостной системе, 

основаны на эффекте взаимодействия потока капель с пленкой жидкости 
(Sabyrkhanov, 2021: 236). 

Проведение анализа и обобщения режимных параметров аппаратов для 
проведения массообменных процессов и пылеулавливания, выявление механизма 
образования, движения и взаимодействия газового и жидкостного потоков в 
контактной зоне аппарата. Необходимо исследовать процесс взаимодействия 
капель с пленочной жидкостью с учетом вяз-костной диссипации энергии в 
тонком слое. 

Материалы и методы
Для описания явления, механизма образования, движения и взаимодействия 

газового и жидкостного потоков в контактной зоне допустим, что сила 
вынуждающего ударного взаимодействия потока капель может быть представлена 
в виде:

3

Введение
Многие массообменные аппараты, работающие в газожидкостной системе, основаны на

эффекте взаимодействия потока капель с пленкой жидкости (Sabyrkhanov, 2021: 236).
Проведение анализа и обобщения режимных параметров аппаратов для проведения

массообменных процессов и пылеулавливания, выявление механизма образования, движения и
взаимодействия газового и жидкостного потоков в контактной зоне аппарата. Необходимо исследовать
процесс взаимодействия капель с пленочной жидкостью с учетом вяз-костной диссипации энергии в
тонком слое.

Материалы и методы
Для описания явления, механизма образования, движения и взаимодействия газового и

жидкостного потоков в контактной зоне допустим, что сила вынуждающего ударного взаимодействия
потока капель может быть представлена в виде:

𝑓𝑓𝑓𝑓 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡,       (1)

где: 𝐹𝐹𝐹𝐹 – число соударения, безразмерная величина; 𝐹𝐹𝐹𝐹 - сила ударного взаимодействия единичной капли,
Н; 𝑐𝑐𝑐𝑐∗– частота соударения капель с поверхностью пленки, 1/с.

Частота обновления межфазной поверхности в рамках предлагаемой модели (Ismailov, 2014:
4566) может быть описана с помощью уравнения вынужденных колебаний Дюффинга для тонкого слоя
жидкости (Ozmen, 2022).

Собственную частоту колебаний тонкого слоя жидкости оценим по соотношению:

𝑐𝑐𝑐𝑐0 = �𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ
𝐿𝐿𝐿𝐿

,       (2)

где 𝐿𝐿𝐿𝐿 — характерный продольный размер жидкой пленки, м.
Тогда соответствующее уравнение вынужденных колебаний слоя запишем в виде:

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑑𝑑𝑑𝑑2(𝛥𝛥𝛥𝛥ℎ)
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2

+ 𝑐𝑐𝑐𝑐0
2𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝜀𝜀𝜀𝜀𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡,       (3)

где: m — масса возмущаемой пленки жидкости, кг; t — текущее время, с.
Выразив амплитуду волн Δh через среднюю толщину пленки h амплитуду возмущенного

движения пленки Н как:
𝛥𝛥𝛥𝛥ℎ = 𝐻𝐻𝐻𝐻 ⋅ ℎ (4)

уравнение (3) запишем как:
𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2
+ 𝑐𝑐𝑐𝑐0

2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ3𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡 (5)
Обсуждение
Анализ уравнения (5) проводится с помощью асимптотических методов. Применение метода

многих масштабов показывает, что при этом в описываемой системе возникают главный резонанс
(Chu, 1975: 587), наблюдаемый при 𝑐𝑐𝑐𝑐∗ ≈ 𝑐𝑐𝑐𝑐0, так и ряд вторичных резонансов, характерных для
нелинейного взаимодействия (Volnenko, 2022: 163).

Разделив обе части уравнения (5) на величину 𝑐𝑐𝑐𝑐0
2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ получим следующее выражение:

1
𝑐𝑐𝑐𝑐02

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2

+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 +
𝐾𝐾𝐾𝐾ℎ2

𝑐𝑐𝑐𝑐02
𝐻𝐻𝐻𝐻3 =

𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹
𝑐𝑐𝑐𝑐02𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡

Для упрощения анализа введем ряд замен переменных для приведения уравнений к
безразмерному виду:

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑐𝑐𝑐𝑐0𝑡𝑡𝑡𝑡 ; 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜔𝜔𝜔𝜔∗

𝜔𝜔𝜔𝜔0
; 𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝐾𝐾𝐾𝐾ℎ2

𝜔𝜔𝜔𝜔0
2 ; 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜔𝜔𝜔𝜔0
2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ

= 𝐹𝐹𝐹𝐹� (6)

Тогда уравнение (3) приводится к следующему виду:

,                                               (1)

где:  γ – число соударения, безразмерная величина;  F - сила ударного 
взаимодействия единичной капли, Н; ω* – частота соударения капель с 
поверхностью пленки, 1/с.

Частота обновления межфазной поверхности в рамках предлагаемой модели 
(Ismailov, 2014: 4566) может быть описана с помощью уравнения вынужденных 
колебаний Дюффинга для тонкого слоя жидкости (Ozmen, 2022).

Собственную частоту колебаний тонкого слоя жидкости оценим по 
соотношению:

3

Введение
Многие массообменные аппараты, работающие в газожидкостной системе, основаны на

эффекте взаимодействия потока капель с пленкой жидкости (Sabyrkhanov, 2021: 236).
Проведение анализа и обобщения режимных параметров аппаратов для проведения

массообменных процессов и пылеулавливания, выявление механизма образования, движения и
взаимодействия газового и жидкостного потоков в контактной зоне аппарата. Необходимо исследовать
процесс взаимодействия капель с пленочной жидкостью с учетом вяз-костной диссипации энергии в
тонком слое.

Материалы и методы
Для описания явления, механизма образования, движения и взаимодействия газового и

жидкостного потоков в контактной зоне допустим, что сила вынуждающего ударного взаимодействия
потока капель может быть представлена в виде:
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где: 𝐹𝐹𝐹𝐹 – число соударения, безразмерная величина; 𝐹𝐹𝐹𝐹 - сила ударного взаимодействия единичной капли,
Н; 𝑐𝑐𝑐𝑐∗– частота соударения капель с поверхностью пленки, 1/с.

Частота обновления межфазной поверхности в рамках предлагаемой модели (Ismailov, 2014:
4566) может быть описана с помощью уравнения вынужденных колебаний Дюффинга для тонкого слоя
жидкости (Ozmen, 2022).

Собственную частоту колебаний тонкого слоя жидкости оценим по соотношению:

𝑐𝑐𝑐𝑐0 = �𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ
𝐿𝐿𝐿𝐿

,       (2)

где 𝐿𝐿𝐿𝐿 — характерный продольный размер жидкой пленки, м.
Тогда соответствующее уравнение вынужденных колебаний слоя запишем в виде:

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑑𝑑𝑑𝑑2(𝛥𝛥𝛥𝛥ℎ)
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где: m — масса возмущаемой пленки жидкости, кг; t — текущее время, с.
Выразив амплитуду волн Δh через среднюю толщину пленки h амплитуду возмущенного

движения пленки Н как:
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Обсуждение
Анализ уравнения (5) проводится с помощью асимптотических методов. Применение метода

многих масштабов показывает, что при этом в описываемой системе возникают главный резонанс
(Chu, 1975: 587), наблюдаемый при 𝑐𝑐𝑐𝑐∗ ≈ 𝑐𝑐𝑐𝑐0, так и ряд вторичных резонансов, характерных для
нелинейного взаимодействия (Volnenko, 2022: 163).

Разделив обе части уравнения (5) на величину 𝑐𝑐𝑐𝑐0
2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ получим следующее выражение:

1
𝑐𝑐𝑐𝑐02

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2

+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 +
𝐾𝐾𝐾𝐾ℎ2

𝑐𝑐𝑐𝑐02
𝐻𝐻𝐻𝐻3 =

𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹
𝑐𝑐𝑐𝑐02𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡

Для упрощения анализа введем ряд замен переменных для приведения уравнений к
безразмерному виду:

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑐𝑐𝑐𝑐0𝑡𝑡𝑡𝑡 ; 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜔𝜔𝜔𝜔∗

𝜔𝜔𝜔𝜔0
; 𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝐾𝐾𝐾𝐾ℎ2

𝜔𝜔𝜔𝜔0
2 ; 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜔𝜔𝜔𝜔0
2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ

= 𝐹𝐹𝐹𝐹� (6)

Тогда уравнение (3) приводится к следующему виду:

,                           (2)

где L  — характерный продольный размер жидкой пленки, м.
Тогда соответствующее уравнение вынужденных колебаний слоя запишем в 

виде:

3

Введение
Многие массообменные аппараты, работающие в газожидкостной системе, основаны на

эффекте взаимодействия потока капель с пленкой жидкости (Sabyrkhanov, 2021: 236).
Проведение анализа и обобщения режимных параметров аппаратов для проведения

массообменных процессов и пылеулавливания, выявление механизма образования, движения и
взаимодействия газового и жидкостного потоков в контактной зоне аппарата. Необходимо исследовать
процесс взаимодействия капель с пленочной жидкостью с учетом вяз-костной диссипации энергии в
тонком слое.

Материалы и методы
Для описания явления, механизма образования, движения и взаимодействия газового и

жидкостного потоков в контактной зоне допустим, что сила вынуждающего ударного взаимодействия
потока капель может быть представлена в виде:

𝑓𝑓𝑓𝑓 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡,       (1)

где: 𝐹𝐹𝐹𝐹 – число соударения, безразмерная величина; 𝐹𝐹𝐹𝐹 - сила ударного взаимодействия единичной капли,
Н; 𝑐𝑐𝑐𝑐∗– частота соударения капель с поверхностью пленки, 1/с.

Частота обновления межфазной поверхности в рамках предлагаемой модели (Ismailov, 2014:
4566) может быть описана с помощью уравнения вынужденных колебаний Дюффинга для тонкого слоя
жидкости (Ozmen, 2022).

Собственную частоту колебаний тонкого слоя жидкости оценим по соотношению:

𝑐𝑐𝑐𝑐0 = �𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ
𝐿𝐿𝐿𝐿

,       (2)

где 𝐿𝐿𝐿𝐿 — характерный продольный размер жидкой пленки, м.
Тогда соответствующее уравнение вынужденных колебаний слоя запишем в виде:

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑑𝑑𝑑𝑑2(𝛥𝛥𝛥𝛥ℎ)
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2

+ 𝑐𝑐𝑐𝑐0
2𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝜀𝜀𝜀𝜀𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡,       (3)

где: m — масса возмущаемой пленки жидкости, кг; t — текущее время, с.
Выразив амплитуду волн Δh через среднюю толщину пленки h амплитуду возмущенного

движения пленки Н как:
𝛥𝛥𝛥𝛥ℎ = 𝐻𝐻𝐻𝐻 ⋅ ℎ (4)

уравнение (3) запишем как:
𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2
+ 𝑐𝑐𝑐𝑐0

2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ3𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡 (5)
Обсуждение
Анализ уравнения (5) проводится с помощью асимптотических методов. Применение метода

многих масштабов показывает, что при этом в описываемой системе возникают главный резонанс
(Chu, 1975: 587), наблюдаемый при 𝑐𝑐𝑐𝑐∗ ≈ 𝑐𝑐𝑐𝑐0, так и ряд вторичных резонансов, характерных для
нелинейного взаимодействия (Volnenko, 2022: 163).

Разделив обе части уравнения (5) на величину 𝑐𝑐𝑐𝑐0
2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ получим следующее выражение:

1
𝑐𝑐𝑐𝑐02

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2

+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 +
𝐾𝐾𝐾𝐾ℎ2

𝑐𝑐𝑐𝑐02
𝐻𝐻𝐻𝐻3 =

𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹
𝑐𝑐𝑐𝑐02𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡

Для упрощения анализа введем ряд замен переменных для приведения уравнений к
безразмерному виду:

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑐𝑐𝑐𝑐0𝑡𝑡𝑡𝑡 ; 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜔𝜔𝜔𝜔∗

𝜔𝜔𝜔𝜔0
; 𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝐾𝐾𝐾𝐾ℎ2

𝜔𝜔𝜔𝜔0
2 ; 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜔𝜔𝜔𝜔0
2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ

= 𝐹𝐹𝐹𝐹� (6)

Тогда уравнение (3) приводится к следующему виду:

,              (3)

где: m — масса возмущаемой пленки жидкости, кг; t — текущее время, с.
Выразив амплитуду волн ∆h через среднюю толщину пленки h амплитуду 

возмущенного движения пленки Н как:

3

Введение
Многие массообменные аппараты, работающие в газожидкостной системе, основаны на

эффекте взаимодействия потока капель с пленкой жидкости (Sabyrkhanov, 2021: 236).
Проведение анализа и обобщения режимных параметров аппаратов для проведения

массообменных процессов и пылеулавливания, выявление механизма образования, движения и
взаимодействия газового и жидкостного потоков в контактной зоне аппарата. Необходимо исследовать
процесс взаимодействия капель с пленочной жидкостью с учетом вяз-костной диссипации энергии в
тонком слое.

Материалы и методы
Для описания явления, механизма образования, движения и взаимодействия газового и

жидкостного потоков в контактной зоне допустим, что сила вынуждающего ударного взаимодействия
потока капель может быть представлена в виде:

𝑓𝑓𝑓𝑓 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡,       (1)

где: 𝐹𝐹𝐹𝐹 – число соударения, безразмерная величина; 𝐹𝐹𝐹𝐹 - сила ударного взаимодействия единичной капли,
Н; 𝑐𝑐𝑐𝑐∗– частота соударения капель с поверхностью пленки, 1/с.

Частота обновления межфазной поверхности в рамках предлагаемой модели (Ismailov, 2014:
4566) может быть описана с помощью уравнения вынужденных колебаний Дюффинга для тонкого слоя
жидкости (Ozmen, 2022).

Собственную частоту колебаний тонкого слоя жидкости оценим по соотношению:

𝑐𝑐𝑐𝑐0 = �𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ
𝐿𝐿𝐿𝐿

,       (2)

где 𝐿𝐿𝐿𝐿 — характерный продольный размер жидкой пленки, м.
Тогда соответствующее уравнение вынужденных колебаний слоя запишем в виде:

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑑𝑑𝑑𝑑2(𝛥𝛥𝛥𝛥ℎ)
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2

+ 𝑐𝑐𝑐𝑐0
2𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝜀𝜀𝜀𝜀𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡,       (3)

где: m — масса возмущаемой пленки жидкости, кг; t — текущее время, с.
Выразив амплитуду волн Δh через среднюю толщину пленки h амплитуду возмущенного

движения пленки Н как:
𝛥𝛥𝛥𝛥ℎ = 𝐻𝐻𝐻𝐻 ⋅ ℎ (4)

уравнение (3) запишем как:
𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2
+ 𝑐𝑐𝑐𝑐0

2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ3𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡 (5)
Обсуждение
Анализ уравнения (5) проводится с помощью асимптотических методов. Применение метода

многих масштабов показывает, что при этом в описываемой системе возникают главный резонанс
(Chu, 1975: 587), наблюдаемый при 𝑐𝑐𝑐𝑐∗ ≈ 𝑐𝑐𝑐𝑐0, так и ряд вторичных резонансов, характерных для
нелинейного взаимодействия (Volnenko, 2022: 163).

Разделив обе части уравнения (5) на величину 𝑐𝑐𝑐𝑐0
2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ получим следующее выражение:

1
𝑐𝑐𝑐𝑐02

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2

+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 +
𝐾𝐾𝐾𝐾ℎ2

𝑐𝑐𝑐𝑐02
𝐻𝐻𝐻𝐻3 =

𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹
𝑐𝑐𝑐𝑐02𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡

Для упрощения анализа введем ряд замен переменных для приведения уравнений к
безразмерному виду:

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑐𝑐𝑐𝑐0𝑡𝑡𝑡𝑡 ; 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜔𝜔𝜔𝜔∗

𝜔𝜔𝜔𝜔0
; 𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝐾𝐾𝐾𝐾ℎ2

𝜔𝜔𝜔𝜔0
2 ; 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜔𝜔𝜔𝜔0
2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ

= 𝐹𝐹𝐹𝐹� (6)

Тогда уравнение (3) приводится к следующему виду:

                  (4)

уравнение (3) запишем как:

3

Введение
Многие массообменные аппараты, работающие в газожидкостной системе, основаны на

эффекте взаимодействия потока капель с пленкой жидкости (Sabyrkhanov, 2021: 236).
Проведение анализа и обобщения режимных параметров аппаратов для проведения

массообменных процессов и пылеулавливания, выявление механизма образования, движения и
взаимодействия газового и жидкостного потоков в контактной зоне аппарата. Необходимо исследовать
процесс взаимодействия капель с пленочной жидкостью с учетом вяз-костной диссипации энергии в
тонком слое.

Материалы и методы
Для описания явления, механизма образования, движения и взаимодействия газового и

жидкостного потоков в контактной зоне допустим, что сила вынуждающего ударного взаимодействия
потока капель может быть представлена в виде:

𝑓𝑓𝑓𝑓 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡,       (1)

где: 𝐹𝐹𝐹𝐹 – число соударения, безразмерная величина; 𝐹𝐹𝐹𝐹 - сила ударного взаимодействия единичной капли,
Н; 𝑐𝑐𝑐𝑐∗– частота соударения капель с поверхностью пленки, 1/с.

Частота обновления межфазной поверхности в рамках предлагаемой модели (Ismailov, 2014:
4566) может быть описана с помощью уравнения вынужденных колебаний Дюффинга для тонкого слоя
жидкости (Ozmen, 2022).

Собственную частоту колебаний тонкого слоя жидкости оценим по соотношению:

𝑐𝑐𝑐𝑐0 = �𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ
𝐿𝐿𝐿𝐿

,       (2)

где 𝐿𝐿𝐿𝐿 — характерный продольный размер жидкой пленки, м.
Тогда соответствующее уравнение вынужденных колебаний слоя запишем в виде:

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑑𝑑𝑑𝑑2(𝛥𝛥𝛥𝛥ℎ)
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2

+ 𝑐𝑐𝑐𝑐0
2𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝜀𝜀𝜀𝜀𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡,       (3)

где: m — масса возмущаемой пленки жидкости, кг; t — текущее время, с.
Выразив амплитуду волн Δh через среднюю толщину пленки h амплитуду возмущенного

движения пленки Н как:
𝛥𝛥𝛥𝛥ℎ = 𝐻𝐻𝐻𝐻 ⋅ ℎ (4)

уравнение (3) запишем как:
𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2
+ 𝑐𝑐𝑐𝑐0

2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ3𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡 (5)
Обсуждение
Анализ уравнения (5) проводится с помощью асимптотических методов. Применение метода

многих масштабов показывает, что при этом в описываемой системе возникают главный резонанс
(Chu, 1975: 587), наблюдаемый при 𝑐𝑐𝑐𝑐∗ ≈ 𝑐𝑐𝑐𝑐0, так и ряд вторичных резонансов, характерных для
нелинейного взаимодействия (Volnenko, 2022: 163).

Разделив обе части уравнения (5) на величину 𝑐𝑐𝑐𝑐0
2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ получим следующее выражение:

1
𝑐𝑐𝑐𝑐02

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2

+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 +
𝐾𝐾𝐾𝐾ℎ2

𝑐𝑐𝑐𝑐02
𝐻𝐻𝐻𝐻3 =

𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹
𝑐𝑐𝑐𝑐02𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡

Для упрощения анализа введем ряд замен переменных для приведения уравнений к
безразмерному виду:

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑐𝑐𝑐𝑐0𝑡𝑡𝑡𝑡 ; 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜔𝜔𝜔𝜔∗

𝜔𝜔𝜔𝜔0
; 𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝐾𝐾𝐾𝐾ℎ2

𝜔𝜔𝜔𝜔0
2 ; 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜔𝜔𝜔𝜔0
2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ

= 𝐹𝐹𝐹𝐹� (6)

Тогда уравнение (3) приводится к следующему виду:

       (5)
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Обсуждение
Анализ уравнения (5) проводится с помощью асимптотических методов. 

Применение метода многих масштабов показывает, что при этом в описываемой 
системе возникают главный резонанс (Chu, 1975: 587), наблюдаемый при            

3

Введение
Многие массообменные аппараты, работающие в газожидкостной системе, основаны на

эффекте взаимодействия потока капель с пленкой жидкости (Sabyrkhanov, 2021: 236).
Проведение анализа и обобщения режимных параметров аппаратов для проведения

массообменных процессов и пылеулавливания, выявление механизма образования, движения и
взаимодействия газового и жидкостного потоков в контактной зоне аппарата. Необходимо исследовать
процесс взаимодействия капель с пленочной жидкостью с учетом вяз-костной диссипации энергии в
тонком слое.

Материалы и методы
Для описания явления, механизма образования, движения и взаимодействия газового и

жидкостного потоков в контактной зоне допустим, что сила вынуждающего ударного взаимодействия
потока капель может быть представлена в виде:

𝑓𝑓𝑓𝑓 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡,       (1)

где: 𝐹𝐹𝐹𝐹 – число соударения, безразмерная величина; 𝐹𝐹𝐹𝐹 - сила ударного взаимодействия единичной капли,
Н; 𝑐𝑐𝑐𝑐∗– частота соударения капель с поверхностью пленки, 1/с.

Частота обновления межфазной поверхности в рамках предлагаемой модели (Ismailov, 2014:
4566) может быть описана с помощью уравнения вынужденных колебаний Дюффинга для тонкого слоя
жидкости (Ozmen, 2022).

Собственную частоту колебаний тонкого слоя жидкости оценим по соотношению:

𝑐𝑐𝑐𝑐0 = �𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ
𝐿𝐿𝐿𝐿

,       (2)

где 𝐿𝐿𝐿𝐿 — характерный продольный размер жидкой пленки, м.
Тогда соответствующее уравнение вынужденных колебаний слоя запишем в виде:

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑑𝑑𝑑𝑑2(𝛥𝛥𝛥𝛥ℎ)
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2

+ 𝑐𝑐𝑐𝑐0
2𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝜀𝜀𝜀𝜀𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡,       (3)

где: m — масса возмущаемой пленки жидкости, кг; t — текущее время, с.
Выразив амплитуду волн Δh через среднюю толщину пленки h амплитуду возмущенного

движения пленки Н как:
𝛥𝛥𝛥𝛥ℎ = 𝐻𝐻𝐻𝐻 ⋅ ℎ (4)

уравнение (3) запишем как:
𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2
+ 𝑐𝑐𝑐𝑐0

2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ3𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡 (5)
Обсуждение
Анализ уравнения (5) проводится с помощью асимптотических методов. Применение метода

многих масштабов показывает, что при этом в описываемой системе возникают главный резонанс
(Chu, 1975: 587), наблюдаемый при 𝑐𝑐𝑐𝑐∗ ≈ 𝑐𝑐𝑐𝑐0, так и ряд вторичных резонансов, характерных для
нелинейного взаимодействия (Volnenko, 2022: 163).

Разделив обе части уравнения (5) на величину 𝑐𝑐𝑐𝑐0
2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ получим следующее выражение:

1
𝑐𝑐𝑐𝑐02

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2

+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 +
𝐾𝐾𝐾𝐾ℎ2

𝑐𝑐𝑐𝑐02
𝐻𝐻𝐻𝐻3 =

𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹
𝑐𝑐𝑐𝑐02𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡

Для упрощения анализа введем ряд замен переменных для приведения уравнений к
безразмерному виду:

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑐𝑐𝑐𝑐0𝑡𝑡𝑡𝑡 ; 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜔𝜔𝜔𝜔∗

𝜔𝜔𝜔𝜔0
; 𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝐾𝐾𝐾𝐾ℎ2

𝜔𝜔𝜔𝜔0
2 ; 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜔𝜔𝜔𝜔0
2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ

= 𝐹𝐹𝐹𝐹� (6)

Тогда уравнение (3) приводится к следующему виду:

, так и ряд вторичных резонансов, характерных для нелинейного 
взаимодействия (Volnenko, 2022: 163).

Разделив обе части уравнения (5) на величину  

3

Введение
Многие массообменные аппараты, работающие в газожидкостной системе, основаны на

эффекте взаимодействия потока капель с пленкой жидкости (Sabyrkhanov, 2021: 236).
Проведение анализа и обобщения режимных параметров аппаратов для проведения

массообменных процессов и пылеулавливания, выявление механизма образования, движения и
взаимодействия газового и жидкостного потоков в контактной зоне аппарата. Необходимо исследовать
процесс взаимодействия капель с пленочной жидкостью с учетом вяз-костной диссипации энергии в
тонком слое.

Материалы и методы
Для описания явления, механизма образования, движения и взаимодействия газового и

жидкостного потоков в контактной зоне допустим, что сила вынуждающего ударного взаимодействия
потока капель может быть представлена в виде:

𝑓𝑓𝑓𝑓 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡,       (1)

где: 𝐹𝐹𝐹𝐹 – число соударения, безразмерная величина; 𝐹𝐹𝐹𝐹 - сила ударного взаимодействия единичной капли,
Н; 𝑐𝑐𝑐𝑐∗– частота соударения капель с поверхностью пленки, 1/с.

Частота обновления межфазной поверхности в рамках предлагаемой модели (Ismailov, 2014:
4566) может быть описана с помощью уравнения вынужденных колебаний Дюффинга для тонкого слоя
жидкости (Ozmen, 2022).

Собственную частоту колебаний тонкого слоя жидкости оценим по соотношению:

𝑐𝑐𝑐𝑐0 = �𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ
𝐿𝐿𝐿𝐿

,       (2)

где 𝐿𝐿𝐿𝐿 — характерный продольный размер жидкой пленки, м.
Тогда соответствующее уравнение вынужденных колебаний слоя запишем в виде:

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑑𝑑𝑑𝑑2(𝛥𝛥𝛥𝛥ℎ)
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2

+ 𝑐𝑐𝑐𝑐0
2𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝜀𝜀𝜀𝜀𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡,       (3)

где: m — масса возмущаемой пленки жидкости, кг; t — текущее время, с.
Выразив амплитуду волн Δh через среднюю толщину пленки h амплитуду возмущенного

движения пленки Н как:
𝛥𝛥𝛥𝛥ℎ = 𝐻𝐻𝐻𝐻 ⋅ ℎ (4)

уравнение (3) запишем как:
𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2
+ 𝑐𝑐𝑐𝑐0

2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ3𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡 (5)
Обсуждение
Анализ уравнения (5) проводится с помощью асимптотических методов. Применение метода

многих масштабов показывает, что при этом в описываемой системе возникают главный резонанс
(Chu, 1975: 587), наблюдаемый при 𝑐𝑐𝑐𝑐∗ ≈ 𝑐𝑐𝑐𝑐0, так и ряд вторичных резонансов, характерных для
нелинейного взаимодействия (Volnenko, 2022: 163).

Разделив обе части уравнения (5) на величину 𝑐𝑐𝑐𝑐0
2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ получим следующее выражение:

1
𝑐𝑐𝑐𝑐02

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2

+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 +
𝐾𝐾𝐾𝐾ℎ2

𝑐𝑐𝑐𝑐02
𝐻𝐻𝐻𝐻3 =

𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹
𝑐𝑐𝑐𝑐02𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡

Для упрощения анализа введем ряд замен переменных для приведения уравнений к
безразмерному виду:

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑐𝑐𝑐𝑐0𝑡𝑡𝑡𝑡 ; 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜔𝜔𝜔𝜔∗

𝜔𝜔𝜔𝜔0
; 𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝐾𝐾𝐾𝐾ℎ2

𝜔𝜔𝜔𝜔0
2 ; 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜔𝜔𝜔𝜔0
2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ

= 𝐹𝐹𝐹𝐹� (6)

Тогда уравнение (3) приводится к следующему виду:

 получим следующее 
выражение:

3

Введение
Многие массообменные аппараты, работающие в газожидкостной системе, основаны на

эффекте взаимодействия потока капель с пленкой жидкости (Sabyrkhanov, 2021: 236).
Проведение анализа и обобщения режимных параметров аппаратов для проведения

массообменных процессов и пылеулавливания, выявление механизма образования, движения и
взаимодействия газового и жидкостного потоков в контактной зоне аппарата. Необходимо исследовать
процесс взаимодействия капель с пленочной жидкостью с учетом вяз-костной диссипации энергии в
тонком слое.

Материалы и методы
Для описания явления, механизма образования, движения и взаимодействия газового и

жидкостного потоков в контактной зоне допустим, что сила вынуждающего ударного взаимодействия
потока капель может быть представлена в виде:

𝑓𝑓𝑓𝑓 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡,       (1)

где: 𝐹𝐹𝐹𝐹 – число соударения, безразмерная величина; 𝐹𝐹𝐹𝐹 - сила ударного взаимодействия единичной капли,
Н; 𝑐𝑐𝑐𝑐∗– частота соударения капель с поверхностью пленки, 1/с.

Частота обновления межфазной поверхности в рамках предлагаемой модели (Ismailov, 2014:
4566) может быть описана с помощью уравнения вынужденных колебаний Дюффинга для тонкого слоя
жидкости (Ozmen, 2022).

Собственную частоту колебаний тонкого слоя жидкости оценим по соотношению:

𝑐𝑐𝑐𝑐0 = �𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ
𝐿𝐿𝐿𝐿

,       (2)

где 𝐿𝐿𝐿𝐿 — характерный продольный размер жидкой пленки, м.
Тогда соответствующее уравнение вынужденных колебаний слоя запишем в виде:

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑑𝑑𝑑𝑑2(𝛥𝛥𝛥𝛥ℎ)
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2

+ 𝑐𝑐𝑐𝑐0
2𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝜀𝜀𝜀𝜀𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡,       (3)

где: m — масса возмущаемой пленки жидкости, кг; t — текущее время, с.
Выразив амплитуду волн Δh через среднюю толщину пленки h амплитуду возмущенного

движения пленки Н как:
𝛥𝛥𝛥𝛥ℎ = 𝐻𝐻𝐻𝐻 ⋅ ℎ (4)

уравнение (3) запишем как:
𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2
+ 𝑐𝑐𝑐𝑐0

2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ3𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡 (5)
Обсуждение
Анализ уравнения (5) проводится с помощью асимптотических методов. Применение метода

многих масштабов показывает, что при этом в описываемой системе возникают главный резонанс
(Chu, 1975: 587), наблюдаемый при 𝑐𝑐𝑐𝑐∗ ≈ 𝑐𝑐𝑐𝑐0, так и ряд вторичных резонансов, характерных для
нелинейного взаимодействия (Volnenko, 2022: 163).

Разделив обе части уравнения (5) на величину 𝑐𝑐𝑐𝑐0
2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ получим следующее выражение:

1
𝑐𝑐𝑐𝑐02

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2

+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 +
𝐾𝐾𝐾𝐾ℎ2

𝑐𝑐𝑐𝑐02
𝐻𝐻𝐻𝐻3 =

𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹
𝑐𝑐𝑐𝑐02𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡

Для упрощения анализа введем ряд замен переменных для приведения уравнений к
безразмерному виду:

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑐𝑐𝑐𝑐0𝑡𝑡𝑡𝑡 ; 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜔𝜔𝜔𝜔∗

𝜔𝜔𝜔𝜔0
; 𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝐾𝐾𝐾𝐾ℎ2

𝜔𝜔𝜔𝜔0
2 ; 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜔𝜔𝜔𝜔0
2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ

= 𝐹𝐹𝐹𝐹� (6)

Тогда уравнение (3) приводится к следующему виду:

Для упрощения анализа введем ряд замен переменных для приведения 
уравнений к безразмерному виду:

3

Введение
Многие массообменные аппараты, работающие в газожидкостной системе, основаны на

эффекте взаимодействия потока капель с пленкой жидкости (Sabyrkhanov, 2021: 236).
Проведение анализа и обобщения режимных параметров аппаратов для проведения

массообменных процессов и пылеулавливания, выявление механизма образования, движения и
взаимодействия газового и жидкостного потоков в контактной зоне аппарата. Необходимо исследовать
процесс взаимодействия капель с пленочной жидкостью с учетом вяз-костной диссипации энергии в
тонком слое.

Материалы и методы
Для описания явления, механизма образования, движения и взаимодействия газового и

жидкостного потоков в контактной зоне допустим, что сила вынуждающего ударного взаимодействия
потока капель может быть представлена в виде:

𝑓𝑓𝑓𝑓 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡,       (1)

где: 𝐹𝐹𝐹𝐹 – число соударения, безразмерная величина; 𝐹𝐹𝐹𝐹 - сила ударного взаимодействия единичной капли,
Н; 𝑐𝑐𝑐𝑐∗– частота соударения капель с поверхностью пленки, 1/с.

Частота обновления межфазной поверхности в рамках предлагаемой модели (Ismailov, 2014:
4566) может быть описана с помощью уравнения вынужденных колебаний Дюффинга для тонкого слоя
жидкости (Ozmen, 2022).

Собственную частоту колебаний тонкого слоя жидкости оценим по соотношению:

𝑐𝑐𝑐𝑐0 = �𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ
𝐿𝐿𝐿𝐿

,       (2)

где 𝐿𝐿𝐿𝐿 — характерный продольный размер жидкой пленки, м.
Тогда соответствующее уравнение вынужденных колебаний слоя запишем в виде:

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑑𝑑𝑑𝑑2(𝛥𝛥𝛥𝛥ℎ)
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2

+ 𝑐𝑐𝑐𝑐0
2𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝜀𝜀𝜀𝜀𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡,       (3)

где: m — масса возмущаемой пленки жидкости, кг; t — текущее время, с.
Выразив амплитуду волн Δh через среднюю толщину пленки h амплитуду возмущенного

движения пленки Н как:
𝛥𝛥𝛥𝛥ℎ = 𝐻𝐻𝐻𝐻 ⋅ ℎ (4)

уравнение (3) запишем как:
𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ 𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2
+ 𝑐𝑐𝑐𝑐0

2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ3𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡 (5)
Обсуждение
Анализ уравнения (5) проводится с помощью асимптотических методов. Применение метода

многих масштабов показывает, что при этом в описываемой системе возникают главный резонанс
(Chu, 1975: 587), наблюдаемый при 𝑐𝑐𝑐𝑐∗ ≈ 𝑐𝑐𝑐𝑐0, так и ряд вторичных резонансов, характерных для
нелинейного взаимодействия (Volnenko, 2022: 163).

Разделив обе части уравнения (5) на величину 𝑐𝑐𝑐𝑐0
2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ получим следующее выражение:

1
𝑐𝑐𝑐𝑐02

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2

+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 +
𝐾𝐾𝐾𝐾ℎ2

𝑐𝑐𝑐𝑐02
𝐻𝐻𝐻𝐻3 =

𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹
𝑐𝑐𝑐𝑐02𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∗ 𝑡𝑡𝑡𝑡

Для упрощения анализа введем ряд замен переменных для приведения уравнений к
безразмерному виду:

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 𝑐𝑐𝑐𝑐0𝑡𝑡𝑡𝑡 ; 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜔𝜔𝜔𝜔∗

𝜔𝜔𝜔𝜔0
; 𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝐾𝐾𝐾𝐾ℎ2

𝜔𝜔𝜔𝜔0
2 ; 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜔𝜔𝜔𝜔0
2𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ

= 𝐹𝐹𝐹𝐹� (6)

Тогда уравнение (3) приводится к следующему виду:

      (6)

Тогда уравнение (3) приводится к следующему виду:

4

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏2

+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜏𝜏𝜏𝜏. (7)

Найдем вторичные резонансы описываемой системы методом многих масштабов. Для этого
введем в дополнение к быстрому времени 𝑇𝑇𝑇𝑇0 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 еще медленное время 𝑇𝑇𝑇𝑇1 = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑡𝑡𝑡𝑡.

Приближенное аналитическое решение уравнения колебаний слоя будем искать в виде
асимптотического разложения по малому параметру 𝛿𝛿𝛿𝛿:

𝐻𝐻𝐻𝐻 = 𝐻𝐻𝐻𝐻0 + ∑ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑛𝑛𝑛𝑛𝐻𝐻𝐻𝐻𝑛𝑛𝑛𝑛∞
𝑛𝑛𝑛𝑛=1 . (8)

Для нулевого и первого порядков разложения получаем следующие уравнения:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻0 + 𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑇𝑇𝑇𝑇0, (9)

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = − 𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇0𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1
𝐻𝐻𝐻𝐻0 − 𝐻𝐻𝐻𝐻03. (10)

Решение уравнения (9) можно записать в комплексной форме в виде (здесь 𝐹𝐹𝐹𝐹 — символ мнимой
единицы):

𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑇𝑇𝑇𝑇1) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + комплексно сопряженные. (11)

Далее комплексно-сопряженные слагаемые будем обозначать чертой сверху букв.
Для амплитуды свободных и вынужденных колебаний слоя соответственно получаем:

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1
2
𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖); 𝛬𝛬𝛬𝛬 = 𝐹𝐹𝐹𝐹�

2(1−𝜔𝜔𝜔𝜔2). (12)

Тогда уравнение (10) приобретает вид:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 2𝐹𝐹𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) −

−[𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + �̄�𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0)]3 . (13)

После раскрытия скобок и преобразований получаем:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −�2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

+ 3(𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 2𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝐴𝐴𝐴𝐴� 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) −

−(6𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 3𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝐴𝐴𝐴𝐴3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝛬𝛬𝛬𝛬3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) −
−3𝐴𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 + 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3�̄�𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 − 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) −
−3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(−2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) +

+комплексно сопряженные (14)

Анализ этого выражения позволяет выделить в качестве вторичных резонансов те значения
приведенной частоты 𝑐𝑐𝑐𝑐, при которых в подэкспоненциальном выражении оказывается значение,
равное единице, т.е. наблюдается равенство частоты вынужденных и собственных колебаний слоя
(Yeshanov, 2019: 382). При этом даже при малых начальных возмущениях может возникнуть колебание
с большой амплитудой.

Таким образом, значения, соответствующие вторичным резонансам таковы:

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(1) = 3 ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝

(2) = 1 3⁄ ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(3) = 0. (15)

В случае 𝑐𝑐𝑐𝑐 ≈ 3 что соответствует большой частоте падающих на слой капель) исследуем
поведение решений вблизи этого вторичного резонанса в виде:

.   (7)

Найдем вторичные резонансы описываемой системы методом многих 
масштабов. Для этого введем в дополнение к быстрому времени  
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𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏2

+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜏𝜏𝜏𝜏. (7)

Найдем вторичные резонансы описываемой системы методом многих масштабов. Для этого
введем в дополнение к быстрому времени 𝑇𝑇𝑇𝑇0 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 еще медленное время 𝑇𝑇𝑇𝑇1 = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑡𝑡𝑡𝑡.

Приближенное аналитическое решение уравнения колебаний слоя будем искать в виде
асимптотического разложения по малому параметру 𝛿𝛿𝛿𝛿:

𝐻𝐻𝐻𝐻 = 𝐻𝐻𝐻𝐻0 + ∑ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑛𝑛𝑛𝑛𝐻𝐻𝐻𝐻𝑛𝑛𝑛𝑛∞
𝑛𝑛𝑛𝑛=1 . (8)

Для нулевого и первого порядков разложения получаем следующие уравнения:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻0 + 𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑇𝑇𝑇𝑇0, (9)

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = − 𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇0𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1
𝐻𝐻𝐻𝐻0 − 𝐻𝐻𝐻𝐻03. (10)

Решение уравнения (9) можно записать в комплексной форме в виде (здесь 𝐹𝐹𝐹𝐹 — символ мнимой
единицы):

𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑇𝑇𝑇𝑇1) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + комплексно сопряженные. (11)

Далее комплексно-сопряженные слагаемые будем обозначать чертой сверху букв.
Для амплитуды свободных и вынужденных колебаний слоя соответственно получаем:

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1
2
𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖); 𝛬𝛬𝛬𝛬 = 𝐹𝐹𝐹𝐹�

2(1−𝜔𝜔𝜔𝜔2). (12)

Тогда уравнение (10) приобретает вид:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 2𝐹𝐹𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) −

−[𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + �̄�𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0)]3 . (13)

После раскрытия скобок и преобразований получаем:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −�2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

+ 3(𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 2𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝐴𝐴𝐴𝐴� 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) −

−(6𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 3𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝐴𝐴𝐴𝐴3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝛬𝛬𝛬𝛬3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) −
−3𝐴𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 + 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3�̄�𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 − 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) −
−3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(−2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) +

+комплексно сопряженные (14)

Анализ этого выражения позволяет выделить в качестве вторичных резонансов те значения
приведенной частоты 𝑐𝑐𝑐𝑐, при которых в подэкспоненциальном выражении оказывается значение,
равное единице, т.е. наблюдается равенство частоты вынужденных и собственных колебаний слоя
(Yeshanov, 2019: 382). При этом даже при малых начальных возмущениях может возникнуть колебание
с большой амплитудой.

Таким образом, значения, соответствующие вторичным резонансам таковы:

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(1) = 3 ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝

(2) = 1 3⁄ ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(3) = 0. (15)

В случае 𝑐𝑐𝑐𝑐 ≈ 3 что соответствует большой частоте падающих на слой капель) исследуем
поведение решений вблизи этого вторичного резонанса в виде:

 еще 
медленное время 
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𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏2

+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜏𝜏𝜏𝜏. (7)

Найдем вторичные резонансы описываемой системы методом многих масштабов. Для этого
введем в дополнение к быстрому времени 𝑇𝑇𝑇𝑇0 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 еще медленное время 𝑇𝑇𝑇𝑇1 = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑡𝑡𝑡𝑡.

Приближенное аналитическое решение уравнения колебаний слоя будем искать в виде
асимптотического разложения по малому параметру 𝛿𝛿𝛿𝛿:

𝐻𝐻𝐻𝐻 = 𝐻𝐻𝐻𝐻0 + ∑ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑛𝑛𝑛𝑛𝐻𝐻𝐻𝐻𝑛𝑛𝑛𝑛∞
𝑛𝑛𝑛𝑛=1 . (8)

Для нулевого и первого порядков разложения получаем следующие уравнения:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻0 + 𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑇𝑇𝑇𝑇0, (9)

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = − 𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇0𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1
𝐻𝐻𝐻𝐻0 − 𝐻𝐻𝐻𝐻03. (10)

Решение уравнения (9) можно записать в комплексной форме в виде (здесь 𝐹𝐹𝐹𝐹 — символ мнимой
единицы):

𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑇𝑇𝑇𝑇1) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + комплексно сопряженные. (11)

Далее комплексно-сопряженные слагаемые будем обозначать чертой сверху букв.
Для амплитуды свободных и вынужденных колебаний слоя соответственно получаем:

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1
2
𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖); 𝛬𝛬𝛬𝛬 = 𝐹𝐹𝐹𝐹�

2(1−𝜔𝜔𝜔𝜔2). (12)

Тогда уравнение (10) приобретает вид:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 2𝐹𝐹𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) −

−[𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + �̄�𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0)]3 . (13)

После раскрытия скобок и преобразований получаем:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −�2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

+ 3(𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 2𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝐴𝐴𝐴𝐴� 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) −

−(6𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 3𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝐴𝐴𝐴𝐴3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝛬𝛬𝛬𝛬3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) −
−3𝐴𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 + 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3�̄�𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 − 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) −
−3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(−2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) +

+комплексно сопряженные (14)

Анализ этого выражения позволяет выделить в качестве вторичных резонансов те значения
приведенной частоты 𝑐𝑐𝑐𝑐, при которых в подэкспоненциальном выражении оказывается значение,
равное единице, т.е. наблюдается равенство частоты вынужденных и собственных колебаний слоя
(Yeshanov, 2019: 382). При этом даже при малых начальных возмущениях может возникнуть колебание
с большой амплитудой.

Таким образом, значения, соответствующие вторичным резонансам таковы:

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(1) = 3 ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝

(2) = 1 3⁄ ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(3) = 0. (15)

В случае 𝑐𝑐𝑐𝑐 ≈ 3 что соответствует большой частоте падающих на слой капель) исследуем
поведение решений вблизи этого вторичного резонанса в виде:

.
Приближенное аналитическое решение уравнения колебаний слоя будем 

искать в виде асимптотического разложения по малому параметру:
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+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜏𝜏𝜏𝜏. (7)

Найдем вторичные резонансы описываемой системы методом многих масштабов. Для этого
введем в дополнение к быстрому времени 𝑇𝑇𝑇𝑇0 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 еще медленное время 𝑇𝑇𝑇𝑇1 = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑡𝑡𝑡𝑡.

Приближенное аналитическое решение уравнения колебаний слоя будем искать в виде
асимптотического разложения по малому параметру 𝛿𝛿𝛿𝛿:

𝐻𝐻𝐻𝐻 = 𝐻𝐻𝐻𝐻0 + ∑ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑛𝑛𝑛𝑛𝐻𝐻𝐻𝐻𝑛𝑛𝑛𝑛∞
𝑛𝑛𝑛𝑛=1 . (8)

Для нулевого и первого порядков разложения получаем следующие уравнения:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻0 + 𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑇𝑇𝑇𝑇0, (9)

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = − 𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇0𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1
𝐻𝐻𝐻𝐻0 − 𝐻𝐻𝐻𝐻03. (10)

Решение уравнения (9) можно записать в комплексной форме в виде (здесь 𝐹𝐹𝐹𝐹 — символ мнимой
единицы):

𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑇𝑇𝑇𝑇1) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + комплексно сопряженные. (11)

Далее комплексно-сопряженные слагаемые будем обозначать чертой сверху букв.
Для амплитуды свободных и вынужденных колебаний слоя соответственно получаем:

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1
2
𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖); 𝛬𝛬𝛬𝛬 = 𝐹𝐹𝐹𝐹�

2(1−𝜔𝜔𝜔𝜔2). (12)

Тогда уравнение (10) приобретает вид:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 2𝐹𝐹𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) −

−[𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + �̄�𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0)]3 . (13)

После раскрытия скобок и преобразований получаем:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −�2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

+ 3(𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 2𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝐴𝐴𝐴𝐴� 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) −

−(6𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 3𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝐴𝐴𝐴𝐴3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝛬𝛬𝛬𝛬3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) −
−3𝐴𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 + 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3�̄�𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 − 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) −
−3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(−2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) +

+комплексно сопряженные (14)

Анализ этого выражения позволяет выделить в качестве вторичных резонансов те значения
приведенной частоты 𝑐𝑐𝑐𝑐, при которых в подэкспоненциальном выражении оказывается значение,
равное единице, т.е. наблюдается равенство частоты вынужденных и собственных колебаний слоя
(Yeshanov, 2019: 382). При этом даже при малых начальных возмущениях может возникнуть колебание
с большой амплитудой.

Таким образом, значения, соответствующие вторичным резонансам таковы:

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(1) = 3 ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝

(2) = 1 3⁄ ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(3) = 0. (15)

В случае 𝑐𝑐𝑐𝑐 ≈ 3 что соответствует большой частоте падающих на слой капель) исследуем
поведение решений вблизи этого вторичного резонанса в виде:

.    (8)
Для нулевого и первого порядков разложения получаем следующие уравнения:
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𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏2

+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜏𝜏𝜏𝜏. (7)

Найдем вторичные резонансы описываемой системы методом многих масштабов. Для этого
введем в дополнение к быстрому времени 𝑇𝑇𝑇𝑇0 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 еще медленное время 𝑇𝑇𝑇𝑇1 = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑡𝑡𝑡𝑡.

Приближенное аналитическое решение уравнения колебаний слоя будем искать в виде
асимптотического разложения по малому параметру 𝛿𝛿𝛿𝛿:

𝐻𝐻𝐻𝐻 = 𝐻𝐻𝐻𝐻0 + ∑ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑛𝑛𝑛𝑛𝐻𝐻𝐻𝐻𝑛𝑛𝑛𝑛∞
𝑛𝑛𝑛𝑛=1 . (8)

Для нулевого и первого порядков разложения получаем следующие уравнения:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻0 + 𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑇𝑇𝑇𝑇0, (9)

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = − 𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇0𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1
𝐻𝐻𝐻𝐻0 − 𝐻𝐻𝐻𝐻03. (10)

Решение уравнения (9) можно записать в комплексной форме в виде (здесь 𝐹𝐹𝐹𝐹 — символ мнимой
единицы):

𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑇𝑇𝑇𝑇1) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + комплексно сопряженные. (11)

Далее комплексно-сопряженные слагаемые будем обозначать чертой сверху букв.
Для амплитуды свободных и вынужденных колебаний слоя соответственно получаем:

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1
2
𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖); 𝛬𝛬𝛬𝛬 = 𝐹𝐹𝐹𝐹�

2(1−𝜔𝜔𝜔𝜔2). (12)

Тогда уравнение (10) приобретает вид:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 2𝐹𝐹𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) −

−[𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + �̄�𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0)]3 . (13)

После раскрытия скобок и преобразований получаем:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −�2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

+ 3(𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 2𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝐴𝐴𝐴𝐴� 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) −

−(6𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 3𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝐴𝐴𝐴𝐴3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝛬𝛬𝛬𝛬3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) −
−3𝐴𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 + 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3�̄�𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 − 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) −
−3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(−2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) +

+комплексно сопряженные (14)

Анализ этого выражения позволяет выделить в качестве вторичных резонансов те значения
приведенной частоты 𝑐𝑐𝑐𝑐, при которых в подэкспоненциальном выражении оказывается значение,
равное единице, т.е. наблюдается равенство частоты вынужденных и собственных колебаний слоя
(Yeshanov, 2019: 382). При этом даже при малых начальных возмущениях может возникнуть колебание
с большой амплитудой.

Таким образом, значения, соответствующие вторичным резонансам таковы:

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(1) = 3 ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝

(2) = 1 3⁄ ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(3) = 0. (15)

В случае 𝑐𝑐𝑐𝑐 ≈ 3 что соответствует большой частоте падающих на слой капель) исследуем
поведение решений вблизи этого вторичного резонанса в виде:

,    (9)
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+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜏𝜏𝜏𝜏. (7)

Найдем вторичные резонансы описываемой системы методом многих масштабов. Для этого
введем в дополнение к быстрому времени 𝑇𝑇𝑇𝑇0 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 еще медленное время 𝑇𝑇𝑇𝑇1 = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑡𝑡𝑡𝑡.

Приближенное аналитическое решение уравнения колебаний слоя будем искать в виде
асимптотического разложения по малому параметру 𝛿𝛿𝛿𝛿:

𝐻𝐻𝐻𝐻 = 𝐻𝐻𝐻𝐻0 + ∑ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑛𝑛𝑛𝑛𝐻𝐻𝐻𝐻𝑛𝑛𝑛𝑛∞
𝑛𝑛𝑛𝑛=1 . (8)

Для нулевого и первого порядков разложения получаем следующие уравнения:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻0 + 𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑇𝑇𝑇𝑇0, (9)

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = − 𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇0𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1
𝐻𝐻𝐻𝐻0 − 𝐻𝐻𝐻𝐻03. (10)

Решение уравнения (9) можно записать в комплексной форме в виде (здесь 𝐹𝐹𝐹𝐹 — символ мнимой
единицы):

𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑇𝑇𝑇𝑇1) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + комплексно сопряженные. (11)

Далее комплексно-сопряженные слагаемые будем обозначать чертой сверху букв.
Для амплитуды свободных и вынужденных колебаний слоя соответственно получаем:

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1
2
𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖); 𝛬𝛬𝛬𝛬 = 𝐹𝐹𝐹𝐹�

2(1−𝜔𝜔𝜔𝜔2). (12)

Тогда уравнение (10) приобретает вид:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 2𝐹𝐹𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) −

−[𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + �̄�𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0)]3 . (13)

После раскрытия скобок и преобразований получаем:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −�2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

+ 3(𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 2𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝐴𝐴𝐴𝐴� 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) −

−(6𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 3𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝐴𝐴𝐴𝐴3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝛬𝛬𝛬𝛬3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) −
−3𝐴𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 + 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3�̄�𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 − 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) −
−3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(−2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) +

+комплексно сопряженные (14)

Анализ этого выражения позволяет выделить в качестве вторичных резонансов те значения
приведенной частоты 𝑐𝑐𝑐𝑐, при которых в подэкспоненциальном выражении оказывается значение,
равное единице, т.е. наблюдается равенство частоты вынужденных и собственных колебаний слоя
(Yeshanov, 2019: 382). При этом даже при малых начальных возмущениях может возникнуть колебание
с большой амплитудой.

Таким образом, значения, соответствующие вторичным резонансам таковы:

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(1) = 3 ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝

(2) = 1 3⁄ ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(3) = 0. (15)

В случае 𝑐𝑐𝑐𝑐 ≈ 3 что соответствует большой частоте падающих на слой капель) исследуем
поведение решений вблизи этого вторичного резонанса в виде:

.  (10)

Решение уравнения (9) можно записать в комплексной форме в виде (здесь i — 
символ мнимой единицы):
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+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜏𝜏𝜏𝜏. (7)

Найдем вторичные резонансы описываемой системы методом многих масштабов. Для этого
введем в дополнение к быстрому времени 𝑇𝑇𝑇𝑇0 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 еще медленное время 𝑇𝑇𝑇𝑇1 = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑡𝑡𝑡𝑡.

Приближенное аналитическое решение уравнения колебаний слоя будем искать в виде
асимптотического разложения по малому параметру 𝛿𝛿𝛿𝛿:

𝐻𝐻𝐻𝐻 = 𝐻𝐻𝐻𝐻0 + ∑ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑛𝑛𝑛𝑛𝐻𝐻𝐻𝐻𝑛𝑛𝑛𝑛∞
𝑛𝑛𝑛𝑛=1 . (8)

Для нулевого и первого порядков разложения получаем следующие уравнения:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻0 + 𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑇𝑇𝑇𝑇0, (9)

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = − 𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇0𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1
𝐻𝐻𝐻𝐻0 − 𝐻𝐻𝐻𝐻03. (10)

Решение уравнения (9) можно записать в комплексной форме в виде (здесь 𝐹𝐹𝐹𝐹 — символ мнимой
единицы):

𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑇𝑇𝑇𝑇1) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + комплексно сопряженные. (11)

Далее комплексно-сопряженные слагаемые будем обозначать чертой сверху букв.
Для амплитуды свободных и вынужденных колебаний слоя соответственно получаем:

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1
2
𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖); 𝛬𝛬𝛬𝛬 = 𝐹𝐹𝐹𝐹�

2(1−𝜔𝜔𝜔𝜔2). (12)

Тогда уравнение (10) приобретает вид:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 2𝐹𝐹𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) −

−[𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + �̄�𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0)]3 . (13)

После раскрытия скобок и преобразований получаем:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −�2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

+ 3(𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 2𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝐴𝐴𝐴𝐴� 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) −

−(6𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 3𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝐴𝐴𝐴𝐴3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝛬𝛬𝛬𝛬3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) −
−3𝐴𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 + 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3�̄�𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 − 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) −
−3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(−2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) +

+комплексно сопряженные (14)

Анализ этого выражения позволяет выделить в качестве вторичных резонансов те значения
приведенной частоты 𝑐𝑐𝑐𝑐, при которых в подэкспоненциальном выражении оказывается значение,
равное единице, т.е. наблюдается равенство частоты вынужденных и собственных колебаний слоя
(Yeshanov, 2019: 382). При этом даже при малых начальных возмущениях может возникнуть колебание
с большой амплитудой.

Таким образом, значения, соответствующие вторичным резонансам таковы:

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(1) = 3 ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝

(2) = 1 3⁄ ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(3) = 0. (15)

В случае 𝑐𝑐𝑐𝑐 ≈ 3 что соответствует большой частоте падающих на слой капель) исследуем
поведение решений вблизи этого вторичного резонанса в виде:

.  (11)

Далее комплексно-сопряженные слагаемые будем обозначать чертой сверху 
букв.
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Для амплитуды свободных и вынужденных колебаний слоя соответственно 
получаем:

4

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏2

+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜏𝜏𝜏𝜏. (7)

Найдем вторичные резонансы описываемой системы методом многих масштабов. Для этого
введем в дополнение к быстрому времени 𝑇𝑇𝑇𝑇0 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 еще медленное время 𝑇𝑇𝑇𝑇1 = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑡𝑡𝑡𝑡.

Приближенное аналитическое решение уравнения колебаний слоя будем искать в виде
асимптотического разложения по малому параметру 𝛿𝛿𝛿𝛿:

𝐻𝐻𝐻𝐻 = 𝐻𝐻𝐻𝐻0 + ∑ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑛𝑛𝑛𝑛𝐻𝐻𝐻𝐻𝑛𝑛𝑛𝑛∞
𝑛𝑛𝑛𝑛=1 . (8)

Для нулевого и первого порядков разложения получаем следующие уравнения:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻0 + 𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑇𝑇𝑇𝑇0, (9)

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = − 𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇0𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1
𝐻𝐻𝐻𝐻0 − 𝐻𝐻𝐻𝐻03. (10)

Решение уравнения (9) можно записать в комплексной форме в виде (здесь 𝐹𝐹𝐹𝐹 — символ мнимой
единицы):

𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑇𝑇𝑇𝑇1) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + комплексно сопряженные. (11)

Далее комплексно-сопряженные слагаемые будем обозначать чертой сверху букв.
Для амплитуды свободных и вынужденных колебаний слоя соответственно получаем:

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1
2
𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖); 𝛬𝛬𝛬𝛬 = 𝐹𝐹𝐹𝐹�

2(1−𝜔𝜔𝜔𝜔2). (12)

Тогда уравнение (10) приобретает вид:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 2𝐹𝐹𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) −

−[𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + �̄�𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0)]3 . (13)

После раскрытия скобок и преобразований получаем:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −�2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

+ 3(𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 2𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝐴𝐴𝐴𝐴� 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) −

−(6𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 3𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝐴𝐴𝐴𝐴3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝛬𝛬𝛬𝛬3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) −
−3𝐴𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 + 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3�̄�𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 − 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) −
−3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(−2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) +

+комплексно сопряженные (14)

Анализ этого выражения позволяет выделить в качестве вторичных резонансов те значения
приведенной частоты 𝑐𝑐𝑐𝑐, при которых в подэкспоненциальном выражении оказывается значение,
равное единице, т.е. наблюдается равенство частоты вынужденных и собственных колебаний слоя
(Yeshanov, 2019: 382). При этом даже при малых начальных возмущениях может возникнуть колебание
с большой амплитудой.

Таким образом, значения, соответствующие вторичным резонансам таковы:

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(1) = 3 ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝

(2) = 1 3⁄ ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(3) = 0. (15)

В случае 𝑐𝑐𝑐𝑐 ≈ 3 что соответствует большой частоте падающих на слой капель) исследуем
поведение решений вблизи этого вторичного резонанса в виде:

.    (12)

Тогда уравнение (10) приобретает вид:
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+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜏𝜏𝜏𝜏. (7)

Найдем вторичные резонансы описываемой системы методом многих масштабов. Для этого
введем в дополнение к быстрому времени 𝑇𝑇𝑇𝑇0 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 еще медленное время 𝑇𝑇𝑇𝑇1 = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑡𝑡𝑡𝑡.

Приближенное аналитическое решение уравнения колебаний слоя будем искать в виде
асимптотического разложения по малому параметру 𝛿𝛿𝛿𝛿:

𝐻𝐻𝐻𝐻 = 𝐻𝐻𝐻𝐻0 + ∑ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑛𝑛𝑛𝑛𝐻𝐻𝐻𝐻𝑛𝑛𝑛𝑛∞
𝑛𝑛𝑛𝑛=1 . (8)

Для нулевого и первого порядков разложения получаем следующие уравнения:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻0 + 𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑇𝑇𝑇𝑇0, (9)

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = − 𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇0𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1
𝐻𝐻𝐻𝐻0 − 𝐻𝐻𝐻𝐻03. (10)

Решение уравнения (9) можно записать в комплексной форме в виде (здесь 𝐹𝐹𝐹𝐹 — символ мнимой
единицы):

𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑇𝑇𝑇𝑇1) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + комплексно сопряженные. (11)

Далее комплексно-сопряженные слагаемые будем обозначать чертой сверху букв.
Для амплитуды свободных и вынужденных колебаний слоя соответственно получаем:

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1
2
𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖); 𝛬𝛬𝛬𝛬 = 𝐹𝐹𝐹𝐹�

2(1−𝜔𝜔𝜔𝜔2). (12)

Тогда уравнение (10) приобретает вид:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 2𝐹𝐹𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 

−[𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + �̄�𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0)]3 . (13)

После раскрытия скобок и преобразований получаем:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −�2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

+ 3(𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 2𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝐴𝐴𝐴𝐴� 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) −

−(6𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 3𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝐴𝐴𝐴𝐴3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝛬𝛬𝛬𝛬3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) −
−3𝐴𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 + 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3�̄�𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 − 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) −
−3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(−2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) +

+комплексно сопряженные (14)

Анализ этого выражения позволяет выделить в качестве вторичных резонансов те значения
приведенной частоты 𝑐𝑐𝑐𝑐, при которых в подэкспоненциальном выражении оказывается значение,
равное единице, т.е. наблюдается равенство частоты вынужденных и собственных колебаний слоя
(Yeshanov, 2019: 382). При этом даже при малых начальных возмущениях может возникнуть колебание
с большой амплитудой.

Таким образом, значения, соответствующие вторичным резонансам таковы:

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(1) = 3 ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝

(2) = 1 3⁄ ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(3) = 0. (15)

В случае 𝑐𝑐𝑐𝑐 ≈ 3 что соответствует большой частоте падающих на слой капель) исследуем
поведение решений вблизи этого вторичного резонанса в виде:

 .  (13)

После раскрытия скобок и преобразований получаем:
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+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜏𝜏𝜏𝜏. (7)

Найдем вторичные резонансы описываемой системы методом многих масштабов. Для этого
введем в дополнение к быстрому времени 𝑇𝑇𝑇𝑇0 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 еще медленное время 𝑇𝑇𝑇𝑇1 = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑡𝑡𝑡𝑡.

Приближенное аналитическое решение уравнения колебаний слоя будем искать в виде
асимптотического разложения по малому параметру 𝛿𝛿𝛿𝛿:

𝐻𝐻𝐻𝐻 = 𝐻𝐻𝐻𝐻0 + ∑ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑛𝑛𝑛𝑛𝐻𝐻𝐻𝐻𝑛𝑛𝑛𝑛∞
𝑛𝑛𝑛𝑛=1 . (8)

Для нулевого и первого порядков разложения получаем следующие уравнения:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻0 + 𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑇𝑇𝑇𝑇0, (9)

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = − 𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇0𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1
𝐻𝐻𝐻𝐻0 − 𝐻𝐻𝐻𝐻03. (10)

Решение уравнения (9) можно записать в комплексной форме в виде (здесь 𝐹𝐹𝐹𝐹 — символ мнимой
единицы):

𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑇𝑇𝑇𝑇1) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + комплексно сопряженные. (11)

Далее комплексно-сопряженные слагаемые будем обозначать чертой сверху букв.
Для амплитуды свободных и вынужденных колебаний слоя соответственно получаем:

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1
2
𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖); 𝛬𝛬𝛬𝛬 = 𝐹𝐹𝐹𝐹�

2(1−𝜔𝜔𝜔𝜔2). (12)

Тогда уравнение (10) приобретает вид:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 2𝐹𝐹𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) −

−[𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + �̄�𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0)]3 . (13)

После раскрытия скобок и преобразований получаем:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −�2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

+ 3(𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 2𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝐴𝐴𝐴𝐴� 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) −

−(6𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 3𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝐴𝐴𝐴𝐴3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝛬𝛬𝛬𝛬3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 
−3𝐴𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 + 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3�̄�𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 − 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 
−3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(−2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 

+комплексно сопряженные (14)

Анализ этого выражения позволяет выделить в качестве вторичных резонансов те значения
приведенной частоты 𝑐𝑐𝑐𝑐, при которых в подэкспоненциальном выражении оказывается значение,
равное единице, т.е. наблюдается равенство частоты вынужденных и собственных колебаний слоя
(Yeshanov, 2019: 382). При этом даже при малых начальных возмущениях может возникнуть колебание
с большой амплитудой.

Таким образом, значения, соответствующие вторичным резонансам таковы:

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(1) = 3 ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝

(2) = 1 3⁄ ; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(3) = 0. (15)

В случае 𝑐𝑐𝑐𝑐 ≈ 3 что соответствует большой частоте падающих на слой капель) исследуем
поведение решений вблизи этого вторичного резонанса в виде:

     (14)

Анализ этого выражения позволяет выделить в качестве вторичных резонансов 
те значения приведенной частоты ω, при которых в подэкспоненциальном 
выражении оказывается значение, равное единице, т.е. наблюдается равенство 
частоты вынужденных и собственных колебаний слоя (Yeshanov, 2019: 382). При 
этом даже при малых начальных возмущениях может возникнуть колебание с 
большой амплитудой.

Таким образом, значения, соответствующие вторичным резонансам таковы:

4

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏2

+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜏𝜏𝜏𝜏. (7)

Найдем вторичные резонансы описываемой системы методом многих масштабов. Для этого
введем в дополнение к быстрому времени 𝑇𝑇𝑇𝑇0 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 еще медленное время 𝑇𝑇𝑇𝑇1 = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑡𝑡𝑡𝑡.

Приближенное аналитическое решение уравнения колебаний слоя будем искать в виде
асимптотического разложения по малому параметру 𝛿𝛿𝛿𝛿:

𝐻𝐻𝐻𝐻 = 𝐻𝐻𝐻𝐻0 + ∑ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑛𝑛𝑛𝑛𝐻𝐻𝐻𝐻𝑛𝑛𝑛𝑛∞
𝑛𝑛𝑛𝑛=1 . (8)

Для нулевого и первого порядков разложения получаем следующие уравнения:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻0 + 𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑇𝑇𝑇𝑇0, (9)

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = − 𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇0𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1
𝐻𝐻𝐻𝐻0 − 𝐻𝐻𝐻𝐻03. (10)

Решение уравнения (9) можно записать в комплексной форме в виде (здесь 𝐹𝐹𝐹𝐹 — символ мнимой
единицы):

𝐻𝐻𝐻𝐻0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑇𝑇𝑇𝑇1) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + комплексно сопряженные. (11)

Далее комплексно-сопряженные слагаемые будем обозначать чертой сверху букв.
Для амплитуды свободных и вынужденных колебаний слоя соответственно получаем:

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1
2
𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝑖𝑖); 𝛬𝛬𝛬𝛬 = 𝐹𝐹𝐹𝐹�

2(1−𝜔𝜔𝜔𝜔2). (12)

Тогда уравнение (10) приобретает вид:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 2𝐹𝐹𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕�̄�𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) −

−[𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) + �̄�𝐴𝐴𝐴 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) + 𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0)]3 . (13)

После раскрытия скобок и преобразований получаем:

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇02
𝐻𝐻𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻𝐻𝐻1 = −�2𝐹𝐹𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

+ 3(𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 2𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝐴𝐴𝐴𝐴� 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) −

−(6𝐴𝐴𝐴𝐴�̄�𝐴𝐴𝐴 + 3𝛬𝛬𝛬𝛬2)𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝐴𝐴𝐴𝐴3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 𝛬𝛬𝛬𝛬3 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝐹𝐹𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑇𝑇𝑇𝑇0) −
−3𝐴𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 + 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3�̄�𝐴𝐴𝐴2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑐𝑐𝑐𝑐 − 2)𝑇𝑇𝑇𝑇0) −
−3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) − 3𝐴𝐴𝐴𝐴𝛬𝛬𝛬𝛬2 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝐹𝐹𝐹𝐹(−2𝑐𝑐𝑐𝑐 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇0) +

+комплексно сопряженные (14)

Анализ этого выражения позволяет выделить в качестве вторичных резонансов те значения
приведенной частоты 𝑐𝑐𝑐𝑐, при которых в подэкспоненциальном выражении оказывается значение,
равное единице, т.е. наблюдается равенство частоты вынужденных и собственных колебаний слоя
(Yeshanov, 2019: 382). При этом даже при малых начальных возмущениях может возникнуть колебание
с большой амплитудой.

Таким образом, значения, соответствующие вторичным резонансам таковы:

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(1) = 3 ;   𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝

(2) = 1 3⁄ ;  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝
(3) = 0. (15)

В случае 𝑐𝑐𝑐𝑐 ≈ 3 что соответствует большой частоте падающих на слой капель) исследуем
поведение решений вблизи этого вторичного резонанса в виде:

.     (15)

В случае  что соответствует большой частоте падающих на слой капель) 
исследуем поведение решений вблизи этого вторичного резонанса в виде:

5

𝑐𝑐𝑐𝑐 = 3 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝛿𝛿𝛿𝛿, (16)

где новый параметр 𝜂𝜂𝜂𝜂 характеризует степень близости внешней частоты к значению вторичного
резонанса.

Подставляя (16) в систему (9), (10), после ряда преобразований получаем уравнения для
изменения амплитуды и фазы вынужденных колебаний слоя вблизи первого вторичного резонанса:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

= −3
4
𝑎𝑎𝑎𝑎2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜂𝜂𝜂𝜂𝑇𝑇𝑇𝑇1 − 3𝑖𝑖𝑖𝑖); (17)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

= −𝜂𝜂𝜂𝜂
3

+ 3𝛬𝛬𝛬𝛬2 + 3
8
𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 3

4
𝑎𝑎𝑎𝑎𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜂𝜂𝜂𝜂𝑇𝑇𝑇𝑇1 − 3𝑖𝑖𝑖𝑖). (18)

Вид полученного решения показывает, что нетривиального стационарного решения (𝑎𝑎𝑎𝑎 ≠ 0) в 
данном случае не существует.

Аналогичным методом можно произвести исследование остальных вторичных резонансов и
также показать, что любое возмущение слоя приводит к нестационарному режиму обновления
поверхности. Поэтому представляет особый интерес исследование устойчивости стационарного
решения и определение условий распространения нелинейных волн в системе с учетом взаимодействия
пленки жидкости с потоком падающих на неё капель.

Использование этих результатов позволяет рассчитать параметр обновления межфазной
поверхности при взаимодействии капельного потока с пленкой жидкости по той же схеме, как это
сделано выше, для случая одиночного взаимодействия. При этом в соответствующую формулу для
расчета доли обновления межфазной поверхности S (Zhao, 2020: 1070) предлагается подставлять в
качестве характерного времени взаимодействия величину:

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 1
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟

, (19)

где: 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑟𝑟𝑟𝑟 — наблюдаемая частота колебаний пленки, определяемая характером резонанса.
Однако более детальный анализ нелинейности в описываемой системе требует учета вязкости

жидкости и вязкой диссипации энергии слоя.
Поэтому необходимо исследовать процесс взаимодействия капель с пленочной жидкостью с

учетом вязкостной диссипации энергии в тонком слое. При этом будем считать, что порядок 
вязкостной диссипации оценивается тем же малым параметром 𝛿𝛿𝛿𝛿, что и порядок нелинейности
взаимодействия. Другое предположение не представляет особого научного интереса.

Результаты
Действительно, если вязкая диссипация сильна, то угасание колебательного движения слоя

будет быстрым и существенного обновления межфазной поверхности в результате соударения капель
также не будет наблюдаться.

Основное уравнение движения слоя (7) тогда преобразуется к виду:

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏2

+ �̂�𝜇𝜇𝜇𝛿𝛿𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡

+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜏𝜏𝜏𝜏, (20)

где �̂�𝜇𝜇𝜇 — приведенная вязкость жидкости:

�̂�𝜇𝜇𝜇 = 𝜇𝜇𝜇𝜇
𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌

. (21)

Здесь: 𝜇𝜇𝜇𝜇 — вязкость жидкости, 𝜌𝜌𝜌𝜌 — плотность, 𝑆𝑆𝑆𝑆 — поперечное сечение пленки.
Подробный анализ уравнения (21) производится аналогично анализу уравнения (7) и тем же

методом многомасштабных разложений. При этом получаем те же значения вторичных резонансов 
(15).

Однако в отличие от случая отсутствия диссипации энергии теперь возможны стационарные
колебательные режимы движения пленки, обусловленные взаимодействием слоя с потоком капель.

Действительно, вместо уравнений (17) и (18) получаем систему:

(16)

где новый параметр  ŋ характеризует степень близости внешней частоты к 
значению вторичного резонанса.

Подставляя (16) в систему (9), (10), после ряда преобразований получаем 
уравнения для изменения амплитуды и фазы вынужденных колебаний слоя вблизи 
первого вторичного резонанса:
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5

𝑐𝑐𝑐𝑐 = 3 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝛿𝛿𝛿𝛿, (16)

где новый параметр 𝜂𝜂𝜂𝜂 характеризует степень близости внешней частоты к значению вторичного
резонанса.

Подставляя (16) в систему (9), (10), после ряда преобразований получаем уравнения для
изменения амплитуды и фазы вынужденных колебаний слоя вблизи первого вторичного резонанса:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

= −3
4
𝑎𝑎𝑎𝑎2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜂𝜂𝜂𝜂𝑇𝑇𝑇𝑇1 − 3𝑖𝑖𝑖𝑖); (17)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

= −𝜂𝜂𝜂𝜂
3

+ 3𝛬𝛬𝛬𝛬2 + 3
8
𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 3

4
𝑎𝑎𝑎𝑎𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜂𝜂𝜂𝜂𝑇𝑇𝑇𝑇1 − 3𝑖𝑖𝑖𝑖). (18)

Вид полученного решения показывает, что нетривиального стационарного решения (𝑎𝑎𝑎𝑎 ≠ 0) в 
данном случае не существует.

Аналогичным методом можно произвести исследование остальных вторичных резонансов и
также показать, что любое возмущение слоя приводит к нестационарному режиму обновления
поверхности. Поэтому представляет особый интерес исследование устойчивости стационарного
решения и определение условий распространения нелинейных волн в системе с учетом взаимодействия
пленки жидкости с потоком падающих на неё капель.

Использование этих результатов позволяет рассчитать параметр обновления межфазной
поверхности при взаимодействии капельного потока с пленкой жидкости по той же схеме, как это
сделано выше, для случая одиночного взаимодействия. При этом в соответствующую формулу для
расчета доли обновления межфазной поверхности S (Zhao, 2020: 1070) предлагается подставлять в
качестве характерного времени взаимодействия величину:

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 1
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟

, (19)

где: 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑟𝑟𝑟𝑟 — наблюдаемая частота колебаний пленки, определяемая характером резонанса.
Однако более детальный анализ нелинейности в описываемой системе требует учета вязкости

жидкости и вязкой диссипации энергии слоя.
Поэтому необходимо исследовать процесс взаимодействия капель с пленочной жидкостью с

учетом вязкостной диссипации энергии в тонком слое. При этом будем считать, что порядок 
вязкостной диссипации оценивается тем же малым параметром 𝛿𝛿𝛿𝛿, что и порядок нелинейности
взаимодействия. Другое предположение не представляет особого научного интереса.

Результаты
Действительно, если вязкая диссипация сильна, то угасание колебательного движения слоя

будет быстрым и существенного обновления межфазной поверхности в результате соударения капель
также не будет наблюдаться.

Основное уравнение движения слоя (7) тогда преобразуется к виду:

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏2

+ �̂�𝜇𝜇𝜇𝛿𝛿𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡

+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜏𝜏𝜏𝜏, (20)

где �̂�𝜇𝜇𝜇 — приведенная вязкость жидкости:

�̂�𝜇𝜇𝜇 = 𝜇𝜇𝜇𝜇
𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌

. (21)

Здесь: 𝜇𝜇𝜇𝜇 — вязкость жидкости, 𝜌𝜌𝜌𝜌 — плотность, 𝑆𝑆𝑆𝑆 — поперечное сечение пленки.
Подробный анализ уравнения (21) производится аналогично анализу уравнения (7) и тем же

методом многомасштабных разложений. При этом получаем те же значения вторичных резонансов 
(15).

Однако в отличие от случая отсутствия диссипации энергии теперь возможны стационарные
колебательные режимы движения пленки, обусловленные взаимодействием слоя с потоком капель.

Действительно, вместо уравнений (17) и (18) получаем систему:

;     (17)
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где новый параметр 𝜂𝜂𝜂𝜂 характеризует степень близости внешней частоты к значению вторичного
резонанса.

Подставляя (16) в систему (9), (10), после ряда преобразований получаем уравнения для
изменения амплитуды и фазы вынужденных колебаний слоя вблизи первого вторичного резонанса:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1
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𝑎𝑎𝑎𝑎2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜂𝜂𝜂𝜂𝑇𝑇𝑇𝑇1 − 3𝑖𝑖𝑖𝑖); (17)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

= −𝜂𝜂𝜂𝜂
3

+ 3𝛬𝛬𝛬𝛬2 + 3
8
𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 3

4
𝑎𝑎𝑎𝑎𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜂𝜂𝜂𝜂𝑇𝑇𝑇𝑇1 − 3𝑖𝑖𝑖𝑖). (18)

Вид полученного решения показывает, что нетривиального стационарного решения (𝑎𝑎𝑎𝑎 ≠ 0) в 
данном случае не существует.

Аналогичным методом можно произвести исследование остальных вторичных резонансов и
также показать, что любое возмущение слоя приводит к нестационарному режиму обновления
поверхности. Поэтому представляет особый интерес исследование устойчивости стационарного
решения и определение условий распространения нелинейных волн в системе с учетом взаимодействия
пленки жидкости с потоком падающих на неё капель.

Использование этих результатов позволяет рассчитать параметр обновления межфазной
поверхности при взаимодействии капельного потока с пленкой жидкости по той же схеме, как это
сделано выше, для случая одиночного взаимодействия. При этом в соответствующую формулу для
расчета доли обновления межфазной поверхности S (Zhao, 2020: 1070) предлагается подставлять в
качестве характерного времени взаимодействия величину:

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 1
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟

, (19)

где: 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑟𝑟𝑟𝑟 — наблюдаемая частота колебаний пленки, определяемая характером резонанса.
Однако более детальный анализ нелинейности в описываемой системе требует учета вязкости

жидкости и вязкой диссипации энергии слоя.
Поэтому необходимо исследовать процесс взаимодействия капель с пленочной жидкостью с

учетом вязкостной диссипации энергии в тонком слое. При этом будем считать, что порядок 
вязкостной диссипации оценивается тем же малым параметром 𝛿𝛿𝛿𝛿, что и порядок нелинейности
взаимодействия. Другое предположение не представляет особого научного интереса.

Результаты
Действительно, если вязкая диссипация сильна, то угасание колебательного движения слоя

будет быстрым и существенного обновления межфазной поверхности в результате соударения капель
также не будет наблюдаться.

Основное уравнение движения слоя (7) тогда преобразуется к виду:

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻
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+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜏𝜏𝜏𝜏, (20)

где �̂�𝜇𝜇𝜇 — приведенная вязкость жидкости:

�̂�𝜇𝜇𝜇 = 𝜇𝜇𝜇𝜇
𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌

. (21)

Здесь: 𝜇𝜇𝜇𝜇 — вязкость жидкости, 𝜌𝜌𝜌𝜌 — плотность, 𝑆𝑆𝑆𝑆 — поперечное сечение пленки.
Подробный анализ уравнения (21) производится аналогично анализу уравнения (7) и тем же

методом многомасштабных разложений. При этом получаем те же значения вторичных резонансов 
(15).

Однако в отличие от случая отсутствия диссипации энергии теперь возможны стационарные
колебательные режимы движения пленки, обусловленные взаимодействием слоя с потоком капель.

Действительно, вместо уравнений (17) и (18) получаем систему:
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Вид полученного решения показывает, что нетривиального стационарного
решения  

5

𝑐𝑐𝑐𝑐 = 3 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝛿𝛿𝛿𝛿, (16)

где новый параметр 𝜂𝜂𝜂𝜂 характеризует степень близости внешней частоты к значению вторичного
резонанса.

Подставляя (16) в систему (9), (10), после ряда преобразований получаем уравнения для
изменения амплитуды и фазы вынужденных колебаний слоя вблизи первого вторичного резонанса:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

= −3
4
𝑎𝑎𝑎𝑎2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜂𝜂𝜂𝜂𝑇𝑇𝑇𝑇1 − 3𝑖𝑖𝑖𝑖); (17)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

= −𝜂𝜂𝜂𝜂
3

+ 3𝛬𝛬𝛬𝛬2 + 3
8
𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 3

4
𝑎𝑎𝑎𝑎𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜂𝜂𝜂𝜂𝑇𝑇𝑇𝑇1 − 3𝑖𝑖𝑖𝑖). (18)
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данном случае не существует.

Аналогичным методом можно произвести исследование остальных вторичных резонансов и
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колебательные режимы движения пленки, обусловленные взаимодействием слоя с потоком капель.

Действительно, вместо уравнений (17) и (18) получаем систему:

 в данном случае не существует.
Аналогичным методом можно произвести исследование остальных 

вторичных резонансов и также показать, что любое возмущение слоя приводит к 
нестационарному режиму обновления поверхности. Поэтому представляет особый 
интерес исследование устойчивости стационарного решения и определение 
условий распространения нелинейных волн в системе с учетом взаимодействия 
пленки жидкости с потоком падающих на неё капель.

Использование этих результатов позволяет рассчитать параметр обновления 
межфазной поверхности при взаимодействии капельного потока с пленкой 
жидкости по той же схеме, как это сделано выше, для случая одиночного 
взаимодействия. При этом в соответствующую формулу для расчета доли 
обновления межфазной поверхности S (Zhao, 2020: 1070) предлагается подставлять 
в качестве характерного времени взаимодействия величину:

5

𝑐𝑐𝑐𝑐 = 3 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝛿𝛿𝛿𝛿, (16)

где новый параметр 𝜂𝜂𝜂𝜂 характеризует степень близости внешней частоты к значению вторичного
резонанса.

Подставляя (16) в систему (9), (10), после ряда преобразований получаем уравнения для
изменения амплитуды и фазы вынужденных колебаний слоя вблизи первого вторичного резонанса:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

= −3
4
𝑎𝑎𝑎𝑎2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜂𝜂𝜂𝜂𝑇𝑇𝑇𝑇1 − 3𝑖𝑖𝑖𝑖); (17)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

= −𝜂𝜂𝜂𝜂
3

+ 3𝛬𝛬𝛬𝛬2 + 3
8
𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 3

4
𝑎𝑎𝑎𝑎𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜂𝜂𝜂𝜂𝑇𝑇𝑇𝑇1 − 3𝑖𝑖𝑖𝑖). (18)

Вид полученного решения показывает, что нетривиального стационарного решения (𝑎𝑎𝑎𝑎 ≠ 0) в 
данном случае не существует.

Аналогичным методом можно произвести исследование остальных вторичных резонансов и
также показать, что любое возмущение слоя приводит к нестационарному режиму обновления
поверхности. Поэтому представляет особый интерес исследование устойчивости стационарного
решения и определение условий распространения нелинейных волн в системе с учетом взаимодействия
пленки жидкости с потоком падающих на неё капель.

Использование этих результатов позволяет рассчитать параметр обновления межфазной
поверхности при взаимодействии капельного потока с пленкой жидкости по той же схеме, как это
сделано выше, для случая одиночного взаимодействия. При этом в соответствующую формулу для
расчета доли обновления межфазной поверхности S (Zhao, 2020: 1070) предлагается подставлять в
качестве характерного времени взаимодействия величину:

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 1
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟

, (19)

где: 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑟𝑟𝑟𝑟 — наблюдаемая частота колебаний пленки, определяемая характером резонанса.
Однако более детальный анализ нелинейности в описываемой системе требует учета вязкости

жидкости и вязкой диссипации энергии слоя.
Поэтому необходимо исследовать процесс взаимодействия капель с пленочной жидкостью с

учетом вязкостной диссипации энергии в тонком слое. При этом будем считать, что порядок 
вязкостной диссипации оценивается тем же малым параметром 𝛿𝛿𝛿𝛿, что и порядок нелинейности
взаимодействия. Другое предположение не представляет особого научного интереса.

Результаты
Действительно, если вязкая диссипация сильна, то угасание колебательного движения слоя

будет быстрым и существенного обновления межфазной поверхности в результате соударения капель
также не будет наблюдаться.

Основное уравнение движения слоя (7) тогда преобразуется к виду:

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏2

+ �̂�𝜇𝜇𝜇𝛿𝛿𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡

+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜏𝜏𝜏𝜏, (20)

где �̂�𝜇𝜇𝜇 — приведенная вязкость жидкости:

�̂�𝜇𝜇𝜇 = 𝜇𝜇𝜇𝜇
𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌

. (21)

Здесь: 𝜇𝜇𝜇𝜇 — вязкость жидкости, 𝜌𝜌𝜌𝜌 — плотность, 𝑆𝑆𝑆𝑆 — поперечное сечение пленки.
Подробный анализ уравнения (21) производится аналогично анализу уравнения (7) и тем же

методом многомасштабных разложений. При этом получаем те же значения вторичных резонансов 
(15).

Однако в отличие от случая отсутствия диссипации энергии теперь возможны стационарные
колебательные режимы движения пленки, обусловленные взаимодействием слоя с потоком капель.

Действительно, вместо уравнений (17) и (18) получаем систему:

,       (19)

где:  ωr — наблюдаемая частота колебаний пленки, определяемая характером 
резонанса.

Однако более детальный анализ нелинейности в описываемой системе требует 
учета вязкости жидкости и вязкой диссипации энергии слоя.

Поэтому необходимо исследовать процесс взаимодействия капель с пленочной 
жидкостью с учетом вязкостной диссипации энергии в тонком слое. При этом 
будем считать, что порядок вязкостной диссипации оценивается тем же малым 
параметром , что и порядок нелинейности взаимодействия.   Другое предположение 
не представляет особого научного интереса.

Результаты
Действительно, если вязкая диссипация сильна, то угасание колебательного 

движения слоя будет быстрым и существенного обновления межфазной 
поверхности в результате соударения капель также не будет наблюдаться.

Основное уравнение движения слоя (7) тогда преобразуется к виду:

5

𝑐𝑐𝑐𝑐 = 3 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝛿𝛿𝛿𝛿, (16)

где новый параметр 𝜂𝜂𝜂𝜂 характеризует степень близости внешней частоты к значению вторичного
резонанса.

Подставляя (16) в систему (9), (10), после ряда преобразований получаем уравнения для
изменения амплитуды и фазы вынужденных колебаний слоя вблизи первого вторичного резонанса:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

= −3
4
𝑎𝑎𝑎𝑎2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜂𝜂𝜂𝜂𝑇𝑇𝑇𝑇1 − 3𝑖𝑖𝑖𝑖); (17)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

= −𝜂𝜂𝜂𝜂
3

+ 3𝛬𝛬𝛬𝛬2 + 3
8
𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 3

4
𝑎𝑎𝑎𝑎𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜂𝜂𝜂𝜂𝑇𝑇𝑇𝑇1 − 3𝑖𝑖𝑖𝑖). (18)

Вид полученного решения показывает, что нетривиального стационарного решения (𝑎𝑎𝑎𝑎 ≠ 0) в 
данном случае не существует.

Аналогичным методом можно произвести исследование остальных вторичных резонансов и
также показать, что любое возмущение слоя приводит к нестационарному режиму обновления
поверхности. Поэтому представляет особый интерес исследование устойчивости стационарного
решения и определение условий распространения нелинейных волн в системе с учетом взаимодействия
пленки жидкости с потоком падающих на неё капель.

Использование этих результатов позволяет рассчитать параметр обновления межфазной
поверхности при взаимодействии капельного потока с пленкой жидкости по той же схеме, как это
сделано выше, для случая одиночного взаимодействия. При этом в соответствующую формулу для
расчета доли обновления межфазной поверхности S (Zhao, 2020: 1070) предлагается подставлять в
качестве характерного времени взаимодействия величину:

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 1
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟

, (19)

где: 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑟𝑟𝑟𝑟 — наблюдаемая частота колебаний пленки, определяемая характером резонанса.
Однако более детальный анализ нелинейности в описываемой системе требует учета вязкости

жидкости и вязкой диссипации энергии слоя.
Поэтому необходимо исследовать процесс взаимодействия капель с пленочной жидкостью с

учетом вязкостной диссипации энергии в тонком слое. При этом будем считать, что порядок 
вязкостной диссипации оценивается тем же малым параметром 𝛿𝛿𝛿𝛿, что и порядок нелинейности
взаимодействия. Другое предположение не представляет особого научного интереса.

Результаты
Действительно, если вязкая диссипация сильна, то угасание колебательного движения слоя

будет быстрым и существенного обновления межфазной поверхности в результате соударения капель
также не будет наблюдаться.

Основное уравнение движения слоя (7) тогда преобразуется к виду:

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏2

+ �̂�𝜇𝜇𝜇𝛿𝛿𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡

+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜏𝜏𝜏𝜏, (20)

где �̂�𝜇𝜇𝜇 — приведенная вязкость жидкости:

�̂�𝜇𝜇𝜇 = 𝜇𝜇𝜇𝜇
𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌

. (21)

Здесь: 𝜇𝜇𝜇𝜇 — вязкость жидкости, 𝜌𝜌𝜌𝜌 — плотность, 𝑆𝑆𝑆𝑆 — поперечное сечение пленки.
Подробный анализ уравнения (21) производится аналогично анализу уравнения (7) и тем же

методом многомасштабных разложений. При этом получаем те же значения вторичных резонансов 
(15).

Однако в отличие от случая отсутствия диссипации энергии теперь возможны стационарные
колебательные режимы движения пленки, обусловленные взаимодействием слоя с потоком капель.

Действительно, вместо уравнений (17) и (18) получаем систему:

,   (20)

где 

5

𝑐𝑐𝑐𝑐 = 3 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝛿𝛿𝛿𝛿, (16)

где новый параметр 𝜂𝜂𝜂𝜂 характеризует степень близости внешней частоты к значению вторичного
резонанса.

Подставляя (16) в систему (9), (10), после ряда преобразований получаем уравнения для
изменения амплитуды и фазы вынужденных колебаний слоя вблизи первого вторичного резонанса:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

= −3
4
𝑎𝑎𝑎𝑎2𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜂𝜂𝜂𝜂𝑇𝑇𝑇𝑇1 − 3𝑖𝑖𝑖𝑖); (17)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

= −𝜂𝜂𝜂𝜂
3

+ 3𝛬𝛬𝛬𝛬2 + 3
8
𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 3

4
𝑎𝑎𝑎𝑎𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜂𝜂𝜂𝜂𝑇𝑇𝑇𝑇1 − 3𝑖𝑖𝑖𝑖). (18)

Вид полученного решения показывает, что нетривиального стационарного решения (𝑎𝑎𝑎𝑎 ≠ 0) в 
данном случае не существует.

Аналогичным методом можно произвести исследование остальных вторичных резонансов и
также показать, что любое возмущение слоя приводит к нестационарному режиму обновления
поверхности. Поэтому представляет особый интерес исследование устойчивости стационарного
решения и определение условий распространения нелинейных волн в системе с учетом взаимодействия
пленки жидкости с потоком падающих на неё капель.

Использование этих результатов позволяет рассчитать параметр обновления межфазной
поверхности при взаимодействии капельного потока с пленкой жидкости по той же схеме, как это
сделано выше, для случая одиночного взаимодействия. При этом в соответствующую формулу для
расчета доли обновления межфазной поверхности S (Zhao, 2020: 1070) предлагается подставлять в
качестве характерного времени взаимодействия величину:

𝜏𝜏𝜏𝜏 = 1
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟

, (19)

где: 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑟𝑟𝑟𝑟 — наблюдаемая частота колебаний пленки, определяемая характером резонанса.
Однако более детальный анализ нелинейности в описываемой системе требует учета вязкости

жидкости и вязкой диссипации энергии слоя.
Поэтому необходимо исследовать процесс взаимодействия капель с пленочной жидкостью с

учетом вязкостной диссипации энергии в тонком слое. При этом будем считать, что порядок 
вязкостной диссипации оценивается тем же малым параметром 𝛿𝛿𝛿𝛿, что и порядок нелинейности
взаимодействия. Другое предположение не представляет особого научного интереса.

Результаты
Действительно, если вязкая диссипация сильна, то угасание колебательного движения слоя

будет быстрым и существенного обновления межфазной поверхности в результате соударения капель
также не будет наблюдаться.

Основное уравнение движения слоя (7) тогда преобразуется к виду:

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏2

+ �̂�𝜇𝜇𝜇𝛿𝛿𝛿𝛿 𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡

+ 𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝐻𝐻𝐻𝐻3 = 𝐹𝐹𝐹𝐹� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜏𝜏𝜏𝜏, (20)

где �̂�𝜇𝜇𝜇 — приведенная вязкость жидкости:
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𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌

. (21)

Здесь: 𝜇𝜇𝜇𝜇 — вязкость жидкости, 𝜌𝜌𝜌𝜌 — плотность, 𝑆𝑆𝑆𝑆 — поперечное сечение пленки.
Подробный анализ уравнения (21) производится аналогично анализу уравнения (7) и тем же

методом многомасштабных разложений. При этом получаем те же значения вторичных резонансов 
(15).

Однако в отличие от случая отсутствия диссипации энергии теперь возможны стационарные
колебательные режимы движения пленки, обусловленные взаимодействием слоя с потоком капель.

Действительно, вместо уравнений (17) и (18) получаем систему:
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.       (21)



112

OF THE NATIONAL ACADEMY OF SCIENCES OF THE REPUBLIC OF KAZAKHSTAN

Здесь:   µ — вязкость жидкости,   p — плотность,  S — поперечное сечение 
пленки.

Подробный анализ уравнения (21) производится аналогично анализу уравнения 
(7) и тем же методом многомасштабных разложений. При этом получаем те же
значения вторичных резонансов (15).

Однако в отличие от случая отсутствия диссипации энергии теперь возможны 
стационарные колебательные режимы движения пленки, обусловленные
взаимодействием слоя с потоком капель.

Действительно, вместо уравнений (17) и (18) получаем систему:
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𝑎𝑎𝑎𝑎𝛬𝛬𝛬𝛬 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜂𝜂𝜂𝜂𝑇𝑇𝑇𝑇1 − 3𝑖𝑖𝑖𝑖). (23)

Для этой системы из условий стационарности 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
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𝜕𝜕𝜕𝜕𝑇𝑇𝑇𝑇1

= 0 получаем амплитудно-
частотную характеристику системы: «пленка - капли»:

𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 8
9
�𝜂𝜂𝜂𝜂 − 27

4
𝛬𝛬𝛬𝛬2� ± 8

3
�1
4
𝛬𝛬𝛬𝛬2 �2𝜂𝜂𝜂𝜂 − 63

4
𝛬𝛬𝛬𝛬2� − 𝜇𝜇𝜇𝜇�2

4
(24)

Из выражения (24) видно, действительные решения существуют только в случае выполнения
неравенства:

2𝜂𝜂𝜂𝜂
𝜇𝜇𝜇𝜇�
− 63

4
𝛬𝛬𝛬𝛬2

𝜇𝜇𝜇𝜇�
≥ 𝜇𝜇𝜇𝜇�

𝛬𝛬𝛬𝛬2
. (25)

Введем обозначения: 𝑊𝑊𝑊𝑊 = 2𝜂𝜂𝜂𝜂
𝜇𝜇𝜇𝜇�

и 𝑋𝑋𝑋𝑋 = 𝛬𝛬𝛬𝛬2

𝜇𝜇𝜇𝜇�
.

На рисунке 1 показано графическое решение неравенства (24).

Рис. 1. Амплитудно-частотная характеристика системы: «пленка – капли»
(Fig. 1. Amplitude-frequency characteristic of the system: "film – drops")

Стационарные колебания возможны только при некотором отклонении частоты внешней силы,
обусловленной столкновениями пленки с каплями, превышающем определенный предел, который 
находится в результате исследования функции 𝑊𝑊𝑊𝑊 = 1

2𝑋𝑋𝑋𝑋
+ 63𝑋𝑋𝑋𝑋

8
находим:

�𝜂𝜂𝜂𝜂
𝜇𝜇𝜇𝜇�
�
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛

≈ 4,96. (26)

Оценка амплитуды волн под воздействием внешней силы производится по максимальным
значениям силы соударения.

В случае вторичного резонанса 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1
3

путем аналогичных соображений и выкладок приходим
к следующей амплитудно-частотной характеристике:

�̂�𝜇𝜇𝜇2𝑎𝑎𝑎𝑎2 + �3𝜂𝜂𝜂𝜂 − 3𝛬𝛬𝛬𝛬2 − 3
8
𝑎𝑎𝑎𝑎2�

2
𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝛬𝛬𝛬𝛬6, (27)

где
𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1

3
+ 𝜂𝜂𝜂𝜂𝛿𝛿𝛿𝛿. (28)

Вид уравнения (27) показывает, что в окрестности вторичного резонанса 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1
3

всегда
существует стационарное решение. Случай резонанса 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 0 соответствует постоянной внешней силе
и не представляет фактического интереса.

Заключение
Дан анализ возникновению нелинейных колебаний возмущенной пленки жидкости при

соударении ее с потоком падающих на поверхности капель с учетом резонансных явлений и вязкостной

;     (22)
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На рисунке 1 показано графическое решение неравенства (24).
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Оценка амплитуды волн под воздействием внешней силы производится по максимальным
значениям силы соударения.
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Вид уравнения (27) показывает, что в окрестности вторичного резонанса 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 1
3

всегда
существует стационарное решение. Случай резонанса 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 0 соответствует постоянной внешней силе
и не представляет фактического интереса.

Заключение
Дан анализ возникновению нелинейных колебаний возмущенной пленки жидкости при

соударении ее с потоком падающих на поверхности капель с учетом резонансных явлений и вязкостной
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Из выражения (24) видно, действительные решения существуют только в случае выполнения
неравенства:
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На рисунке 1 показано графическое решение неравенства (24).

Рис. 1. Амплитудно-частотная характеристика системы: «пленка – капли»
(Fig. 1. Amplitude-frequency characteristic of the system: "film – drops")
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Заключение
Дан анализ возникновению нелинейных колебаний возмущенной пленки жидкости при

соударении ее с потоком падающих на поверхности капель с учетом резонансных явлений и вязкостной

 
соответствует постоянной внешней силе и не представляет фактического интереса.

Заключение
Дан анализ возникновению нелинейных колебаний возмущенной пленки 

жидкости при соударении ее с потоком падающих на поверхности капель с 
учетом резонансных явлений и вязкостной диссипации. Выведены уравнения 
амплитудно-частотных характеристик системы и амплитудные уравнения для 
нелинейных волн.

Установлены условия возникновения нелинейных колебаний возмущенной 
пленки, при соударении ее с каплями жидкости и предложены уравнения для 
расчета амплитудно-частотных характеристик системы.
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