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В 2016 году для развития и улучшения качества жизни казахстанцев 
был создан частный Благотворительный фонд «Халык». За годы своей 
деятельности на реализацию благотворительных проектов в областях 
образования и науки, социальной защиты, культуры, здравоохранения и 
спорта, Фонд выделил более 45 миллиардов тенге.

 Особое внимание Благотворительный фонд «Халык» уделяет 
образовательным программам, считая это направление одним из ключевых 
в своей деятельности. Оказывая поддержку отечественному образованию, 
Фонд вносит свой посильный вклад в развитие качественного образования 
в Казахстане. Тем самым способствуя росту числа людей, способных 
менять жизнь в стране к лучшему – профессионалов в различных 
сферах, потенциальных лидеров и «великих умов». Одной из значимых 
инициатив фонда «Халык» в образовательной сфере стал проект Ozgeris 
powered by Halyk Fund – первый в стране бизнес-инкубатор для учащихся 
9-11 классов, который помогает развивать необходимые в современном 
мире предпринимательские навыки. Так, на содействие малому бизнесу 
школьников было выделено более 200 грантов. Для поддержки талантливых 
и мотивированных детей Фонд неоднократно выделял гранты на обучение 
в Международной школе «Мирас» и в Astana IT University, а также помог 
казахстанским школьникам принять участие в престижном конкурсе «USTEM 
Robotics» в США. Авторские работы в рамках проекта «Тәлімгер», которому 
Фонд оказал поддержку, легли в основу учебной программы, учебников и 
учебно-методических книг по предмету «Основы предпринимательства и 
бизнеса», преподаваемого в 10-11 классах казахстанских школ и колледжей. 

 Помимо помощи школьникам, учащимся колледжей и студентам Фонд 
считает важным внести свой вклад в повышение квалификации педагогов, 
совершенствование их знаний и навыков, поскольку именно они являются 
проводниками знаний будущих поколений казахстанцев. При поддержке 
Фонда «Халык» в южной столице был организован ежегодный городской 
конкурс педагогов «Almaty Digital Ustaz. 

 Важной инициативой стал реализуемый проект по обучению основам 
финансовой грамотности преподавателей из восьми областей Казахстана, 
что должно оказать существенное влияние на воспитание финансовой 
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грамотности и предпринимательского мышления у нового поколения 
граждан страны. 

 Необходимую помощь Фонд «Халык» оказывает и тем, кто особенно 
остро в ней нуждается. В рамках социальной защиты населения активно 
проводится работа по поддержке детей, оставшихся без родителей, детей и 
взрослых из социально уязвимых слоев населения, людей с ограниченными 
возможностями, а также обеспечению нуждающихся социальным жильем, 
строительству социально важных объектов, таких как детские сады, детские 
площадки и физкультурно-оздоровительные комплексы. 

 В копилку добрых дел Фонда «Халык» можно добавить оказание помощи 
детскому спорту, куда относится поддержка в развитии детского футбола и 
карате в нашей стране. Жизненно важную помощь Благотворительный фонд 
«Халык» оказал нашим соотечественникам во время  недавней пандемии 
COVID-19. Тогда, в разгар тяжелой борьбы с коронавирусной инфекцией 
Фонд выделил свыше 11 миллиардов тенге на приобретение необходимого 
медицинского оборудования и дорогостоящих медицинских препаратов, 
автомобилей скорой медицинской помощи и средств защиты, адресную 
материальную помощь социально уязвимым слоям населения и денежные 
выплаты медицинским работникам.

В 2023 году наряду с другими проектами, нацеленными на повышение 
благосостояния казахстанских граждан Фонд решил уделить особое 
внимание науке, поскольку она является частью общественной культуры, а 
уровень ее развития определяет уровень развития государства. 

Поддержка Фондом выпуска журналов Национальной Академии наук 
Республики Казахстан, которые входят в международные фонды Scopus и 
Wos и в которых публикуются статьи отечественных ученых, докторантов 
и магистрантов, а также научных сотрудников высших учебных заведений 
и научно-исследовательских институтов нашей страны является не менее 
значимым вкладом Фонда в развитие казахстанского общества.

С уважением, Благотворительный Фонд «Халык»!
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Abstract. This scientific article analyzes the key role of trigonometric functions 
in mathematical proofs and research. The article aims intuitive ways to prove some 
fundamental theorems that are usually considered complex and abstract. In the 
course of the article, proofs of two key theorems are presented: Ptolemy's theorem 
and Heron's formula. However, what makes this paper particularly valuable is that 
the proofs are based on the use of trigonometric functions. This allows students 
not only to understand the essence of the theorems themselves, but also to see the 
practical application of trigonometry in solving geometric problems. The article 
explains how trigonometric functions can be used to prove theorems. The article 
begins with a discussion of the importance and practical significance of the theorems 
under consideration. It then provides readers with a clear introduction to basic 
trigonometric functions such as sine, cosine, and tangent. With the help of these 
functions and simple geometric reasoning, the article allows you to prove each of 
the theorems. The proof of Ptolemy's theorem and Heron's formula in geometry of 
grades 8 and 9 of secondary school is presented using trigonometric relations, which 
makes the process visual and accessible to schoolchildren. As a result, readers can not 
only master concrete proofs, but also develop analytical thinking and mathematical 
intuition. This article is intended not only to make the educational material more 
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interesting and understandable for secondary school students, but also to show how 
different mathematical concepts can be connected and applied in practice. Thanks 
to this, it can contribute to a deeper understanding of mathematics and stimulate 
student’s interest in studying this science.

Keywords: trigonometry, trigonometric functions, sine, cosine, Ptolemy's 
theorem, Heron's formula.
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Аннотация. Бұл ғылыми мақала математикалық дәлелдеулер 
мен зерттеулердегі тригонометриялық функциялардың негізгі рөлін 
талдайды. Әдетте күрделі және дәлелденуі қиын деп саналатын 
кейбір іргелі теоремаларды дәлелдеудің қол жетімді және де интуитивті 
тәсілдерін ұсынады. Мақала екі негізгі теореманың дәлелдерін ұсынады: 
Птолемей теоремасы және Герон формуласы. Алайда, бұл мақаланы 
ерекше құнды ететін нәрсе – ол тригонометриялық функцияларды 
қолдануға негізделген дәлелдеулер. Бұл студенттерге теоремалардың мәнін 
түсініп қана қоймай, геометриялық есептерді шешуде тригонометрияның 
практикалық қолданылуын көруге мүмкіндік береді. Мақалада 
теоремаларды дәлелдеу үшін тригонометриялық функцияларды қалай 
қолдануға болатындығы түсіндіріледі. Мақала қарастырылып отырған 
теоремалардың маңыздылығы мен практикалық маңыздылығын 
талқылаудан басталады. Содан кейін ол оқырмандарға синус, косинус және 
тангенс сияқты негізгі тригонометриялық функцияларға түсінікті кіріспе 
береді. Осы функциялар мен қарапайым геометриялық пайымдаулар 
арқылы мақала теоремалардың әрқайсысын дәлелдеуге мүмкіндік береді. 
Орта мектептің 8 және 9 сынып геометриясындағы Птолемей теоремасы 
мен Герон формуласының дәлелі тригонометриялық қатынастарды қолдану 
арқылы ұсынылған. Мақалада сонымен қатар егжей - тегжейлі қадамдық 
нұсқаулар мен иллюстрациялар бар, сол себепті материалдар кең аудиторияға 
қолжетімді және түсінікті болып табылады. Нәтижесінде оқырмандар нақты
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дәлелдерді игеріп қана қоймай, аналитикалық ойлау мен математикалық 
интуицияны дамыта алады. Бұл мақала орта мектеп оқушылары үшін оқу 
материалын қызықты әрі түсінікті етіп қана қоймай, сонымен қатар әртүрлі 
математикалық ұғымдарды қалай байланыстыруға болатындығын және қалай 
тәжірибеде қолдануға болатындығын көрсетуге арналған. Осының арқасында 
ол математиканы тереңірек түсінуге ықпал ете алады және оқушылардың осы 
ғылымды үйренуге деген қызығушылығын оята алады.

Түйін сөздер: тригонометрия, тригонометриялық функциялар, синус, 
косинус, Птолемей теоремасы, Герон формуласы.
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Аннотация. Данная научная статья анализирует ключевую роль 
тригонометрических функций в математических доказательствах и 
исследованиях. Статья предоставляет доступные и интуитивно понятные 
способы доказательства некоторых фундаментальных теорем, которые обычно 
рассматриваются как сложные и абстрактные. В ходе статьи представлены 
доказательства двух ключевых теорем: теоремы Птолемея и формулы Герона. 
Однако, что делает эту статью особенно ценной, так это то, что доказательства 
основаны на использовании тригонометрических функций. Это позволяет 
учащимся не только понять суть самих теорем, но и увидеть практическое 
применение тригонометрии в решении геометрических задач. Статья объясняет, 
как тригонометрические функции могут быть использованы для доказательства 
теорем. Статья начинается с обсуждения важности и практической значимости 
рассматриваемых теорем. Затем она предоставляет читателям понятное 
введение в основные тригонометрические функции, такие как синус, косинус 
и тангенс. С помощью этих функций и простых геометрических рассуждений, 
статья позволяет доказать каждую из теорем. Доказательство теоремы 
Птолемея и формулы Герона в геометрии 8 и 9 классов средней школы 
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представлено с использованием тригонометрических соотношений, что делает 
процесс наглядным и доступным для школьников. В результате читатели могут 
не только освоить конкретные доказательства, но и развивать аналитическое 
мышление и математическую интуицию. Эта статья призвана не только сделать 
учебный материал более интересным и понятным для учеников средних школ, 
но и показать, как разные математические концепции могут быть связаны и 
применены на практике. Благодаря этому, она может способствовать более 
глубокому пониманию математики и стимулировать интерес учащихся к 
изучению этой науки.

Ключевые слова: тригонометрия, тригонометрические функций, синус, 
косинус, теорема Птолемея, формула Герона.

Кіріспе
Математика – оқушылардың білім алуында және интеллектуалдық 

дағдыларын дамытуда әрқашан маңызды орынға ие болды және бұл процесте 
геометрия шешуші рөл атқарады. Алайда көптеген студенттер Птолемей 
теоремасы және Герон формуласы сияқты кейбір іргелі теоремаларды зерттеу 
кезінде қиындықтарға тап болады. Біздің мақаламыз тригонометрияны қолдана 
отырып, осы теоремаларды дәлелдеуге инновациялық және түсінікті тәсілді 
ұсынуға арналған, бұл орта мектепте математиканы оқу процесін қызықты әрі 
көрнекі ете алады. 

Бұл тақырыпты таңдау бірнеше факторларға байланысты. Біріншіден, 
бұл теоремаларды түсіну геометриялық білімнің маңызды бөлігі болып 
табылады. Екіншіден, тригонометрия математиканың бір саласы ретінде біздің 
күнделікті өміріміздің ажырамас бөлігі болып табылады және оны түсіну 
практикалық есептерді шешуде пайдалы болуы мүмкін. Үшіншіден, орта 
мектепті бітіріп, жоғары оқу орнына түскен жастар үшін тригонометрияны 
терең меңгеру мақсатында мектеп бағдарламасы мен жоғары оқу орнының 
бағдарламаларындағы пән сабақтастығын жетілдіру қажет. Себебі, жоғары 
оқу орындарында көптеген мамандықтарда математика пәні, соның ішінде 
тригонометриялық функциялар оқытылады. Жоғары оқу орнының білім 
алушыларының арасында педагогикалық бағытта оқитын студенттер үшін 
тригонометриялық функциялармен жұмыс жасау көптеген қиындықтарға 
кездестіреді. Мұндай қиындықтарға кездесудің негізгі себептерінің бірі – 
жастардың орта мектеп бағдарламасындағы тригонометриялық функциялар 
немесе кері тригонометриялық функцияларға толық, жеткілікті деңгейде 
көңіл аудармауынан. Сондықтан осы мәселені қарастырып, мақала жазу өзекті 
болып отыр. Мақалада оқушыларға қол жетімді және қолдануға ыңғайлы 
етіп, тригонометриялық функциялар мен кері тригонометриялық функциялар 
туралы мағлұмат берілді және осы функцияларды қолдану арқылы теорема 
мен формуланың дәлелдеуі көрсетілді.

Мақаланың зерттелу мақсаты – тригонометриялық функцияларды қолдана 
отырып,  Птолемей және Герон формуласы мен теоремаларын дәлелдеудің 
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балама әдістерін ұсыну. Күрделі математикалық ұғымдарды түсіндіруде және 
оқушылардың осы пәнге деген қызығушылығын арттыруда тригонометрияның 
тиімді құрал бола алатынын көрсетуге тырыстық. Зерттеуіміздің негізгі бағыты 
– тригонометриялық функцияларды геометрия пәнінде түрлі дәлелдеулерге 
қолдану мүмкіндігін көрсетіп қана қоймай, сонымен қатар жалпы математиканы 
тереңірек түсінуге және оқушыларды қызықтыруға ықпал ету.

Материалдар және негізгі әдістер
Тригонометрия сөзі гректің trigonom (тригонон – үшбұрыш) және metron 

(метрео – өлшеу),  яғни «үшбұрыштарды өлшеу» деген екі сөзінен құралады. 
Тригонометриялық функциялар мектеп курсында алғаш рет Пифагор 
теоремасынан кейін немесе оның алдында планиметрия курсында пайда 
болады. Олар негізінен жазық үшбұрыштарды шешу үшін қолданылады. Бұл 
ретте тригонометриялық функциялар кестелерімен жұмыс істеудің бастапқы 
дағдылары пысықталады. Біздің дәуірге дейінгі ІІ ғасырда өмір сүрген грек 
астрономы Гиппарх центрлік бұрыштар хордаларының ұзындығын көрсететін 
«хордалар таблицасын» жасады. Гректерден кейін тригонометрияны үнділер 
дамытты, бірақ олар тригонометрияны астрономиямен бірге қарастырды. 
Сөйтіп үнділер тригонометрияға синус және косинус ұғымын енгізді, 
сонымен қатар синустар кестесін жасады. Синус пен косинус арасындағы 
қатынастарды зерттеп білді. ІХ ғасырда алгебраның атасы Әл – Хорезми 
гректер мен үнділердің тригонометриялық кестелерін жетілдіре отырып, жаңа 
тригонометриялық кестелер жасады. ІХ ғасырда Әл – Баттани (850–929) 
«көлеңкелер» деп атап, тангенс ұғымын енгізді. Тангенс атауын енгізген 
(1583) Дания математигі Т. Финих (1561–1656), tg таңбасын енгізген (1748) Л. 
Эйлер. Тригонометрия элементтерін адамзат ежелгі замандарынан бастап, 
бұрыштарды өлшеу мұқтаждықтары барысында қолдана бастаған. 
Тригонометриялық функциялардың қазіргі атаулары XVI – XVIII ғасырларда 
пайда болған. Синус сөзі латын тілінен аударғанда «дөңестік» деген мағына 
білдіреді, ал косинустағы «ко» қосымшасы латынның complementom –
толықтауыш деген мағына білдіреді. Осы күнгі қолданылып жүрген sinx және 
cosx белгілеулері 1739 жылы И. Бернуллидің Л. Эйлерге жазған хатында алғаш 
рет ұсынылған. Бұл белгілеулерді қазіргі кезеңде кеңінен қолдана бастады.

Тригонометрия, жоғарыда айтылғандай, геометриялық қатынастарды, 
әсіресе үшбұрыштардың ішінде талдауға арналған қуатты құралдарды ұсынады. 
Бұл қабырғалардың бұрыштары мен ұзындықтарын өлшеуге ғана емес, 
сонымен қатар олардың арасындағы қатынастарды құруға мүмкіндік береді, бұл 
көбінесе күрделі геометриялық есептерді шешуде қажет. Тригонометриялық 
функцияларды математикалық дәлелдер мен зерттеулерде қолдану қазіргі 
математиканың ажырамас бөлігі болып табылады. Оның негізгі функциялары 
– синус, косинус және тангенс. Бұл функциялардың физика, инженерия және 
тіпті компьютерлік графика сияқты әртүрлі салаларда қолданылатынын және 
зерттеулердің кең контекстінде маңызды рөл атқаратынын түсіну маңызды.

Бұл мақалада осы функцияларды кейбір негізгі математикалық 
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формулаларды дәлелдеу үшін қалай қолдануға болатындығын қарастырамыз 
және олардың геометриялық фигуралармен байланысын зерттейміз. Сонымен 
қатар олардың сандар әлеміндегі жасырын заңдылықтарды ашуға қалай 
көмектесетінін талдаймыз. Бұл мақалада тригонометрияның математика және 
оны қолдану туралы білімімізді толықтыратын және байытатын қуатты құрал 
ретіндегі рөлі атап өтіледі.

Алдымен орта мектеп бағдарламасындағы геометрия курсының 9 – 
сыныбында өтілетін «Шеңберге іштей сызылған төртбұрыштар» тақырыбына 
тоқталатын болсақ, осы жерде шеңберге іштей сызылған төртбұрыштың қарама 
– қарсы бұрыштарының қосындысы 1000-қа тең болатындығы және Птолемей 
(б.д.д. І ғасырдағы ежелгі грек оқымыстысы) теоремасы қарастырылған. 
Осы екі тұжырымға жеке – жеке тоқталып, тригонометриялық функцияларға 
негізделген дәлелдеуін ұсынып, тұжырымдамалардың бірін бірі толықтырып 
тұрғандығын дәлелдемеден көрсетуге болады. (Шыныбеков, 2019, 176)

Птолемей теоремасына тоқталсақ. Клавдий Птолемей (б.з. 90-168 ж.ж.) 
– Египеттің Александрия қаласында өмір сүрген ежелгі грек математигі, 
астрономы және географы. Оның ең танымал шығармасы – "Алмагест" 
(грек. "Matematike Syntaxis" немесе "математикалық синтаксис"), 
"математикалық компиляция" немесе "математикалық постулаттар" деп те 
аталады. Бұл жұмысында ол үшбұрыштардағы бұрыштардың үш түрі туралы 
теорияны ұсынды (сүйір, доғал және тік бұрыш), сонымен қатар бірқатар 
математикалық нәтижелерге қол жеткізді. Птолемей әртүрлі бұрыштар үшін 
синус мәндерінің кең кестелерін ұсынды, үшбұрыштардың қасиеттері мен 
шеңберге іштей сызылған фигураларға зерттеулер жүргізді. Сонымен қатар, 
әртүрлі геометриялық фигуралардағы қабырғалар мен бұрыштар арасындағы 
қатынастар сияқты тақырыптарды қарастырды. Оның математикалық 
жазбалары әрдайым жаңашыл бола бермесе де, олар ортағасырлық және ерте 
Ренессанс математикасы үшін өте маңызды болды. (Riccardi, 2009, 16)

Птолемей теоремасы: Шеңберге іштей сызылған кез – келген циклдік 
төртбұрыш үшін, диагональдарының ұзындықтарының көбейтіндісі 
оның қарама-қарсы қабырғаларының әрбір жұбының ұзындықтарының 
көбейтінділерінің қосындысына тең болады:

d1 ˖ d2 = AB ˖ CD + AD ˖ CB (1)

Сурет - 1. Шеңберге іштей сызылған төртбұрыш
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Дәлелдеуі: Птолемей теоремасын дәлелдеу үшін біздер үшбұрыштардың 
қабырғалары мен бұрыштарының арасындағы қатынастарды көрсететін 
косинустар формуласын пайдаланамыз. 

Сурет – 1 бойынша ABD және CBD үшбұрыштары үшін косинустар тео-
ремасы арқылы BD диагоналын келесідей өрнектейміз (Шыныбеков, 2018, 
152):

   (2)

   (3)

Теореманың берілуіне сәйкестендіріп келесі белгілеулерді енгізейік: AB = a, 
CB = b, CD = c, AD = e, AC = d1 және BD = d2 . (2) және (3) формулаларды қайта 
жазатын болсақ:

                                                     (2*)

                                                      (3*)
Осы екі (2*) және (3*) теңдіктерінің әрқайсысынан бұрыштың косинусын 

өрнектеп аламыз:

Осыдан 9 – сыныптың геометрия курсындағы «Шеңберге сырттай және 
іштей сызылған төртбұрыштар» тақырыбында келтірілген теорема бойынша 

 болады.
Теорема. Егер төртбұрыш шеңберге іштей сызылса, онда оның қарама-

қарсы бұрыштарының қосындысы 1800-қа тең. (Шыныбеков, 2019, 176)
Демек, бұл теорема бойынша (4) және (5) формулаларға түрлен діру лер 

жасап, келтіру формуласын қолданатын болсақ, онда 
,
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Енді дәл осының барлығын ABC және ADC үшбұрыштарындағы АС 
қабырғасы, яғни 1-інші диагональ үшін есептейтін болсақ, онда:

Алынған (6) және (7) өрнектерді алғашқы Птолемей теоремасының өзіне 
апарып қойып, есептейтін болсақ, онда диагональдардың квадраттарының 
көбейтіндісі төмендегідей болады.

немесе d1 ˖ d2 = ac + be = AB ˖ CD + AD ˖ BC.                (8)

Осымен шеңберге іштей сызылған кез-келген төртбұрыштарға қатысты 
Птолемей теоремасы толықтай дәлелденді.

Ендігі кезекте, орта мектептегі геометрия курсындағы 8 – сыныпта 
қамтылатын, кез-келген үшбұрыштың ауданын табуда қолданылатын Герон 
формуласын тригонометриялық функциялар мен формулаларды пайдалана 
отырып дәлелдеп көрейік. Герон формуласы үшбұрыштың қабырғаларының 
ұзындығын біле отырып, оның ауданын есептеуге мүмкіндік береді. Бұл бөлімде 
тригонометриялық функцияларды қолдана отырып, Герон формуласының 
бірнеше дәлелін ұсынамыз. Үшбұрыштың ауданын оның қабырғаларының 
ұзындықтары мен олардың арасындағы бұрыш арқылы қалай есептеуге бола-
тындығын көрсетеміз. Бұл есептеу геометрия мен тригонометрия арасындағы 
байланысты оқушыларға көрнекілікпен көрсетуге мүмкіндік жасайды.

Герон Александрийский (б.з.д. 10 ж. – б.з. 70 ж.) – Египеттің Александрия 
қаласында өмір сүрген ежелгі грек математигі және инженері. Оның ең 
танымал жұмысы – "Метрика" (Metrika) немесе "Өлшемдер туралы", "Герон 
формуласы" деп те аталады. Геронның негізгі үлесі геометрия ілімімен, 
соның ішінде фигуралардың өлшемімен байланысты. "Метрикада" Герон осы 
мақалада қарастырғалы отырған үшбұрыштың ауданын оның қабырғаларының 
ұзындығымен есептеу формуласын ұсынды. Герон сонымен қатар тікбұрышты 
параллелепипедтер мен цилиндрлерді қоса алғанда, әртүрлі геометриялық 
фигуралардың көлемдері мен аудандарын есептеумен айналысты. Ол өз 
еңбектерінде дұрыс көпбұрыштарды қарастырып, олардың аудандары мен 
периметрлерін есептеу формулаларын шығарды. Оның математикаға қосқан 
үлесі, еңбектері геометрия контекстінде маңызды болды. Ол ұсынған формула 
қазіргі уақытта да үшбұрыштардың аудандарын есептеу үшін қолданылады. 
(Claude, 2018: 2)

Герон формуласы. Қабырғалары a - ға, b - ға және c - ға тең болатын 
үшбұрыштың ауданы
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формуласымен анықталады. Мұндағы – үшбұрыштың жарты
периметрі.

Сурет - 2. Кез – келген үшбұрыш.

Дәлелдеуі. Бірінші жолы.
Бұл дәлелдеуде біздер косинустар теоремасын және қысқаша көбейту 

формулаларын қолданамыз. Косинустар теоремасы бойынша:
c2 = a2 + b2 – 2ab˖ cosγ    екені белгілі.                                        (10)
Демек, 

Әрі қарай қарастырсақ,   sin2γ + cos2γ = 1   екені белгілі және осыдан
sin2γ = 1 – cos2γ = (1 – cosγ)(1 + cosγ) 

Осы (11) түрлендіруден келесі теңдік шығады:

Шыққан (12) теңдікті қолданып ABC үшбұрышының ауданын келесідей 
өрнектейміз:
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(9) формула толықтай дәлелденді.
Дәлелдеудің екінші жолы. Бұл дәлелдеуде де (10) формуланы, яғни 
c2 = a2 + b2 – 2ab˖ cosγ косинустар теоремасын қос бұрыштың формулаларын 

пайдалану арқылы түрлендіреміз: 
Қос бұрыш формуласы бойынша    cos2γ = 2cos2γ – 1 = 1 – 2sin2γ,     демек 

Осыдан (13) және (14) формулаларын (10) формулаға қойсақ, онда:
 c2 = a2 + b2 – 2ab                                                 (15)

c2 = a2 + b2 – 2ab                                                  (16)
теңдіктері шығады, яғни  .

Сурет - 3. Шеңберге сырттай сызылған үшбұрыш.

Әрі қарай есептейтін болсақ: 

Оқушылар синустың қос бұрышы sin2γ = 2sinγcosγ екенін жақсы біледі, 
олай болса 

     болады.
Табылған формулалардың барлығын ескерсек, ABC үшбұрышының ауданын 

келесідей есептеуге болады:
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Бізге дәлелдеу керегі де осы еді.

Сурет - 4. Тіктөртбұрышқа іштей сызылған үшбұрыш.

Дәлелдеудің үшінші жолы.
Орта мектептің 7 – сыныбының бағдарламасында кез келген үшбұрыштың, 

яғни 
x, y, z  шартты қанағаттандыратын, ішкі бұрыштарының 

қосындысы 
x + y + z = 180  болатындығы туралы теорема бар. Олай болса келесі 

Лемманы дәлелдейік. (Жук, 2017, 12)
Лемма.  Егер үшбұрыштың ішкі бұрыштары  x, y, z  және     

x + y + z =  болса, онда келесі теңдік орындалады:

tgx + tgy + tgz = tgx˖ tgy˖tgz (17)

Дәлелдеуі.  Дәлелдеу үшін орта мектептің 9 – сыныбындағы 
тригонометриялық функциялардың бұрыштарының қосындысын, яғни    

 ,  және де келтіру формулаларын 
пайдаланып келесі өрнекті аламыз (Әбілқасымова, 2019, 152):
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Лемма дәлелденді.  
Енді осы (17) формуланы пайдаланып, Герон формуласын дәлелдейік:
Сурет – 3 бойынша   

.
  

болғандықтан,

Лемма бойынша   ,  сүйір бұрыштары үшін және   
  болғандықтан, (17) формуланы пайдаланамыз:

 тікбұрышты үшбұрыштарынан келесі теңдіктерді 
қолданып: 

және де (18) формуланы алдыңғы (17) формулаға қойып, келесі формуланы 
аламыз: 

(19) формуланы түрлендіріп:

 

келесі формуланы аламыз

Орта мектеп бағдарламасынан белгілі шеңберге сырттай сызылған 
үшбұрыштың ауданын (20) формуланы қолданып есептейтін болсақ:  

 , 
Герон формуласы дәлелденеді.
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Дәлелдеудің төртінші жолы.
Алдыңғы дәлелдеуде үш сүйір бұрыштың қосындысы -ге тең екендігін 

пайдаланып (17) формуланы дәлелдесек, енді      шартты 
қанағаттандыратын,   қосындылары  – ге тең сүйір бұрыштар болса, 
онда келесі Лемманы дәлелдейік:

Лемма.  Сурет – 4 бойынша x + y + z =   тең сүйір бұрыштар болса, онда 
келесі теңдіктер орындалады:

tgx ˖ tgy + tgy ˖ tgz + tgx ˖ tgz = 1,                                                (21)

ctgx + ctgy + ctgz = ctgx ˖ ctgy ˖ ctgz.                                           (22)

Алдымен осы Лемманы дәлелдеп көрейік. (Жук, 2017, 12)

Дәлелдеуі: Берілгені бойынша   x + y + z =  ,   олай болатын болса    x + 
y =  - z    болады. Осы теңдікті тангенстің формуласына қойып және келтіру 
формулаларын пайдаланып, келесі түрлендірулерді аламыз:

tgz (tgx + tgy) = 1 – tgx ˖ tgy;
tgx ˖tgz + tgy ˖ tgz = 1 – tgx ˖ tgy;
tgx ˖ tgy + tgy ˖ tgz + tgx ˖ tgz = 1
(21) теңдік дәлелденді. Енді осы (21) теңдіктегі тангенсті котангенс арқылы 

өрнектейтін болсақ:

ctgx + ctgy + ctgz = ctgx ˖ ctgy ˖ ctgz
теңдігі шығады. Олай болса, (22) теңдік те дәлелденді. Енді осы 

формулалардың көмегімен Герон формуласын дәлелдейік:

болғандықтан, Лемма бойынша:
Сурет – 3 бойынша   тікбұрышты үшбұрыштарынан 

келесі теңдіктерді аламыз:

Енді (23) формуланы Лемма формуласына (22) қойып есептесек:
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Алынған нәтижені     - үшбұрыштың ауданын табатын формулаға 
қойсақ, төменде көрсетілгендей кезекті Герон формуласын дәлелдеуге көз 
жеткіземіз:

Герон формуласы толығымен дәлелденді.
Нәтижелер
Мақаладағы Птолемей теоремасын дәлелдеу үшін біздер үшбұрыштардың 

қабырғалары мен бұрыштарының арасындағы қатынастарды көрсететін 
косинустар формуласын пайдалану арқылы оқушыларға математика 
сабағындағы әрбір тақырыптың маңыздылығын жеткіздік. 9 – сыныптың 
геометрия курсындағы «Шеңберге сырттай және іштей сызылған 
төртбұрыштар» тақырыбында келтірілген теорема бойынша шеңберге іштей 
сызылған төртбұрыштың қарама – қарсы бұрыштарының қосындысы 180 - 
қа тең болатындығын пайдаландық. Сонымен шеңберге іштей сызылған кез-
келген төртбұрыштарға қатысты Птолемей теоремасы толықтай дәлелдедік.

Орта мектеп бағдарламасындағы геометрия курсындағы 8 – сыныпта 
оқытылатын Герон формуласын қарастырдық. Бұл жерде кез - келген 
үшбұрыштың ауданын табуда қолданылатын Герон формуласын 
тригонометриялық функциялар мен формулаларды пайдалана отырып 
дәлелдеулерін көрсеттік. Егер үшбұрыштың қабырғаларының ұзындығын 
белгілі болса, онда оның ауданын есептеуге Герон формуласын қолдануға 
болатындығын оқушылардың назарына ұсындық. Және де тригонометриялық 
функцияларды қолдана отырып, Герон формуласының бірнеше дәлелдеулеріне 
қол жеткіздік. Үшбұрыштың ауданын есептеу барысында Герон формуласын 
бірнеше тәсілдермен дәлелдеулерде тригонометриялық функцияларды 
қолдану үшін үшбұрыштың қабырғаларының ұзындықтары мен олардың 
арасындағы бұрыштардың қатынастарын көрсеттік. Бұл дәлелдеуде геометрия 
мен тригонометриялық функциялар арасындағы байланысты оқырманға 
көрнекілікпен көрсету жолдарын ұсындық.

Талдау
Орта мектеп бағдарламарына және жоғары оқу орындарына арналған 

оқулықтарда Герон формуласы мен Птолемей теоремасына жақсы түсініктер 
берілген. Haileybury Almaty мектебінің математика пәні мұғалімі В.В. Жук, 
О.А. Жаутыков атындағы Республикалық Физика – Математика 



226

Bulletin the National academy of sciences of the Republic of Kazakhstan

мектебінің (РФММ) математика пәні мұғалімі А.Т. Нагашбекова, Shannon 
Umberger, Леонард Эйлер (1748 ж.), Virgil Nicula және тағы басқа да ғалым 
– әдіскерлердің ғылыми мақалаларында Герон формуласы мен Птолемей 
теоремасы қарастырылған. Бұл мақаладағы зерттеулер мен дәлелдеулерде 
осы ғалым – әдіскерлердің еңбектерін пайдалана отырып, геометрия 
пәніндегі тригонометриялық функциялардың маңыздылығы көрсетілді. Осы 
мақаладағы зерттеу жұмысымыздың маңыздылығы – Герон формуласы мен 
Птолемей теоремасын дәлелдеуде тригонометриялық функцияларды қолдану 
жолдарын көрсету. Дәлелдеулерді бірнеше әдістермен баяндау арқылы мектеп 
оқушыларына математиканың зор мүмкіндігін және пәнаралық байланыстарды 
терең түсінуіне бағыт – бағдар беру.

Қорытынды
Бұл мақалада тригонометриялық функцияларды қолдана отырып, кейбір 

іргелі геометриялық теоремалар мен Герон формулаларын дәлелдеудің жаңа 
тәсілі ұсынылды. Осы жұмысымыз геометрия контекстіндегі тригонометрияның 
маңыздылығын баяндайды және бұл тәсіл оқушылар үшін математиканы қалай 
қолжетімді және қызықты ете алатынын көрсетеді.

Бұл зерттеудің негізгі нәтижелерінің бірі тригонометриялық функцияларды 
қолдана отырып, Птоломей теоремасының дәлелі болды. Бұл әдіс 
төртбұрыштардағы қабырғалар мен диагональдар арасындағы қатынастарды 
түсінудің жаңа әдісін ұсынады және күрделі геометриялық есептерді шешу 
үшін қолданыла алады.

Тригонометриялық принциптерге негізделген Герон формуласының төрт 
түрлі сенімді дәлелдерін ұсындық. Жалпы Герон формуласын алгебралық тең-
деулер, таза геометриялық жолдармен, комплекс сандар теориясын қолдану 
арқылы және жекелеген авторлардың дәлелдемелерімен оқушылардың 
назарына ұсынуға болады. Герон формуласын дәлелдеген жекелеген 
авторлардың аты жөніне тоқталатын болсақ, олар Shannon Umberger, 
Леонард Эйлер (1748 ж.), Virgil Nicula (бұл дәлелдеуде Стюарт теоремасы 
қолданылады).   Бұл бізге бір мәселені шешудің әртүрлі тәсілдерін көрсетуге 
мүмкіндік берді, ал бұл оқушылардың оқу тәжірибесін байыту және олардың 
аналитикалық ойлауын дамыту үшін пайдалы болуы әбден мүмкін. Әртүрлі 
тәсілдермен Герон формуласын дәлелдеу арқылы  осы формуланың әртүрлі 
аспектілерін қалай ашуға болатындығын көрсеттік, бұл оқушылардың 
тригонометриялық функцияларды да, Герон формулалары туралы түсініктерін 
де байытатындығы сөзсіз. Сонымен, біз геометрияның белгілі формулаларының 
бірі – Герон формуласының бірнеше дәлелдемелерін ұсыну арқылы оқырманға 
геометрияның әртүрлі тарауларының бір – бірімен тығыз байланыста екендігін 
көрсеттік.

Қорытындылай келе, бұл мақалада тригонометрия – математикалық білім 
берудің маңызды элементі ғана емес, сонымен қатар геометриялық теоремалар 
мен формулаларды түсіну және дәлелдеу үшін пайдалы екендігін оқушылардың 
назарына ұсындық. Мақаладағы бұл әдістер математикалық есептерді шешуде, 
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теоремалар мен лемманы дәлелдеулерде тригонометрияның ауқымдылығының 
кең және жан – жақты екендігін дәлелдеді. Бұл материал оқушыларды 
математиканы терең зерттеуге шабыттандырады және оларға шынайы әлемде 
математикалық ұғымдардың қолданылуын көруге көмектеседі деп үміттенеміз. 
Сайып келгенде, біздің зерттеуіміз математикалық есептерді шешудің 
және теоремаларды дәлелдеудің қуатты құралы ретінде тригонометрияның 
маңыздылығын көрсетеді.
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